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1. Тема дисертацiї “Функцiональнi рiвняння для функцiй кiлькох змiн-
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3. Об’єкт дослiдження: функцiї кiлькох змiнних, що є розв’язками
функцiонального рiвняння Кошi.

4. Предмет дослiдження: умови лiнiйностi функцiй кiлькох змiнних,
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ви лiнiйностi для одновимiрних розв’язкiв функцiонального
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для функцiй кiлькох змiнних, що є розв’язками функцiональ-
ного рiвняння Кошi.
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Реферат

Магiстерська дисертацiя мiстить 15 сторiнок, 15 слайдiв iлюстратив-

ного матерiалу та 4 першоджерела.

Об’єктом даної роботи є функцiї кiлькох змiнних, якi є розв’язками

функцiонального рiвняння Кошi.

Предметом дослiдження є умови лiнiйностi таких розв’язкiв функцiо-

нального рiвняння Кошi.

Метою роботи є знаходження нових умов лiнiйностi для багатовимiр-

них розв’язкiв функцiонального рiвняння Кошi.

Ключовi слова: функцiональне рiвняння Кошi, адитивнi функцiї, умо-

ви лiнiйностi, функцiї кiлькох змiнних, неперервнiсть функцiї, обмеже-

нiсть функцiї.

3



Abstract

The master’s thesis contains 15 pages, 15 presentation slides and 4 bibli-

ography items.

The object of this thesis is multivariable functions which satisfy Cauchy’s

functional equation.

The aim of this thesis is to establish new linearity conditions for multivari-

able functions which satisfy Cauchy’s functional equation.

Key words: Cauchy’s functional equation, additive functions, linearity condi-

tions, multivariable functions, continuity of a function, boundedness of a

function.
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1 Вступ

Функцiональне рiвняння

𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) (1)

вiдоме математикам вже багато рокiв; функцiї, що його задовольняють,

мають назву адитивних. Лiнiйна функцiя

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥, 𝑐 ∈ R,

є одним з розв’язкiв рiвняння; питання, чи є вона єдиним розв’язком,

тривалий час залишалося вiдкритим. Одним з перших важливих резуль-

татiв була робота Кошi [1] 1821го року, в якiй вiн показав, що за умови

неперервностi лiнiйна функцiя дiйсно є єдиним розв’язком рiвняння (1).

Подальше дослiдження адитивних функцiй призвело, з плином часу, до

кiлькох важливих результатiв; так, Гамель довiв [2] в 1905му роцi, спира-

ючись на аксiому вибору, що iснують адитивнi нелiнiйнi функцiї, а умови

лiнiйностi були послабленi до наявностi вимiрної мажоранти на множинi

додатньої мiри [3]. Проте цi результати стосувалися функцiй 𝑓 : R → R;

умови лiнiйностi адитивних функцiй, областю визначення яких є про-

стори, вiдмiннi вiд R, не є настiльки добре вивченими. Дана робота має

своєю метою визначити новi умови лiнiйностi для адитивних функцiй,

областю визначення яких є R𝑛; для цього в роботi також наводяться до-

ведення, вiдомi для функцiй 𝑓 : R → R i адаптованi для багатовимiрного

випадку.
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2 Властивостi багатовимiрних

адитивних функцiй

Адитивнi функцiї мають декiлька властивостей, якi справджуються як

i в одновимiрному, так i в багатовимiрному випадку; вони наведенi тут,

для подальшого посилання в доведеннях:

1. 𝑓(0) = 0; дiйсно, 𝑓(0) = 𝑓(0 + 0) = 𝑓(0) + 𝑓(0) = 2𝑓(0) i тому

𝑓(0) = 0.

2. 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥); дiйсно, 𝑓(0) = 𝑓(𝑥 − 𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) i тодi

−𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥).

3. 𝑓(𝑞𝑥) = 𝑞𝑓(𝑥), для всiх 𝑞 ∈ Q. Для початку 𝑓(𝑛𝑥) = 𝑓(𝑥+. . .+𝑥) =

𝑓(𝑥) + . . . + 𝑓(𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥) для всiх 𝑛 ∈ N; також 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑛𝑥𝑛 ) =

𝑛𝑓(𝑥𝑛) i тому 1
𝑛𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑛). З цього i з властивостi 2 𝑓(𝑞𝑥) = 𝑞𝑓(𝑥),

𝑞 ∈ Q.

3 Умови лiнiйностi

Наступнi чотири умови лiнiйностi є добре вiдомими для одновимiрних

адитивних функцiй. Тут їх доведено для багатовимiрного випадку; основ-

ною метою цього є доведення двох iнших, не вiдомих ранiше, умов лiнiй-

ностi багатовимiрних адитивних функцiй.

3.1 Неперервнiсть

Теорема 1. Нехай 𝑓 : R𝑛 → R — адитивна функцiя. Якщо 𝑓(𝑥) є непе-

рервною на R𝑛, то 𝑓(𝑥) лiнiйна.
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Доведення. Нехай 𝑐 ∈ R — деяке дiйсне число i 𝑐𝑛 — послiдовнiсть ра-

цiональних чисел, що збiгається до 𝑐. Тодi, з одного боку,

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑐𝑛𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑐𝑛𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) lim
𝑛→∞

𝑐𝑛 = 𝑐𝑓(𝑥).

З iншого боку, за неперервнiстю 𝑓 маємо lim
𝑛→∞

𝑓(𝑐𝑛𝑥) = 𝑓(𝑐𝑥). Отже,

𝑓(𝑐𝑥) = 𝑐𝑓(𝑥), ∀𝑐 ∈ R, тобто 𝑓 є лiнiйною.

3.2 Неперервнiсть в деякiй точцi

Теорема 2. Нехай 𝑓 : R𝑛 → R — адитивна функцiя. Якщо 𝑓(𝑥) є непе-

рервною в деякiй точцi 𝑥0 ∈ R𝑛, то 𝑓(𝑥) лiнiйна.

Доведення. Розiб’ємо доведення на двi частини: за умови неперервностi

в нулi i за умови неперервностi в довiльнiй точцi.

Частина 1. Нехай 𝑓(𝑥) неперервна в 0. Нехай 𝑥 ∈ R𝑛 — довiльна

точка, i {𝑥𝑛}∞𝑛=1 — деяка послiдовнiсть, що збiгається до 𝑥. Тодi, за не-

перервнiстю в 0, 𝑓(𝑥− 𝑥𝑛) → 0. Тепер розпишемо 𝑓(𝑥) як

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥−𝑥𝑛 +𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥−𝑥𝑛)+𝑓(𝑥𝑛) ⇒ 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥−𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑛).

Переходячи до границi при 𝑛 → ∞, в лiвiй частинi рiвностi отримуємо

𝑓(𝑥), а в правiй lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛). Оскiльки 𝑥 була довiльною, з цього випливає

неперервнiсть 𝑓(𝑥) всюди; за теоремою 1 𝑓(𝑥) є лiнiйною.

Частина 2. Тепер розглянемо випадок, коли 𝑓(𝑥) є неперервною в

довiльнiй точцi 𝑥0 ∈ R𝑛. Тодi нехай {𝑥𝑛}∞𝑛=1 — послiдовнiсть точок, яка

прямує до 0 при 𝑛 → ∞. В цьому випадку 𝑥0−𝑥𝑛 прямує до 𝑥0, 𝑓(𝑥0−𝑥𝑛)
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прямує до 𝑓(𝑥0) за неперервнiстю i

𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0 − 𝑥𝑛) + 𝑓(𝑥𝑛),

i, перейшовши до границi, маємо

𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑥0) + lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛)

або

0 = lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛).

Оскiльки послiдовнiсть 𝑥𝑛 була довiльною, то за означенням Гейне 𝑓(𝑥)

є неперервною в 0, i за частиною 1 цього доведення є лiнiйною.

3.3 Обмеженiсть

Теорема 3. Нехай 𝑓 : R𝑛 → R — адитивна функцiя. Якщо |𝑓(𝑥)| < 𝑐 для

деякого 𝑐 > 0 в деякiй замкненiй кулi �̄�(𝑥0, 𝑟) ⊂ R𝑛, то 𝑓 є лiнiйною.

Доведення. Як i з неперервнiстю в точцi, розiб’ємо доведення на два:

обмеженiсть в �̄�(0, 𝑟), та обмеженiсть в довiльнiй �̄�(𝑥0, 𝑟).

Частина 1. Спершу припустимо обмеженiсть в замкненiй кулi з цен-

тром в нулi, тобто |𝑓(𝑥)| < 𝑐 для деякого 𝑐 ∈ R ∀𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟). Покажемо,

що тодi 𝑓(𝑥) неперервна в нулi. Нехай 𝜀 > 0 — деяке число; тодi обере-

мо додатнє 𝑞 ∈ Q таке, що 𝑐
𝑞 < 𝜀. Оберемо 𝛿 > 0 таке, що 𝛿 < 𝑟

𝑞 ; тодi

∀𝑥 : ||𝑥|| < 𝛿 маємо ||𝑞𝑥|| = 𝑞||𝑥|| < 𝑞𝛿 < 𝑟, тобто 𝑞𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟). Тодi
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виконується наступне: ∀𝑥 : ||𝑥|| < 𝛿 маємо

|𝑓(𝑥)| =

⃒⃒⃒⃒
1

𝑞
𝑓(𝑞𝑥)

⃒⃒⃒⃒
=

1

𝑞
|𝑓(𝑞𝑥)| < 𝑐

𝑞
< 𝜀.

Отже, ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 таке, що ∀𝑥 : ||𝑥|| < 𝛿 маємо |𝑓(𝑥)| < 𝜀. Отже, 𝑓(𝑥)

є неперервною в нулi, i за теоремою 2 є лiнiйною.

Частина 2. Тепер нехай |𝑓(𝑥)| < 𝑐 для деякого 𝑐 ∈ R ∀𝑥 ∈ �̄�(𝑥0, 𝑟), де

𝑥0 ∈ R𝑛. Розглянемо �̄�(0, 𝑟); ∀𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟) маємо ||(𝑥0−𝑥)−𝑥0|| = ||𝑥|| ≤

𝑟; отже, 𝑥0 − 𝑥 ∈ �̄�(𝑥0, 𝑟). Тодi ∀𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟)

|𝑓(𝑥)| = | − 𝑓(𝑥)| = |𝑓(−𝑥)| = |𝑓(−𝑥 + 𝑥0 − 𝑥0)| = |𝑓(𝑥0 − 𝑥)+

+ 𝑓(−𝑥0)| ≤ |𝑓(𝑥0 − 𝑥)| + |𝑓(−𝑥0)| < 𝑐 + |𝑓(−𝑥0)|.

Оскiльки |𝑓(−𝑥0)| — певне число, отримали обмеженiсть 𝑓(𝑥) в замкне-

нiй кулi �̄�(0, 𝑟). З частини 1 доведення 𝑓(𝑥) неперервна в нулi, а отже

лiнiйна.

3.4 Обмеженiсть з одного боку

Теорема 4. Нехай 𝑓 : R𝑛 → R — адитивна функцiя. Якщо 𝑓(𝑥) < 𝑐 (або

𝑓(𝑥) > 𝑐) для деякого 𝑐 ∈ R в деякiй замкненiй кулi �̄�(𝑥0, 𝑟) ⊂ R𝑛, то 𝑓

є лiнiйною.

Доведення. Розiб’ємо це доведення на двi частини: для �̄�(0, 𝑟) та для

�̄�(𝑥0, 𝑟).

Частина 1. Нехай 𝑓(𝑥) > 𝑐 на �̄�(0, 𝑟). Тодi −𝑓(𝑥) < −𝑐, i 𝑓(−𝑥) < −𝑐.

Оскiльки з належностi 𝑥 кулi �̄�(0, 𝑟) випливає належнiсть−𝑥 цiй же кулi

(так як ||𝑥|| = || − 𝑥||), то ∀𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟) також маємо 𝑓(𝑥) < −𝑐. Отже,

|𝑓(𝑥)| < 𝑐 на �̄�(0, 𝑟), 𝑓 обмежена i за теоремою 3 лiнiйна. (У випадку
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припущення 𝑓(𝑥) < 𝑐 як початкового розглядаємо −𝑓 ; з лiнiйностi −𝑓

випливає лiнiйнiсть 𝑓 .)

Частина 2. Нехай тепер 𝑓(𝑥) > 𝑐 на певнiй довiльнiй кулi �̄�(𝑥0, 𝑟).

З доведення про обмеженiсть 𝑥0 − 𝑥 ∈ �̄�(𝑥0, 𝑟) при 𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟). Тодi

∀𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟) маємо

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥− 𝑥0 + 𝑥0) = −𝑓(𝑥0 − 𝑥) − 𝑓(𝑥0) < −𝑐− 𝑓(𝑥0).

Оскiльки 𝑓(𝑥0) — певне число, то 𝑓(𝑥) обмежена знизу на �̄�(0, 𝑟). З

частини 1 цього доведення 𝑓 обмежена, а отже лiнiйна. (Якщо ж 𝑓(𝑥) < 𝑐

на �̄�(𝑥0, 𝑟), розглянемо −𝑓 , як i в першiй частинi доведення.)

Теорему 4 використаємо для доведення нового твердження про умови

лiнiйностi:

3.5 Вiдсутнiсть значень з iнтервалу

на замкненiй кулi

Теорема 5. Нехай 𝑓 : R𝑛 → R — адитивна функцiя. Якщо iснує деякий

промiжок [𝑎, 𝑏] ⊂ R такий, що 𝑓(𝑥) /∈ [𝑎, 𝑏] на деякiй замкненiй кулi

�̄�(𝑥0, 𝑟) ⊂ R𝑛, то 𝑓 є лiнiйною.

Доведення. Тут теж розiб’ємо доведення на два: для �̄�(0, 𝑟) та для до-

вiльної �̄�(𝑥0, 𝑟).

Частина 1. Для початку нехай ∃�̄�(0, 𝑟) та ∃[𝑎, 𝑏] ∈ R такi, що ∀𝑥 ∈

�̄�(0, 𝑟) 𝑓(𝑥) /∈ [𝑎, 𝑏]. Очевидно, що 0 /∈ [𝑎, 𝑏], оскiльки 𝑓(0) = 0 i 0 ∈

�̄�(0, 𝑟). Вважаємо, що на �̄�(0, 𝑟) 𝑓(𝑥) приймає значення як бiльшi за 𝑏,

так i меншi за 𝑎 — iнакше 𝑓 є обмеженою з одного боку i, за попереднiм

твердженням, лiнiйною. Також вважаємо, що 0 < 𝑎 < 𝑏; випадок 𝑎 < 𝑏 <
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0 розглянемо окремо. Нехай 𝑓(𝑥) > 𝑏 для деякого 𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟). Знайдемо

додатнє 𝑞 ∈ Q таке, що 𝑞𝑓(𝑥) ∈ [𝑎, 𝑏]. Оскiльки 𝑓(𝑥) > 𝑏 i 𝑞𝑓(𝑥) ≤ 𝑏,

маємо 𝑞 ∈ (0, 1). Тодi ||𝑞𝑥|| = 𝑞||𝑥|| ≤ 𝑞𝑟 < 𝑟, ∀𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟). Тодi маємо

𝑞𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟) i 𝑓(𝑞𝑥) ∈ [𝑎, 𝑏]. Отримали протирiччя; отже, 𝑓(𝑥) ≤ 𝑏, i

за теоремою 4 𝑓(𝑥) лiнiйна. (Якщо ж 𝑎 < 𝑏 < 0, помiтимо, що тодi

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) /∈ [−𝑏,−𝑎] для ∀𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟). Оскiльки з належностi 𝑥

кулi �̄�(0, 𝑟) випливає належнiсть −𝑥 цiй же кулi, маємо 𝑓(𝑥) /∈ [−𝑏,−𝑎]

для ∀𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟), i розглядаємо промiжок [−𝑏,−𝑎].)

Частина 2. Нехай тепер ∀𝑥 ∈ �̄�(𝑥0, 𝑟) 𝑓(𝑥) /∈ [𝑎, 𝑏] для деякого 𝑥0 ∈

R𝑛. Як вже було згадано, 𝑥0 − 𝑥 ∈ �̄�(𝑥0, 𝑟) при 𝑥 ∈ �̄�(0, 𝑟). Тодi ∀𝑥 ∈

�̄�(0, 𝑟) маємо

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥− 𝑥0 + 𝑥0) = −𝑓(𝑥0 − 𝑥) − 𝑓(𝑥0).

Оскiльки 𝑥0 − 𝑥 ∈ �̄�(𝑥0, 𝑟), то 𝑓(𝑥0 − 𝑥) /∈ [𝑎, 𝑏] i −𝑓(𝑥0 − 𝑥) /∈ [−𝑏,−𝑎];

з цього маємо 𝑓(𝑥) /∈ [−𝑏 − 𝑓(𝑥0),−𝑎 − 𝑓(𝑥0)]. Отже, маємо промiжок,

значення з якого функцiя 𝑓 не приймає на �̄�(0, 𝑟); за першою частиною

доведення 𝑓 лiнiйна.

Теорема 5 дає можливiсть достатньо легко довести iншу нову умову

лiнiйностi адитивної багатовимiрної функцiї:
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3.6 Прямування модуля функцiї до нескiнченностi

при прямуваннi норми аргументу до нескiнчен-

ностi

Теорема 6. Нехай 𝑓 : R𝑛 → R — адитивна функцiя. Якщо

lim
||𝑥||→+∞

|𝑓(𝑥)| = +∞,

то 𝑓 є лiнiйною.

Доведення. Вiзьмемо довiльне число 𝑐 > 0; тодi для цього числа iснує

число 𝑀 > 0 таке, що при ||𝑥|| > 𝑀 маємо |𝑓(𝑥)| > 𝑐. Вiзьмемо таке

𝑥0, що ||𝑥0|| = 𝑀 ′ > 𝑀 . Розглянемо �̄�(𝑥0,
𝑀 ′−𝑀

2 ); для кожного 𝑥 ∈

�̄�(𝑥0,
𝑀 ′−𝑀

2 ) маємо

||𝑥|| = ||𝑥− 𝑥0 + 𝑥0|| = ||𝑥0 − (𝑥0 − 𝑥)|| ≥ ||𝑥0|| − ||𝑥0 − 𝑥|| ≥

≥ 𝑀 ′ − 𝑀 ′ −𝑀

2
=

𝑀 ′ + 𝑀

2
> 𝑀.

Отже, ||𝑥|| > 𝑀 для ∀𝑥 ∈ �̄�(𝑥0,
𝑀 ′−𝑀

2 ). Як наслiдок, |𝑓(𝑥)| > 𝑐, ∀𝑥 ∈

�̄�(𝑥0,
𝑀 ′−𝑀

2 ), тобто 𝑓(𝑥) /∈ [−𝑐; 𝑐] на �̄�(𝑥0,
𝑀 ′−𝑀

2 ). За теоремою 5 𝑓 лiнiй-

на.

13



4 Висновки

В данiй роботi було представлено доведення умов лiнiйностi багатовимiр-

них адитивних функцiй. Серед них наведено умови лiнiйностi, вiдомi для

одновимiрних адитивних функцiй. На основi них в роботi представлено

новi умови лiнiйностi для розв’язкiв функцiонального рiвняння Кошi.

Вони можуть бути використанi для подальшого дослiдження функцiо-

нального рiвняння Кошi, зокрема, для узагальнення поданих в роботi

умов лiнiйностi на функцiонали в банахових просторах над R, або для

дослiдження властивостей багатовимiрних адитивних функцiй.
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