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РЕФЕРАТ

Магістерська дисертація містить 37 сторінок, 11 рисунків, 20 джерел, 1 дода-
ток, 28 слайдів презентації.

Останніми роками після десятиліть певного забуття в теорії ймовірностей від-
роджується інтерес до тематики точкових випадкових мір та їхніх застосувань.
Точкові випадкові міри, також відомі як точкові процеси, викликають інтерес не
тільки потужною й красивою математичною теорією, а й новими можливостями
для дослідження дискретних моделей з класичної теорії ймовірностей.

Об’єктом дослідження в роботі є так звані випадкові перестановки з вагами
циклів, які останнім часом здобули певну популярність в літературі, особливо в
контексті застосувань до задач статистичної фізики. Також, одним з варіантів цієї
моделі є перестановкиЮенса, які було вперше досліджено в 70-их роках XX ст. в
роботах з генетики популяцій.

Метою роботи є отримання та доведення граничної теореми для послідовно-
сті точкових процесів, породжених циклами випадкових перестановок, а також –
граничних теорем для деяких статистик циклів.

Дослідження передбачає роботу з науковою літературою за темою, зокрема
використання теоретичної бази теорії точкових випадкових мір та відомих резуль-
татів, що стосуються циклів випадкових перестановок.

В даній роботі пропонується новий підхід для дослідження вищезгаданих ви-
падкових перестановок, а саме – аналіз асимптотики певного точкового процесу,
пов’язаного з циклами перестановок. Фактично, пропонується досліджувати пев-
ний «геометричний» опис перестановок, а не лише «арифметичний», як у відомих
роботах.

Результати з магістерської дисертації були представлені на конференціях: XI
Всеукраїнській науковій конференції молодих математиків (Київ, травень 2023
р.), XIX Міжнародній науковій конференції імені академіка Михайла Кравчука
(Київ, жовтень 2023 р.), XII Всеукраїнській науковій конференції молодих мате-
матиків (Київ, травень 2024 р.). Робота є переможцем I туру Всеукраїнського кон-
курсу студентських робіт з галузей знань і спеціальностей у 2023/2024 навчально-
му році. Статтю, що висвітлює основні результати роботи, прийнято до публікації
в журналі Statistics & Probability Letters.

Ключові слова: випадкові перестановки, перестановкиЮенса,точкові проце-
си, процес Пуассона, груба збіжність за розподілом.
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ABSTRACT

Master’s thesis: 37 pages, 11 figures, 20 references, 1 appendix, 28 presentation
slides.

After decades of being somewhat forgotten, random point measures (also known as
point processes) and their applications are reviving in popularity among the scientific
community. Not only the powerful and beautiful theory but also new possibilities for
studying classical discrete probability models explain the interest in this topic.

The object of the research is the model of random permutations with cycle weights,
which is gaining popularity in literature, especially in applications to statistical physics.
Also, Ewens permutations, first studied in the 1970s in the context of population genet-
ics, are a special case of this model.

The goal of this work is to obtain and prove a limit theorem for a sequence of point
processes generated by the cycles of a random permutation, together with limit theorems
for a few cycles’ statistics.

Research methods are based on extensive use of scientific literature, including ba-
sic theory of random point measures, and known results regarding cycles of random
permutations.

This work introduces a novel approach for studying the aforementioned model,
namely the study of the asymptotic behaviour of some point process directly related
to cycles of a permutation. In other words, it focuses on a “geometric” representation
of a permutation rather than an “arithmetic” one suggested by known works.

The results of this work were presented at the following events: XI All-Ukrainian
Scientific Conference of Young Mathematicians (Kyiv, May 2023), XIX International
Scientific Mykhailo Kravchuk Conference (Kyiv, October 2023), XII All-Ukrainian
Scientific Conference of Young Mathematicians (Kyiv, May 2024). This work is the
winner of the 1st round of the All-Ukrainian contest of student works in the fields of
knowledge of the 2023-2024 academic year. A paper has been accepted for publication
in the Statistics & Probability Letters.

Keywords: random permutations, Ewens permutations, point processes, Poisson
process, vague convergence in distribution.
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СКОРОЧЕННЯ ТА УМОВНІ ПОЗНАЧКИ

#A потужність множини A

[n] множина {1, ..., n}
Sn група перестановок (симетрична група) степеня n
Ck(π) кількість циклів довжини k у розкладі перестановки π в компози-

цію незалежних циклів
1{ · } індикаторна функція, що дорівнює 1 у випадку, коли умова в дуж-

ках справджується, і 0 у іншому випадку
B(X) борелева σ-алгебра на множині X
B̂(X) сім’я обмежених борелевих підмножин X

〈a, b〉 інтервал, позначає одне з [a, b], (a, b), [a, b), (a, b]
λk міра Лебега в Rk або її звуження на довільну A ∈ B(Rk)

δx міра Дірака, зосереджена в точці x
Mp(X) множина локально скінченних точкових мір на (X,B(X))

an → a числова послідовність an збігається до a
µn

v−→ µ послідовність мір µn грубо збігається до міри µ

ξn
vd−→ ξ послідовність точкових випадкових процесів ξn грубо збігається

за розподілом до точкового випадкового процесу ξ
Xn

d−→ X послідовність випадкових величин Xn збігається за розподілом
до випадкової величини X

X
d
= Y випадкові величини X та Y рівні за розподілом

X(k) k-та порядкова статистика, тобто k-та за номером випадкова ве-
личина серед відсортованих у порядку зростання неперервних ви-
падкових величин X1, X2, ..., Xn, X(1) ≤ X(2) ≤ ... ≤ X(n)

EX математичне сподівання випадкової величини X

X ∼ D випадкова величина X має розподіл D
Pois(a) розподіл Пуассона з параметром a > 0, P(X = n) = an

n! e
−a для

n ∈ N ∪ {0}
Exp(λ) експоненційний розподіл з параметром λ > 0 зі щільністю f(x) =

λe−λx · 1 {x ≥ 0}
ESF(n, θ) розподіл Юенса з параметром θ на Sn

Iν(z) модифікована функція Бесселя першого роду, ν ∈ R
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ВСТУП

Основним об’єктом досліджень в цій роботі є випадкові перестановки. Пе-
рестановка σ – це взаємно-однозначне перетворення набору натуральних чисел
[n] = {1, ..., n}, яке часто записують, перелічуючи значення на кожному i ∈ [n]:

σ =

(
1 2 3 · · · n

σ(1) σ(2) σ(3) · · · σ(n)

)
,

або ж просто σ = (σ(1), σ(2), σ(3), ..., σ(n)). Наприклад, σ = (2, 1, 4, 3, 5) означає,
що відображення σ : [5] → [5] діє за правилом σ(1) = 2, σ(2) = 1, σ(3) = 4,
σ(4) = 3, σ(5) = 5. Множину всіх перестановок на [n] позначатимемо Sn.

З-поміж багатьох математичних властивостей перестановок, з якими можна
ознайомитись, наприклад, в [20], окремо варто звернути увагу на можливість роз-
кладу будь-якої перестановки в композицію незалежних циклів (напр., теорема 6.3
в [20]). Це означає, що для довільної перестановки σ ∈ Sn існує таке розбиття [n]
на підмножини {i1,1, ..., i1,k1}, {i2,1, ..., i2,k2}, ..., {im,1, ..., im,km}, що не перетинаю-
ться і в об’єднанні дають [n], на кожній з яких дія перестановки спрощується до
σ(ij,1) = ij,2, σ(ij,2) = ij,3, ..., σ(ij,kj−1) = ij,kj , σ(ij,kj) = ij,1. Це дає змогу запису-
вати кожну перестановку як

σ = (i1,1, ..., i1,k1) ◦ (i2,1, ..., i2,k2) ◦ . . . ◦ (im,1, ..., im,km),

таким записом ми будемо часто користуватись надалі. Числа kj називають довжи-
нами циклів. Наприклад, для згаданої вище перестановки σ = (2, 1, 4, 3, 5) маємо
σ = (1, 2)◦(3, 4)◦(5) – можна сказати, що ця перестановка має один цикл довжини
1 та два цикли довжини 2.

В роботі розглядаються випадкові перестановки σn ∈ Sn, задані розподілом

P(σn = σ) =
1

hnn!

∞∏
k=1

θ
Ck(σ)
k , σ ∈ Sn, (1)

де θk – невід’ємні дійсні параметри, Ck(σ) – кількість циклів довжини k в роз-
кладі перестановки σ (Ck(σ) = 0 при k > n), а hn – така стала, що забезпечує∑

σ∈Sn
P(σn = σ) = 1. Зауважимо, що іноді в літературі (напр., [3]) використовує-

ться еквівалентне означення

P(σn = σ) =
1

hnn!
exp

{ ∞∑
k=1

αkCk(σ)

}
, σ ∈ Sn.



9

Формула (1) є найбільш загальною формою запису розподілу так званих випад-
кових перестановок з вагами циклів. Найпростішими прикладами є рівномірний
розподіл при θk ≡ 1 та розподіл Юенса при θk ≡ θ > 0 ([15, 19]). В усіх інших
випадках нас цікавитиме лише асимптотична поведінка сталих hn при n → ∞.

Варто зауважити, що параметри розподілу (1) насправді визначені з точністю
до множників виду eak для a ∈ R. Дійсно, якщо зробити заміну θk 7→ eakθk, то

∞∏
k=1

(
eakθk

)Ck(σ)
= exp

{
a

∞∑
k=1

kCk(σ)

} ∞∏
k=1

θ
Ck(σ)
k = ean

∞∏
k=1

θ
Ck(σ)
k ,

оскільки для будь-якої перестановки σ ∈ Sn виконується
∑n

k=1 kCk(σ) = n.
Відомі результати, які детально буде розглянуто далі, стосуються різних чи-

слових характеристик циклів, що входять до складу випадкової перестановки, як-
от кількості циклів заданої довжини чи довжини типового циклу. Метою нашої
роботи є дослідження «геометрії» циклів при n → ∞. Інакше кажучи, головне
питання звучить так: як описати склад циклів випадкової перестановки великої
довжини?

Надзвичайно цікавим є те, що формула (1) (звісно, для різних наборів θk) за-
стосовується для опису математичних моделей у багатьох дисциплінах. Так, роз-
поділ Юенса вперше виник в математичних дослідженнях з генетики популяцій
([19, 17, 6]), а розподіли з певною асимптотикою θk застосовуються в моделях
квантової механіки для опису конденсації Бозе-Ейнштейна ([1, 3, 2]). Усвідомлю-
ючи свою недостатню обізнаність з теоретичною базою інших дисциплін, в яких
отримані результати можуть мати застосування, ми утримаємось від детальних
пояснень, обмежившись наведеними посиланнями на окремі роботи, які можуть
бути корисними для спеціалістів.



10

РОЗДІЛ 1

ОГЛЯД ВІДОМИХ РЕЗУЛЬТАТІВ

Випадкові перестановки є класичним об’єктом комбінаторної теорії ймовір-
ностей. Історія досліджень починається принаймні з XVIII століття. У 1708 році
П’єр де Монмор у праці «Essay d’analyse sur les jeux de hazard» («Аналітичний на-
рис про азартні ігри», [12]) отримав формулу для ймовірності того, що принаймні
одна з нумерованих карт з колоди з nштук при випадковому тасуванні опиниться
на своєму місці:

1− 1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ (−1)n−1 1

n!
.

Нескладно побачити, що при n → ∞ ця ймовірність прямує до 1− e−1. За до-
помогою простих комбінаторних міркувань можна також отримати формулу для
ймовірності того, що на своїх місцях залишиться рівноm карт з n:

1

m!

(
1−

(
1− 1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ (−1)n−m−1 1

(n−m)!

))
=

1

m!

n−m∑
j=0

(−1)j

j!
.

Тут при n → ∞ границя теж існує, і дорівнює 1
m!e

−1.
Цей результат можна сформулювати так: якщо випадкова перестановка σn має

розподіл (1) з θk ≡ 1, то limn→∞ P(C1(σn) = m) = P(X = m), де X – випадкова
величина, що має розподіл Пуассона з параметром 1,X ∼ Pois(1). Інакше кажучи,
кількість циклів довжини 1 у рівномірній випадковій перестановці n елементів
при n → ∞ збігається за розподілом до Pois(1).

Першим логічним узагальненням цього результату є відоме твердження про
сумісний розподіл кількості циклів всіх можливих довжин у рівномірній випадко-
вій перестановці σn (напр., теорема 1.3 в [15]):

(C1(σn), C2(σn), C3(σn), . . . )
d−→ (X1, X2, X3, . . . ) , n → ∞, (2)

де Xk ∼ Pois(1/k) є незалежними випадковими величинами, а d−→ означає збі-
жність за розподілом в Z∞

+ з топологією поточкової збіжності. Зауважимо, що
мова йде лише про цикли фіксованої довжини, які іноді називають короткими ци-
клами. Дослідження величини типу Cφ(n)(σn), де довжина циклу залежить від n

(так звані довгі цикли), є зовсім іншою задачею.
Доволі відомим фактом є аналог (2) для вже згаданих перестановок Юенса з

θk ≡ θ > 0 ([14], теорема 1), де Xk ∼ Pois(θ/k) і теж є незалежними.
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Наступним кроком узагальнення (2) є випадок довільних θk. В [8] доведено,
що достатньою умовою в цьому разі є limn→∞

hn−1

hn
= 1, і також показано, що

ця умова виконується для доволі широкого класу асимптотик параметрів θk – від
субекспоненційного спадання до субекспоненційного зростання. В цьому випадку
Xk теж будуть незалежними та матимуть розподіл Pois(θk/k).

Як вже було сказано, згадані вище результати описують лише арифметичні
властивості циклів – їхню кількість чи довжину. При цьому для формального опи-
су використовується відносно простий та, безперечно, відомий апарат теорії ймо-
вірностей – випадкові величини. Для досягнення основної мети роботи, опису гео-
метрії коротких циклів, ми будемо використовувати складніші об’єкти – точкові
випадкові процеси.
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РОЗДІЛ 2

ОСНОВНА ТЕОРЕМА ТА ЇЇ НАСЛІДКИ

2.1. Деякі теоретичні відомості

Як вже було зазначено, перестановку можна повністю описати складом еле-
ментів, які входять в її незалежні цикли. Для дослідження випадкових перестано-
вок необхідно формалізувати поняття «випадковий набір точок».

Детальніше з відповідною теорією можна ознайомитись, наприклад, в [16] чи
[10]. Ми ж наведемо лише деякі означення та пояснення, яких має бути достатньо,
щоб сформулювати уявлення про об’єкти, які будуть досліджуватися.

Нехай X – повний сепарабельний метричний простір, B(X) – σ-алгебра боре-
левих підмножин, B̂(X) – сім’я обмежених множин з B(X),Mp(X) – множина ло-
кально скінченних точкових мір на (X,B(X)),Mp(X) – найменша σ-алгебра, що
робить вимірними всі відображення виду φB(µ) = µ(B) дляB ∈ B(X), а (Ω,A,P)
– деякий простір елементарних подій.

Означення 1. Точковий процес (точкова випадкова міра) ξ – це випадковий еле-
мент з простору (Mp(X),Mp(X)).

Зручною є така інтерпретація цього означення: для кожної фіксовної елемен-
тарної події ξ є локально скінченною точковою мірою на просторіX, а для кожної
множини B ∈ B(X) її міра ξ(B) є невід’ємною цілочисельною випадковою вели-
чиною – кількістю атомів ξ, що потрапляють в B.

x1

x2
B

ξ(B) = 3

x1

x2
B

ξ(B) = 7

x1

x2
B

ξ(B) = 6

Рисунок 2.1. Приклад реалізацій ξ(B).

Для точкових процесів, як і для випадкових мір взагалі, існує кілька типів збі-
жності (напр., розділ 4 в [10]). Ми зосередимось лише на одному з них.

Означення 2. Послідовність невипадкових мір µn на X грубо збігається до мі-
ри µ, якщо

∫
X f dµn →

∫
X f dµ для всіх обмежених неперервних функцій на X з

обмеженим носієм. Позначається µn
v−→ µ.
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Означення 3. Послідовність точкових процесів ξn на X грубо збігається за роз-
поділом до точкового процесу ξ, якщо виконується одна з трьох еквівалентних
умов:

1) Eφ(ξn) → Eφ(ξ) для кожного відображення φ : Mp(X) → R, обмеженого та
неперервного в сенсі грубої збіжності;

2)
∫
X f dξn

d−→
∫
X f dξ для всіх обмежених неперервних функцій на X з обме-

женим носієм;
3) (ξn(B1), . . . , ξn(Bm))

d−→ (ξ(B1), . . . , ξ(Bm)) для всіх скінченних наборів
множин B1, ..., Bm з B̂ξ = {B ∈ B̂(X) : Eξ(∂B) = 0}.

Позначається ξn
vd−→ ξ.

Наведемо ознаку грубої збіжності за розподілом (теорема 4.18 в [10]), якою ми
будемо користуватись.

Теорема 1. Нехай ξn – послідовністьточкових процесів наX, ξ –точковий процес,
для якого P(∀ x ∈ X : ξ({x}) ≤ 1) = 1. Нехай також U – кільце множин з B̂ξ

таке, що кожна відкрита підмножинаX є зліченним об’єднанням множин з U та
кожну множину з B̂ξ можна покрити скінченною кількістю множин з U , а I ⊂ U
– напівкільце з такими ж властивостями. Тоді ξn

vd−→ ξ, якщо
1) limn→∞ P(ξn(U) = 0) = P(ξ(U) = 0) для всіх U ∈ U ;
2) lim supn→∞ Eξn(I) ≤ Eξ(I) < ∞ для всіх I ∈ I .

Наступна теорема (напр., розділ 3.5 в [16]) матиме продуктивне застосування
для доведення різних наслідків з основної теореми даної роботи.

Теорема 2. Нехай ξn
vd−→ ξ, а відображення φ : Mp(X) → Rk є таким, що

P(φ є грубо неперервним в ξ) = 1. Тоді φ(ξn)
d−→ φ(ξ).

Нарешті, наведемо означення одного з найважливіших прикладів точкових
процесів (напр., [11] чи розділ 3.3 в [16]), який є ключовим в роботі.

Означення 4. Нехай µ – локально скінченна міра на (X,B(X)). Процесом Пуас-
сона з мірою інтенсивності µ називається точковий процес N , для якого

1) для всіх B ∈ B(X), N(B) ∼ Pois(µ(B)), якщо µ(B) < ∞, і N(B) = ∞
інакше;

2) для множин B1, ..., Bm ∈ B(X), що не перетинаються, випадкові величини
N(B1), ..., N(Bm) є незалежними.
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2.2. Основна теорема

Задамо метричний простір, за допомогою якого можна описати структуру пе-
рестановки. Для k ∈ N нехай

Xk = {x = (x1, ..., xk) ∈ [0, 1]k : min{x1, ..., xk} = x1}.

Остання рівність тут пояснюється тим, що будь-який елемент циклу можна вва-
жати його «початком».

Розглядатимемо простір X =
⋃∞

k=1Xk з метрикою

ρ(x1,x2) =

ρk(x1,x2), x1,x2 ∈ Xk,√
max{k1, k2}, x1 ∈ Xk1,x2 ∈ Xk2, k1 6= k2,

де ρk – евклідова метрика на Xk. Нерівність трикутника для ρ виконується, тому
що supx1,x2

ρk(x1,x2) =
√
k. Зауважимо, що метричний простір (X, ρ) є повним

та сепарабельним. На ньому також можна описати σ-алгебру B(X) за правилом
(B ∈ B(X)) ⇔ (∀ k : B ∩ Xk ∈ B(Xk)).

0 1
x1

x2

0 1

1

0
1

1

1

x1

x2

x3

X1 X2 X3

Рисунок 2.2. Перші «поверхи» множини X.

Нехай δx = 1{x ∈ ·} – міра Дірака в x. Для перестановки σn з розподілом (1)
визначимо точковий процес Ψn на (X,B(X)) як

Ψn =
∞∑
k=1

∑ 6=

i1,...,ik∈[n]

δ( i1
n ,...,

ik
n )
1{σn(i1) = i2, . . . , σn(ik) = i1} , (3)

де
∑ 6= означає, що сума береться за попарно різними i1, ..., ik ∈ [n]. Оскільки Ψn

розглядаються наX, то за визначенням внутрішня сума береться за тими наборами
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(i1, ..., ik), де i1 є найменшим елементом. Таким чином, атоми Ψn, розташовані в
точках, що взаємно однозначно відповідають циклам σn, повністю описують цю
перестановку.

Теорема 3. Нехай послідовність точкових процесів Ψn визначена (3). Якщо вико-
нується limn→∞

hn−1

hn
= 1, то Ψn грубо збігається за розподілом до процесу Пуас-

сона Ψ на X, міра інтенсивності якого визначена як λ(B) =
∑∞

k=1 θkλk(B ∩ Xk),
де λk – міра Лебега на Xk.

Зауваження. Нехай Ψ
(k)
n та Ψ(k) – звуження на Xk процесів Ψn та Ψ, відповідно.

Тоді за означенням грубої збіжності за розподілом маємо Ψ
(k)
n

vd−→ Ψ(k) для ко-
жного k ∈ N. Також, за властивістю звуження точкового процесу Пуассона (напр.,
теорема 5.2 в [11]), Ψ(k) є незалежними точковими процесами Пуассона з мірами
інтенсивності θkλk. Таким чином, оскільки Ψ

(k)
n (Xk) = Ck(σn), результати типу

(2) безпосередньо випливають з теореми 3.

Перш ніж перейти до доведення теореми, розглянемо одну допоміжну лему.
Тут і далі припускатимемо, що виконується limn→∞

hn−1

hn
= 1.

Лема 4. Нехай r ≥ 1, а i(j) =
(
i
(j)
1 , ..., i

(j)
kj

)
, j ∈ [r] – диз’юнктні набори різних

натуральних чисел, причому i(j)/n ∈ Xkj . Тоді

P
(
σn містить цикли i(1), ..., i(r)

)
∼
∏r

j=1 θkj
nk1+...+kr

, n → ∞. (4)

Доведення. Нехай I – множина всіх елементів i(j), j ∈ [r], s = #I = k1 + ...+ kr,
де# – кількість елементів. Згідно з (1), ймовірність в (4) дорівнює

∑
π̃∈S[n]\I

P
(
σn = i(1) ◦ ... ◦ i(r) ◦ π̃

)
=

∑
π̃∈S[n]\I

1

hnn!

∞∏
k=1

θ
#{j:kj=k}+Ck(π̃)
k =

=
1

hnn!

r∏
j=1

θkj ·
∑

π̃∈S[n]\I

∞∏
k=1

θ
Ck(π̃)
k

∗
=

hn−s(n− s)!

hnn!

r∏
j=1

θkj =
hn−s

hn
·
∏r

j=1 θkj
nk1+...+kr

,

де рівність ∗
= пояснюється тим, що другий множник перед цим фактично є сумою

ненормованих ймовірностей з розподілу (1), але на множині [n]\I зn−s елементів.
Залишилось зауважити, що limn→∞

hn−s

hn
= 1 за припущенням.

Доведення теореми 3. Скористаємось ознакою збіжності з теореми 1. Достатньо
довести, що
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1) limn→∞ EΨn(B) = EΨ(B) для всіх множин виду B =×k

j=1
〈aj, bj〉 ∈ Xk

для довільного k ∈ N, де 〈 означає ( або [, 〉 – ) чи ];
2) limn→∞ P(Ψn(U) = 0) = P(Ψ(U) = 0) для скінченних об’єднань множин

такого ж виду (в тому числі з різних Xk).
Нехай k ∈ N, B ∈ Xk – множина заданого виду, а B 6= – множина точок B з

попарно різними координатами. Згідно з (3), маємо

EΨn(B) =
∑ 6=

(i1,...,ik)/n∈B

P(σn(i1) = i2, . . . , σn(ik) = i1).

З леми отримуємо, що всі доданки в правій частині є однаковими та асимптотично
еквівалентними θk/nk. Отже, при n → ∞

EΨn(B) ∼ θk
nk

·#
(
B 6= ∩

(
Zk/n

))
→ θkλk(B) = λ(B) = EΨ(B),

щр доводить перше твердження.
Тепер доведемо друге. Нехай U – множина заданого виду, Um = U ∩ Xm.

Оскільки Um = ∅ при всіх m, більших за деяке k ≥ 1, то U =
⋃k

m=1 Um. Нехай
im та i(·)m – диз’юнктні набориm різних натуральних чисел, а©rm

jm=1i
(jm)
m позначає

композицію i(1)m ◦...◦i(rm)
m з rm циклів, заданих цими наборами. Для кожногоR ≥ 1

за нерівністю Бонферроні (напр., [7]) маємо

P(Ψn(U) = 0) = 1− P

 k⋃
m=1

⋃
im/n∈Um

{σn містить цикл im}

 ≤

≤
2R∑

r1,...,rk=0

(−1)r1+...+rk
∑∗

i
(1)
1 /n,...,i

(r1)
1 /n∈U1,...

i
(1)
k /n,...,i

(rk)

k /n∈Uk

P
(
σn містить ©r1

j1=1 i
(j1)
1 ◦ ... ◦©rk

jk=1i
(jk)
k

)
, (5)

де
∑∗ означає, що сума береться за усіма невпорядкованими множинами наборів

різних чисел. Також має місце аналогічна оцінка P(Ψn(U) = 0) знизу, де сума
береться за r1 від 0 до 2R− 1, а за всіма іншими змінними – так само від 0 до 2R.

Згідно з лемою, всі доданки в кожній
∑∗ не залежать від i(jm)

m , jm = 1, ..., rm,
m = 1, ..., k, і кожен з них дорівнює

hn−
∑k

m=1 mrm

(
n−

∑k
m=1mrm

)
!

hnn!
·

k∏
m=1

θrmm .
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Нехай Sn(r1, ..., rk) позначає кількість доданків в кожній
∑∗:

Sn(r1, ..., rk) =
∑

i
(1)
1 /n,...,i

(r1)
1 /n∈X1,...

i
(1)
k /n,...,i

(rk)

k /n∈Xk

1{всі набори диз’юнктні}∏k
m=1 rm!

k∏
m=1

1
{
i(1)m /n, ..., i(rm)

m /n ∈ Um

}
,

де ділення на
∏k

m=1 rm! пояснюється тим, що в означенні Sn сума береться за впо-
рядкованими множинами наборів. Отже, права частина нерівності (5) дорівнює

2R∑
r1,...,rk=0

(−1)r1+...+rk ·
hn−

∑k
m=1 mrm

(
n−

∑k
m=1mrm

)
!

hnn!
·

k∏
m=1

θrmm · Sn(r1, ..., rk),

Зауважимо, що Sn(r1,...,rk)

nr1+...+krk
можна розглядати як інтегральну суму для

∫
U

r1
1 ×...×U

rk
k

1
{
всі елементи всіх x(jm)

m є різними
}

∏k
m=1 rm!

k∏
m=1

rm∏
jm=1

dx(jm)
m =

k∏
m=1

(λm(Um))
rm

rm!
.

Таким чином, оскільки (n−
∑k

m=1 mrm)!

n!
∼ n

∑k
m=1 mrm та limn→∞

hn−1

hn
= 1, то кожен до-

данок в отриманій оцінці збігається при n → ∞ до (−1)r1+...+rk
∏k

m=1
(θmλm(Um))

rm

rm!
.

Таким чином, згадуючи про аналогічну оцінку знизу, отримуємо

2R−1∑
r1=1

2R∑
r2,...,rk=0

(−1)r1+...+rk

k∏
m=1

(θmλm(Um))
rm

rm!
≤ lim

n→∞
P(Ψn(U) = 0) ≤

≤
2R∑

r1,...,rk=0

(−1)r1+...+rk

k∏
m=1

(θmλm(Um))
rm

rm!
.

Оскільки R є довільним, можемо спрямувати R → ∞, щоб отримати

lim
n→∞

P(Ψn(U) = 0) =
∞∑

r1,...,rk=0

(−1)r1+...+rk

k∏
m=1

(θmλm(Um))
rm

rm!
=

= exp
{
−

k∑
m=1

θmλm(Um)

}
= exp{−λ(U)} = P(Ψ(U) = 0).

Таким чином, теорему доведено повністю.
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2.3. Наслідки та приклади застосування

Перш за все, звернемо увагу на те, що означення збіжності Ψn
vd−→ Ψ де-

що спрощуються, якщо врахувати побудову X та Ψ. Так, з огляду на топологію
простору X, кожна збіжна послідовність {xn} ⊂ X, починаючи з певного но-
мера, належить лише одному «поверху» Xk, а обмежені множини мають непоро-
жній перетин лише зі скінченною кількістю різних Xk. Це означає, що функції
виду f(x) =

∑
k∈K fk(x)1{x ∈ Xk}, де K – деяка скінченна підмножина N, а

fk(x) : Xk → R – неперервні, є неперервними обмежними функціями наX з обме-
женим носієм. Також, враховуючи побудову міри λ, умова EΨ(∂B) = 0 означає,
що λk(∂B ∩ Xk) = 0 для всіх k.

Таким чином, теорема 3 дозволяє отримувати граничні теореми для випадко-
вих величин, пов’язаних зі складом циклів випадкової перестановки. Особливо ці-
кавими є випадки, коли можна описати розподіл граничної випадкової величини,
користуючись певними властивостями процесу Пуассона. Як і раніше, припуска-
тимемо, що виконується limn→∞

hn−1

hn
= 1.

Твердження 1. Нехай k ∈ N, fk : Xk → R, k ∈ [m] – неперервні функції. Тоді(∫
X1

f1 dΨ(1)
n , . . . ,

∫
Xm

fm dΨ(m)
n

)
d−→
(∫

X1

f1 dΨ(1), . . . ,

∫
Xm

fm dΨ(m)

)
,

причому випадкові величини Jk =
∫
Xk

fk dΨ(k) є незалежними. Перетворення Ла-
пласа величин Jk можна записати як

Ee−tJk = exp
{
−θk

∫
Xk

(
1− e−tfk(x)

)
dx
}
, t ≥ 0.

Доведення. Згідно з теоремою Крамера-Вольда (напр., розділ 29 в [4]), для дове-
дення збіжності достатньо довести, що

∀ (t1, ..., tm) ∈ Rm :
m∑
k=1

tk

∫
Xk

fk dΨ(k)
n

d−→
m∑
k=1

tk

∫
Xk

fk dΨ(k).

Цей факт є наслідком лінійності інтегралів та збіжності
∫
X f dΨn

d−→
∫
X f dΨ для

f(x) =
∑m

k=1 tkfk(x)1{x ∈ Xk}. Незалежність J1, ..., Jm є наслідком незалежно-
стіΨ(1), ...,Ψ(m). Існування перетворення Лапласа для Jk випливає з обмеженості
fk як неперервної функції на компакті, а його вигляд — з властивостей функціо-
налу Лапласа процесу Пуассона (напр., твердження 3.6 в [16]).
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Наведемо приклад застосування твердження 1. Нехай S
(k)
n – сума елементів

всіх циклів довжини k в σn.

Твердження 2. Для визначених вище S(k)
n :

1) S
(k)
n

n

d−→ S(k) при n → ∞, де Ee−tS(k)

= exp
{

θk
k

((
1−e−t

t

)k
− 1

)}
, t > 0;

2) P
(
S(1) ≤ x

)
= e−θ1

bxc∑
j=0

(−1)j 1
j!
(θ1(x− j))

j
2 Ij
(
2
√
θ1(x− j)

)
для x ≥ 0, де

Ij – модифікована функція Бесселя 1 роду (напр., §10.25(ii) в [13]).

Доведення. Для доведення збіжності в 1) застосуємо твердження 1 для функцій
fk : Xk → [0,+∞), визначених як fk(x) = x1 + ... + xk. Оскільки fk є симетри-
чними, то∫

Xk

(
1− e−tfk(x)

)
dx =

1

k

∫
[0,1]k

(
1− e−tfk(x)

)
dx =

1

k

(
1−

(∫ 1

0

e−tx dx
)k
)
,

звідки й отримуємо вид перетворення Лапласа для S(k).
Перейдемо до доведення 2). Оскільки

∫∞
s te−tx dx = e−ts, то

Ee−tS(1)

= E
∫ ∞

0

te−tx1
{
S(1) ≤ x

}
dx = t

∫ ∞

0

e−txP
(
S(1) ≤ x

)
dx.

Таким чином, перетворення Лапласа функції розподілу P
(
S(1) ≤ x

)
дорівнює

G(t) = t−1Ee−tS(1)

= t−1e−θ1eθ1/te−θ1e
−t/t =

∞∑
j=0

(−θ1)
j

j!
e−θ1 t−j−1eθ1/te−jt︸ ︷︷ ︸

Gj(t)

, t > 0.

З таблиць перетворення Лапласа спеціальних функцій (напр., 5.5.35 в [18]) та вла-
стивості запізнення оригіналу отримуємо обернене перетворення Gj(t):

Fj(x) = (θ1(x− j))j/2 Ij

(
2
√
θ1(x− j)

)
1{x ≥ j}.

Це означає, що для всіх t > 0 та R ∈ N∫ ∞

0

e−tx
R∑
j=0

(−θ1)
j

j!
e−θ1Fj(x) dx =

R∑
j=0

(−θ1)
j

j!
e−θ1Gj(t).

Оскільки Ij(x) спадає за j та зростає за x (напр., §10.37 в [13]), а I0(x) ∼ ex√
2πx
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при x → ∞ (там само, §10.30(ii)), то∣∣∣∣∣
R∑
j=0

(−θ1)
j

j!
Fj(x)

∣∣∣∣∣ ≤ I0
(
2
√
θ1x
) ∞∑

j=0

1

j!
(θ1x)

j/2 ∼ e3
√
θ1x

2π1/2 (θ1x)
1/4

, x → ∞.

Таким чином, можна застосувати теорему Лебега про мажоровану збіжність при
R → ∞, щоб отримати обернене перетворення Лапласа для G(t), яке і буде шу-
каною функцією розподілу.

Перейдемо до випадкових величин іншого виду. За допомогою теореми 2 мо-
жна отримувати твердження типу φ(Ψn)

d−→ φ(Ψ), де φ : Mp(X) → R – деяке
грубо неперервне відображення. Корисною для перевірки грубої неперервності є
наступна теорема (твердження 3.13 в [16]).

Теорема 5. Нехай µn – послідовність точкових мір на X, µn
v−→ µ. Тоді для ко-

жного компакта K ⊂ X, для якого µ(∂K) = 0, існує таке N ∈ N та така
нумерація атомів µn та µ, що при всіх n ≥ N

µn(· ∩K) =
m∑
i=1

δ
x
(n)
i
, µ(· ∩K) =

m∑
i=1

δxi
,

і при цьому x(n)
i → xi для всіх i.

Наведемо кілька прикладів таких тверджень. Надалі позначатимемо множини
атомів Ψ(k)

n та Ψ(k) як A(k)
n та A(k) відповідно.

Для k ≥ 2 назвемо розмахом циклу довжини k різницю між його найбільшим
та найменшим елементами. Нехай r(k)n таR(k)

n – найменший та найбільший розма-
хи серед усіх циклів довжини k в σn відповідно, причому r

(k)
n = n,R(k)

n = 0, якщо
таких циклів немає. Наприклад, для σ = (1, 5, 6) ◦ (2, 9, 4) ◦ (3, 8, 7) ∈ S9 маємо
r
(3)
9 = min{6− 1, 9− 2, 8− 3} = 5, R(3)

9 = max{6− 1, 9− 2, 8− 3} = 7, r(k)9 = 0

та R(k)
9 = 0 при k 6= 3.

Твердження 3. Для r
(k)
n та R

(k)
n виконується r

(k)
n

n

d−→ r(k) та R
(k)
n

n

d−→ R(k) при
n → ∞, де

P
(
r(k) ≤ x

)
= 1− exp

{
−θk

k

(
kxk−1 − (k − 1)xk

)}
, x ∈ [0, 1),

P
(
R(k) ≤ x

)
= exp

{
θk
k

(
kxk−1 − (k − 1)xk − 1

)}
, x ∈ [0, 1).



21

Доведення. Нехай fk : Xk → [0, 1] задано як fk(x) = max{x2, ..., xk} − x1. Тоді
r
(k)
n

n
= min

x∈A(k)
n
fk(x), причому відповідне відображенняMp(Xk) → [0, 1] є грубо

неперервним за теоремою 5. Отже, r
(k)
n

n

d−→ minx∈A(k) fk(x) = r(k). Для того, щоб
отримати функцію розподілу, запишемо її як

P
(
r(k) ≤ x

)
= 1− P

(
Ψ(k){x ∈ Xk : fk(x) ≤ x} = 0

)
=

= 1− exp {−θkλk{x ∈ Xk : fk(x) ≤ x}} .

Міру Лебега множини в цьому виразі нескладно обчислити:∫ 1

0

(∫ min{x1+x,1}

x1

dx2... dxk

)
dx1 = xk−1(1− x) +

xk

k
.

Доведення для R(k) = maxx∈A(k) fk(x) аналогічне.

Наостанок розглянемо набір випадкових величин, пов’язаних з циклами дов-
жини 1 в σn, елементи яких ще називають нерухомими точками.

Нехайmn – найменша нерухома точка (n+1, якщо їх немає),Mn – найбільша
нерухома точка (0, якщо їх немає), δn та∆n – найменший та найбільший спейсинги
(відстані між сусідніми нерухомими точками як елементами [0, n]), враховуючи
два крайніх розміромmn та n+ 1−Mn.

Наприклад, для перестановки (2) ◦ (3) ◦ (6) ◦ (1, 4, 5) ∈ S6 маємо m6 = 2,
M6 = 6, δ6 = min{2, 3−2, 6−3, 7−6} = 1,∆6 = max{2, 3−2, 6−3, 7−6} = 3.

Твердження 4.
(
mn

n
, Mn

n
, δn
n
, ∆n

n

) d−→ (m,M, δ,∆), де

P(m ≤ x) = 1− e−θ1x, P(M ≤ x) = eθ1(x−1), x ∈ [0, 1),

δ
d
=

Xν+1

(ν + 1)
∑ν+1

i=1 Xi

, ∆
d
=

∑ν+1
i=1 Xi/i∑ν+1
i=1 Xi

для незалежних ν ∼ Pois(θ1),Xi ∼ Exp(1).

Доведення. В першу чергу, побудуємо відповідне грубо неперервне відображення
φ : Mp(X1) → R4. Нехай

A(1)

n = A(1)
n ∪ {0, 1}, Dn =

{
(x, y) ∈ A(1)

n ×A(1)

n : x < y,Ψ(1)
n ((x, y)) = 0

}
,

де умова в Dn обирає сусідні атоми, що відповідають нерухомим точкам, а D –
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аналогічна множина для Ψ(1). Тоді можемо записати φ
(
Ψ

(1)
n

)
як

(
mn

n
,
Mn

n
,
δn
n
,
∆n

n

)
=

(
min
x∈A(1)

n

x, max
x∈A(1)

n

x, min
(x,y)∈Dn

|x− y|, max
(x,y)∈Dn

|x− y|
)

і скористатися теоремами 5 та 2 для доведення збіжності.
Залишилось отримати явні граничні розподіли. Дляm таM маємо

P(m ≤ x) = 1− P
(
Ψ(1)([0, x]) = 0

)
= 1− e−θ1x,

P(M ≤ x) = P
(
Ψ(1)((x, 1]) = 0

)
= e−θ1(1−x).

За властивостями Ψ(1) як однорідного процесу Пуассона, розподіл δ (відповідно,
∆) за умови Ψ(1)(X1) = r дорівнює розподілу найменшого (найбільшого) спей-
сингу dr (Dr) для r незалежних випадкових величин, рівномірно розподілених на
[0, 1] (напр., твердження 3.8 в [11]). З теорії спейсингів рівномірного розподілу
відомо (напр., [9]), що

dr
d
=
mini Yi∑r+1

i=1 Yi

, Dr
d
=
maxi Yi∑r+1

i=1 Yi

,

де Y1, ..., Yr+1 незалежні та мають розподіл Exp(1). Нехай Y(i), i ∈ [r + 1] – їхні
порядкові статистики, Y(0) = 0, а τi = Y(i) − Y(i−1). За теоремою Сухатме-Реньї
(напр., теорема 4.6.1 в [5]), τi є незалежними і τi ∼ Exp(r − i+ 2), причому

min
i

Yi = τi, max
i

Yi =
r+1∑
i=1

τi,
r+1∑
i=1

Yi =
r+1∑
i=1

(r − i+ 2)τi.

ПозначившиXr−i+2 = (r − i+ 2)τi ∼ Exp(1), можемо тепер записати

dr
d
=

Xr+1

(r + 1)
∑r+1

i=1 Xi

, Dr
d
=

∑r+1
i=1 Xi/i∑r+1
i=1 Xi

.

Оскільки ці рівності виконуються для кожного r ≥ 0, то згадані рівності для δ та
∆ отримуємо, повернувшись від умовних розподілів до безумовного.
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РОЗДІЛ 3

ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ

Насамкінець, наведемо деякі демонстрації отриманих результатів, створені за
допомогою чисельного моделювання. Варто зауважити, що на момент написан-
ня даної роботи нам не вдалось знайти алгоритмів, за якими можна генерувати
випадкові перестановки з розподілом (1) для довільних параметрів θk, тому в цьо-
му розділі ми обмежимося лише випадком θk ≡ θ > 0 – перестановками Юенса.
Для дослідження величин, пов’язаних з циклами однієї довжини, цього буде до-
статньо. В цьому випадку формула (1) дещо спрощується (напр., [17]):

P(σn = σ) =
1

hnn!

∞∏
k=1

θCk(σ) =
1

hnn!
θ
∑∞

k=1 Ck(σ), σ ∈ Sn, (6)

де hn = θ(θ + 1)...(θ + n − 1)/n!, а
∑∞

k=1Ck(σ) є кількістю циклів в σ. Надалі
будемо використовувати позначення σn ∼ ESF(n, θ) для перестановок, що мають
розподіл (6).

Отже, почнемо з короткого опису алгоритму, який можна використовувати для
генерування перестановок Юенса. З його детальним описом та обґрунтуванням
можна ознайомитись, наприклад, в [14].

3.1. Процес китайського ресторану

Одразу зауважимо, що даний метод генерування дозволяє отримати не просто
перестановку, а й одразу її розклад в композицію незалежних циклів.

Розглянемо випадкові величини A1, A2, ... з розподілами

P(Ai = j) =

 θ
θ+i−1

, j = i,

1
θ+i−1

, j ∈ [i− 1].

Перший незалежний цикл починається з 1. Число 2 додається до цього циклу спра-
ва, перетворюючи його на (1, 2) з ймовірністю 1

θ+1
, або ж починає новий цикл з

ймовірністю θ
θ+1

. Нехай перші k − 1 натуральних чисел вже розставлені в цикли.
Тоді k або починає новий цикл з ймовірністю P(Ak = k) = θ

θ+k−1
, або додається

справа від j у вже наявний цикл з ймовірністю P(Ak = j) = 1
θ+k−1

, j ∈ [k − 1].
З цього алгоритму випливає, що ймовірність отримати перестановку на [n] з k
циклами дорівнює θk−1

(θ+1)...(θ+n−1)
= θk

θ(θ+1)...(θ+n−1)
, як і в формулі (6).

Цикли, отримані за цим алгоритмом, впорядковані наступним чином: перший
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містить 1, другий – найменше число, яке не ввійшло в перший, і так далі.
Варто також зауважити, що цей алгоритм дозволяє отримати не просто випад-

кову перестановку з розподілом ESF(n, θ), а послідовність перестановок з розподі-
лами ESF(1, θ), ..., ESF(n, θ), причому два числа, що в якийсь момент опинилися
в одному циклі, й надалі залишаються в ньому ж.

Розглянемо приклад для n = 3, який можна проілюструвати так:

(1)

(1, 2)

(1)◦(2)

(1, 2, 3)

(1, 2)◦(3)

(1, 3, 2)

(1, 3)◦(2)

(1)◦(2, 3)

(1)◦(2)◦(3)

A2
=
1

A
2 =

2

A3 = 2
A3 =

1

A3 = 3

A3 =
1

A3 = 2

A3 = 3

Рисунок 3.1. Процес китайського ресторану для n = 3.

З цієї діаграми видно, що ймовірність отримати перестановку (1) ◦ (2, 3) об-
числюється як P(A3 = 2) · P(A2 = 2) = 1

θ+2
· θ
θ+1

. Аналогічно можна переві-
рити, шо ймовірність отримати інші перестановки з двома циклами теж дорівнює
1

θ+2
· θ
θ+1

, перестановку (1, 2, 3) з одним циклом – 1
θ+2

· 1
θ+1

, а тотожну перестановку
(1) ◦ (2) ◦ (3) з трьома циклами – θ

θ+2
· θ
θ+1

.

3.2. Моделювання результатів

Скористаємося процесом китайського ресторану для моделювання розподілів
випадкових величин, пов’язаних зΨn для σn ∼ ESF(n, θ), та порівняємо їх з відо-
мими розподілами граничних випадкових величин, які можна отримати з доведе-
них раніше теорем та тверджень.

Для дискретних випадкових величин будемо розглядати емпіричні полігони
розподілу, а для інших — емпіричні функції розподілу.
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3.2.1. Розподіл кількості циклів

Нехай Uj ∈ Xj , j ∈ [k]. Наслідком теореми 3 буде збіжність

Ψn

(
k⋃

j=1

Uj

)
=

k∑
j=1

Ψ(j)
n (Uj)

d−→
k∑

j=1

Ψ(j)(Uj) ∼ Pois
(
θ

k∑
j=1

λj(Uj)

)
.

Для спрощення позначимо Xn початкову випадкову величину зліва, а X – грани-
чну справа. Перевіримо це для довільного набору множин Uj . Нехай

U1 = (0.65, 0.85),

U2 = ((0.25, 0.4)× (0.5, 0.7)) ∪ ((0.05, 0.1)× (0.15, 0.2)) ,

U3 = (0.2, 0.3)× (0.9, 1)× (0.35, 0.45).

В цьому випадку λ1(U1) = 0.2, λ2(U2) = 0.0325, λ3(U3) = 0.001, тому гранична
випадкова величина матиме розподіл Pois(0.2335 · θ). Нехай θ = 10. Порівняємо
полігони розподілу для різних n, використовуючи вибірки розміром N = 5000.

Рисунок 3.2. Полігони розподілуX таXn для n = 100, 250, 500.

3.2.2. Розмахи циклів

Продемонструємо результат твердження 3. Для цього для різних n згенеруємо
N = 1000 перестановок σn з розподілом ESF(n, θ), обчислимо емпіричні функції
розподілу r(k)n таR(k)

n та порівняємо їх з відомими функціями розподілу r(k) таR(k).
Варто зауважити, що циклів довжини k в σn може не бути взагалі, причому

lim
n→∞

P(Ck(σn) = 0) = P
(
Ψ(k)(Xk) = 0

)
= e−θ/k.
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Через це у функцій розподілу r(k) таR(k) будуть стрибки величиною e−θ/k в точках
1 та 0, відповідно. Для прикладу візьмемо θ = 3 та k = 4.

Рисунок 3.3. Функції розподілу r(k) та r(k)n /n для n = 100, 250, 500.

Рисунок 3.4. Функції розподілу R(k) та R(k)
n /n для n = 100, 250, 500.

3.2.3. Статистики нерухомих точок

Насамкінець, змоделюємо випадкові величини, пов’язані з нерухомими точка-
ми – S(1)

n ,mn,Mn, δn,∆n, які було розглянуто в твердженнях 2 та 4. Нагадаємо, що
для відповідних граничних випадкових величин S(1), m, M було отримано фун-
кції розподілу в явному вигляді, а для δ та∆ – лише деякі інші випадкові величини
з такими ж розподілами. З огляду на це, для порівняння використовуватимемо ем-
піричні функції розподілу δ та ∆, для генерування яких необхідні експоненційні
та пуассонівські випадкові величини.

Для суми нерухомих точок S(1)
n оберемо θ = 5. Зауважимо, що у функції розпо-

ділу S(1) в нулі є стрибок величиною e−θ ≈ 0.0067. Для найменшої та найбільшої
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нерухомих точок візьмемо θ = 2. У функції розподілу m є стрибок в точці 1, а у
функції розподілуM – в точці 0, обидва величиною e−θ ≈ 0.135.

Рисунок 3.5. Функції розподілу S(1) та S(1)
n /n для n = 50, 150, 300.

Рисунок 3.6. Функції розподілуm таmn/n для n = 50, 150, 300.

Рисунок 3.7. Функції розподілуM таMn/n для n = 50, 150, 300.
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Для найменшого та найбільшого спейсингів візьмемо θ = 1. Знову зауважимо,
що, оскільки P

(
Ψ(1)(X1) = 0

)
= e−θ, то P(δ = 1) = P(∆ = 1) = e−θ, тому у

їхніх функцій розподілу є стрибок величною e−θ ≈ 0.367 в точці 1. Також варто
зазначити, що для x > 0.5 маємо P(δ ≤ x) = P

(
Ψ(1)(X1) > 0

)
= 1− e−θ.

Рисунок 3.8. Функції розподілу δ та δn/n для n = 50, 150, 300.

Рисунок 3.9. Функції розподілу∆ та∆n/n для n = 50, 150, 300.
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ВИСНОВКИ

В даній роботі було розглянуто випадкові перестановки з вагами циклів, зада-
ні розподілом (1). Через цикли таких перестановок формулою (3) було визначе-
но послідовність точкових процесів Ψn на спеціально побудованому метричному
просторіX. В теоремі 3 доведено грубу збіжність за розподілом цієї послідовності
до точкового процесу Пуассона Ψ на X з певною мірою інтенсивності.

На кількох прикладах (твердження 1, 2, 3, 4) було показано, як за допомогою
властивостей процесу Пуассона та теореми про неперервне відображення (теоре-
ма 2) можна отримувати теореми про збіжність за розподілом випадкових вели-
чин, пов’язаних з циклами випадкових перестановок. Також було проведено чи-
сельне моделювання отриманих результатів.

Отримані в роботі результати повністю описують асимптотичний склад так
званих коротких циклів (циклів обмеженої довжини) випадкових перестановок з
розподілом (1). Водночас, ці результати не можна застосувати до так званих дов-
гих циклів (необмежної довжини) – наприклад, для опису складу найдовшого ци-
клу перестановки. Для цього необхідно шукати інші теоретичні підходи, що може
стати темою подальших робіт.
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ДОДАТОК А. ПРОГРАМНИЙ КОД ДЛЯМОДЕЛЮВАННЯ
import numpy as np
from copy import deepcopy
from scipy.stats import poisson, expon
from scipy.special import iv, factorial
from tqdm import tqdm
from joblib import Parallel, delayed
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib
import os

matplotlib.rcParams["mathtext.fontset"] = "cm"
matplotlib.rcParams["text.usetex"] = True
matplotlib.rcParams["text.latex.preamble"] = r"\usepackage{amsfonts}\renewcommand

{\P}{\mathbb{P}}"
matplotlib.rcParams["font.size"] = "14"
plt.style.use("seaborn−whitegrid")

IMAGE_DIR = "plots_tmp"
RANDOM_STATE = 42
SAMPLE_SIZE = 1000
MARKERS = ["s", "D", "^", "X", "*"]
COLORS = ["tab:blue", "tab:orange", "tab:green", "tab:red"]
DPI_DISPLAY = 80
DPI_SAVE = 300
os.makedirs(IMAGE_DIR, exist_ok=True)

def save_and_show_plot(plt_obj, filename, xlabel="$x$"):
try: plt_obj[0].xlabel(xlabel)
except AttributeError: plt_obj[0].set_xlabel(xlabel)
plt_obj[0].legend(framealpha=1, frameon=True)
plt_obj[1].savefig(os.path.join(IMAGE_DIR, filename), dpi=DPI_SAVE, bbox_inches=
"tight")

plt.show()

def emp_cdf(sample, domain):
return [(sample <= x).mean() for x in domain]

# Визначення перестановки
class Permutation:
def __init__(self, cycles):
self.cycles = deepcopy(cycles)
self.n = max(max(cycle) for cycle in cycles)
perm = [0] * self.n
for cycle in cycles:
cycle.append(cycle[0])
for ind in range(len(cycle) − 1):
perm[cycle[ind] − 1] = cycle[ind + 1]

if sorted(perm) != list(range(1, self.n + 1)):
raise ValueError("incorrect set of disjoint cycles")

self.permutation = perm
self.cycle_count = len(cycles)

def __len__(self): return self.n

def __repr__(self): return repr(self.cycles)

# Процес китайського ресторану
class ChineseRestaurantProcess:
def __init__(self, theta, n):
assert theta > 0, "theta must be > 0"
self.theta = theta
self.n = n

def _sample_A(self, i, rng):
p = [1 / (self.theta + i − 1) for j in range(i)]
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p[−1] = p[−1] * self.theta
A = rng.choice(range(1, i + 1), p=p)
return A

def _sample_cycles(self, random_state):
rng = np.random.default_rng(random_state)
cycles = [[1]]
for i in range(2, self.n + 1):
A = self._sample_A(i, rng)
if A == i: cycles.append([i])
else:
for cycle_ind, cycle in enumerate(cycles):
if A in cycle:
ind = cycle.index(A)
break

cycles[cycle_ind].insert(ind + 1, i)
return cycles

def _sample_one_permutation(self, random_state=None):
cycles = self._sample_cycles(random_state=random_state)
return Permutation(cycles)

def _sample_cycles_fixed_len(self, cycle_len, random_state=None):
all_cycles = self._sample_cycles(random_state=random_state)
return list(filter(lambda c: len(c) == cycle_len, all_cycles))

def permutations(self, n_samples, verbose=False, random_state=None):
rng = np.random.default_rng(random_state)
generator = tqdm(range(n_samples)) if verbose else range(n_samples)
sample = Parallel(n_jobs=−1)(
delayed(self._sample_one_permutation)(random_state=rng.integers(n_samples

**2))
for _ in generator)

return sample

def cycles(self, n_samples, cycle_len, verbose=False, random_state=None):
rng = np.random.default_rng(random_state)
generator = tqdm(range(n_samples)) if verbose else range(n_samples)
sample = Parallel(n_jobs=−1)(
delayed(self._sample_cycles_fixed_len)(
cycle_len=cycle_len, random_state=rng.integers(n_samples**2)) for _ in

generator)
return sample

# Розподіл кількості циклів
def CycleCountsSample(n, theta, bounds, sample_size=1, random_state=None,

aggregate=False, verbose=False):
def _check_bound(n, cycle, bound):
return all(interval[0] < i / n < interval[1] for i, interval in zip(cycle,
bound))

def _count_within_bounds(n, permutation, bounds, aggregate):
res = {key: 0 for key in bounds.keys()}
for cycle in permutation.cycles:
k = len(cycle)
if k in bounds:
res[k] += any(_check_bound(n, cycle, bound) for bound in bounds[k])

if aggregate: return sum(res.values())
else: return res

sampler = ChineseRestaurantProcess(theta, n)
if verbose:
print(f"CycleCountsSample, n = {n}, theta = {theta}, bounds = {bounds},
sample_size = {sample_size}")

permutations_sample = sampler.permutations(sample_size, verbose=verbose,
random_state=random_state)
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counts = Parallel(n_jobs=−1)(
delayed(lambda x: _count_within_bounds(n, x, bounds, aggregate))(permutation)
for permutation in permutations_sample)

if aggregate: res = counts
else:
res = {key: [] for key in bounds}
for count in counts:
for key in res:
res[key].append(count[key])

return res

def measure(bound):
res = 1
for interval in bound: res *= interval[1] − interval[0]
return res

n_range = [100, 250, 500]
theta = 10
bounds = {
1: [((0.65, 0.85),)],
2: [((0.25, 0.4), (0.5, 0.7)), ((0.05, 0.1), (0.15, 0.2))],
3: [((0.2, 0.3), (0.9, 1), (0.35, 0.45))]

}
bounds_measures = {key: sum(measure(bound) for bound in bounds[key]) for key in

bounds}
set_measure = sum(bounds_measures.values())
print(f"measure: {set_measure:.5f}")
plt.figure(figsize=(10, 5), dpi=DPI_DISPLAY)
X = poisson(mu=theta * set_measure)
plt.plot(range(12), X.pmf(range(12)), marker="o", markersize=5, label=r"$\P(X = k)

$", c=COLORS[0])
for n, marker, color in zip(n_range, MARKERS, COLORS[1:]):
res = CycleCountsSample(n, theta, bounds, 5 * SAMPLE_SIZE, RANDOM_STATE,
aggregate=True, verbose=True)

values, counts = np.unique(res, return_counts=True)
freqs = counts / sum(counts)
plt.plot(values, freqs, marker=marker, markersize=5,
label=rf"$\P(X_n = k), n = {n}$", c=color, linestyle="−−")

save_and_show_plot((plt, plt), f"cycle_counts_theta_{theta}.png", xlabel="$k$")

# Розмахи циклів
def CycleRangesSample(n, theta, cycle_len, sample_size=1, random_state=None,

verbose=False):
sampler = ChineseRestaurantProcess(theta, n)
if verbose:
print(f"CycleRangesSample, n = {n}, theta = {theta}, cycle_len = {cycle_len},
sample_size = {sample_size}")

cycles_sample = sampler.cycles(sample_size, cycle_len, verbose, random_state)
cycle_ranges = Parallel(n_jobs=−1)(delayed(lambda x: [max(e) − min(e) for e in x
])(cycle)
for cycle in cycles_sample)

return cycle_ranges

def MinCycleRange(cycle_ranges_sample, n):
min_cycle_range = [min(r) if len(r) else n for r in cycle_ranges_sample]
return np.array(min_cycle_range) / n

def MaxCycleRange(cycle_ranges_sample, n):
max_cycle_range = [max(r) if len(r) else 0 for r in cycle_ranges_sample]
return np.array(max_cycle_range) / n

def MinCycleRangeCDF(x, theta, cycle_len):
k = cycle_len
p = k * (x ** (k − 1)) − (k − 1) * (x**k)
return np.clip(1 − np.exp(−theta * p / k), 0, 1)



35

def MaxCycleRangeCDF(x, theta, cycle_len):
k = cycle_len
p = k * (x ** (k − 1)) − (k − 1) * (x**k) − 1
return np.clip(np.exp(theta * p / k), 0, 1)

n_range = [100, 250, 500]
cycle_len = 4
theta = 3
fig_min, ax_min = plt.subplots(figsize=(10, 5), dpi=DPI_DISPLAY)
fig_max, ax_max = plt.subplots(figsize=(10, 5), dpi=DPI_DISPLAY)
domain = np.linspace(0, 0.9999, 1000)
ax_min.plot(domain, MinCycleRangeCDF(domain, theta, cycle_len), label=r"$\P(r^{(k)

} \le x)$")
ax_max.plot(domain, MaxCycleRangeCDF(domain, theta, cycle_len), label=r"$\P(R^{(k)

} \le x)$")
for n in n_range:
cycle_ranges = CycleRangesSample(n, theta, cycle_len, SAMPLE_SIZE, RANDOM_STATE,

verbose=True)
min_cycle_range = MinCycleRange(cycle_ranges, n)
max_cycle_range = MaxCycleRange(cycle_ranges, n)
ax_min.plot(domain, emp_cdf(min_cycle_range, domain),
label=rf"$\P(r_n^{{(k)}}\hspace{{−0.2em}}/n \le x), n = {n}$", linestyle="−−")

ax_max.plot(domain, emp_cdf(max_cycle_range, domain),
label=rf"$\P(R_n^{{(k)}}\hspace{{−0.2em}}/n \le x), n = {n}$", linestyle="−−")

save_and_show_plot((ax_min, fig_min), f"min_cycle_range_theta_{theta}_k_{cycle_len
}.png")

save_and_show_plot((ax_max, fig_max), f"max_cycle_range_theta_{theta}_k_{cycle_len
}.png")

# Статистики нерухомих точок
def FixedPointsSample(n, theta, sample_size=1, random_state=None, verbose=False):
sampler = ChineseRestaurantProcess(theta, n)
if verbose:
print(f"FixedPointsSample, n = {n}, theta = {theta}, sample_size = {
sample_size}")

fp_sample = sampler.cycles(sample_size, 1, verbose, random_state)
fp_sample_flat = Parallel(n_jobs=−1)(delayed(lambda x: sum(x, []))(fps) for fps
in fp_sample)

return fp_sample_flat

## Сума нерухомих точок
def FixedPointsSum(fixed_points_sample, n):
max_cycle_range = [sum(fps) if len(fps) else 0 for fps in fixed_points_sample]
return np.array(max_cycle_range) / n

def FixedPointsSumCDF(x, theta):
if not hasattr(x, "__iter__"):
dom = [x]

dom = np.array(x).copy()
dom[dom < 0] = 0
n = int(np.floor(dom.max()))
min_x = int(np.floor(dom.min()))
ar = np.arange(min_x, n + 1)
k = np.tile(np.arange(n + 1), (n + 1, 1))
k[:min_x] = −1
k = k[np.tril_indices(n + 1)]
k = np.expand_dims(k[k >= 0], axis=1)
mask = (dom >= ar.reshape(len(ar), 1)) * (dom < (ar.reshape(len(ar), 1) + 1))
dom = np.repeat(dom * mask, ar + 1, axis=0)
dom = dom − k
dom = np.sqrt(theta * dom * (dom >= 0))
res = (dom != 0) * np.power(−dom, k) * iv(k, 2 * dom) / factorial(k)
res = np.exp(−theta) * res.sum(axis=0)
res[x == 0] = np.exp(−theta)
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if not hasattr(x, "__iter__"): return res[0]
else: return res

n_range = [50, 150, 300]
theta = 5
plt.figure(figsize=(10, 5), dpi=DPI_DISPLAY)
domain = np.linspace(0, 2 * theta, 1000)
plt.plot(domain, FixedPointsSumCDF(domain, theta), label=r"$\P(S^{(1)} \le x)$")
for n in n_range:
fixed_points_sample = FixedPointsSample(n, theta, SAMPLE_SIZE, RANDOM_STATE,
verbose=True)

fixed_points_sum = FixedPointsSum(fixed_points_sample, n)
plt.plot( domain, emp_cdf(fixed_points_sum, domain),
label=rf"$\P(S_n^{{(1)}}\hspace{{−0.2em}}/n \le x), n = {n}$", linestyle="−−")

save_and_show_plot((plt, plt), f"fixed_points_sum_theta_{theta}.png")

## Найменша та найбільша нерухомі точки
def MinFixedPointSample(fixed_points_sample, n):
min_fixed_point = [min(r) if len(r) else n for r in fixed_points_sample]
return np.array(min_fixed_point) / n

def MaxFixedPointSample(fixed_points_sample, n):
max_fixed_point = [max(r) if len(r) else 0 for r in fixed_points_sample]
return np.array(max_fixed_point) / n

def MinFixedPointCDF(x, theta):
return np.clip(1 − np.exp(−theta * x), 0, 1)

def MaxFixedPointCDF(x, theta):
return np.clip(np.exp(theta * (x − 1)), 0, 1)

n_range = [50, 150, 300]
theta = 2
fig_min, ax_min = plt.subplots(figsize=(10, 5), dpi=DPI_DISPLAY)
fig_max, ax_max = plt.subplots(figsize=(10, 5), dpi=DPI_DISPLAY)
domain = np.linspace(0, 0.9999, 1000)
ax_min.plot(domain, MinFixedPointCDF(domain, theta), label=r"$\P(m \le x)$")
ax_max.plot(domain, MaxFixedPointCDF(domain, theta), label=r"$\P(M \le x)$")
for n in n_range:
fixed_points_sample = FixedPointsSample(n, theta, SAMPLE_SIZE, RANDOM_STATE,
verbose=True)

min_fixed_point = MinFixedPointSample(fixed_points_sample, n)
max_fixed_point = MaxFixedPointSample(fixed_points_sample, n)
ax_min.plot(domain, emp_cdf(min_fixed_point, domain),
label=rf"$\P(m_n/n \le x), n = {n}$", linestyle="−−")

ax_max.plot(domain, emp_cdf(max_fixed_point, domain),
label=rf"$\P(M_n/n \le x), n = {n}$", linestyle="−−")

save_and_show_plot((ax_min, fig_min), f"min_fixed_point_theta_{theta}.png")
save_and_show_plot((ax_max, fig_max), f"max_fixed_point_theta_{theta}.png")

## Спейсинги
def MinSpacing(fixed_points_sample, n):
fixed_points = np.zeros((len(fixed_points_sample), n))
for ind, fps in enumerate(fixed_points_sample):
fps_np = np.array(fps)
if len(fps_np): fixed_points[ind][fps_np − 1] = fps_np

spacings = np.diff(np.maximum.accumulate(fixed_points, axis=1), axis=1)
fixed_points_min = fixed_points.copy()
fixed_points_min[fixed_points_min == 0] = n + 1
spacings = np.c_[fixed_points_min.min(axis=1), spacings, n − fixed_points.max(
axis=1) + 1]

spacings[spacings == 0] = n + 1
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min_spacings = spacings.min(axis=1)
min_spacings[min_spacings == n + 1] = n
return min_spacings / n

def MaxSpacing(fixed_points_sample, n):
fixed_points = np.zeros((len(fixed_points_sample), n))
for ind, fps in enumerate(fixed_points_sample):
fps_np = np.array(fps)
if len(fps_np): fixed_points[ind][fps_np − 1] = fps_np

spacings = np.diff(np.maximum.accumulate(fixed_points, axis=1), axis=1)
fixed_points_min = fixed_points.copy()
fixed_points_min[fixed_points_min == 0] = n + 1
spacings = np.c_[fixed_points_min.min(axis=1), spacings, n − fixed_points.max(
axis=1) + 1]

max_spacings = spacings.max(axis=1)
max_spacings[max_spacings == n + 1] = n
return max_spacings / n

def sample_delta(theta, sample_size, random_state=None):
rng = np.random.default_rng(random_state)
nu = poisson(mu=theta).rvs(size=sample_size, random_state=random_state)
res = []
for n in nu:
X = expon.rvs(size=n + 1, random_state=rng.integers(sample_size**2))
res.append(X[n] / ((n + 1) * X.sum()))

return np.array(res)

def sample_Delta(theta, sample_size, random_state=None):
rng = np.random.default_rng(random_state)
nu = poisson(mu=theta).rvs(size=sample_size, random_state=random_state)
res = []
for n in nu:
X = expon.rvs(size=n + 1, random_state=rng.integers(sample_size**2))
res.append((X / np.arange(1, n + 2)).sum() / X.sum())

return np.array(res)

n_range = [50, 150, 300]
theta = 1
fig_min, ax_min = plt.subplots(figsize=(10, 5), dpi=DPI_DISPLAY)
fig_max, ax_max = plt.subplots(figsize=(10, 5), dpi=DPI_DISPLAY)
delta = sample_delta(theta, 10 * SAMPLE_SIZE, RANDOM_STATE)
Delta = sample_Delta(theta, 10 * SAMPLE_SIZE, RANDOM_STATE)
domain = np.linspace(0, 0.9999, 1000)
ax_min.plot(domain, emp_cdf(delta, domain), label=r"$\P(\delta \le x)$")
ax_max.plot(domain, emp_cdf(Delta, domain), label=r"$\P(\Delta \le x)$")
for n in n_range:
fixed_points_sample = FixedPointsSample(n, theta, SAMPLE_SIZE, RANDOM_STATE,
verbose=True)

min_spacing = MinSpacing(fixed_points_sample, n)
max_spacing = MaxSpacing(fixed_points_sample, n)
ax_min.plot(domain, emp_cdf(min_spacing, domain),
label=rf"$\P(\delta_n/n \le x), n = {n}$", linestyle="−−")

ax_max.plot(domain, emp_cdf(max_spacing, domain),
label=rf"$\P(\Delta_n/n \le x), n = {n}$", linestyle="−−")

save_and_show_plot((ax_min, fig_min), f"min_spacing_theta_{theta}.png")
save_and_show_plot((ax_max, fig_max), f"max_spacing_theta_{theta}.png")
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