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Реферат
Магiстерська дисертацiя: 31 сторiнка, 20 слайдiв для проектора, 6 першо-
джерела.

У цьому рефератi ми дослiджуємо застосування формальної справедливостi
для точної оплати працi. Зокрема, визначається формальна справедливiсть,
як спосiб справедливого роздiлення винагороди мiж фахiвцями, опираючись
на данi критерiї. Розглядаються рiзнi моделi для визначення зi своїми осо-
бливостями та проблематикою. Робота включає як теоретичний аналiз цих
моделей, так i практичне їх застосування для визначення найкращого спосо-
бу для визначення справедливої оплати працi.
Мета роботи полягає в представленнi, побудовi та аналiзi математичної мо-
делi формальної справедливостi як способу справедливої оплати працi.
Завданням роботи є аналiз основної математичної моделi формальної спра-
ведливостi при бiльш реалiстичних припущеннях та розгляд, аналiз моделi
множинної квалiфiкацiї.
Ключовi слова: модель Арiстотеля, модель Солтана, функцiональне рiвняння
Кошi, неперервна функцiя, монотонна функцiя.
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Master’s thesis: 31 pages, 20 slides for projector, 6 primary sources.

In this essay, we investigate the application of formal justice to precision pay.
In particular, it defines formal justice as a way of fairly dividing remuneration
between specialists based on these criteria. Different models are considered for
determination with their own peculiarities and problems. The work includes both
a theoretical analysis of these models and their practical application to determine
the best way to determine fair pay.
The aim of the work is to present, build and analyze a mathematical model of
formal justice as a way of fair pay.
The task of the paper is to analyze the basic mathematical model of formal justi-
ce under more realistic assumptions and to consider and analyze the model of
multiple qualifications.
Keywords: Aristotle’s model, Soltan’s model, Cauchy’s functional equation, conti-
nuous function, monotonic function.
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1 Вступ

Дослiджуючи наукову лiтературу та аналiзуючи рiзнi точки зору та твер-
дження вчених щодо їхнього розумiння поняття «юстицiя», слiд зауважи-
ти, що дане поняття з однiєї сторони є багатогранним. Формальна юсти-
цiя(справедливiсть) - це фундаментальна концепцiя у фiлософiї, соцiологiї,
правi та управлiннi, яка пiдкреслює справедливiсть у застосуваннi правил,
процедур та процесiв прийняття рiшень. Вона гарантує, що до людей став-
ляться однаково, а результати визначаються на основi об’єктивних критерiїв,
таких як квалiфiкацiя та досягнення. Формальна справедливiсть забезпечує
основу для послiдовного та неупередженого прийняття рiшень у рiзних сфе-
рах життя суспiльства - вiд правових систем i практики на робочому мiсцi до
освiти та полiтики.

Ми будемо розглядати формальну справедливiсть, як справедливий спо-
сiб роздiлити винагороду мiж фахiвцями, покладаючись на розглянутi далi
критерiї. Це питання є особливо актуальним у сучасному суспiльствi, а осо-
бливо на ринках працi. У наш час, зi зростаючою увагою до питань рiвно-
стi та справедливостi, забезпечення того, щоб заробiтна плата та винагорода
вiдображали вимiрюванi критерiї, такi як освiта, навички та досвiд, має ви-
рiшальне значення для змiцнення довiри та мотивацiї серед працiвникiв.

До речi, концепцiя формальної справедливостi у створеннi справедливої
шкали оплати працi не є новою. Уперше, розглянув цю проблему бiльш де-
тально, понад 2300 рокiв тому саме Арiстотель, коли вiн запропонував про-
порцiйну справедливiсть. За сучасними нотацiями його iдеї можна озвучити
так, що винагорода (заробiтна плата) повиннi розподiлятися пропорцiйно до
зусиль або заслуг людини. Його ключовим принципом було твердження :
«до рiвних ставитися однаково, а до нерiвних - неоднаково». Це означає, що
люди, якi роблять бiльший внесок (у виглядi навичок чи зусиль), повиннi
справедливо отримувати бiльшу винагороду. У цiй роботi ми зробимо бiльш
детальне дослiдження справедливостi Арiстотеля.

У сучасному свiтi ми постiйно зiштовхуємося з математикою, iнколи навiть
не помiчаючи цього. Можемо навiть сказати, що зараз математика починає
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домiнувати у всiх сферах нашого життя. Якщо заглибитись у сферу ринку
працi та розглянути професiю, наприклад, HR - менеджера (менеджера по
роботi з персоналом), виникає питання: "Чи дiйсно ця професiя пов’язана
з математикою?". З огляду на вище сказане, можна сказати: "Так". HR -
менеджер вiдiграє важливу роль у забезпеченнi справедливостi та рiвностi
на робочому мiсцi. За допомогою формальної справедливостi, менеджер мо-
же створити системи та процеси, якi забезпечують об’єктивне, послiдовне та
прозоре прийняття рiшень, особливо зi сторони справедливої оплати працi.
Формальна справедливiсть може допомогти сфокусуватися на справедливому
ставленнi до нових працiвникiв на основi заздалегiдь визначених критерiїв.
Я сподiваюся внести свiй невеличкий вклад у розвиток цiєї теми, за допомо-
гою розглянутих надалi математичних моделей.
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2 Справедливiсть Арiстотеля. Базове функцiональне рiв-
няння

Розглянемо пропорцiйну справедливiсть Арiстотеля. Слово «пропорцiя»
одразу вказує на те, що квалiфiкацiя, як i винагорода фахiвцiв, має бути
вимiряна за числовою шкалою.

Рис. 1: Три фахiвцi оцiнюються залежно вiд їхньої квалiфiкацiї, яка вимiрюється числом
𝑥 ∈ R.

Це легко для винагороди, але досить делiкатне завдання для квалiфiкацiї.
Припустимо, що можна вимiряти квалiфiкацiю, числом 𝑥 ∈ R+, як показано
на Рисунку 1. Якщо ми розглянемо лише одну квалiфiкацiю, яка вимiрює-
ться 𝑥 ∈ R+, то винагорода повинна бути функцiєю вiд 𝑥, позначеною через
𝑚(𝑥). Формальна справедливiсть має бути виражена через властивостi 𝑚.
Наприклад, iдея пропорцiйної справедливостi Арiстотеля стверджує, що ква-
лiфiкацiя та заробiтна плата(винагорода) повиннi бути пропорцiйними, тобто
𝑚(𝑥) повинна задовольняти:

𝑚(𝑥)

𝑚(𝑦)
=

𝑥

𝑦
, 𝑥, 𝑦 ∈ R+

Для 𝑦 = 1 це дає 𝑚(𝑥)/𝑚(1) = 𝑥 i, отже, 𝑚(𝑥) = 𝑚(1)𝑥. Отже, 𝑚(𝑥) = 𝑐𝑥 ,
де 𝑐 - деяка константа. Тобто, фахiвець, який має вдвiчi вищу квалiфiкацiю,
нiж iнший, має право на вдвiчi вищу заробiтну плату. Ця шкала заробiтної
плати є обмеженою, оскiльки допускає лише лiнiйну залежнiсть. Очевидно,
що це занадто обмежує пiдхiд.
Згiдно з [2] поняття формальної справедливостi означає, що 𝑚 : R+ → R+

має бути перетворенням вiдносно шкали спiввiдношень. Тобто,

𝑚

(︂
𝑥

𝑦

)︂
=

𝑚(𝑥)

𝑚(𝑦)
, 𝑥, 𝑦 ∈ R+. (2.1)
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Це функцiональне рiвняння буде нашим основним об’єктом дослiдження.

Зауваження 2.1. Недолiк виникає при припущеннi, що 𝑚(1) = 1. Можемо
сказати, що необов’язково при одиничнiй квалiфiкацiї, винагорода буде також
одиничною. Оскiльки 𝑚(1) не завжди буде дорiвнювати 1. Ми розглянемо
його детальнiше в 3 роздiлi.

2.1 Модель Солтана.

Теорема 2.1. Припустимо, що 𝑚 неперервна в деякiй точцi 𝑥𝑜 ∈ R+ i
задовольняє

𝑚

(︂
𝑥

𝑦

)︂
=

𝑚(𝑥)

𝑚(𝑦)
, 𝑥, 𝑦 ∈ R+.

Тодi 𝑚 має вигляд 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑝, для деякого 𝑝 ∈ R.

Доведення. Перевiримо, що 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑝 розв’язує наше функцiональне рiв-
няння. Проведемо та проаналiзуємо доведення цiєї теореми, яке покроково
розглянув Райнгард Iльнер у [4].
Крок 1: Використовуючи перетворення, маємо

𝑚(𝑥𝑦) = 𝑚

(︂
𝑥

𝑦−1

)︂
=

𝑚(𝑥)

𝑚(1/𝑦)
=

𝑚(𝑥)𝑚(𝑦)

𝑚(1)
,

що, оскiльки

𝑚(1) = 𝑚
(︁𝑥
𝑥

)︁
=

𝑚(𝑥)

𝑚(𝑥)
= 1,

дає результат
𝑚(𝑥𝑦) = 𝑚(𝑥)𝑚(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R+. (2.2)

Таким чином, можна використовувати (2.2), як еквiвалентну форму (2.1)
Крок 2: Нехай ℎ : R → R з ℎ(𝑡) = ln [𝑚(𝑒𝑡)]. Функцiя ℎ(𝑡) задовольняє
функцiональному рiвнянню Кошi, яке детальнiше розглянуте у [1]. Тобто
ℎ(𝑡+ 𝑠) = ℎ(𝑡) + ℎ(𝑠) для всiх 𝑠, 𝑡 ∈ R. Дiйсно, з означення ℎ

ℎ(𝑡+ 𝑠) = ln
[︀
𝑚(𝑒𝑡+𝑠)

]︀
= ln

[︀
𝑚(𝑒𝑡𝑒𝑠)

]︀
, 𝑡, 𝑠 ∈ R,
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використовуючи Крок 1 та властивостi логарифмiв отримуємо

ℎ(𝑡+ 𝑠) = ln
[︀
𝑚(𝑒𝑡)𝑚(𝑒𝑠)

]︀
= ln

[︀
𝑚(𝑒𝑡)

]︀
+ ln [𝑚(𝑒𝑠)] = ℎ(𝑡) + ℎ(𝑠)

як i було зазначено.
Крок 3: Далi виведемо основнi властивостi ℎ. Оскiльки ℎ(𝑡) = ℎ(𝑡 + 0) =

ℎ(𝑡) + ℎ(0), то зрозумiло, що ℎ(0) = 0. Отже,

ℎ(0) = ℎ(𝑡− 𝑡) = ℎ [𝑡+ (−𝑡)] = ℎ(𝑡) + ℎ(−𝑡) = 0,

а отже −ℎ(𝑡) = ℎ(−𝑡). Таким чином

ℎ(𝑡− 𝑠) = ℎ(𝑡) + ℎ(−𝑠) = ℎ(𝑡)− ℎ(𝑠).

Крок 4: Стверджуємо, що ℎ(𝑛𝑡) = 𝑛ℎ(𝑡) для всiх 𝑡 ∈ R та 𝑛 ∈ Z. Рiвняння
Кошi для випадку 𝑛 = 2 дає

ℎ(2𝑡) = ℎ(𝑡+ 𝑡) = ℎ(𝑡) + ℎ(𝑡) = 2ℎ(𝑡),

i за допомогою iндукцiї

ℎ(𝑛) = ℎ (1 + 1 + . . .+ 1)⏟  ⏞  
𝑛 разiв

= 𝑛ℎ(1), 𝑛 ∈ N.

Поєднаємо з Кроком 3, щоб встановити твердження для випадкiв 𝑛 = 0 та
−𝑛 ∈ N.
Крок 5: Нехай 𝑝 := ℎ(1). Тепер можемо показати, що ℎ(𝑟) = 𝑝𝑟 для всiх
𝑟 ∈ Q. З Кроку 4, ℎ(𝑛) = 𝑛ℎ(1) = 𝑛𝑝 для всiх 𝑛 ∈ N. Аналогiчно,

𝑝 = ℎ(1) = ℎ

(︂
𝑛
1

𝑛

)︂
= 𝑛ℎ

(︂
1

𝑛

)︂
i, подiливши обидвi сторони на 𝑛, ℎ(1/𝑛) = 𝑝/𝑛. Якщо 𝑟 ∈ Q таке, що 𝑟 = 𝑎/𝑏

з 𝑎, 𝑏 ∈ Z та 𝑏 ̸= 0, тодi

ℎ(𝑟) = ℎ
(︁𝑎
𝑏

)︁
= 𝑎ℎ

(︂
1

𝑏

)︂
=

𝑎

𝑏
𝑝;
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тобто, ℎ(𝑟) = 𝑝𝑟 я всiх 𝑟 ∈ Q.
Крок 6: Можна довести, що остання тотожнiсть є справедливою для всiх 𝑟 ∈
R за умови, що ℎ неперервна в кожнiй точцi. Для цього, спочатку покажемо,
що ℎ неперервна при 𝑡 = 0. Оскiльки 𝑚 неперервна в точцi 𝑥𝑜 ∈ R+, ℎ(𝑡) =
ln(𝑚(𝑡)) неперервна в 𝑒𝑡 = 𝑥𝑜.

lim
𝜖→0

[ℎ(𝑥𝑜 + 𝜖)− ℎ(𝑥𝑜)] = 0

та з Кроку 3

lim
𝜖→0

ℎ(𝑥𝑜 + 𝜖− 𝑥𝑜) = lim
𝜖→0

ℎ(𝜖) = 0.

Оскiльки ми вже знаємо, що ℎ(0) = 0, зрозумiло, що ℎ(𝑡) неперервна при
𝑡 = 0.
Крок 7: Неперервнiсть при 𝑡 = 0 є достатньою, щоб показати, що функцiя
ℎ(𝑡) неперервна при кожному 𝑡 ∈ R. Використовуючи Крок 3 отримаємо

lim
𝜖→0

[ℎ(𝑡+ 𝜖)− ℎ(𝑡)] = lim
𝜖→0

ℎ(𝑡+ 𝜖− 𝑡) = lim
𝜖→0

ℎ(𝜖) = 0.

Таким чином, ℎ(𝑡) неперервна всюди.
Крок 8: Використовуючи Крок 7, можемо показати, що ℎ(𝑡) = 𝑝𝑡 для всiх
𝑡 ∈ R. Нехай 𝑡 ∈ R i виберемо послiдовнiсть {𝑡𝑖}𝑖∈N таку, що 𝑡𝑖 ∈ Q для всiх
𝑖 ∈ N та що 𝑡𝑖 → 𝑡 як i 𝑖 → ∞. Використовуючи неперервнiсть ℎ(𝑡), яку ми
встановили у Кроцi 7,

ℎ(𝑡) = ℎ
(︁
lim
𝑖→∞

𝑡𝑖

)︁
= lim

𝑖→∞
ℎ(𝑡𝑖),

але з Кроку 5, ℎ(𝑡𝑖) = 𝑝𝑡𝑖, оскiльки 𝑡 ∈ Q, так що

ℎ(𝑡) = lim
𝑖→∞

𝑝𝑡𝑖 = 𝑝𝑡.

Отже, ℎ(𝑡) = 𝑝𝑡 для всiх 𝑡 ∈ R.
Крок 9: Знайшовши ℎ(𝑡), ми можемо обчислити 𝑚(𝑡). Використовуючи озна-
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Рис. 2: Модель Солтана допускає як лiнiйнi, так i нелiнiйнi вiдношення. Можемо побачити,
що всi кривi проходять через точку (1, 1). Модель Аристотеля - це випадок, коли 𝑝 = 1.

чення ℎ(𝑡), маємо

ℎ(𝑡) = 𝑝𝑡 = ln
[︀
𝑚(𝑒𝑡)

]︀
так що 𝑚(𝑒𝑡) = (𝑒𝑡)𝑝. Отже, якщо ми запишемо 𝑥 = 𝑒𝑡, то можемо побачимо,
що 𝑚 має вигляд 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑝, що i треба було довести.

На Рисунку 2 показано шкалу компенсацiй для цiєї моделi формальної спра-
ведливостi . Модель Аристотеля є окремим випадком (випадок, коли 𝑝 = 1).
Усi кривi компенсацiї повиннi проходити через точку (1, 1), тому що 𝑚(1) = 1

не залежить вiд 𝑝. Реалiстичними є випадки, коли 𝑝 > 0 шкали оплати працi
для визначення заробiтної плати на основi позитивних результатiв квалiфi-
кацiй, таких як рiвень освiти. Якщо 𝑝 < 0, це означає, що заробiтна плата
повинна зменшуватися з пiдвищенням квалiфiкацiї, що є вкрай нереалiсти-
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чним.

2.2 Узагальнення моделi Солтана

На практицi, винагорода не завжди буде неперервною функцiєю вiд квалi-
фiкацiй, скорiше вона є монотонною. Тому з точки зору практичних засто-
сувань варто використовувати функцiю винагороди монотонною. Тож роз-
глянемо узагальнення Теореми 1, коли 𝑚 монотонна на деякому iнтервалi
[𝛼, 𝛽] ⊂ R+. Запишемо нашу теорему та доведемо її.

Теорема 2.2. Припустимо, що 𝑚 монотонна на деякому iнтервалi [𝛼, 𝛽] ⊂
R+ та задовольняє

𝑚

(︂
𝑥

𝑦

)︂
=

𝑚(𝑥)

𝑚(𝑦)
, 𝑥, 𝑦 ∈ R+.

Тодi 𝑚 має вигляд 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑝, для деякого 𝑝 ∈ R.

Примiтка: В умовi теореми мається на увазi нестрога монотоннiсть, тобто
𝑚(𝑥) ≤ 𝑚(𝑦), 𝑥 ≤ 𝑦 або 𝑚(𝑥) ≥ 𝑚(𝑦), 𝑥 ≥ 𝑦 вiдповiдно.

Доведення. Доведення перших п’яти крокiв буде аналогiчним до доведення
Iльнера. Тому почнемо з Кроку 6.
Крок 6: Доведемо, що ℎ неперервна в точцi 0. Оскiльки 𝑚(𝑡) монотонна на
[𝛼, 𝛽], ℎ(𝑡) = ln(𝑚(𝑒𝑡)) монотонна на [ln𝛼, ln 𝛽], як композицiя трьох моно-
тонних функцiй. Розглянемо спочатку випадок, коли ℎ монотонно неспадна,
тобто ℎ(𝑥) ≥ ℎ(𝑦), 𝑥 ≥ 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ [ln𝛼, ln 𝛽].
Припустимо, що ℎ не є неперервною в 0, тобто знайдеться 𝜀 > 0, таке, що
для всiх 𝛿 > 0 iснує 𝑥 ∈ (−𝛿, 𝛿)∖{0} таке, що

|ℎ(𝑥)− ℎ(0)| = |ℎ(𝑥)| > 𝜀.

Позначимо Δ = ℎ(ln 𝛽)− ℎ(ln𝛼) ≥ 0. Також позначимо

𝑁 =

[︂
Δ

𝜀

]︂
+ 1, 𝛿 =

ln 𝛽 − ln𝛼

𝑁
.

За нашим припущенням знайдеться 𝑥 ∈ (−𝛿, 𝛿) таке, що |ℎ(𝑥)| > 𝜀.
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Оскiльки, ℎ(−𝑥) = ℎ(𝑥), маємо |ℎ(|𝑥|)| > 𝜀. Припустимо, що ℎ(|𝑥|) < 0, тодi

ℎ(ln𝛼 + |𝑥|)− ℎ(ln𝛼) = ℎ(|𝑥|) < 0,

що протирiчить неспадностi ℎ. Тобто, маємо ℎ(|𝑥|) > 𝜀. Тодi

ln 𝛽 = ln𝛼 +𝑁𝛿 > ln𝛼 +𝑁 |𝑥|.

Маємо ln𝛼 < ln𝛼 +𝑁 |𝑥| < ln 𝛽, i, в силу неспадностi ℎ на [ln𝛼, ln 𝛽]:

ℎ(ln 𝛽) ≥ ℎ(ln𝛼 +𝑁 |𝑥|) = ℎ(ln𝛼) + ℎ(𝑁 |𝑥|) =

= ℎ(ln𝛼) +𝑁ℎ(|𝑥|) > ℎ(ln𝛼) +𝑁𝜀 ≥ ℎ(ln𝛼) +
Δ

𝜀
· 𝜀 =

= ℎ(ln𝛼) + Δ.

Отримали нерiвнiсть
ℎ(ln 𝛽)− ℎ(ln𝛼) > Δ.

Що протирiчить означенню Δ. Отримане протирiччя доводить, що для мо-
нотонно неспадної ℎ є неперервнiсть в 0. Тепер припустимо, що ℎ монотонно
незростаюча на [ln𝛼, ln 𝛽]. Позначимо Δ = ℎ(ln𝛼)− ℎ(ln 𝛽) ≥ 0.
Позначимо

𝑁 =

[︂
Δ

𝜀

]︂
+ 1, 𝛿 =

ln 𝛽 − ln𝛼

𝑁
.

За нашим припущенням знайдеться 𝑥 ∈ (−𝛿, 𝛿) таке, що |ℎ(𝑥)| > 𝜀.
Оскiльки, ℎ(−𝑥) = ℎ(𝑥), маємо |ℎ(|𝑥|)| > 𝜀. Припустимо, що ℎ(|𝑥|) > 0, тодi

ℎ(ln𝛼 + |𝑥|)− ℎ(ln𝛼) = ℎ(|𝑥|) > 0,

що протирiчить незростанню ℎ. Тобто, маємо ℎ(|𝑥|) < −𝜀. Тодi

ln 𝛽 = ln𝛼 +𝑁𝛿 > ln𝛼 +𝑁 |𝑥|.

У силу незростання ℎ на [ln𝛼, ln 𝛽]:

ℎ(ln 𝛽) ≤ ℎ(ln𝛼 +𝑁 |𝑥|) = ℎ(ln𝛼) + ℎ(𝑁 |𝑥|) =
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= ℎ(ln𝛼) +𝑁ℎ(|𝑥|) < ℎ(ln𝛼)−𝑁𝜀 ≤ ℎ(ln𝛼)− Δ

𝜀
· 𝜀 =

= ℎ(ln𝛼)−Δ.

Отримали нерiвнiсть
ℎ(ln 𝛽)− ℎ(ln𝛼) < −Δ,

що протирiчить означенню Δ. Отримане протирiччя доводить, що для моно-
тонно незростаючої ℎ є неперервнiсть в 0.
Таким чином, в обох випадках ℎ є неперервною в точцi 0.
Крок 7: Неперервнiсть при 𝑡 = 0 є достатньою, щоб показати, що функцiя
ℎ(𝑡) неперервна при кожному 𝑡 ∈ R. Використовуючи Крок 3 отримаємо

lim
𝜖→0

[ℎ(𝑡+ 𝜖)− ℎ(𝑡)] = lim
𝜖→0

ℎ(𝑡+ 𝜖− 𝑡) = lim
𝜖→0

ℎ(𝜖) = 0.

Таким чином, ℎ(𝑡) неперервна всюди.
Крок 8: Використовуючи Крок 7, можемо показати, що ℎ(𝑡) = 𝑝𝑡 для всiх
𝑡 ∈ R. Нехай 𝑡 ∈ R i виберемо послiдовнiсть {𝑡𝑖}𝑖∈N таку, що 𝑡𝑖 ∈ Q для всiх
𝑖 ∈ N та що 𝑡𝑖 → 𝑡 як i 𝑖 → ∞. Використовуючи неперервнiсть ℎ(𝑡), яку ми
встановили у Кроцi 7,

ℎ(𝑡) = ℎ
(︁
lim
𝑖→∞

𝑡𝑖

)︁
= lim

𝑖→∞
ℎ(𝑡𝑖),

але з Кроку 5, ℎ(𝑡𝑖) = 𝑝𝑡𝑖, оскiльки 𝑡 ∈ Q, так що

ℎ(𝑡) = lim
𝑖→∞

𝑝𝑡𝑖 = 𝑝𝑡.

Отже, ℎ(𝑡) = 𝑝𝑡 для всiх 𝑡 ∈ R.
Крок 9: Знайшовши ℎ(𝑡), ми можемо обчислити 𝑚(𝑡). Використовуючи озна-
чення ℎ(𝑡), маємо

ℎ(𝑡) = 𝑝𝑡 = ln
[︀
𝑚(𝑒𝑡)

]︀
так що 𝑚(𝑒𝑡) = (𝑒𝑡)𝑝. Отже, якщо ми запишемо 𝑥, як 𝑥 = 𝑒𝑡, то можемо
побачимо, що 𝑚 має вигляд 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑝, що i треба було довести.
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Отже, отриманi результати показали, що вигляд функцiї винагороди не змi-
нився при використаннi бiльш реалiстичного припущення, коли 𝑚 - монотон-
на. Отже, у двох випадках: коли 𝑚 - неперервна(в 1-му випадку) або моно-
тонна(в 2-му випадку), має вигляд 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑝.
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3 Недолiк моделi Солтана

Можемо зауважити, що модель Солтана, хоча й ширша за обсягом нiж у
Арiстотеля, мiстить серйозний недолiк. Повернемось до Зауваження 2.1. Оче-
видно, що ця властивiсть не є незмiнною при змiнi шкали вимiрювання як
квалiфiкацiї, так i винагород. Наприклад, розглянемо сценарiй, коли заробi-
тна плата буде виплачуватися в центах, а не в доларах. Тодi 𝑚* = 100𝑚(𝑥).
Згадавши, що 𝑚(𝑥/𝑦) = 𝑚(𝑥)/𝑚(𝑦), знаходимо, що

𝑚*
(︂
𝑥

𝑦

)︂
= 100𝑚

(︂
𝑥

𝑦

)︂
= 100

𝑚(𝑥)

𝑚(𝑦)
,

i, використовуючи означення 𝑚*, отримуємо

𝑚*
(︂
𝑥

𝑦

)︂
= 100

𝑚*(𝑥)
100

𝑚*(𝑦)
100

= 100
𝑚*(𝑥)

𝑚*(𝑦)
.

Очевидно, що основне функцiональне рiвняння не є незмiнним. Спробуємо
ввести узагальнення.

Для того, щоб виправити модель так, щоб вона була незмiнною до шка-
ли вимiрювання, переглянемо наше визначення формальної справедливостi.
Будемо стверджувати, що шкала заробiтної плати 𝑚 задовольняє критерiю
формальної справедливостi, якщо iснує (залежна вiд шкали) константа 𝑐 > 0

така, що

𝑚

(︂
𝑥

𝑦

)︂
= 𝑐

𝑚(𝑥)

𝑚(𝑦)
, 𝑥, 𝑦 ∈ R+. (3.1)

Перевiримо, чи введення цiєї константи усуває наш недолiк у рiвняннi (2.1).
Спочатку змiнимо масштаб функцiї 𝑚(𝑥), задавши 𝑚(𝑥) = 𝑐−1𝑚(𝑥). Вико-
ристовуючи це визначення та спiввiдношення (3.1) для оцiнки 𝑚(𝑥/𝑦), отри-
маємо

𝑚

(︂
𝑥

𝑦

)︂
=

1

𝑐
𝑚

(︂
𝑥

𝑦

)︂
=

𝑐𝑚(𝑥)

𝑐𝑚(𝑦)
=

1
𝑐𝑚(𝑥)
1
𝑐𝑚(𝑦)

,
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тодi

𝑚

(︂
𝑥

𝑦

)︂
=

𝑚(𝑥)

𝑚(𝑦)
, 𝑥, 𝑦 ∈ R+.

Отже, ми переконались, що означена функцiя заробiтної плати задовольняє
основне функцiональне рiвняння як моделi Солтана, так i узагальненої мо-
делi Солтана. Отже, за Теоремою 2.1 або Теоремою 2.2, 𝑚(𝑥) матиме вигляд
𝑚(𝑥) = 𝑥𝑝. Отже, рiвняння (3.1) матиме розв’язки, де 𝑝 ∈ R

𝑚(𝑥) = 𝑐𝑚(𝑥) = 𝑐𝑥𝑝, 𝑥 ∈ R+,

3.1 Шкали заробiтної плати

Отриманi нашi результати можуть бути використанi для визначення того,
чи є певна шкала оплати працi справедливою. Припустимо, що три працiвни-
ки A, B i C працюють на компанiю, яка визначає їхнi заробiтнi плати залежно
вiд кiлькостi рокiв, протягом яких вони працюють, тобто, на основi їхнього
стажу. Працiвник А працює двадцять п’ять рокiв рокiв i заробляє 2 000 000
доларiв на рiк. Працiвник Б, пiсля шiстнадцяти рокiв, заробляє 60 000 дола-
рiв на рiк, а працiвник С заробляє 40 000 доларiв, пропрацювавши лише три
роки.
Щоб визначити, чи задовольняють цi зарплати формальну справедливiсть,
ми дослiдимо, наскiльки добре вони вписуються в графiк однiєї з наших кри-
вих розв’язку:𝑚(𝑥) = 𝑐𝑥𝑝. Якщо б у нас було лише два працiвники, параметри
𝑐 i 𝑝 можна було б пiдiбрати для iдеального спiввiдношення. Для трьох i бiль-
ше ми визначаємо 𝑐 i 𝑝 за логарифмiчним методом пiдбору найменших ква-
дратiв. Пiсля цього, залежно вiд прийнятих валових прибуткiв, вирiшується,
кому з працiвникiв недоплачують або переплачують вiдповiдно. Нагадаємо,
що ℎ(𝑡) = ln𝑚(𝑒𝑡), маємо

ℎ(𝑡) = ln𝑚(𝑒𝑡) = ln
[︀
𝑐(𝑒𝑡)𝑝

]︀
= ln 𝑐+ 𝑝𝑡,

i, отже, для справедливої шкали заробiтної плати графiк ℎ(𝑡) є прямою лi-
нiєю. Отже, розподiл заробiтної плати буде справедливим, якщо перетворенi
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данi вiдповiдають лiнiйному методу найменших квадратiв, знайденому шля-
хом побудови логарифмiв зарплат i логарифмiв (вимiряних) квалiфiкацiй.
На Рисунку 3 показано лiнiйну криву найменших квадратiв для працiвникiв
A, B i C, побудовану за логарифмiчною шкалою. На Рисунку 3 можна поба-
чити, що працiвникам А i Б значно переплачують i недоплачують вiдповiдно.

Рис. 3: Трансформована шкала оплати працi, описана в текстi. Тут 𝑥 - це квалiфiкацiя
(в даному випадку стаж), а 𝑚(𝑥) - це винагорода або зарплата. Очевидно, що формальна
справедливiсть не виконується.
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4 Множинна квалiфiкацiя

У реальностi заробiтна плата є на основi декiлькох квалiфiкацiй, тобто
𝑚 = 𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁) є функцiєю вiд 𝑁 вимiряних компенсованих властивостей
та 𝑥𝑖 позначає вимiрювання 𝑖-ї квалiфiкацiї.
Якщо ми розглянемо випадок 𝑁 = 2, то можемо сказати, що 𝑚 = (𝑥, 𝑦)

задовольняє критерiй формальної справедливостi. Залишаємо одну змiнну
постiйною i розглядаємо функцiю лише як функцiю однiєї (iншої) змiнної.
Позначимо

𝑚𝑦𝑜(𝑥) = 𝑚(𝑥, 𝑦)|𝑦=𝑦𝑜, (4.1)

𝑚𝑥𝑜
(𝑥) = 𝑚(𝑥, 𝑦)|𝑥=𝑥𝑜

. (4.2)

Тодi формальна справедливiсть визначається справедливiстю двох зв’язаних
функцiональних рiвнянь

𝑚𝑦

(︂
𝑥1
𝑥2

)︂
= 𝑐1

𝑚𝑦(𝑥1)

𝑚𝑦(𝑥2)
, (4.3)

𝑚𝑥

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
= 𝑐2

𝑚𝑥(𝑦1)

𝑚𝑥(𝑦2)
, (4.4)

де 𝑥 та 𝑦 позначають вимiрянi квалiфiкацiї. Значення 𝑐𝑖, залишатимуться
фiксованими доти, доки вiдповiдна змiнна буде фiксованою, i, таким чином,
формальна справедливiсть буде дотримана, але 𝑐1 i 𝑐2 насправдi можуть за-
лежати вiд 𝑦 i 𝑥 вiдповiдно. За припущень про неперервнiсть на 𝑚 рiвняння
(4.3) та (4.4) матимуть розв’язки 𝑚𝑦(𝑥) = 𝑐1(𝑦)𝑥

𝑝(𝑦) та 𝑚𝑥(𝑦) = 𝑐2(𝑥)𝑦
𝑞(𝑥), де

𝑐1(𝑦), 𝑐2(𝑥), 𝑝(𝑦) та 𝑞(𝑥) - параметричнi функцiї, якi необхiдно визначити.

Теорема 4.1. Якщо 𝑚(𝑥, 𝑦) неперервна така, що 𝑚 : R+ × R+ → R+ i
задовольняє рiвнянням (4.3) i (4.4), то 𝑚 має вигляд

𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑥𝑝𝑦𝑞𝑒𝛼 ln𝑥 ln 𝑦, 𝑝, 𝑞, 𝛼 ∈ R,

де c - деяка додатна константа. Усi функцiї цього типу задовольняють
рiвняння (4.3) i (4.4).
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Зауваження 4.1. Припущення про неперервнiсть можна значно послабити.
Наприклад, достатньо, щоб 𝑚 була неперервною в однiй точцi в дiапазонi
невiд’ємних значень 𝑥, 𝑦. Однак слiд зазначити, що твердження теореми не
залишається правильним, якщо на функцiональнi рiвняння не накладено жо-
дних iнших умов - у цьому випадку функцiональнi рiвняння мають (екзоти-
чнi) розв’язки, якi не належать до заданого типу. Цi розв’язки не можна
вимiряти, вони не обмеженi жодним iнтервалом додатної довжини i взага-
лi не пiддаються графiчному зображенню. Доведення їх iснування базується
на поняттi Базису Гамеля дiйсних чисел над рацiональними числами. Бiльш
детально розглянемо їх у наступному роздiлi.

Проведемо та проаналiзуємо доведення Теореми 4.1, яке було розглянуто
Iльнером у [3].

Доведення. Спочатку перевiримо, що функцiя 𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑥𝑝𝑦𝑞𝑒𝛼 ln𝑥 ln 𝑦 задо-
вольняє рiвнянням (4.3) i (4.4). Зафiксувавши 𝑥, запишемо

𝑚𝑥(𝑦) = 𝑐𝑥𝑝𝑦𝑞𝑒𝛼 ln𝑥 ln 𝑦 = 𝑐𝑥𝑝𝑦𝑞+𝛼 ln𝑥.

Оскiльки 𝑥 фiксована, то вона має вигляд 𝑚𝑥(𝑦) = 𝑐2(𝑥)𝑦
𝑞(𝑥). Аналогiчно,

зафiксуємо 𝑦, тодi

𝑚𝑦(𝑥) = 𝑐𝑥𝑝𝑦𝑞𝑒𝛼 ln𝑥 ln 𝑦 = 𝑐𝑦𝑞𝑥𝑝+𝛼 ln 𝑦 = 𝑐1(𝑦)𝑥
𝑝(𝑦).

Звернемо увагу на те, що 𝑚𝑦(𝑥) = 𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑥(𝑦), тож

𝑚𝑦(𝑥) = 𝑐1(𝑦)𝑥
𝑝(𝑦) = 𝑐2(𝑥)𝑦

𝑞(𝑥) = 𝑚𝑥(𝑦).

Вiзьмемо логарифм обох сторiн:

ln 𝑐1(𝑦) + 𝑝(𝑦) ln(𝑥) = ln 𝑐2(𝑥) + 𝑞(𝑥) ln 𝑦, 𝑥, 𝑦 > 0, (4.5)

коли 𝑥 = 𝑦 = 1, це дає 𝑐1(1) = 𝑐2(1) =: 𝑐. Задамо 𝑦 = 1 у рiвняннi (4.5)

ln 𝑐+ 𝑝(1) ln𝑥 = ln 𝑐2(𝑥), (4.6)
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яка визначає ln 𝑐2(𝑥). Аналогiчно, нехай 𝑥 = 1 у рiвняннi (4.5)

ln 𝑐1(𝑦) = ln 𝑐+ 𝑞(1) ln 𝑦, (4.7)

i це визначає ln 𝑐1(𝑦). Пiсля пiдстановки (4.6) i (4.7) у спiввiдношення (4.5) i
спрощуючи, маємо

𝑞(1) ln 𝑦 + 𝑝(𝑦) ln𝑥 = 𝑝(1) ln𝑥+ 𝑞(𝑥) ln 𝑦.

Для визначення 𝑝(𝑦) та 𝑞(𝑥) згрупуємо подiбнi члени:

[𝑞(1)− 𝑞(𝑥)] ln 𝑦 = [𝑝(1)− 𝑝(𝑦)] ln𝑥,

роздiлення змiнних дає:

ln 𝑦

𝑝(1)− 𝑝(𝑦)
=

ln𝑥

𝑞(1)− 𝑞(𝑥)
. (4.8)

Тепер припустимо, що для всiх 𝑥 ̸= 1 маємо 𝑞(𝑥) ̸= 𝑞(1), i для всiх 𝑦 ̸= 1,
𝑝(𝑦) ̸= 𝑝(1). За цих припущень обидвi частини рiвняння (4.8) дорiвнювати-
муть деякiй константi, позначенiй як 𝐶. Отже,

ln 𝑦 = 𝐶[𝑝(1)− 𝑝(𝑦)],

i розв’язуючи для 𝑝(𝑦), маємо:

𝑝(𝑦) = 𝑝(1)− 1

𝐶
ln 𝑦. (4.9)

Аналогiчно, 𝑞(𝑥) має вигляд

𝑞(𝑥) = 𝑞(1)− 1

𝐶
ln𝑥.

Розв’язання рiвняння (4.7) для 𝑐1(𝑦) тепер дає 𝑐1(𝑦) = 𝑐𝑒𝑞(1) ln 𝑦. Отже,

𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑦(𝑥) = 𝑐1(𝑦)𝑥
𝑝(𝑦) = 𝑐𝑒𝑞(1) ln 𝑦𝑥𝑝(𝑦).
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Пiсля пiдстановки 𝑝(𝑦) з (4.9) це набуває вигляду

𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑦𝑞(1)𝑥𝑝(1)−
1
𝐶 ln 𝑦 = 𝑐𝑦𝑞(1)𝑥𝑝(1)𝑥−

1
𝐶 ln 𝑦,

та оскiльки 𝑥 = 𝑒ln𝑥, то це зводимо

𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑦𝑞(1)𝑥𝑝(1)𝑒−
1
𝐶 ln𝑥 ln 𝑦.

Задаючи 𝛼 = −1/𝐶, загальний розв’язок 𝑚(𝑥, 𝑦) має вигляд

𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑦𝑞(1)𝑥𝑝(1)𝑒𝛼 ln𝑥 ln 𝑦

що i потрiбно було довести.

Отже, якщо 𝑁 = 2 та всi 𝑚 неперервнi, що задовольняють нашому критерiю
формальної справедливостi, мають вигляд

𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑦𝑞𝑥𝑝𝑒𝛼 ln𝑥 ln 𝑦. (4.10)

Зауваження 4.2. Аналогiчним чином до Теореми 4.1, можна стверджувати,
що як i для випадку при неперервностi 𝑚, так i для випадку монотонностi,
всi 𝑚 будуть мати вигляд (4.10).

Коли маємо справу з 𝑁 квалiфiкацiями, можна довести, що 𝑚 має вигляд

𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁) =
2𝑁−1∏︁
𝑖=0

⎡⎣exp
⎛⎝𝛼𝑖

∏︁
𝑗∈𝑀𝑖

ln𝑥𝑗

⎞⎠⎤⎦ ,

де 𝑀𝑖 ⊂ {1, . . . , 𝑁}. Iснує 2𝑁 таких пiдмножин. Наприклад, при 𝑁 = 2, буде
22 пiдмножини: ∅, {1}, {2}, та { 1,2 }, що вiдповiдає 𝑖 = 0, 1, 2, 3, вiдповiдно.
Отже,

𝑚(𝑥1, 𝑥2) = 𝑒𝛼0 · 𝑒𝛼1 ln𝑥1 · 𝑒𝛼2 ln𝑥2 · 𝑒𝛼3 ln𝑥1 ln𝑥2.

Пiсля спрощення отримуємо

𝑚(𝑥1, 𝑥2) = 𝑐 · 𝑥𝛼1
1 · 𝑥𝛼2

2 · 𝑒𝛼3 ln𝑥1 ln𝑥2,

де 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 та 𝑐 - константи. Це узгоджується з рiвнянням (4.10). Випадки,
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коли 𝑁 > 2, можна довести за допомогою iндукцiйного аргументу.
Отже, пiд час нашого дослiдження, ми виявили, що функцiя заробiтної

плати 𝑚 задовольняє нашу вимогу формальної справедливостi, 2𝑁 параметри
повиннi бути визначенi (по одному для кожної пiдмножини {1, . . . , 𝑁}).
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5 Екзотичнi розв’язки

У минулому роздiлi ми дiзналися, що функцiональне рiвняння Кошi

𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) (4.11)

має лише розв’язки типу 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥, за умови, що 𝑓 неперервна хоча б в однiй
точцi. Отже, якщо iснують iншi рiшення, то це мають бути функцiї, якi вза-
галi не мають точок неперервностi. Хоча такi функцiї навряд чи мають якесь
практичне значення. Виникає питання: чи iснують такi розв’язки рiвняння
(4.11) взагалi?
Iснування таких екзотичних розв’язкiв рiвняння (4.11) було вперше встанов-
лено на початку 20-го столiття, воно ґрунтується на поняттi базису Гамеля
дiйсних чисел над рацiональними числами. Базис Гамеля є добре вiдомим
поняттям у теорiї векторних просторiв. У нашому випадку дослiдження ми
розглянемо лише дiйснi числа.

Означення 5.1. Базисом Гамеля 𝐻 дiйсних чисел над рацiональними чи-
слами називається множина 𝐻 ⊂ R така, що кожен 𝑥 ∈ R можна однозначно
(з точнiстю до нуля доданкiв) представити у виглядi скiнченної суми

𝑥 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑞𝑘ℎ𝑘, 𝑞𝑘 ∈ Q, ℎ𝑘 ∈ 𝐻.

Тут рацiональний коефiцiєнт 𝑞𝑘 та цiле число 𝑛 залежать вiд 𝑥. Представле-
ння є унiкальним за винятком можливого додавання нулiв (позначається як
0 · ℎ з ℎ ∈ 𝐻).
Гамелiв базис такого типу є досить складною множиною. Це має бути не-
злiченна множина, тому що iнакше ми могли б довести, що дiйснi числа є
злiченною множиною. Це має бути лiнiйно незалежна множина в тому зна-
ченнi, що тотожнiсть

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑟𝑘ℎ𝑘 = 0, 𝑟𝑘 ∈ Q,

завжди означатиме, що всi 𝑟𝑘 = 0. Таким чином, якщо (наприклад)
√
2 ∈ 𝐻,
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то жодне рацiональне кратне число
√
2 не може знаходитись у 𝐻.

Iснування Гамелевого базису R над Q випливає з леми Зорна i того факту,
що R є лiнiйним векторним простором над Q. Це виходить за рамки нашого
дослiдження формальної справедливостi.

Теорема 5.1. Дiйснi числа мають базис Гамеля над рацiональними числа-
ми.

Базиси Гамеля є iнструментом вибору для отримання найбiльш загальних
розв’язкiв (4.11). Нехай 𝐻 - довiльний базис Гамеля R над Q. Для ℎ ∈ 𝐻,

вибрати 𝑓(ℎ) довiльним. Для 𝑥 ∈ R, записуємо 𝑥 =
𝑛∑︀
𝑘

𝑞𝑘ℎ𝑘, як це можливо

за означенням базису Гамеля, i задаємо 𝑓(𝑥) =:
𝑛∑︀
𝑘

𝑞𝑘𝑓(ℎ𝑘), яка визначає 𝑓

для всiх дiйсних 𝑥.

Теорема 5.2. Визначена таким чином функцiя 𝑓 є розв’язком (4.11), i ко-
жен розв’язок (4.11) задовольняє умову

𝑓

(︃
𝑛∑︁
𝑘

𝑞𝑘ℎ𝑘

)︃
=

𝑛∑︁
𝑘

𝑞𝑘𝑓(ℎ𝑘).

Доведення. Можемо побачити, що друга частина твердження була фактично
доведена, де ми вперше проаналiзували рiвняння Кошi. Що стосується пер-
шої частини, то нехай 𝑥 та 𝑦 знаходяться в R. Тодi 𝑥 та 𝑦 мають унiкальнi
репрезентацiї (за винятком нульових коефiцiєнтiв)

𝑥 =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘ℎ𝑘, 𝑦 =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘ℎ𝑘

(оскiльки ми завжди можемо додати доданки 0 ·ℎ𝑘, то припущення про одна-
кову кiлькiсть доданкiв в обох сумах не є обмеженням загальностi). 𝑥+𝑦 має
(унiкальне) подання

𝑥+ 𝑦 =
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑝𝑘 + 𝑞𝑘)ℎ𝑘,
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а отже, за визначенням 𝑓 ,

𝑓(𝑥+ 𝑦) =
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑝𝑘 + 𝑞𝑘)𝑓(ℎ𝑘) =

=
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝑓(ℎ𝑘) +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘𝑓(ℎ𝑘) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦).

Отже, тепер ми знаємо, як знаходити загальнi розв’язки рiвняння (4.11). Усе,
що нам потрiбно зробити, це взяти базис Гамеля i вибрати довiльнi значен-
ня 𝑓 на цiй множинi. Але, на жаль, не iснує способу знайти базис Гамеля.
Розглянута ранiше теорема, яка стверджує iснування, говорить нам, що iснує
така рiч, як базис Гамеля, але не говорить нам, як його знайти. Доведення
iснування (на основi леми Зорна) не є конструктивним.
Тим не менш, ми можемо зiбрати багато iнформацiї про розв’язки (4.11), якi
не мають вигляду 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥. Нагадаємо, що графiком функцiї 𝑓 називається
множина:

𝐺 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑓(𝑥)}.

Теорема 5.3. Припустимо, що 𝑓 є розв’язком рiвняння (4.11), який не має
вигляд виду 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥. Тодi графiк 𝑓 є щiльним в R2; iншими словами, для
довiльної точки 𝑃 на евклiдовiй площинi R2 i довiльного числа 𝜖 > 0 iснує
точка 𝑄 на графiку 𝑓 така, що |𝑃 −𝑄| < 𝜖.

Доведення. Якщо 𝑓 не має вигляд 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥, то повиннi бути дiйснi числа
𝑥1 ̸= 0 та 𝑥2 ̸= 0 такi, що 𝑓(𝑥1)/𝑥1 ̸= 𝑓(𝑥2)/𝑥2. Iншими словами, детермiнант⃒⃒⃒⃒

⃒𝑥1 𝑓(𝑥1)

𝑥2 𝑓(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0.

Це означає, що вектори 𝑝1 = (𝑥1, 𝑓(𝑥1)) та 𝑝2 = (𝑥2, 𝑓(𝑥2)) лiнiйно незалежнi,
тому будь-який 𝑝 ∈ R2 можна однозначно представити як

𝑝 = 𝜌1𝑝1 + 𝜌2𝑝2.
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Бiльше того, множина всiх векторiв 𝑝, якi можна представити таким чином iз
рацiональними коефiцiєнтами 𝜌1, 𝜌2, є щiльною в R2. Тепер нехай (𝑟1, 𝑟2) ∈ Q2,
то

𝑟1𝑝1 + 𝑟2𝑝2 = (𝑟1𝑥1 + 𝑟2𝑥2, 𝑟1𝑓(𝑥1) + 𝑟2𝑓(𝑥2)) = (𝑟1𝑥1 + 𝑟2𝑥2, 𝑓(𝑟1𝑥2 + 𝑟2𝑥2)),

де той факт, що 𝑓 задовольняє (4.11), використано в останнiй тотожностi.
Звiдси випливає доведення теореми.

З цiєї теореми випливає безпосереднiй наслiдок.

Наслiдок 5.1. Якщо 𝑓 задовольняє (4.11) i не має вигляду 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥, то
зображення будь-якого непорожнього промiжку (𝑎, 𝑏) з 𝑎 < 𝑏 є щiльним у
R.

Крiм того, можемо узагальнити iнше.

Наслiдок 5.2. Якщо 𝑓 задовольняє (4.11) i є або:
∙ неперервна хоча б в однiй точцi, або
∙ монотонна на промiжку додатної довжини, або
∙ обмежена з одного боку (зверху або знизу) iнтервалом додатної довжини,
тодi iснує 𝑐 ∈ R таке, що для всiх 𝑥, 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥.

Отже, зрозумiло, що графiк 𝑓 не може бути щiльним на площинi.
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6 Висновки

У рамках даної магiстерської дисертацiї було розглянуто моделi формаль-
ної справедливостi для точної(справедливої) оплати працi та здiйснено їх
аналiз. А саме, це були: модель Арiстотеля (пропорцiйна справедливiсть) та
модель Солтана. Основним аспектом при вивченнi моделi Солтана є фун-
кцiональне рiвняння Кошi. Робота виявила значущiсть цiєї теми в розв’язку
задачi про визначення розмiру винагороди (заробiтньої плати) у кожнiй га-
лузi працi.
Пiд час дослiдження зазначених моделей було помiчено, що кожна з них має
свої недолiки. Модель Арiстотеля має обмежене застосування. При припу-
щеннi про неперервнiсть функцiї винагороди, за якою задана модель Сол-
тана, було виявлено, що на практицi скорiше ця функцiя буде монотонною.
Тому було розглянуто узагальнену модель Солтана з монотонною функцi-
єю винагороди. Припущення про монотоннiсть дозволяє охопити випадки,
коли незначнi покращення квалiфiкацiй можуть привести до суттєвої змiни
результатiв дiяльностi.
Також було розглянуто та усунуто недолiк моделi Солтана, врахувавши рiзнi
шкали при оцiнцi квалiфiкацiй. Отриманий результат показав, що при вве-
деннi константи, отримана функцiя задовольняє функцiональне рiвняння як
моделi Солтана, так i узагальненої моделi Солтана. Оскiльки, в реальностi
заробiтна плата є функцiєю вiд декiлькох квалiфiкацiй, то було розглянуто
модель розв’язку вiдповiдного рiвняння у випадку множинної квалiфiкацiї.
Було дослiджено, що функцiональне рiвняння також має екзотичнi розв’язки.
Їх iснування ґрунтується на поняттi базису Гамеля.
Результати дисертацiї розширюють межi застосування моделей формальної
справедливостi, вiдкриваючи новi можливостi для професiоналiв, якi працю-
ють у сферi оплати працi. Отриманi знання можуть бути використанi для
подальших дослiджень та розвитку даних моделей.
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