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РЕФЕРАТ

Магiстерська робота мiстить 49 сторiнок, 15 слайдiв презентацiї, 11 джерел.
Об’єктом даної дипломної роботи є ринок облiгацiй, портфелi облiгацiй i методи

створення портфелiв облiгацiй з оптимальним спiввiдношенням ризику та дохiдностi.
Метою даної дипломної роботи є розробка практичних стратегiй створення та

управлiння портфелем облiгацiй з оптимальним спiввiдношенням ризику та дохiдно-
стi.

У роботi було розглянуто класичнi та сучаснi пiдходи до оптимiзацiї облiгацiйних
портфелiв (модель Марковiца, багатофакторнi моделi, Value at Risk). Було дослiдже-
но вплив особливостей облiгацiй на стiйкiсть портфеля. Використано методи мате-
матичного моделювання для оцiнки ризику та дохiдностi. Запропоновано алгоритми
формування збалансованого портфеля облiгацiй за допомогою реалiзацiї в Python.

Ключовi слова: облiгацiї, ризик, дохiднiсть, портфельна теорiя, модель Марковi-
ца, диверсифiкацiя, Value at Risk, оптимiзацiя.
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ABSTRACT

The master’s thesis contains 49 pages, 15 slides of presentation, and 11 primary
sources.

The object of this thesis is the bond market, bond portfolios, and methods for
constructing a bond portfolio with an optimal risk-return ratio.

The aim of this thesis is to develop practical strategies for creating a bond portfolio
with an optimal risk-return ratio.

The study examines classical and modern approaches to bond portfolio optimization
(Markowitz model, multifactor models, Value at Risk). The impact of bond characteristi-
cs on portfolio stability was analyzed. Mathematical modeling methods were applied to
assess risk and profitability. Algorithms for constructing a balanced bond portfolio were
proposed, implemented using Python.

Keywords: bonds, risk, profitability, portfolio theory, Markowitz model, diversification,
Value at Risk, optimization.
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Вступ

Сучаснi фiнансовi ринки переживають перiод значної трансформацiї через фiнан-
совi iнновацiї та впровадження нових фiнансових iнструментiв. Ця складнiсть вини-
кає внаслiдок еволюцiї ринкової динамiки, iнформацiйної асиметрiї та взаємозв’язку
рiзних фiнансових секторiв.

Сьогоднi мiжнародне портфельне iнвестування займає значну частку глобаль-
ного iнвестицiйного ринку. Так, вартiсть свiтового ринку облiгацiй зросла на 16,5%
до 123,5 трлн дол. США у 2020 роцi, тодi як капiталiзацiя свiтового ринку акцiй
у 2020 роцi також зросла на 18,2% у порiвняннi з аналогiчним перiодом минулого
року, до 105,8 трлн дол. США, за даними SIFMA. Це пов’язано з тим, що учасника-
ми мiжнародного ринку цiнних паперiв протягом останнiх рокiв стають все бiльше
осiб, а сам фондовий ринок стає все бiльш доступним для потенцiйних iнвесторiв,
перш за все, за рахунок лiбералiзацiї та наявностi невисоких бар’єрiв входження.
Український фондовий ринок також поступово зростає, про що свiдчить той факт,
що загалом на українських фондових бiржах обсяг укладених угод у сiчнi 2022 р.
становив 48,8 млрд грн., що на 27% бiльше, нiж у груднi 2021 р. Вiтчизнянi та iнозем-
нi фiнансовi експерти сходяться в думках щодо наявностi двох основних стратегiй
портфельного iнвестування– активної, яка характеризується тим, що iнвестор прагне
переграти ринок для отримання бiльшої дохiдностi, тому вiн схильний до ризику та
постiйно й старанно слiдкує за фондовим ринком, та пасивної, що характеризується
тим, що iнвестор не намагається обiграти ринок, придiляє мiнiмум уваги тому, що
вiдбувається на ринках, не реагує на фон новин та схильний до диверсифiкацiї свого
iнвестицiйного портфеля. [4]

Облiгацiї, зокрема державнi та корпоративнi, є одним iз найбiльш популярних iн-
струментiв для диверсифiкацiї портфелiв i стабiлiзацiї iнвестицiй. Вони пропонують
передбачуванi грошовi потоки та порiвняно низький рiвень ризику в порiвняннi з
акцiями або альтернативними iнвестицiями. У цьому контекстi особливої важливостi
набуває оптимiзацiя спiввiдношення ризику та дохiдностi, яка дозволяє iнвесторам
забезпечити максимальний прибуток при мiнiмальних ризиках, пов’язаних iз коли-
ваннями ринкових умов.

Оптимiзацiя спiввiдношення ризику та дохiдностi передбачає застосування ма-
тематичних моделей, що дають можливiсть бiльш точно оцiнювати ризики та про-
гнозувати дохiднiсть портфелiв. Однiєю з основних моделей, яка використовується
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для досягнення цiєї мети, є модель Марковiца, яка визначає оптимальний портфель
активiв на основi їхнiх очiкуваних доходiв i ризикiв (варiацiї дохiдностi).[6]

Однак, традицiйнi моделi, як-от модель Марковiца, часто не враховують складно-
щi сучасних фiнансових iнструментiв i нових умов ринку. У зв’язку з цим важливiсть
iнновацiй, таких як машинне навчання для аналiзу ризикiв та дохiдностi, стає дедалi
бiльш очевидною. Моделi, що базуються на машинному навчаннi, можуть забезпе-
чити бiльш точнi прогнози ризикiв i виявлення патернiв в iсторичних даних.

Водночас, зростає значення iнновацiйних пiдходiв, таких як машинне навчання i
багатофакторнi моделi, що можуть пiдвищити ефективнiсть прогнозування ринкових
коливань та їхнього впливу на портфелi. Оскiльки iнвестори прагнуть збалансувати
ризик i дохiднiсть, зростає попит на фiнансовi iнструменти та стратегiї, якi забезпечу-
ють довгострокову стабiльнiсть i передбачуванiсть. Облiгацiї, завдяки їхнiй низькiй
волатильностi та стабiльностi грошових потокiв, стають центральним елементом у
портфелях багатьох iнвесторiв.[5]

У цiй роботi дослiджуються стратегiї створення портфеля облiгацiй з оптималь-
ним спiввiдношенням ризику та дохiдностi, враховуючи сучаснi фiнансовi тенденцiї
та використовуючи сучаснi математичнi моделi для управлiння iнвестицiями. Важли-
вiсть цих стратегiй пiдкреслюється в контекстi традицiйних фiнансових концепцiй,
що аналiзують ризики, дохiднiсть та iнвестицiйнi рiшення, а також новiтнiми дослi-
дженнями в галузi фiнансової математики.
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Роздiл 1

Математичнi моделi фiнансових ринкiв

1.1. Основнi поняття портфельної теорiї

1.1.1. Ризик i очiкувана дохiднiсть портфеля.

Портфель, сформований iз 𝑛 рiзних цiнних паперiв, може бути описаний за до-
помогою їхнiх ваг:

𝑤𝑖 =
𝑥𝑖𝑆𝑖(0)

𝑉 (0)
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝑥𝑖 — кiлькiсть активiв 𝑖-го типу в портфелi, 𝑆𝑖(0) — початкова цiна активу 𝑖, а
𝑉 (0) — початково iнвестована сума в портфель. Зручно записувати ваги у виглядi
матрицi-рядка:

w = [𝑤1𝑤2 . . . 𝑤𝑛].

Як i для двох цiнних паперiв, сума ваг дорiвнює одиницi, що можна записати у
матричнiй формi:

1 = uw𝑇 , (1)

де

u = [1 1 . . . 1]

є матрицею-рядком, в якiй усi елементи дорiвнюють 1, а w𝑇 — це транспонована
матриця w. Правила множення матриць залишаються чинними. Набiр портфелiв iз
вагами w, якi задовольняють рiвняння (1), називається досяжними портфелями.[4]

Нехай дохiднiсть цiнних паперiв позначена як 𝐾1, . . . , 𝐾𝑛. Очiкуванi дохiдностi
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𝜇𝑖 = E(𝐾𝑖) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 також будуть записанi у виглядi матрицi-рядка:

m = [𝜇1 𝜇2 . . . 𝜇𝑛].

Коварiацiї мiж дохiдностями позначаються 𝑐𝑖𝑗 = Cov(𝐾𝑖, 𝐾𝑗). Цi значення є еле-
ментами матрицi коварiацiй 𝑛× 𝑛:

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐11 𝑐12 . . . 𝑐1𝑛

𝑐21 𝑐22 . . . 𝑐2𝑛
...

... . . . ...
𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 . . . 𝑐𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Вiдомо, що матриця коварiацiй є симетричною та додатно визначеною. Дiаго-
нальнi елементи є дисперсiями дохiдностей, 𝑐𝑖𝑖 = D(𝐾𝑖). У подальшому ми припуска-
ємо, що матриця C також має обернену C−1.

Твердження 1
Очiкувана дохiднiсть 𝜇𝑉 = E(𝐾𝑉 ) i дисперсiя 𝜎2

𝑉 = D(𝐾𝑉 ) портфеля з вагами w

задаються формулами:

𝜇𝑉 = mw𝑇 , (2)

𝜎2
𝑉 = wCw𝑇 . (3)

Доведення
Формула для 𝜇𝑉 випливає з лiнiйностi математичного сподiвання:

𝜇𝑉 = E(𝐾𝑉 ) = E

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑤𝑖𝐾𝑖

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝜇𝑖 = mw𝑇 .

Для 𝜎2
𝑉 використовуємо лiнiйнiсть коварiацiї щодо кожного з її аргументiв:

𝜎2
𝑉 = Var(𝐾𝑉 ) = Var

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑤𝑖𝐾𝑖

)︃

= Cov

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑤𝑖𝐾𝑖,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤𝑗𝐾𝑗

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑤𝑖𝑤𝑗𝑐𝑖𝑗

= wCw𝑇 . □
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Ми розглянемо розв’язання наступних двох задач:
1. Знаходження портфеля iз найменшою дисперсiєю серед усiх досяжних порт-

фелiв. Такий портфель називається портфелем мiнiмальної дисперсiї.
2. Знаходження портфеля iз найменшою дисперсiєю серед усiх досяжних порт-

фелiв, очiкувана дохiднiсть яких дорiвнює заданому значенню 𝜇𝑉 . Сiмейство таких
портфелiв, параметризоване 𝜇𝑉 , називається лiнiєю мiнiмальної дисперсiї.

Оскiльки дисперсiя є неперервною функцiєю ваг, обмеженою знизу нулем, мiнi-
мум однозначно iснує в обох випадках.

Твердження 2 (Портфель мiнiмальної дисперсiї)
Портфель iз найменшою дисперсiєю в досяжнiй множинi має ваги, визначенi фор-
мулою:

w =
uC−1

uC−1u𝑇
,

за умови, що знаменник не дорiвнює нулю.

Доведення
Необхiдно мiнiмiзувати вираз (3) за умови обмеження (1). Для цього скористаємося
методом множникiв Лагранжа. Нехай

𝐹 (w, 𝜆) = wCw𝑇 − 𝜆(uw𝑇 ),

де 𝜆 — множник Лагранжа. Прирiвнюючи до нуля частковi похiднi функцiї 𝐹 за
вагами 𝑤𝑖, отримаємо:

2wC− 𝜆u = 0,

або

w =
𝜆

2
uC−1.

Це необхiдна умова для мiнiмуму. Пiдставляючи цей вираз у обмеження (1), отри-
маємо:

1 =
𝜆

2
uC−1u𝑇 ,

де використано той факт, що C−1 є симетричною матрицею, оскiльки C є симетри-
чною. Вирiшуючи це рiвняння вiдносно 𝜆 i пiдставляючи отримане значення 𝜆 у
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вираз для w, отримуємо задану формулу. □

Твердження 3 (Лiнiя мiнiмальної дисперсiї)
Портфель iз найменшою дисперсiєю серед досяжних портфелiв з очiкуваною дохi-
днiстю 𝜇𝑉 має ваги:

w =
1⃒⃒⃒⃒

⃒𝑢𝐶−1𝑢𝑇 𝑢𝐶−1𝑚𝑇

𝑚𝐶−1𝑢𝑇 𝑚𝐶−1𝑚𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒
[︃
𝑢𝐶−1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1 𝑢𝐶−1𝑚𝑇

𝜇𝑉 𝑚𝐶−1𝑚𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒+𝑚𝐶−1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑢𝐶−1𝑢𝑇 1

𝑚𝐶−1𝑢𝑇 𝜇𝑉

⃒⃒⃒⃒
⃒
]︃
,

за умови, що визначник у знаменнику є ненульовим.
за умови, що визначник у знаменнику не дорiвнює нулю, ваги залежать лiнiйно

вiд 𝜇𝑉 .

Доведення
Тут потрiбно знайти мiнiмум формули (3) за умов двох обмежень (1) та (2). Введемо
функцiю Лагранжа:

𝐺(w, 𝜆, 𝜇) = wCw𝑇 − 𝜆uw𝑇 − 𝜇mw𝑇 ,

де 𝜆 i 𝜇 — множники Лагранжа. Частковi похiднi 𝐺 за вагами w𝑖, прирiвнянi до
нуля, дають необхiдну умову для мiнiмуму:

2wC− 𝜆u− 𝜇m = 0,

що означає:

w =
𝜆

2
uC−1 +

𝜇

2
mC−1.

Пiдставляючи це в обмеження (1) i (2), отримуємо систему лiнiйних рiвнянь:

1 =
𝜆

2
uC−1u𝑇 +

𝜇

2
uC−1m𝑇 ,

𝜇𝑉 =
𝜆

2
mC−1u𝑇 +

𝜇

2
mC−1m𝑇 .
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Ця система вирiшується вiдносно 𝜆 i 𝜇. Формула, яку потрiбно було довести, ви-
пливає з пiдстановки отриманих значень 𝜆 i 𝜇 у вираз для w. □

1.1.2. Ефективний кордон.

Даючи вибiр мiж двома цiнними паперами, рацiональний iнвестор, якщо це мо-
жливо, обере той, який має вищу очiкувану дохiднiсть i нижче стандартне вiдхиле-
ння, тобто нижчий ризик. Це мотивує наступне визначення, важливе для розумiння
портфельної теорiї.

Визначення 1

Ми кажемо, що цiнний папiр iз очiкуваною дохiднiстю 𝜇1 i стандартним вiдхиле-
нням 𝜎1 домiнує над iншим цiнним папером iз очiкуваною дохiднiстю 𝜇2 i стандар-
тним вiдхиленням 𝜎2, якщо:

𝜇1 ≥ 𝜇2 та 𝜎1 ≤ 𝜎2.

Це визначення легко поширюється на портфелi, якi, звiсно, також можна розгля-
дати як цiннi папери.

Зауваження 1

Якщо два цiнних папери такi, що один домiнує над iншим, домiнований цiнний
папiр може здатися цiлком зайвим на перший погляд. Однак це не завжди так. Мо-
жливо створити портфелi, що складаються з цих двох паперiв, якi матимуть менший
ризик, нiж будь-який iз них окремо. Наприклад, на 1.1 показано, як цiнний папiр iз
характеристиками 𝜎2, 𝜇2 домiнує над папером iз характеристиками 𝜎1, 𝜇1.

Визначення 2

Портфель називається ефективним, якщо не iснує iншого портфеля, окрiм нього
самого, який би домiнував над ним.

Набiр ефективних портфелiв серед усiх досяжних портфелiв називається ефе-
ктивним кордоном.
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Рис. 1.1. Зменшення ризику за допомогою домiнованого цiнного паперу

Кожен рацiональний iнвестор обере ефективний портфель, завжди вiддаючи пе-
ревагу портфелю, що домiнує, над тим, що є домiнованим. Однак рiзнi iнвестори
можуть обирати рiзнi портфелi на ефективному кордонi, залежно вiд своїх iндивiду-
альних вподобань. Наприклад, якщо є два ефективних портфелi з 𝜇1 ≤ 𝜇2 i 𝜎1 ≤ 𝜎2,
обережний iнвестор може вiддати перевагу тому, який має нижчий ризик 𝜎1 та ниж-
чу очiкувану дохiднiсть 𝜇1, тодi як iншi можуть обрати портфель iз вищим ризиком
𝜎2, вважаючи вищу очiкувану дохiднiсть 𝜇2 компенсацiєю за збiльшення ризику.

Зокрема, ефективний портфель має найвищу очiкувану дохiднiсть серед усiх до-
ступних портфелiв iз тим самим стандартним вiдхиленням (тим самим ризиком) i
найнижче стандартне вiдхилення (найменший ризик) серед усiх доступних портфелiв
iз тiєю самою очiкуваною дохiднiстю. Таким чином, ефективний кордон обов’язково
є пiдмножиною лiнiї мiнiмальної дисперсiї. Щоб зрозумiти структуру ефективного
кордону, спершу вивчимо лiнiю мiнiмальної дисперсiї докладнiше, а потiм оберемо
вiдповiдну пiдмножину.

1.2. CAPM

Однiєю з найвiдомiших моделей є модель оцiнки капiтальних активiв (САРМ),
розроблена Шарпом-Лiнтнером-Моссеном. CAPM описує взаємозв’язок мiж систе-
матичним ризиком або загальними ризиками iнвестування та очiкуваною прибутко-
вiстю активiв. Це фiнансова модель, яка встановлює лiнiйну залежнiсть мiж необхi-
дною прибутковiстю iнвестицiй та ризиком.

У часи, коли комп’ютери були повiльними, використовувати портфельну було
важко. Для ринку з 𝑛 = 1000 активiв матриця коварiацiї 𝐶 буде мати 𝑛2 = 1, 000, 000

елементiв. Для знаходження ефективного кордону необхiдно обчислити обернену ма-
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трицю 𝐶−1, що є складним завданням. Точна оцiнка 𝐶 на практицi може також ство-
рювати значнi проблеми. Модель оцiнки капiтальних активiв (CAPM) забезпечує рi-
шення, яке є значно ефективнiшим з обчислювальної точки зору: вона не потребує
оцiнки 𝐶, але пропонує глибоке, хоча й дещо спрощене, розумiння деяких фундамен-
тальних економiчних питань. [4]

У межах CAPM припускається, що кожен iнвестор використовує однаковi зна-
чення очiкуваних доходiв, стандартного вiдхилення та кореляцiй для всiх активiв,
приймаючи iнвестицiйнi рiшення, ґрунтуючись виключно на цих показниках. Зокре-
ма, кожен iнвестор обчислює один i той самий ефективний кордон, на основi якого
формується портфель. Однак, iнвестори можуть вiдрiзнятися у ставленнi до ризику,
обираючи рiзнi портфелi на ефективному кордонi.

1.2.1. Лiнiя ринку капiталу.

Твердження 2.
Стандартне вiдхилення 𝜎𝑉 портфеля, що складається з ризикованого цiнного паперу
з очiкуваним прибутком 𝜇1 i стандартним вiдхиленням 𝜎1 > 0, а також безризикового
цiнного паперу з прибутком 𝑟𝐹 i нульовим стандартним вiдхиленням залежить вiд
ваги 𝑤1 ризикового цiнного паперу й визначається наступним чином:

𝜎𝑉 = |𝑤1|𝜎1 (1)

Доведення.
Нехай 𝜎1 > 0 i 𝜎2 = 0. Тодi твердження (2) зводиться до

𝜎𝑉 = 𝑤2
1𝜎

2
1.

Взявши квадратний корiнь з обох сторiн, ми отримаємо формулу 𝜎𝑉

𝜎𝑉 = 𝑤1𝜎1.

□

Лiнiя на площинi (𝜎, 𝜇) представляє портфелi, побудованi з одного ризикового
i одного безризикового цiнного паперу, показаного на 1.2 Вiдрiзок, що видiлений
жирним, вiдповiдає портфелям без коротких продажiв.

Розглянемо портфель, що складається з безризикових цiнних паперiв i цiннi па-
пери з визначеним рiвнем ризику (можливо, портфель ризикованих цiнних паперiв)
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Рис. 1.2. Портфельна лiнiя для одного ризикового та одного безризикового цiнного
паперу

з очiкуваною прибутковiстю 𝜇1 i стандартним вiдхиленням 𝜎1 > 0. Згiдно з твердже-
нням (1), усi такi портфелi утворюють ламану пряму на площинi (𝜎, 𝜇), що представ-
лена двома променями, див. 1.2. Беручи портфелi, що мiстять безризиковий цiнний
папiр i цiнний папiр iз 𝜎1, 𝜇1 будь-де в досяжному наборi, представленому кулею Мар-
ковiца (куля Марковiца — це обмежувальна лiнiя, яка мiстить портфелi мiнiмального
ризику для кожного доходу) на площинi (𝜎, 𝜇), ми можемо побудувати будь-яке пор-
тфолiо мiж двома показаними променями на 1.3. Ефективним кордоном цього нового
набору портфелiв, якi можуть мiстити безризиковi цiннi папери, є верхня пiв лiнiя,
дотична до кулi Марковiца та проходить через точку з координатами 0, 𝑟𝐹 . Згiдно з
припущеннями CAPM, кожен рацiональний iнвестор вибере свiй портфель на цьому
променi, який називається лiнiєю ринку капiталу (CML). Цей аргумент працює до
тих пiр, поки безризикова прибутковiсть 𝑟𝐹 не надто висока, тому верхнiй промiнь є
дотичним до кулi. (Якщо 𝑟𝐹 занадто висока, то верхнiй промiнь бiльше не буде доти-
чним до кулi). Особливу роль вiдiграє точка дотику з координатами 𝜎𝑀 , 𝜇𝑀 . Кожен
портфель на лiнiї ринку капiталу може бути побудований з безризикового цiнного
паперу та портфеля зi стандартним вiдхиленням 𝜎𝑀 та очiкуваною прибутковiстю
𝜇𝑀 .

Оскiльки кожен iнвестор вибере портфель на лiнiї ринку капiталу, кожен матиме
портфель з однаковими вiдносними пропорцiями ризикованих цiнних паперiв. Але це
означає, що портфель зi стандартним вiдхиленням 𝜎𝑀 i очiкуваною прибутковiстю
𝜇𝑀 має мiстити всi ризикованi цiннi папери з вагою, що дорiвнює їх вiдноснiй частцi
на всьому ринку. Через цю властивiсть його називають ринковим портфелем. На
практицi ринковий портфель апроксимується вiдповiдним бiржовим iндексом.[11]

Лiнiя ринку капiталу, що поєднує безризиковi цiннi папери та ринковий портфель,
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Рис. 1.3. Ефективний кордон для портфелiв iз безризиковими цiнними паперами

задовольняє рiвняння

𝜇 = 𝑟𝐹 +
𝜇𝑀 − 𝑟𝐹

𝜎𝑀

𝜎. (4)

Для портфеля на лiнiї ринку капiталу з ризиком 𝜎 термiн 𝜇𝑀−𝑟𝐹
𝜎𝑀

𝜎 називається
премiєю за ризик. Цей додатковий прибуток вище безризикового рiвня забезпечує
компенсацiю за ризик.

Твердження 4.
Ваги 𝑤 будь-якого портфеля, що належить до ефективного кордону (за винятком
портфеля з мiнiмальною дисперсiєю), задовольняють умову

𝛾𝑤𝐶 = 𝑚− 𝜇𝑢 (5)

для деяких дiйсних чисел 𝛾 > 0 i 𝜇.

Доведення.
Нехай 𝑤 — ваги портфеля, крiм портфеля з мiнiмальною дисперсiєю, що належить до
ефективного кордону. Портфель має очiкувану прибутковiсть 𝜇𝑉 = 𝑚𝑤𝑇 i стандартне
вiдхилення 𝜎𝑉 =

√
𝑤𝐶𝑤𝑇 . На площинi (𝜎, 𝜇) проведемо дотичну до ефективного

кордону через точку, що представляє портфель. Ця лiнiя перетинатиме вертикальну
вiсь у деякiй точцi з координатою 𝜇, де градiєнт 𝑚𝑤𝑇−𝜇√

𝑤𝐶𝑤𝑇
. Цей градiєнт є максимумом

серед усiх лiнiй, що проходять через точку на вертикальнiй осi з координатою 𝜇 i
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перетинають множину досяжних портфелiв. Максимум має бути прийнято для всiх
ваг 𝑤 з урахуванням обмеження 𝑢𝑤𝑇 = 1. Покладемо

𝐹 (𝑤, 𝜆) =
𝑚𝑤𝑇 − 𝜇√

𝑤𝐶𝑤𝑇
− 𝜆𝑢𝑤𝑇 ,

де 𝜆 – множник Лагранжа. Необхiдною умовою для обмеженого максимуму є
те, що частковi похiднi 𝐹 за ваговими коефiцiєнтами повиннi бути нульовими. Тодi
маємо:

𝑚− 𝜆𝜎𝑉 𝑢 =
𝜇𝑉 − 𝜇

𝜎2
𝑉

𝑤𝐶.

Помноживши праву частину на 𝑤𝑇 та враховуючи обмеження, ми знайдемо, що
𝜆 = 𝜇

𝜎𝑉
. Для 𝛾 = 𝜇𝑉 −𝜇

𝜎2
𝑉

це дає заявлену умову. Оскiльки дотична пряма є зростаючою,
маємо 𝜇𝑉 > 𝜇, тобто 𝛾 > 0. □

1.2.2. Бета-фактор.

Важливо розумiти, як прибутковiсть 𝐾𝑉 для певного портфеля або окремого
цiнного папера реагуватиме на тенденцiї, що впливають на весь ринок. Побудуємо
графiк значень 𝐾𝑉 для кожного ринкового сценарiю на вiсi ординат i зi значеннями
доходностi 𝐾𝑀 на ринковому портфелi на вiсi абсцис. Обчислимо лiнiю найкращої
вiдповiдностi (line of best fit), також вiдому як лiнiя регресiї або характеристична
лiнiя. На 1.4 зображено графiк найкращої вiдповiдностi, яка задається рiвнянням

𝑦 = 𝛽𝑉 𝑥+ 𝛼𝑉 .

Для будь-яких заданих 𝛽 i 𝛼 значення випадкової величини 𝛼+𝛽𝐾𝑀 можна роз-
глядати як прогнозовану дохiдностi даного портфеля. Рiзниця 𝜀 = 𝐾𝑉 − (𝛼 + 𝛽𝐾𝑀)

мiж фактичною прибутковiстю 𝐾𝑉 i прогнозованою прибутковiстю 𝛼 + 𝛽𝐾𝑀 нази-
вається залишковою випадковою величиною. Умова, що визначає лiнiю найкращої
вiдповiдностi:

E(𝜀2) = E(𝐾2
𝑉 )− 2𝛽E(𝐾𝑉𝐾𝑀) + 𝛽2E(𝐾2

𝑀) + 𝛼2 − 2𝛼E(𝐾𝑉 ) + 2𝛼𝛽E(𝐾𝑀).
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Рис. 1.4. Лiнiя найкращої вiдповiдностi

Функцiї 𝛽 i 𝛼, повиннi досягати свого мiнiмуму при 𝛽 = 𝛽𝑉 i 𝛼 = 𝛼𝑉 вiдповiдно.
Iншими словами, лiнiя найкращої вiдповiдностi повинна забезпечувати максимально
близькi, до справжнiх значень 𝐾𝑉 , прогнози. Необхiдною умовою мiнiмуму є те,
що частковi похiднi за 𝛽 i 𝛼 повиннi дорiвнювати нулю при 𝛽 = 𝛽𝑉 i 𝛼 = 𝛼𝑉 . Це
призводить до системи лiнiйних рiвнянь:

𝛼𝑉E(𝐾𝑀) + 𝛽𝑉E(𝐾2
𝑀) = E(𝐾𝑉𝐾𝑀),

𝛼𝑉 + 𝛽𝑉E(𝐾𝑀) = E(𝐾𝑉 ),

якi можна розв’язати, щоб знайти градiєнт 𝛽𝑉 i перетин 𝛼𝑉 лiнiї найкращої вiд-
повiдностi:

𝛽𝑉 =
Cov(𝐾𝑉 , 𝐾𝑀)

𝜎2
𝑀

,

𝛼𝑉 = 𝜇𝑉 − 𝛽𝑉 𝜇𝑀 .

Тут ми використовуємо звичайне позначення 𝜇𝑉 = E(𝐾𝑉 ), 𝜇𝑀 = E(𝐾𝑀) i 𝜎2
𝑀 =

Var(𝐾𝑀).

Визначення 3.
Ми називаємо

𝛽𝑉 =
Cov(𝐾𝑉 , 𝐾𝑀)

𝜎2
𝑀

бета-фактором даного портфеля або окремого цiнного папера.
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Бета-фактор є показником очiкуваних змiн прибутковостi конкретного портфе-
ля або окремого цiнного паперу, у вiдповiдь на поведiнку ринку в цiлому. Оскiль-
ки 𝜇𝑉 = 𝛽𝑉 𝜇𝑀 + 𝛼𝑉 , прибутковiсть цiнного папера з додатнiм бета-фактором має
тенденцiю до збiльшення, коли прибутковiсть ринкового портфеля зростає, то при-
бутковiсть цiнного папера з вiд’ємним бета-фактором має тенденцiю до збiльшення,
якщо прибутковiсть ринкового портфеля знижується.

Далi ми обговоримо iншу iнтерпретацiю бета-фактора. Ризик 𝜎2
𝑉 = Var(𝐾𝑉 ) цiн-

ного папера або портфеля можна записати як:

𝜎2
𝑉 = Var(𝜀𝑉 ) + 𝛽2

𝑉 𝜎
2
𝑀 .

Цю формулу легко перевiрити, пiдставивши замiсть залишкової випадкової ве-
личини вираз 𝜀𝑉 = 𝐾𝑉 − (𝛼𝑉 + 𝛽𝑉𝐾𝑀). Перший доданок Var(𝜀𝑉 ) називається за-
лишковою дисперсiєю або диверсифiкованим ризиком. Вона зникає для ринкового
портфеля, Var(𝜀𝑀) = 0. Цю частину ризику можна диверсифiкувати, iнвестуючи
в ринковий портфель. Другий доданок 𝛽2

𝑉 𝜎
2
𝑀 називається систематичним або неди-

версифiкованим ризиком. Ринковий портфель передбачає лише такий ризик. Бета-
фактор 𝛽𝑉 можна розглядати як мiру систематичного ризику, пов’язаного з цiнним
папером або портфелем. Така iнтерпретацiя бета-фактора має вирiшальне значення.
У CAPM систематичний ризик, вимiряний 𝛽𝑉 , буде пов’язаний з очiкуваною при-
бутковiстю 𝜇𝑉 i, отже, з цiноутворенням окремих цiнних паперiв i портфелiв: чим
вищий систематичний ризик, тим вищий прибуток вимагається iнвесторами як пре-
мiя за ризик такого роду. Однак ризик, який можна диверсифiкувати, не залучатиме
додаткової премiї, не впливаючи на 𝜇𝑉 . Це тому, що ризик, який диверсифiкується,
можна усунути шляхом розподiлу iнвестицiй у портфель багатьох цiнних паперiв i,
зокрема, шляхом iнвестування в ринковий портфель. Наступний роздiл присвячений
встановленню зв’язку мiж 𝛽𝑉 i 𝜇𝑉 .

1.2.3. Лiнiя ринку цiнних паперiв (Security Market Line).

Розглянемо довiльний портфель з вагами 𝑤𝑉 . Вагу в ринковому портфелi по-
значатимемо 𝑤𝑀 . Ринковий портфель належить до ефективного кордону досяжного
набору портфелiв, що складається з ризикових цiнних паперiв. Отже, за Тверджен-
ням 3

𝛾𝑤𝑀𝐶 = 𝑚− 𝜇𝑢
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для деяких чисел 𝛾 > 0 та 𝜇. Таким чином, бета-фактор портфеля з вагами 𝑤𝑉

можна записати як

𝛽𝑉 =
Cov(𝐾𝑉 , 𝐾𝑀)

𝜎2
𝑀

=
𝑤𝑀𝐶𝑤𝑇

𝑉

𝑤𝑀𝐶𝑤𝑇
𝑀

=
𝛾(𝑚− 𝜇𝑢)𝑤

𝑇
𝑉

𝛾(𝑚− 𝜇𝑢)𝑤𝑇
𝑀

=
𝜇𝑉 − 𝜇

𝜇𝑀 − 𝜇
.

Щоб знайти 𝜇, розглянемо безризиковий цiнний папiр з прибутком 𝑟𝐹 i бета-
фактором 𝛽𝐹 = 0. Пiдставляючи 𝛽𝐹 i 𝑟𝐹 замiсть 𝛽𝑉 i 𝜇𝑉 у наведеному вище рiвняннi,
ми знайдемо, що 𝜇 = 𝑟𝐹 . Таким чином, ми довели наступну властивiсть.

Теорема 1. Очiкувана дохiднiсть 𝜇𝑉 портфеля (або окремого цiнного паперу) є
лiнiйною функцiєю бета-коефiцiєнта 𝛽𝑉 портфеля,

𝜇𝑉 = 𝑟𝐹 + (𝜇𝑀 − 𝑟𝐹 )𝛽𝑉 . (6)

Очiкувана прибутковiсть, нанесена на графiк вiдносно бета-коефiцiєнта будь-
якого портфеля чи окремого цiнного папера, утворюватиме пряму лiнiю на площинi
𝛽, 𝜇, яка називається лiнiєю ринку цiнних паперiв. Це показано на Рис. 1.4., на якому
для порiвняння лiнiя ринку цiнних паперiв нанесена поруч iз лiнiєю ринку капiта-
лу. Ряд рiзних портфелiв та окремих цiнних паперiв позначенi крапками на обох
графiках.

Рис. 1.5. Лiнiя ринку капiталу й лiнiя ринку цiнних паперiв

Подiбно до виразу (4) для лiнiї ринку капiталу, (𝜇𝑀 − 𝑟𝐹 )𝛽𝑉 у (6) — премiя за
ризик, що iнтерпретується як компенсацiя за схильнiсть до систематичного ризику.
Однак (4) застосовується лише до портфелiв на лiнiї ринку капiталу, тодi як (6)
є набагато загальнiшим: воно застосовується до всiх портфелiв та окремих цiнних
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паперiв.
CAPM описує стан рiвноваги на ринку. Кожен тримає портфель ризикованих

цiнних паперiв з тiєю ж вагою, що й ринковий портфель. Будь-якi угоди, якi здiй-
снюють iнвестори, вплинуть лише на розподiл їхнiх коштiв мiж безризиковим цiнним
папером i ринковим портфелем. У результатi попит i пропозицiя на всi цiннi папери
будуть збалансованi. Це залишатиметься так, доки оцiнки очiкуваної прибутковостi
та бета-факторiв задовольнятимуть (6).

Однак, як тiльки нова iнформацiя про ринок стане доступною для iнвесторiв,
це може вплинути на їхнi оцiнки очiкуваної прибутковостi та бета-факторiв. Новi
розрахунковi значення можуть бiльше не задовольняти (6). Припустимо, наприклад,
що

𝜇𝑉
𝐾 > 𝑟𝐹 + (𝜇𝑀

𝐾 − 𝑟𝐹 )𝛽𝑉

для конкретного цiнного паперу. У цьому випадку iнвестори захочуть збiльшити
свою вiдносну позицiю в цьому цiнному паперi, який пропонує бiльший очiкуваний
прибуток, нiж вимагається компенсацiя за систематичний ризик. У цьому випадку
iнвестори захочуть збiльшити свою вiдносну позицiю в цьому цiнному паперi, який
пропонує бiльший очiкуваний прибуток, нiж вимагається компенсацiя за системати-
чний ризик. Попит перевищить пропозицiю, цiна цiнного паперу почне зростати, а
очiкувана прибутковiсть знизиться. З iншого боку, якщо зворотна нерiвнiсть

𝜇𝑉 < 𝑟𝐹 + (𝜇𝑀 − 𝑟𝐹 )𝛽𝑉

виконується - iнвестори захочуть продати цiннi папери. У цьому випадку пропозицiя
перевищить попит, цiна впаде, а очiкувана прибутковiсть зросте. Це триватиме до
тих пiр, поки цiни, а разом з ними й очiкувана прибутковiсть усiх цiнних паперiв не
встановляться на новому рiвнi, вiдновлюючи рiвновагу.

Наведенi вище нерiвностi важливi на практицi. Вони посилають чiткий сигнал
для iнвесторiв про те, чи занижена цiна певного цiнного паперу або, вiдповiдно,
завищена цiна на нього, тобто чи варто її купувати чи продавати.

1.3. Value at Risk

Для аналiзу портфеля та правильного врахування ризикiв ми коротко розгляне-
мо важливе поняття Value at Risk (𝑉 𝑎𝑅). Це значення вказує на те, що ми втрачаємо
у разi вiдмови вiд ризику.

Основну iдею можна пояснити на простому прикладi. Ми купуємо акцiю за
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𝑆(0) = 100 умовних одиниць, щоб продати її через рiк. Цiна продажу 𝑆(1) є ви-
падковою. Ми зазнаємо збиткiв, якщо 𝑆(1) < 100𝑒𝑟, де 𝑟 — безризикова ставка за
безперервного компаундування (процес переходу вiд теперiшньої вартостi до майбу-
тньої). Купiвля може бути профiнансована за рахунок позики, або, якщо початкова
сума вже є в нашому розпорядженнi, ми беремо до уваги упущену можливiсть без-
ризикового iнвестування. Яка ймовiрнiсть того, що збиток буде меншим за задану
суму, наприклад:

𝑃 (100𝑒𝑟 − 𝑆(1) < 20) =?

Тепер змiнемо питання i зафiксуємо ймовiрнiсть 95%. Тепер ми шукаємо таку
суму, що ймовiрнiсть збитку, який не перевищує цю суму, становить 95%. Це нази-
вається Value at Risk на 95% рiвнi довiри та позначається як 𝑉 𝑎𝑅. (Також можна
використовувати iншi рiвнi довiри.) Отже, 𝑉 𝑎𝑅 — це така сума, що

𝑃 (100𝑒𝑟 − 𝑆(1) < 𝑉 𝑎𝑅) = 95%.

Приклад

Припустимо, що розподiл цiни акцiй є логнормальним, логарифмiчний прибуток
𝑘 = ln(𝑆(1)/𝑆(0)) має нормальний розподiл iз середнiм 𝑚 = 12% i стандартним
вiдхиленням 𝜎 = 30%. З iмовiрнiстю 95% прибутковiсть задовольнить:

𝑘 > 𝑚+ 𝑥𝜎 ≈ −37.50%,

де 𝑁(𝑥) ≈ 5%, отже, 𝑥 ≈ −1.645. Тут 𝑁(𝑥) — функцiя нормального розподiлу:

𝑁(𝑥) =

∫︁ 𝑥

−∞

1√
2𝜋

𝑒−𝑦2/2𝑑𝑦 =

∫︁ ∞

−𝑥

1√
2𝜋

𝑒−𝑦2/2𝑑𝑦,

iз середнiм значенням 0 i дисперсiєю 1. Отже, з iмовiрнiстю 95% майбутня цiна 𝑆(1)

задовольнятиме:

𝑆(1) > 𝑆(0)𝑒𝑚+𝑥𝜎 ≈ 68.83 у.о.,

i, враховуючи 𝑟 = 8%,

𝑉 𝑎𝑅 = 𝑆(0)𝑒𝑟 − 𝑆(0)𝑒𝑚+𝑥𝜎 ≈ 39.50 у.о.
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1.4. Модель Марковiца. Модель Марковiца для
управлiння портфелями облiгацiй

Головним викликом для iнвесторiв є проблема прийняття рiшень в умовах не-
визначеностi. А основною сферою дослiдження фiнансiв є питання про те, як люди
насправдi приймають рiшення, коли стикаються з ризиком. Наприклад, поширена
головоломка, яку спостерiгають економiсти: чому люди купують лотерейнi квитки,
коли очiкувана вартiсть такої «iнвестицiї» менша, нiж вартiсть квитка — поведiн-
ка, яка суперечить бiльшостi звичайних функцiй корисностi. Гаррi Марковiц (Harry
Markowitz, 1927 - 2023) запропонував одне з найперших рiшень цiєї проблеми, припу-
стивши, що ставлення iнвесторiв до азартних iгор на рiзнi суми неявно порiвнюється
з їхнiм "звичайним багатством а до азартних iгор на великi суми порiвняно зi звичай-
ним багатством ставляться бiльш консервативно. Iншими словами, бажання грати в
азартнi iгри дуже сильно залежало вiд статус-кво.

Модель Марковiца, представлена в статтi Гаррi Марковiца Portfolio Selection 1952
року, є основою для сучасної портфельної теорiї (MPT). Вона забезпечує системний
пiдхiд до побудови iнвестицiйного портфеля, який оптимiзує рiвновагу мiж ризи-
ком i прибутком. Ця модель доповнює модель оцiнки капiтальних активiв (CAPM),
поширюючи її принципи на практичну диверсифiкацiю та оптимiзацiю портфеля.

У цьому роздiлi розглядається застосування моделi Марковiца для управлiння
портфелями облiгацiй, демонструючи її адаптивнiсть до рiзних класiв активiв.

Модель Марковiца передбачає, що iнвестори рацiональнi та прагнуть максимiзу-
вати очiкувану прибутковiсть портфеля при заданому рiвнi ризику або мiнiмiзувати
ризик при заданiй прибутковостi. Ризик портфеля кiлькiсно оцiнюється за допомо-
гою дисперсiї (𝜎2) або стандартного вiдхилення (𝜎) доходiв.

1.4.1. Математичне формулювання.

Очiкувана прибутковiсть портфеля обчислюється за формулою:

E(𝐾𝑝) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖E(𝐾𝑖), (7)

де 𝑤𝑖 — вага активу 𝑖 в портфелi, а E(𝐾𝑖) — очiкувана прибутковiсть активу 𝑖.
Дисперсiя портфеля враховує як iндивiдуальнi дисперсiї активiв, так i коварiацiї
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мiж ними:

𝜎2
𝑝 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤𝑖𝑤𝑗𝜎𝑖𝑗, (8)

де 𝜎𝑖𝑗 — коварiацiя мiж активами 𝑖 та 𝑗.
Тодi як стандартне вiдхилення прибутковостi будь-якого портфеля можна запи-

сати як

𝜎𝑃 =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤2
𝑖 𝜎

2
𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑤𝑖𝑤𝑗𝜎𝑖𝜎𝑗𝜌𝑖𝑗, (9)

де 𝜎𝑃 - стандартне вiдхилення портфеля, яке є мiрою загального ризику порт-
феля; 𝜎2

𝑃 - дисперсiя портфеля, квадрат стандартного вiдхилення. Це сукупна мiра
ризику портфеля; 𝑛 - кiлькiсть активiв у портфелi; 𝑤𝑖 - вага 𝑖-го активу в портфе-
лi, тобто частка загальної iнвестицiї, вкладена в актив 𝑖; 𝜎𝑖 - стандартне вiдхилення
(ризик) 𝑖-го активу, яке вiдображає волатильнiсть його дохiдностi; 𝜌𝑖𝑗 - коефiцiєнт
кореляцiї мiж дохiдностями активiв 𝑖 та 𝑗, при цьому

• 𝜌𝑖𝑗 = 1: активи змiнюються синхронно;

• 𝜌𝑖𝑗 = 0: активи змiнюються незалежно;

• 𝜌𝑖𝑗 = −1: активи змiнюються у протилежних напрямах;∑︀𝑛
𝑖=1𝑤

2
𝑖 𝜎

2
𝑖 - внесок iндивiдуальних ризикiв кожного активу в загальний ризик порт-

феля, де вага кожного активу (𝑤2
𝑖 ) помножується на квадрат його стандартного

вiдхилення (𝜎2
𝑖 );
∑︀𝑛

𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖 𝑤𝑖𝑤𝑗𝜎𝑖𝜎𝑗𝜌𝑖𝑗 - внесок коварiацiй (взаємозв’язкiв) мiж

активами в загальний ризик портфеля. Тут враховуються всi пари активiв 𝑖 та 𝑗, їх
ваги (𝑤𝑖, 𝑤𝑗), стандартнi вiдхилення (𝜎𝑖, 𝜎𝑗) та кореляцiя (𝜌𝑖𝑗).

Ця формула демонструє, як можна мiнiмiзувати ризик портфеля шляхом поєд-
нання активiв iз низькою або негативною кореляцiєю.[8]

1.4.2. Ефективний кордон.

Згадаємо, що ефективний кордон представляє собою множину портфелiв, що
оптимiзують спiввiдношення ризику та прибутковостi. Портфелi на цьому кордонi
домiнують над iншими, пропонуючи вищу прибутковiсть за того ж рiвня ризику або
менший ризик за тiєї ж прибутковостi. Ефективний кордон представляє собою мно-
жину портфелiв, що оптимiзують спiввiдношення ризику та прибутковостi. Портфелi
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на цьому кордонi домiнують над iншими, пропонуючи вищу прибутковiсть за того ж
рiвня ризику або менший ризик за тiєї ж прибутковостi.

Вище згаданi рiвняння визначають вхiднi данi, необхiднi для аналiзу портфеля.
З рiвняння (7) ми бачимо, що нам потрiбнi оцiнки очiкуваного доходу вiд кожного
цiнного паперу, який є кандидатом на включення до нашого портфеля. З рiвняння
(8) ми бачимо, що нам потрiбнi оцiнки дисперсiї кожного цiнного паперу, а також
оцiнки кореляцiї мiж кожною можливою парою цiнних паперiв для акцiй, що роз-
глядаються. Потреба в оцiнках коефiцiєнтiв кореляцiї вiдрiзняється як за величиною,
так i за змiстом вiд двох попереднiх вимог. Оцiнка коефiцiєнтiв кореляцiї (мiж ко-
жною можливою парою активiв) вiдрiзняється за своєю складнiстю. Вона вимагає
розгляду взаємозв’язкiв мiж усiма активами у портфелi. Для акцiй це означає не
лише вивчення взаємозв’язкiв мiж цiнними паперами однiєї галузi (наприклад, ме-
талургiя), але й мiж акцiями з рiзних секторiв (наприклад, металургiя та хiмiчна
промисловiсть). Для облiгацiй оцiнка кореляцiї може враховувати залежнiсть мiж
державними, корпоративними та мунiципальними випусками, а також вплив макро-
економiчних факторiв.

Кiлькiсть необхiдних оцiнок є значною. Якщо позначити 𝑛 як кiлькiсть активiв
у портфелi, тодi для кожної пари активiв 𝑖 i 𝑗 потрiбна оцiнка 𝜌𝑖𝑗. Перший iндекс 𝑖

може приймати 𝑛 значень, тодi як другий iндекс 𝑗 — 𝑛− 1 значень (𝑗 ̸= 𝑖). Загальна
кiлькiсть коефiцiєнтiв кореляцiї визначається за формулою:

𝑛(𝑛− 1).

Однак, оскiльки 𝜌𝑖𝑗 = 𝜌𝑗𝑖, необхiдно оцiнити лише:

𝑛(𝑛− 1)

2
.

Наприклад, фiнансова установа, яка слiдкує за 150 та 250 активами, потребує
оцiнки вiд 11175 до 31125 коефiцiєнтiв кореляцiї. Ця значна кiлькiсть даних може
перевищувати можливостi традицiйного пiдходу до аналiтики.

З огляду на складнiсть, сучасний аналiз портфелiв застосовує моделi для оцiн-
ки кореляцiй. Наприклад, однофакторна модель (CAPM): замiсть оцiнки всiх пар
кореляцiй передбачає використання одного фактора — ринкової дохiдностi. Iнша мо-
дель є багатофакторною (APT), де враховується вплив декiлькох макроекономiчних
факторiв (наприклад, iнфляцiї, змiни процентних ставок) на кореляцiю мiж акти-
вами. Такi моделi знижують кiлькiсть необхiдних оцiнок i дозволяють бiльш точно
прогнозувати ризики портфеля.

Також застосування сучасних технологiй, таких як машинне навчання, значно
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спрощує оцiнку кореляцiй. Цi методи дозволяють аналiзувати великi обсяги даних i
створювати бiльш точнi моделi взаємозв’язкiв мiж активами. Для портфелiв облiга-
цiй такi пiдходи можуть враховувати динамiку кривої дохiдностi, кредитнi рейтинги
емiтентiв та макроекономiчнi чинники.

Отже, ефективний кордон залишається ключовим iнструментом для оптимiзацiї
портфелiв. Однак його практичне застосування вимагає точних оцiнок ризику, ко-
реляцiй i математичних моделей. Застосування автоматизованих систем i сучасних
методiв аналiтики дозволяє значно спростити цей процес i пiдвищити ефективнiсть
управлiння портфелем.

1.4.3. Адаптацiя моделi Марковiца до облiгацiй.

Для того, щоб краще зрозумiти особливостi адаптацiї моделi Марковiца до облi-
гацiй, розглянемо особливостi облiгацiй.

У порiвняннi з акцiями, облiгацiї мають специфiчнi характеристики, якi вплива-
ють на пiдхiд до управлiння портфелем. Зокрема, враховуються наступнi аспекти:

Дюрацiя та опуклiсть
Цi показники є основними iнструментами для оцiнки чутливостi облiгацiй до змiн

процентних ставок.
Для нашої адаптацiї краще розглянути дюрацiю Маколея, яка обчислює сере-

дньозважений час отримання всiх грошових потокiв облiгацiї, а опуклiсть враховує
нелiнiйний вплив змiн ставок на цiну облiгацiї.

Формула дюрацiї Маколея:

𝐷 =

∑︀𝑇
𝑡=1 𝑡 ·

𝐶𝐹𝑡

(1+𝑟)𝑡∑︀𝑇
𝑡=1

𝐶𝐹𝑡

(1+𝑟)𝑡

,

де 𝐷 — дюрацiя (в роках); 𝐶𝐹𝑡 — грошовий потiк у момент часу 𝑡; 𝑟 — дохiднiсть до
погашення (yield to maturity, YTM); 𝑇 — кiлькiсть перiодiв до погашення.

Дюрацiя Маколея є основою для розрахунку модифiкованої дюрацiї:

𝐷mod =
𝐷

1 + 𝑟
,

яка показує, як змiниться цiна облiгацiї у вiдповiдь на змiну процентних ставок.
Опуклiсть додає точностi до оцiнки, враховуючи криволiнiйнiсть залежностi мiж
цiною облiгацiї та ставкою.

Дюрацiя є основним показником для управлiння ризиками в портфелi облiгацiй.
Вона використовується для оцiнки ризику процентної ставки й оптимiзацiї портфеля.
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Ризики процентних ставок та кредитний ризик.
Цiна облiгацiй має високу залежнiсть вiд змiн процентних ставок. Для довгостро-

кових облiгацiй цей вплив значно бiльший, тому дюрацiя й опуклiсть є ключовими
для їх аналiзу.

Кредитний ризик враховує ймовiрнiсть дефолту емiтента, особливо для корпо-
ративних облiгацiй. Для державних облiгацiй цей ризик є мiнiмальним, однак вплив
глобальних економiчних чинникiв також може бути значним.

Структура грошових потокiв.
Грошовi потоки облiгацiй включають перiодичнi купоннi виплати та основну суму

погашення. Це дозволяє розраховувати прогнозованi дохiдностi та оцiнювати ризики.
Оцiнка ризику процентної ставки.
Чим бiльша дюрацiя портфеля, тим бiльша його чутливiсть до змiн ставок. На-

приклад, портфель iз дюрацiєю 5 рокiв втратить приблизно 5% своєї вартостi за
зростання ставок на 1%.

1.4.4. Оптимiзацiя портфеля. .

Враховуючи дюрацiю та опуклiсть, портфельний менеджер може комбiнувати
облiгацiї з рiзними строками та ризиками, досягаючи оптимального спiввiдношення
ризику та дохiдностi.

Матриця коварiацiї для портфелiв облiгацiй

Твердження 5.
Прибутковiсть портфеля 𝐾𝑉 , що складається з двох цiнних паперiв, є середньозва-
женим:

𝐾𝑉 = 𝑤1𝐾1 + 𝑤2𝐾2, (10)

де 𝑤1 i 𝑤2 — ваги активiв у портфелi, а 𝐾1 i 𝐾2 — прибутковiсть двох компонентiв.

Доведення.
Припустимо, що портфель складається з 𝑥1 часток цiнного паперу 1 i 𝑥2 часток
цiнного паперу 2. Тодi початковi та кiнцевi значення портфеля дорiвнюють:

𝑉 (0) = 𝑥1𝑆1(0) + 𝑥2𝑆2(0),

𝑉 (1) = 𝑥1𝑆1(0)(1 +𝐾1) + 𝑥2𝑆2(0)(1 +𝐾2) = 𝑉 (0)
(︀
𝑤1(1 +𝐾1) + 𝑤2(1 +𝐾2)

)︀
.
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В результатi прибутковiсть портфеля становить:

𝐾𝑉 =
𝑉 (1)− 𝑉 (0)

𝑉 (0)
= 𝑤1𝐾1 + 𝑤2𝐾2.

□

Зауваження.
Формула, подiбна до (10), справедлива для логарифмiчних прибуткiв:

𝑒𝑘𝑉 = 𝑤1𝑒
𝑘1 + 𝑤2𝑒

𝑘2 . (11)

Проте це не дуже корисно, якщо очiкування та вiдхилення або стандартнi вiдхилення
прибутку повиннi бути пов’язанi з вагами. З iншого боку, як буде видно нижче,
формула (10) добре пiдходить для цього завдання.

Очiкувана прибутковiсть портфеля, що складається з двох цiнних паперiв, може
бути легко виражена в термiнах ваг i очiкуваної прибутковостi компонентiв:

E(𝐾𝑉 ) = 𝑤1E(𝐾1) + 𝑤2E(𝐾2). (12)

Це очевидно випливає з (10) через адитивнiсть математичного сподiвання.

Приклад.

Розглянемо три сценарiї з ймовiрностями, наведеними нижче (триномiальна мо-
дель). Нехай прибутковостi двох рiзних акцiй в цих сценарiях є наступними:

Сценарiй Ймовiрнiсть Прибутковiсть 𝐾1 Прибутковiсть 𝐾2

𝜔1 (рецесiя) 0.2 −10% −30%

𝜔2 (стагнацiя) 0.5 0% 20%

𝜔3 (бум) 0.3 10% 50%

Очiкуванi прибутковостi активiв становлять:

E(𝐾1) = −0.2× 10% + 0.5× 0% + 0.3× 10% = 1%,

E(𝐾2) = −0.2× 30% + 0.5× 20% + 0.3× 50% = 19%.

Припустимо, що 𝑤1 = 60% доступних коштiв iнвестовано в актив 1,
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а 𝑤2 = 40% — в актив 2. Очiкувана прибутковiсть такого портфеля становить:

E(𝐾𝑉 ) = 𝑤1E(𝐾1) + 𝑤2E(𝐾2),

E(𝐾𝑉 ) = 0.6× 1% + 0.4× 19% = 8.2%.

1.4.5. Практична реалiзацiя моделi для портфелiв облiгацiй.

Iнвестори визначають свої цiлi за рiвнем ризику i дохiдностi, орiєнтуючись на
стабiльнiсть грошових потокiв та низьку чутливiсть до процентних ставок.

Гнучкiсть моделi Марковiца робить її цiнним iнструментом для управлiння порт-
фелями облiгацiй. Завдяки акценту на диверсифiкацiю та кiлькiсну оптимiзацiю, мо-
дель допомагає створювати портфелi, що врiвноважують ризик i дохiднiсть навiть
у складних фiнансових умовах. Її iнтеграцiя з iнновацiйними методами, такими як
багатофакторнi моделi та машинне навчання, забезпечує актуальнiсть у сучасному
фiнансовому середовищi.
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Роздiл 2

Приклад розробки портфеля облiгацiй

2.1. Оптимiзацiя портфеля облiгацiй

2.1.1. Постановка задачi. Цей роздiл присвячено розробцi оптимального
портфеля облiгацiй iз використанням класичної моделi Марковiца. З попереднього
роздiлу ми можемо зробити висновок, що ця модель найкраще пiдходить для порт-
феля облiгацiй, адже вона найкраще враховує їхнi особливостi.[7]

Метою завдання є мiнiмiзацiя ризику портфеля при заданiй очiкуванiй дохiдно-
стi. Завданнями дослiдження є визначення очiкуваної дохiдностi й ризику облiгацiй
i аналiз ефективностi отриманого портфеля. Для цього ми сформуємо матрицю ко-
варiацiй для обраних облiгацiй i оптимiзуємо ваги активiв портфеля для мiнiмiзацiї
ризику. Далi ми бiльш детально розглянемо кожен з процесiв розробки й оптимiзацiї
портфеля облiгацiй.

2.1.2. Опис початкових даних. Для оптимiзацiї було використано данi 20
державних облiгацiй України (ОВДП), наведенi у таблицi 2.1. Данi про облiгацiї
внутрiшнiх державних позик було отримано з Фондової бiржi ПФТС. Дохiднiсть 𝜇𝑖

у таблицi задано у вiдсотках, ризик оцiнено як стандартне вiдхилення дохiдностей
𝜎2
𝑖 .[2]

Стандартне вiдхилення зручно подати у таблицi початкових даних для подаль-
шого моделювання й оптимiзацiї математичної моделi. У вхiдних даних для кожної
облiгацiї (активу) квадрат вiдхилення обчислюється як дисперсiя, яка показує ризик
(мiнливiсть дохiдностi) цього активу.

Квадрат вiдхилення активу 𝑖 задається як:

𝜎2
𝑖 = E[(𝐾𝑖 − 𝜇𝑖)

2],

де 𝐾𝑖 — дохiднiсть активу 𝑖; 𝜇𝑖 = E[𝐾𝑖] — середня очiкувана дохiднiсть активу 𝑖;
𝜎2
𝑖 — квадрат вiдхилення (дисперсiя) активу 𝑖.
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Для розрахунку дисперсiї (квадрату вiдхилення) кожної облiгацiї використовує-
ться середня дохiднiсть усiх облiгацiй (�̄�) як еталонне значення:

𝜎2
𝑖 = (𝐾𝑖 − �̄�)2,

де 𝐾𝑖 — дохiднiсть конкретної облiгацiї 𝑖; �̄� =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝐾𝑖

𝑛
— середня дохiднiсть усiх

облiгацiй у портфелi.
Тодi середня дохiднiсть дорiвнює

�̄� =
14.85 + 16.75 + 13.51 + · · ·+ 16.75

20
= 15.8425.

Для облiгацiї ОВДП-1 iз дохiднiстю 𝐾1 = 14.85% вiдхилення дорiвнюватиме

𝐾1 − �̄� = 14.85− 15.8425 = −0.9925,

а квадрат вiдхилення

𝜎2
1 = (−0.9925)2 = 0.9851.

Отриманi квадрати вiдхилень (𝜎2
𝑖 ) для кожної облiгацiї знадобляться нам для

оцiнки ризику портфеля, враховуючи ваги кожного активу та взаємозв’язки мiж
ними.
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Табл. 2.1. Данi для розрахунку портфеля ОВДП з датами погашення

Облiгацiя Дохiднiсть, % (𝜇𝑖) Стандартне вiдхилення, % (𝜎2
𝑖 ) Дата погашення

ОВДП-1 14.85 0.9851 26.02.2025
ОВДП-2 16.75 0.8236 13.05.2026
ОВДП-3 13.51 5.4406 30.10.2024
ОВДП-4 13.50 5.4873 04.12.2024
ОВДП-5 16.00 0.0248 21.05.2025
ОВДП-6 15.75 0.0086 02.04.2025
ОВДП-7 15.25 0.3511 06.08.2025
ОВДП-8 16.75 0.8236 05.11.2025
ОВДП-9 15.75 0.0086 18.02.2026
ОВДП-10 15.00 0.7098 15.01.2025
ОВДП-11 17.25 1.9811 22.07.2026
ОВДП-12 17.25 1.9811 04.11.2026
ОВДП-13 16.00 0.0248 18.06.2025
ОВДП-14 16.50 0.4323 30.09.2026
ОВДП-15 16.50 0.4323 23.07.2025
ОВДП-16 17.75 3.6386 24.02.2027
ОВДП-17 16.75 0.8236 15.10.2025
ОВДП-18 13.49 5.5343 20.11.2024
ОВДП-19 15.50 0.1173 12.03.2025
ОВДП-20 16.75 0.8236 28.01.2026

2.1.3. Математична модель.

Очiкувана дохiднiсть портфеля. У рамках моделi Марковiца очiкувана при-
бутковiсть портфеля є ключовою характеристикою, яка дозволяє оцiнити середнiй
дохiд вiд iнвестицiй при заданiй структурi портфеля. Ця величина розраховується
як середньозважена прибутковiсть активiв, що входять до портфеля. Формула для
обчислення виглядає наступним чином:

E(𝐾𝑝) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑤𝑖E(𝐾𝑖),

де E(𝐾𝑝) — очiкувана прибутковiсть портфеля; 𝑤𝑖 — вага активу 𝑖 у портфелi,
яка визначає частку iнвестицiй у цей актив (0 ≤ 𝑤𝑖 ≤ 1); E(𝐾𝑖) — очiкувана прибу-
тковiсть активу 𝑖; 𝑛 — загальна кiлькiсть активiв у портфелi.

Приклад розрахунку Припустимо, що портфель складається з трьох облiгацiй.
Нехай очiкувана прибутковiсть E(𝐾1) = 10%, E(𝐾2) = 12%, E(𝐾3) = 8%, ваги активiв
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дорiвнюють 𝑤1 = 0.4, 𝑤2 = 0.3, 𝑤3 = 0.3.
Тодi очiкувана прибутковiсть портфеля розраховується як:

E(𝐾𝑝) = (0.4 · 10%) + (0.3 · 12%) + (0.3 · 8%) = 4% + 3.6% + 2.4% = 10%.

Це означає, що середнiй дохiд вiд iнвестицiй у такий портфель становитиме 10%.
Очiкувана прибутковiсть є важливим критерiєм у процесi оптимiзацiї портфеля,

так як пiд час мiнiмiзацiї ризику очiкувана прибутковiсть може бути зафiксована
на певному рiвнi (E(𝐾𝑝) = const), а при максимiзацiї прибутковостi ваги активiв
пiдбираються таким чином, щоб E(𝐾𝑝) було максимальним, враховуючи обмеження
на ризик портфеля.

Таким чином, очiкувана прибутковiсть портфеля є основою для ухвалення iнве-
стицiйних рiшень та формування оптимальної структури портфеля.

Ризик портфеля. У моделi Марковiца ризик (волатильнiсть) портфеля враховує
як iндивiдуальнi ризики активiв, так i взаємозв’язки мiж ними. Формула для стан-
дартного вiдхилення портфеля, яке є мiрою ризику, визначається як

𝜎𝑝 =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤𝑖𝑤𝑗Cov(𝑖, 𝑗), (13)

де 𝜎𝑝 — стандартне вiдхилення портфеля (ризик); 𝑤𝑖, 𝑤𝑗 — ваги активiв 𝑖 та 𝑗 у
портфелi; Cov(𝑖, 𝑗) — коварiацiя мiж дохiдностями активiв 𝑖 та 𝑗.

Роль iндивiдуальних ризикiв та кореляцiї

1. Iндивiдуальнi ризики активiв. У випадку з iндивiдуальними ризиками
активiв, для активiв 𝑖 = 𝑗, коварiацiя дорiвнює дисперсiї (Cov(𝑖, 𝑖) = 𝜎2

𝑖 ), що
визначає iндивiдуальний ризик активу. Таким чином, частина формули для
ризику портфеля враховує 𝑤2

𝑖 𝜎
2
𝑖 , де 𝜎2

𝑖 — дисперсiя (квадрат стандартного вiд-
хилення) активу 𝑖.

2. Кореляцiя мiж активами. У випадку кореляцiї мiж активами, для 𝑖 ̸= 𝑗,
коварiацiя враховує взаємозв’язок мiж активами. Вона визначається наступним
чином:

Cov(𝑖, 𝑗) = 𝜌𝑖𝑗𝜎𝑖𝜎𝑗,



33

де 𝜌𝑖𝑗 — коефiцiєнт кореляцiї мiж активами 𝑖 та 𝑗; 𝜎𝑖, 𝜎𝑗 — стандартнi вiдхилення
активiв 𝑖 та 𝑗. Кореляцiя 𝜌𝑖𝑗 варiюється вiд −1 (iдеальна негативна кореляцiя)
до 1 (iдеальна позитивна кореляцiя). Низька або негативна кореляцiя зменшує
загальний ризик портфеля завдяки ефекту диверсифiкацiї.

Ризик портфеля залежить не лише вiд ризикiв окремих активiв, але й вiд ко-
реляцiї мiж їх дохiдностями. Кореляцiя 𝜌𝑖,𝑗 мiж активами 𝑖 та 𝑗 визначає, як змiна
дохiдностi одного активу впливає на змiну дохiдностi iншого. Значення кореляцiї
може варiюватися вiд −1 до 1.

Негативна кореляцiя (𝜌𝑖,𝑗 < 0) означає, що зростання дохiдностi одного активу, як
правило, супроводжується зниженням дохiдностi iншого. Такий зв’язок є важливим
для зниження загального ризику портфеля. Наприклад, у разi негативної кореляцiї
мiж активами дохiдностi можуть компенсувати коливання одна одної, зменшуючи
сумарну волатильнiсть портфеля.

Якщо коварiацiя мiж активами є негативною, це сприяє зниженню загальної во-
латильностi портфеля, роблячи його бiльш стiйким до ринкових коливань.

В окремих випадках, наприклад, у моделюваннi ринкових циклiв, припускають
iдеальну негативну кореляцiю (𝜌 = −1), яка забезпечує максимальну компенсацiю
ризикiв мiж активами. Це є цiнним iнструментом для побудови добре диверсифiко-
ваного портфеля з мiнiмальним ризиком.

Диверсифiкацiя є ключовим iнструментом управлiння портфелем, який дозволяє
знижувати загальний ризик шляхом включення до портфеля активiв iз низькою або
негативною кореляцiєю. Диверсифiкацiя дозволяє компенсувати коливання дохiдно-
стi окремих активiв завдяки їхнiй взаємнiй кореляцiї, знизити вплив високоризикових
активiв на загальний ризик портфеля й пiдвищити стабiльнiсть дохiдностi портфеля
у довгостроковiй перспективi.

У випадку з низькою або негативною кореляцiєю, диверсифiкацiя є ефективним
iнструментом для зниження ризику. Наприклад, включення активiв iз рiзних секто-
рiв економiки або з рiзних географiчних регiонiв знижує ймовiрнiсть того, що всi
активи зазнають збиткiв одночасно. Наприклад, у дослiдженнi про вплив диверси-
фiкацiї портфеля на ефективнiсть i ризики iнвестицiй Фонду пенсiйних заощаджень
Косово [9], було показано, що ефект диверсифiкацiї забезпечив стабiльнiсть їхнiх
iнвестицiй навiть у перiоди економiчних спадiв.

Таким чином, диверсифiкацiя є одним iз найбiльш ефективних пiдходiв для мi-
нiмiзацiї ризику портфеля.

Умови оптимiзацiї Розв’язання задачi оптимiзацiї портфеля вимагає дотримання
наступних умов:
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1. Мiнiмiзацiя ризику (𝜎𝑝). Основна мета полягає в мiнiмiзацiї ризику портфе-
ля для заданого рiвня очiкуваної дохiдностi (E(𝐾𝑝)).

min𝜎2
𝑝 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤𝑖𝑤𝑗Cov(𝑖, 𝑗).

2. Обмеження на ваги (𝑤𝑖). Всi ваги активiв у портфелi повиннi сумуватися до
одиницi:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖 = 1.

Це означає, що весь капiтал iнвестується у портфель.

3. Додатнiсть ваг (𝑤𝑖 ≥ 0). Вiдсутнiсть коротких продажiв означає, що всi ваги
активiв повиннi бути додатними або нульовими.

Значення формули для роботи Отже, формула (13) дозволяє оцiнити загаль-
ний ризик портфеля, беручи до уваги як iндивiдуальнi ризики активiв, так i взає-
мозв’язки мiж ними. Вона забезпечує теоретичну основу для оптимiзацiї структури
портфеля та мiнiмiзацiї ризику шляхом ефективного розподiлу активiв.

2.1.4. Програмна реалiзацiя.

Програмний код для оптимiзацiї портфеля реалiзовано в Python. Вiн включає:

1. Завантаження даних про облiгацiї.

У данi було включення найменування облiгацiй (Bond-1,...,Bond-20), дохiднiсть
активiв (Return %) i рiвномiрно розподiленi початковi ваги (𝑤𝑖 = 0, 05).

За допомогою цього кроку було структуровано вхiднi данi, що зробило їх зру-
чними для подальшого аналiзу.

2. Формування матрицi коварiацiй.

У нашому випадку, ми припускаємо, що активи некорельованi (𝜌𝑖,𝑗 = 0), тому
матриця є дiагональною. Це спрощує обчислення, адже коварiацiя мiж акти-
вами дорiвнює нулю. Нульова кореляцiя (𝜌𝑖𝑗 = 0) означає, що змiни дохiдностi
активiв не пов’язанi. У такому випадку ризик портфеля залежить лише вiд ваг
активiв та їхнiх iндивiдуальних ризикiв.
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3. Оптимiзацiю ваг активiв за допомогою методу SLSQP.

Оптимiзатор SLSQP — це послiдовний алгоритм програмування за методом
найменших квадратiв для мiнiмiзацiї функцiї кiлькох змiнних з будь-якою ком-
бiнацiєю обмежень, рiвностi та нерiвностi.

Оптимiзацiя ваг активiв базується на мiнiмiзацiї ризику портфеля (𝜎𝑝) за допо-
могою методу SLSQP. Методи SQP використовуються для математичних задач,
для яких цiльова функцiя та обмеження двiчi безперервно диференцiюються.
Цiльова функцiя для мiнiмiзацiї має наступний вигляд:

𝜎𝑝 =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤𝑖𝑤𝑗Cov(𝑖, 𝑗),

де 𝑤𝑖, 𝑤𝑗 — ваги активiв 𝑖 та 𝑗; Cov(𝑖, 𝑗) — коварiацiя дохiдностей активiв 𝑖 та
𝑗.

При цьому зберiгаються попередньо розглянутi обмеження на ваги.

Метод SLSQP iтеративно знаходить оптимальнi ваги 𝑤𝑖, якi мiнiмiзують ризик
портфеля.

В результатi оптимiзацiї ми отримаємо ряд результатiв, а саме:

• Розподiл iнвестицiй мiж активами для мiнiмiзацiї ризику, тобто оптималь-
нi ваги;

• Очiкувану дохiднiсть портфеля;

• Мiнiмiзоване значення стандартного вiдхилення (𝜎𝑝), тобто ризик портфе-
ля.

4. Вiзуалiзацiю результатiв.

Результат буде представлено графiком, на якому буде зображено ефективний
кордон, тобто набiр портфелiв iз мiнiмальним ризиком для рiзних рiвнiв дохi-
дностi; оптимальний портфель, який буде представлений точкою, що вiдповiдає
мiнiмальному ризику портфеля.

Код програми
1 import numpy as np

2 import pandas as pd

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from scipy.optimize import minimize

5
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6 # Loading data

7 data = {

8 "Bonds": [

9 "Bond -1", "Bond -2", "Bond -3", "Bond -4", "Bond -5",

10 "Bond -6", "Bond -7", "Bond -8", "Bond -9", "Bond -10",

11 "Bond -11", "Bond -12", "Bond -13", "Bond -14", "Bond -15",

12 "Bond -16", "Bond -17", "Bond -18", "Bond -19", "Bond -20"

13 ],

14 "Return (%)": [

15 14.85, 16.75, 13.51, 13.50, 16.00, 15.75, 15.25, 16.75,

16 15.75, 15.00, 17.25, 17.25, 16.00, 16.50, 16.50, 17.75,

17 16.75, 13.49, 15.50, 16.75

18 ],

19 "Weights (w_i)": [0.05] * 20

20 }

21

22 df = pd.DataFrame(data)

23

24 # Calculating the covariance matrix (assumption: standard deviation

= sqrt(variance))

25 std_deviation = np.sqrt([

26 0.9851 , 0.8236 , 5.4406 , 5.4873 , 0.0248 , 0.0086 , 0.3511 , 0.8236 ,

27 0.0086 , 0.7098 , 1.9811 , 1.9811 , 0.0248 , 0.4323 , 0.4323 , 3.6386 ,

28 0.8236 , 5.5343 , 0.1173 , 0.8236

29 ])

30

31 returns = df["Return (%)"]. values / 100

32 cov_matrix = np.diag(std_deviation **2)

33

34 # Functions for optimization

35 def portfolio_performance(weights , returns , cov_matrix):

36 portfolio_return = np.dot(weights , returns)

37 portfolio_volatility = np.sqrt(np.dot(weights.T, np.dot(

cov_matrix , weights)))

38 return portfolio_return , portfolio_volatility

39

40 def minimize_volatility(weights , returns , cov_matrix):

41 return portfolio_performance(weights , returns , cov_matrix)[1]

42

43 # Constraints: sum of weights = 1
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44 constraints = {"type": "eq", "fun": lambda x: np.sum(x) - 1}

45

46 # Bounds: weights between 0 and 1

47 bounds = [(0, 1) for _ in range(len(returns))]

48

49 # Initial weights

50 initial_weights = np.array ([1/ len(returns)] * len(returns))

51

52 # Optimization for minimal volatility

53 optimized = minimize(

54 minimize_volatility ,

55 initial_weights ,

56 args=(returns , cov_matrix),

57 method="SLSQP",

58 bounds=bounds ,

59 constraints=constraints

60 )

61

62 optimized_weights = optimized.x

63

64 # Results

65 opt_return , opt_volatility = portfolio_performance(

optimized_weights , returns , cov_matrix)

66

67 print("Optimal weights:")

68 for bond , weight in zip(df["Bonds"], optimized_weights):

69 print(f"{bond}: {weight :.4f}")

70

71 print(f"\nExpected portfolio return: {opt_return :.4f}")

72 print(f"Portfolio risk (standard deviation): {opt_volatility :.4f}")

Лiстинг 2.1. Код для оптимiзацiї портфеля

Вiзуалiзацiя результатiв
1 # Plot

2 fig , ax = plt.subplots ()

3 ax.scatter(std_deviation , returns , c=’blue’, label=’Individual

bonds’)

4 ax.scatter(opt_volatility , opt_return , c=’red’, label=’Optimal

portfolio ’)

5 ax.set_title("Efficient Frontier (Markowitz)")
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6 ax.set_xlabel("Risk (standard deviation)")

7 ax.set_ylabel("Expected Return")

8 ax.legend ()

9 plt.show()

Лiстинг 2.2. Код для побудови графiка

Рис. 2.1. Ефективний кордон iз позначенням оптимального портфеля

На графiку 2.1 вiсь 𝑥 — ризик (стандартне вiдхилення, 𝜎𝑝);
вiсь 𝑦 — очiкувана дохiднiсть (E(𝐾𝑝)).
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2.1.5. Аналiз результатiв.

Оптимiзацiя показала, що найбiльшi ваги у портфелi мають облiгацiї ОВДП-6
i ОВДП-9 (34.37%), якi забезпечують найкраще спiввiдношення ризику та дохiдно-
стi. Очiкувана дохiднiсть портфеля — 15.82%, ризик — 5.44%. Цi облiгацiї мають
оптимальне спiввiдношення ризику та дохiдностi, а також меншу дисперсiю (ризик)
порiвняно з iншими активами.

Iншi облiгацiї мають значно меншi ваги, наприклад, ОВДП-3 i ОВДП-4 (по 0.05%,
що свiдчить про їхнiй менший внесок у ефективнiсть портфеля.

Для даного портфеля очiкувана дохiднiсть становить 15.82%. Це є середньозва-
женою величиною дохiдностей активiв з урахуванням оптимальних ваг.

Ризик портфеля дорiвнює 5.44%, що є значно нижчим за ризик будь-якої окремої
облiгацiї (диверсифiкацiєю ризику).

Цей портфель забезпечує баланс мiж ризиком i дохiднiстю, що вiдповiдає класи-
чному пiдходу до формування iнвестицiйних портфелiв.

Даний портфель можна удосконалити диверсифiкацiєю активiв. У заданому
портфелi переважають облiгацiї, якi можуть мати високий рiвень кореляцiї. Рiше-
нням може стати включення активiв з рiзними ринковими регiонами (мiжнароднi
облiгацiї), облiгацiй з рiзними термiнами погашення для зниження ризику лiквiдно-
стi й залучення облiгацiй з рiзних сфер економiки.[10]

2.2. Удосконалення портфеля

Спробуємо урiзноманiтнити портфель, додавши рiзнi види облiгацiй i проана-
лiзуємо змiни в дохiдностi й ризику нового портфеля. Порiвняємо результати двох
портфелiв i перевiримо, чи диверсифiкацiя допоможе знизити ризик.

На даний момент наш портфель складається з 20-ти облiгацiй внутрiшнiх держав-
них позик, що були розмiщенi на сайтi Фондової бiржi ПФТС. Очiкувана дохiднiсть
портфеля становить 15.82%, ризик — 5.44%.

2.2.1. Опис нових початкових даних.

Залучимо декiлька корпоративних облiгацiй. Не дивлячись на те, що корпора-
тивнi облiгацiї не гарантуються державою й додатково оподатковуються, вони мають
вищу дохiднiсть через вищу ставку та частiшу виплату купона. Знехтуємо податком
на вiйськовий збiр у розмiрi 5% для спрощення розрахункiв. Перш за все, нас цiка-
витиме змiна ризику, й неточностi в дохiдностi не гратимуть значної ролi.
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Оновлена таблиця 2.2 включає в себе тi ж вхiднi данi, що й таблиця для нашого
першого портфеля.

Серед нових облiгацiй є корпоративнi облiгацiї, данi про якi розмiщенi на сайтi
Української бiржi й вiйськовi державнi облiгацiї [3]:

1. Облiгацiї NovaPay (Нова пошта) з дохiднiстю 15% рiчних;

2. Облiгацiї Кредитсервiс, ТОВ з дохiднiстю 25% рiчних;

3. Облiгацiї ФАРМАЦЕВТИЧНА ФIРМА «ДАРНИЦЯ» з дохiднiстю 30% рiчних;

4. Вiйськовi облiгацiї з дохiднiстю 17,5% рiчних.

Табл. 2.2. Данi для розрахунку портфеля облiгацiй з датами погашення

Облiгацiя Дохiднiсть, % (𝜇𝑖) Стандартне вiдхилення, % (𝜎2
𝑖 ) Дата погашення

ОВДП-1 14.85 3.992 26.02.2025
ОВДП-2 16.75 0.010 13.05.2026
ОВДП-3 13.51 11.142 30.10.2024
ОВДП-4 13.50 11.209 04.12.2024
ОВДП-5 16.00 0.719 21.05.2025
ОВДП-6 15.75 1.205 02.04.2025
ОВДП-7 15.25 2.553 06.08.2025
ОВДП-8 16.75 0.010 05.11.2025
ОВДП-9 15.75 1.205 18.02.2026
ОВДП-10 15.00 3.415 15.01.2025
ОВДП-11 17.25 0.162 22.07.2026
ОВДП-12 17.25 0.162 04.11.2026
ОВДП-13 16.00 0.719 18.06.2025
ОВДП-14 16.50 0.121 30.09.2026
ОВДП-15 16.50 0.121 23.07.2025
ОВДП-16 17.75 0.814 24.02.2027
ОВДП-17 16.75 0.010 15.10.2025
ОВДП-18 13.49 11.276 20.11.2024
ОВДП-19 15.50 1.817 12.03.2025
ОВДП-20 16.75 0.010 28.01.2026
облiгацiя-21 15.00 3.415 07.12.2025
облiгацiя-22 25.00 66.456 18.12.2028
облiгацiя-23 30.00 172.977 05.01.2026
облiгацiя-24 17.50 0.425 07.12.2026
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2.2.2. Програмна реалiзацiя.
Умови для програмної реалiзацiї лишаються незмiнними.

Код програми
1 import numpy as np

2 import pandas as pd

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from scipy.optimize import minimize

5

6 # Loading data

7 data = {

8 "Bonds": [

9 "Bond -1", "Bond -2", "Bond -3", "Bond -4", "Bond -5",

10 "Bond -6", "Bond -7", "Bond -8", "Bond -9", "Bond -10",

11 "Bond -11", "Bond -12", "Bond -13", "Bond -14", "Bond -15",

12 "Bond -16", "Bond -17", "Bond -18", "Bond -19", "Bond -20", "

Bond -21", "Bond -22", "Bond -23", "Bond -24"

13 ],

14 "Return (%)": [

15 14.85, 16.75, 13.51, 13.50, 16.00, 15.75, 15.25, 16.75,

16 15.75, 15.00, 17.25, 17.25, 16.00, 16.50, 16.50, 17.75,

17 16.75, 13.49, 15.50, 16.75, 15.00, 25.00, 30.00, 17.50

18 ],

19 "Weights (w_i)": [0.0417] * 24

20 }

21

22 df = pd.DataFrame(data)

23

24 # Calculating the covariance matrix (assumption: standard deviation

= sqrt(variance))

25 std_deviation = np.sqrt([

26 3.992, 0.010, 11.142 , 11.209 , 0.719, 1.205, 2.553, 0.010,

27 1.205, 3.415, 0.162, 0.162, 0.719, 0.121, 0.121, 0.814,

28 0.010, 11.276 , 1.817, 0.010, 3.415, 66.456 , 172.977 , 0.425

29 ])

30

31 returns = df["Return (%)"]. values / 100

32 cov_matrix = np.diag(std_deviation **2)

33

34 # Functions for optimization
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35 def portfolio_performance(weights , returns , cov_matrix):

36 portfolio_return = np.dot(weights , returns)

37 portfolio_volatility = np.sqrt(np.dot(weights.T, np.dot(

cov_matrix , weights)))

38 return portfolio_return , portfolio_volatility

39

40 def minimize_volatility(weights , returns , cov_matrix):

41 return portfolio_performance(weights , returns , cov_matrix)[1]

42

43 # Constraints: sum of weights = 1

44 constraints = {"type": "eq", "fun": lambda x: np.sum(x) - 1}

45

46 # Bounds: weights between 0 and 1

47 bounds = [(0, 1) for _ in range(len(returns))]

48

49 # Initial weights

50 initial_weights = np.array ([1/ len(returns)] * len(returns))

51

52 # Optimization for minimal volatility

53 optimized = minimize(

54 minimize_volatility ,

55 initial_weights ,

56 args=(returns , cov_matrix),

57 method="SLSQP",

58 bounds=bounds ,

59 constraints=constraints

60 )

61

62 optimized_weights = optimized.x

63

64 # Results

65 opt_return , opt_volatility = portfolio_performance(

optimized_weights , returns , cov_matrix)

66

67 print("Optimal weights:")

68 for bond , weight in zip(df["Bonds"], optimized_weights):

69 print(f"{bond}: {weight :.4f}")

70

71 print(f"\nExpected portfolio return: {opt_return :.4f}")

72 print(f"Portfolio risk (standard deviation): {opt_volatility :.4f}")
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Лiстинг 2.3. Код для оптимiзацiї портфеля

Вiзуалiзацiя результатiв
1 # Plot

2 fig , ax = plt.subplots ()

3 ax.scatter(std_deviation , returns , c=’blue’, label=’Individual

bonds’)

4 ax.scatter(opt_volatility , opt_return , c=’red’, label=’Optimal

portfolio ’)

5 ax.set_title("Efficient Frontier (Markowitz)")

6 ax.set_xlabel("Risk (standard deviation)")

7 ax.set_ylabel("Expected Return")

8 ax.legend ()

9 plt.show()

Лiстинг 2.4. Код для побудови графiка

Рис. 2.2. Ефективний кордон iз позначенням оптимального портфеля

2.2.3. Аналiз нових результатiв.
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У результатi проведеного вдосконалення портфеля можна спостерiгати бiльш рiв-
номiрний розподiл ваг. Незважаючи на це, деякi ваги, а саме ваги облiгацiй, позначе-
них як ОВДП-2, ОВДП-8, ОВДП-17 i ОВДП-20, мають значну вагу — 22,8%. У цьому
портфелi бiльше облiгацiй отримали вагу понад 1%, що свiдчить про бiльш широку
диверсифiкацiю активiв. У першому портфелi розподiл ваг не можна було назвати
рiвномiрним, адже двi облiгацiї, а саме ОВДП-6 i ОВДП-9, мають найбiльший вне-
сок — 34.37%, при цьому ваги iнших облiгацiй незначнi. На цi двi облiгацiї припадала
бiльша концентрацiя ризику та дохiдностi, нiж на iншi, що робило портфель менш
рiвномiрним i стiйким.

Крiм цього, новий портфель має очiкувану дохiднiсть — 16,75%, яка є помiтно
бiльшою за дохiднiсть першого портфеля.

Головним критерiєм для вдосконалення було обрано ризик портфеля, й з резуль-
татiв програмної реалiзацiї очевидно видно, що ризик нового портфеля (4.77%) є
нижчим, нiж для першого сформованого портфеля (5.44%). Це свiдчить про кращу
диверсифiкацiю в новiй оптимiзацiї.

Отже, новий портфель є бiльш оптимiзованим iз точки зору балансу ризику та
дохiдностi. Нижчий ризик при вищiй дохiдностi робить його кращим вибором з-
помiж двох сформованих портфелiв, якщо стратегiя спрямована на максимiзацiю
дохiдностi при мiнiмiзацiї ризику.

Однак, значна вага в новому портфелi припадає на чотири облiгацiї (22.8% ко-
жна), що все ще може бути потенцiйним джерелом ризику в разi несприятливих змiн
для цих активiв. Тобто удосконалення можна продовжувати до моменту врiвнова-
ження всiх активiв у портфелi.
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Висновок

У ходi роботи було розглянуто деякi з найефективнiших моделей оцiнки фiнан-
сових активiв, зокрема: модель Марковiца, CAPM i VaR для оцiнки ризику. Було
дослiджено адаптацiю моделi Марковiца для портфеля облiгацiй, з урахуванням осо-
бливостей цих активiв.

Було розроблено модель оптимiзацiї портфеля облiгацiй, яка мiнiмiзує ризик при
заданiй дохiдностi. Реалiзацiя моделi за допомогою Python дозволила автоматизува-
ти розрахунок ризику та дохiдностi портфеля, оптимiзувати ваги активiв у портфелi
з урахуванням їхнiх ризикiв та кореляцiй i побудувати ефективний кордон, що де-
монструє спiввiдношення ризику та дохiдностi. Завдяки отриманому алгоритму було
зручно модифiкувати вже сформований портфель i пiдлаштовувати його пiд новi
вхiднi данi, задля отримання оптимального портфеля, який би задовiльняв вимоги
щодо спiввiдношення ризику й дохiдностi.

Проведений аналiз показав, що диверсифiкацiя портфеля дiйсно допомагає зни-
зити ризик i, в нашому випадку, пiдвищити дохiднiсть портфеля. Таким чином вда-
лося знизити ризик з 5.44% до 4.77%, що є значним покращенням, якщо врахувати
те, що кiлькiсть активiв у портфелi змiнилась не значно.

Запропонована модель довела свою ефективнiсть у створеннi портфелiв, що за-
безпечують оптимальний баланс мiж ризиком та дохiднiстю.
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