
НАЦIОНАЛЬНИЙ ТЕХНIЧНИЙ УНIВЕРСИТЕТ УКРАЇНИ
«КИЇВСЬКИЙ ПОЛIТЕХНIЧНИЙ IНСТИТУТ

iменi IГОРЯ СIКОРСЬКОГО»
фiзико-математичний факультет

кафедра математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей

«На правах рукопису» До захисту допущено
УДК 519.2 Завiдувач кафедри

Олег КЛЕСОВ

Магiстерська дисертацiя
на здобуття ступеня магiстра

за освiтньо-науковою програмою
«Страхова та фiнансова математика»
зi спецiальностi 111 «Математика»

на тему: «Оцiнювання ймовiрностi банкрутства для процесу
ризику з 𝜙-субгауссовими величинами позовiв»

Виконав:
студент II курсу магiстратури, групи ОМ-31мп
Селiванов Вiктор Васильович

Керiвник:
доктор фiзико-математичних наук, доцент
Василик Ольга Iванiвна

Рецензент:
канд. фiз.-мат. наук, доцент кафедри
теорiї ймовiрностей, статистики та
актуарної математики Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка
Яневич Тетяна Олександрiвна

Засвiдчую, що у цiй магiстерськiй
дисертацiї немає запозичень з праць
iнших авторiв без вiдповiдних
посилань
Студент

Київ – 2024



Нацiональний технiчний унiверситет України
«Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського»

фiзико-математичний факультет
кафедра математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей

Рiвень вищої освiти – другий (магiстерський)
Спецiальнiсть – 111 «Математика»
Освiтньо-наукова програма «Страхова та фiнансова математика»

ЗАТВЕРДЖУЮ
Завiдувач кафедри

Олег КЛЕСОВ

ЗАВДАННЯ
на магiстерську дисертацiю студенту

Селiванову Вiктору Васильовичу

1. Тема дисертацiї «Оцiнювання ймовiрностi банкрутства для процесу ризику з 𝜙-субгауссовими
величинами позовiв», науковий керiвник дисертацiї Василик Ольга Iванiвна, доктор фiзико-мате-
матичних наук, доцент, затвердженi наказом по унiверситету вiд «06» листопада 2024 р. №4981-с.

2. Термiн подання студентом дисертацiї «14» грудня 2024 року.

3. Об’єкт дослiдження класичний процес ризику з 𝜙-субгауссовими випадковими величинами
виплат.

4. Предмет дослiдження оцiнка ймовiрностi банкрутства у класичному процесi ризику з
𝜙-субгауссовими випадковими величинами виплат.

5. Перелiк завдань, якi потрiбно розробити

(а) Ознайомитись з лiтературою на тему 𝜙-субгауссових випадкових процесiв.

(б) Користуючись лiтературними джерелами, дослiдити оцiнку ймовiрностi виходу траєкторiї
𝜙-субгауссового випадкового процесу за рiвень, заданий деякою неперервною функцiєю.

(в) Знайти оцiнку ймовiрнiстi банкрутства класичного процесу ризику у виглядi пуассонiвської
суми з 𝜙-субгауссовими випадковими виплатами у випадку, коли функцiя 𝜙 має заздалегiдь
заданий вираз.

(г) Побудувати приклад процесу ризику у виглядi пуассонiвської суми 𝑋(𝑡) з 𝜙-субгауссовими
випадковими виплатами та, використовуючи знайдену оцiнку, оцiнити ймовiрнiсть банкрут-
ства для процесу ризику 𝑋(𝑡) у випадку, коли функцiя 𝜙 має заздалегiдь заданий вираз.

(д) Зробити висновки з отриманих результатiв.

6. Орiєнтовний перелiк графiчного (iлюстративного) матерiалу 28 слайдiв.

7. Дата видачi завдання «04» вересня 2024 р.

2



Календарний план

№
з/п

Назва етапiв виконання магiстер-
ської дисертацiї

Термiн виконання етапiв магiстер-
ської дисертацiї

Примiтка

1. Ознайомлення з темою магiстер-
ської роботи та лiтературою

04.09.2024 – 10.09.2024 Виконано

2. Опрацювання першого та другого
роздiлу монографiї «𝜙-субгауссовi
випадковi процеси» О.I. Василик,
Ю.В. Козаченко, Р.Є. Ямненко.

11.09.2024 – 24.09.2024 Виконано

3. Вивчення необхiдних означень та
теорем для оцiнки ймовiрностi
виходу траєкторiї 𝜙-субгауссового
випадкового процесу за рiвень, за-
даний деякою неперервною фун-
кцiєю.

25.09.2024 – 15.10.2024 Виконано

4. Знаходження оцiнки ймовiрнiстi
банкрутства класичного процесу
ризику у виглядi пуассонiвської
суми з 𝜙-субгауссовими випадко-
вими виплатами у випадку, коли
функцiя 𝜙 має заздалегiдь зада-
ний вираз.

16.10.2024 – 11.11.2024 Виконано

5. Побудова прикладу процесу ризи-
ку у виглядi пуассонiвської суми
𝑋(𝑡) з субгауссовими випадкови-
ми величинами виплат. Знаходже-
ння оцiнки ймовiрностi банкрут-
ства для процесу ризику 𝑋(𝑡). По-
рiвняння отриманого результату з
оцiнкою вказаною у [9, с. 14-16]

12.11.2024 - 22.11.2024 Виконано

6. Побудова прикладу процесу ри-
зику у виглядi пуассонiвської су-
ми 𝑋(𝑡) з 𝜙-субгауссовими ви-
падковими величинами виплат,
якi мають розподiл Вейбулла.
Знаходження оцiнки ймовiрностi
банкрутства для процесу ризику
𝑋(𝑡).

23.11.2024 - 02.12.2024 Виконано

7. Оформлення дипломної роботи 03.12.2024 – 14.12.2024 Виконано

Студент Вiктор СЕЛIВАНОВ

Науковий керiвник Ольга ВАСИЛИК

3



РЕФЕРАТ
Магiстерська дисертацiя: 34 сторiнки, 28 слайдiв для проектора, 11 першоджерел.

Актуальнiсть теми дисертацiї напряму випливає з важливостi дослiдження процесiв ризику за до-

помогою застосування випадкових величин та процесiв, якi не є гауссовими. Через можливiсть вико-

ристання процесiв ризику для прогнозування рiзноманiтних результатiв дiяльностi будь-якої страхової

компанiї, будь-якого банку або бiзнесу i т.п. процеси ризику є одним з основних предметiв дослiдження

у страховiй та фiнансовiй математицi, теорiї масового обслуговування тощо. Хоч для аналiзу великої

кiлькостi процесiв ризику використовувалися гауссовi випадковi величини та процеси, наразi вiдомо,

що iснують процеси ризику, якi не можна вважати гауссовими, звiдки випливає пряма необхiднiсть

у створеннi та розвитку теорiї 𝜙-субгауссових випадкових величин та процесiв як розширення теорiї

гауссових випадкових величин та процесiв.

Мета i завдання роботи: отримати оцiнку ймовiрностi банкрутства класичного процесу ризику,

представленого у виглядi пуассонiвської суми з 𝜙-субгауссовими випадковими величинами виплат, у

випадку, коли функцiя 𝜙 має заздалегiдь заданий вираз. Навести приклади використання отриманих

результатiв для процесiв ризику у виглядi пуассонiвської суми з субгауссовими випадковими величи-

нами виплат та процесу ризику з виплатами, що мають двостороннiй розподiл Вейбулла.

Об’єкт дослiдження: Класичний процес ризику з 𝜙-субгауссовими випадковими величинами виплат.

Предмет дослiдження: Ймовiрнiсть банкрутства у класичному процесi ризику з 𝜙-субгауссовими

випадковими величинами виплат.

Для отримання вказаних результатiв використано основнi поняття та деякi результати з теорiї

ймовiрностей, теорiї випадкових процесiв, теорiї 𝜙-субгауссових випадкових процесiв.

В магiстерськiй дисертацiї отримано оцiнку ймовiрностi банкрутства для класичного процесу ри-

зику у виглядi пуассонiвської суми з 𝜙-субгауссовими випадковими величинами виплат та наведено

приклади її використання для процесiв ризику з субгауссовими випадковими величинами виплат i

процесу ризику, у якому величини виплат мають двостороннiй розподiл Вейбулла.

Ключовi слова: N-функцiї Орлiча, простiр 𝜙-субгауссових випадкових величин, 𝜙-субгауссовi ви-

падковi процеси, строго 𝜙-субгауссовi випадковi процеси, ймовiрнiсть банкрутства, класичний процес

ризику.
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ABSTRACT
Master’s thesis: 34 pages, 28 slides for a projector, 11 primary sources.

The relevance of the thesis topic directly follows from the importance of studying risk processes applying

random variables and processes that are not Gaussian. Due to the possibility of using risk processes to

forecast various results of the activities of any insurance company, any bank or business, etc., risk processes

are one of the main subjects of research in actuarial and financial mathematics, queuing theory, etc. Although

Gaussian random variables and processes were used to analyze a large number of risk processes, it is now

known that there are risk processes that cannot be considered Gaussian, which leads to a direct need to

create and develop the theory of 𝜙-sub-Gaussian random variables and processes as an extension of the

theory of Gaussian random variables and processes.

Purpose and objectives of the work: to obtain an estimate of ruin probability for a classical risk process,

represented in the form of a Poisson sum with 𝜙-sub-Gaussian random claims, in the case when the function

𝜙 has a given expression; to give examples of using the obtained results for risk processes in the form of a

Poisson sum with sub-Gaussian random claims and a risk process with claims having a two-sided Weibull

distribution.

Object of research: Classical risk process with 𝜙-sub-Gaussian random claims.

Subject of research: Ruin probability for a classical risk process with 𝜙-sub-Gaussian random claims.

To obtain the specified results, the basic concepts and some results from probability theory, the theory

of random processes, and the theory of 𝜙-sub-Gaussian random processes were used.

The master’s thesis provides an estimate of ruin probability for a classical risk process in the form of a

Poisson sum with 𝜙-sub-Gaussian random claims and provides examples of its use for risk processes with

sub-Gaussian random claims and for a risk process in which the random claims have a two-sided Weibull

distribution.

Keywords: Orlich N-functions, space of 𝜙-sub-Gaussian random variables, 𝜙-sub-Gaussian random processes,

strictly 𝜙-sub-Gaussian random processes, ruin probability, classical risk process.
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Вступ

Магiстерська дисертацiя присвячена дослiдженню моделi ризику, у якiй процес ризику є сумою

випадкової кiлькостi позовiв, розмiри виплат у якiй задаються 𝜙-субгауссовими випадковими величи-

нами, а кiлькiсть позовiв описується пуассонiвським процесом. Пуассонiвськi суми займають важливе

мiсце у такiй галузi страхової математики як теорiя ризику, особливо у її практичному використаннi

пiд час роботи актуарiя для, наприклад, аналiзу портфелiв полiсiв загального страхування. Доволi ча-

сто в рiзних прикладних дослiдженнях виникають гауссовi процеси через можливiсть їх використання

для ефективного моделювання багатьох iснуючих випадкових процесiв. Проте наразi вiдомо, що деякi

з процесiв актуарної та фiнансової математики, якi ранiше вважалися гауссовими, не є такими, хоч i

можуть бути близькими до них, через що з’явилась необхiднiсть у дослiдженнi бiльш загальних класiв

випадкових процесiв.

У 1960-у роцi у роботi Кахана [3] вперше розглядаються субгауссовi випадковi величини, якi є

бiльш загальними, нiж гауссовi випадковi величини. Метричнi характеристики субгауссових та cтрого

субгауссових випадкових величин i процесiв детально вивчаються у монографiї Булдигiна В.В. та

Козаченка Ю.В. [1]. За означенням центрована випадкова величина 𝜉 називається субгауссовою, якщо

iснує деяка константа 𝑎 > 0 така, що виконується нерiвнiсть

E𝑒𝜆𝜉 ≤ 𝑒
𝜆2𝑎2

2 , ∀𝜆 ∈ R.

Iншими словами, будь-яка центрована випадкова величина є субгауссовою, якщо її твiрну функцiю

моментiв можна обмежити зверху твiрною функцiєю моментiв гауссової випадкової величини.

Пiзнiше простори субгауссових випадкових величин були узагальненi до просторiв 𝜙-субгауссових

випадкових величин Sub𝜙(Ω) — просторiв центрованих випадкових величин з певними експоненцiаль-

ними моментами: центрована випадкова величина 𝜉 є 𝜙-субгауссовою, якщо iснує така константа 𝑎 > 0,

для якої виконується нерiвнiсть

E𝑒𝜆𝜉 ≤ 𝑒𝜙(𝜆𝑎), ∀𝜆 ∈ R,

де 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R, є певною N-функцiєю Орлiча.

Такi простори є пiдпросторами просторiв Орлiча експоненцiального типу, якi детально вивчаються

в монографiї [1]. Класи 𝜙-субгауссових випадкових процесiв є бiльш широкими, нiж класи гауссових

та субгауссових випадкових процесiв, тому дають можливiсть краще моделювати реальнi випадковi

процеси.

Подальший розвиток теорiя 𝜙-субгауссових випадкових процесiв отримала у роботах Козаченка

Ю.В. та Василик О.I. [4–6]. Детальному викладу теорiї 𝜙-субгауссових випадкових процесiв присвяче-

на монографiя [8], яка мiстить, зокрема, умови вибiркової неперервностi та оцiнки розподiлiв супре-

мумiв функцiоналiв вiд 𝜙-субгауссових випадкових процесiв, вейвлет-розклади таких процесiв, деякi
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методи моделювання тощо. До класу 𝜙-субгауссових випадкових процесiв належать, зокрема, проце-

си дробового броунiвського руху, якi дуже часто зустрiчаються у задачах фiнансової математики та

iнших прикладних областях. Дослiдження показують (див., наприклад, [7]), що данi спостережень у

теорiї масового обслуговування та фiнансовiй математицi ефективно описуються процесами, якi мають

властивостi самоподiбностi та сильної залежностi вiд минулого.

В роботах Ямненка Р.Є. [9–11] зi спiвавторами теорiя 𝜙-субгауссових випадкових величин та проце-

сiв застосовується до задач знаходження оцiнок ймовiрностi виходу траєкторiй випадкових процесiв за

рiвень, заданий деякою кривою. Такi задачi мають пряме застосування в теорiї масового обслуговува-

ння для оцiнювання ймовiрностi переповнення буфера для черги та в страховiй математицi для оцiню-

вання ймовiрностi банкрутства в моделях ризику. Зокрема, в роботi [9] дослiджуються пуассонiвськi

суми, доданками яких є 𝜙-субгауссовi випадковi величини, отримано оцiнки ймовiрностi перевищен-

ня такими сумами рiвня, що заданий деякою неперервною функцiєю. Обгрунтування використання

саме 𝜙-субгауссових випадкових величин для моделювання розмiрiв позовiв для деякого страхового

портфеля полягає в тому, що результати, отриманi для 𝜙-субгауссових випадкових величин, можна

використовувати не тiльки для гауссового розподiлу виплат, а й, наприклад, для розподiлу Вейбулла,

який, поряд з гамма-розподiлом, на думку багатьох авторiв є найбiльш реальною моделлю розподiлу

страхових виплат та iнших фiнансових ризикiв (див., наприклад, [2]).

У данiй магiстерськiй дисертацiї продовжується дослiдження таких моделей ризику з метою оцi-

нювання ймовiрностi банкрутства у випадку деякої заданої функцiї 𝜙. У першому роздiлi наведено

основнi означення та необхiднi властивостi 𝜙-субгауссових випадкових величин та процесiв. У другому

роздiлi даної роботи розглядається класична модель ризику, в якiй процес ризику задається у виглядi

пуассонiвської суми з 𝜙-субгауссовими величинами виплат. Основну увагу придiлено результатам, якi

стосуються оцiнювання ймовiрностi виходу вищеописаного процесу за рiвень, визначений певною непе-

рервною функцiєю. У третьому — основному роздiлi дисертацiї, доведено теорему, яка мiстить оцiнку

ймовiрностi банкрутства для процесу ризику з 𝜙-субгауссовими випадковими величинами виплат для

такої функцiї 𝜙, що частковими випадками вiдповiдних 𝜙-субгауссових величин є як субгауссовi (на-

приклад, нормальнi) випадковi величини, так i випадковi величини, якi мають двостороннiй розподiл

Вейбулла. Для цих часткових випадкiв доведено вiдповiднi наслiдки.
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1 𝜙-субгауссовi випадковi величини та процеси з просторiв Sub𝜙(Ω)

У цьому роздiлi наведенi необхiднi в подальшому означення, приклади та твердження з теорiї 𝜙-

субгауссових випадкових величин та процесiв [1, 8, 9].

𝑁-функцiї Орлiча

Означення 1. [8] Неперервна парна опукла функцiя 𝜙 = {𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R} називається 𝑁 -функцiєю

Орлiча, якщо 𝜙(0) = 0, 𝜙(𝑥) є монотонно зростаючою при 𝑥 > 0 та мають мiсце границi

lim
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥
= 0, lim

𝑥→∞

𝜙(𝑥)

𝑥
= +∞. (1)

Приклад 1. [8] Такi функцiї є 𝑁 -функцiями:

𝜙(𝑥) = 𝐶|𝑥|𝛼, 𝐶 > 0, 𝛼 > 1;

𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1;

𝜙(𝑥) = exp{𝑎|𝑥|𝛼} − 1, 𝑎 > 0, 𝛼 > 1;

𝜙(𝑥) =

⎧⎨⎩
(︀
𝑒𝛼
2

)︀ 2
𝛼𝑥2, коли |𝑥| ≤

(︀
2
𝛼

)︀ 1
𝛼 ;

exp{|𝑥|𝛼}, коли |𝑥| >
(︀
2
𝛼

)︀ 1
𝛼 , 0 < 𝛼 < 1.

Лема 1. [8] Для будь-якої 𝑁 -функцiї 𝜙 мають мiсце такi твердження:

∙ 𝜙(𝛼𝑥) ≤ 𝛼𝜙(𝑥), коли 𝑥 ∈ R, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1;

∙ 𝜙(𝛼𝑥) ≥ 𝛼𝜙(𝑥), коли 𝑥 ∈ R, 𝛼 > 1;

∙ 𝜙(|𝑥|+ |𝑦|) ≥ 𝜙(𝑥) + 𝜙(𝑦), коли 𝑥, 𝑦 ∈ R;

∙ iснує така стала 𝑐 > 0, що 𝜙(𝑥) > 𝑐|𝑥|, коли |𝑥| > 1;

∙ функцiя 𝜓(𝑥) = 𝜙(𝑥)
𝑥 є монотонно неспадною при 𝑥 > 0;

∙ 𝜙(𝑥) =
∫︀ |𝑥|
0

𝑝(𝑡) 𝑑𝑡, де функцiя 𝑝 = {𝑝(𝑡), 𝑡 ≥ 0} неспадна неперервна справа функцiя така, що

𝑝(0) = 0 та 𝑝(𝑡) → ∞ при 𝑡→ ∞ — 𝑁 -функцiя Орлiча.

Лема 2. [9] Нехай 𝜙 – деяка 𝑁 -функцiя, 𝜙(−1) = {𝜙(−1)(𝑥), 𝑥 ∈ R+} – обернена функцiя до 𝜙. Мають

мiсце такi твердження:

∙ 𝜙(−1)(𝑥) – монотонно зростаюча, увiгнута, неперервна функцiя така, що 𝜙(0) = 0, 𝜙(𝑥) > 0

при 𝑥 > 0, 𝜙(𝑥) → ∞ при 𝑥→ ∞;

∙ 𝜙(−1)(𝛼𝑥) ≤ 𝛼𝜙(−1)(𝑥), коли 𝛼 ≥ 1;
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∙ 𝜙(−1)(𝛼𝑥) ≥ 𝛼𝜙(−1)(𝑥), коли 0 ≤ 𝛼 < 1;

∙ 𝜙(−1)(𝑥+ 𝑦) ≤ 𝜙(−1)(𝑥) + 𝜙(−1)(𝑦);

∙ iснує така стала 𝑐 > 0, що 𝜙(−1)(𝑥) ≤ 𝑐𝑥, коли 𝑥 > 1;

∙ функцiя 𝜃(𝑥) = 𝜙(−1)(𝑥)
𝑥 , 𝑥 > 0, є монотонно незростаючою.

𝑁-функцiї Орлiча, що задовольняють умову 𝑄

Означення 2. [9] 𝑁 -функцiя Орлiча задовольняє умову 𝑄, якщо

lim inf
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥2
= 𝑐 > 0. (2)

Зауваження 1. [9] Можливий випадок, у якому 𝑐 = +∞.

Приклад 2. [8] Для 𝑁 -функцiї 𝜙(𝑥) = 𝑐|𝑥|𝛼, коли 𝑐 > 0, 1 < 𝛼 ≤ 2, виконується умова Q. Для

𝑁 -функцiї {𝑐|𝑥|𝛼, 𝑥 ∈ R} при 𝑐 > 0, 𝛼 > 2 умова Q не виконується, але для функцiї

𝜙(𝑥) =

⎧⎨⎩ |𝑥|2, |𝑥| ≤ 1,

|𝑥|𝛼, |𝑥| > 1,
коли 𝛼 > 2,

умова Q виконується.

Приклад 3. Функцiя 𝜙 = {𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R}, яка задається виразом

𝜙(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝑥|𝜔
𝜔 , якщо |𝑥| ≥ 1,

𝑥2

𝜔 , якщо |𝑥| < 1;

якщо 2 < 𝜔 < 3,

|𝑥|𝜔
𝜔 , 𝑥 ∈ R, якщо 1 < 𝜔 ≤ 2.

є 𝑁 -функцiєю, яка задовольняє умову 𝑄.

𝜙-субгауссовi випадковi величини та процеси. Означення та властивостi

Нехай {Ω,F,P} – стандартний iмовiрнiсний простiр, 𝑇 — деякий параметричний простiр.

Означення 3. [9] Нехай 𝜙 — 𝑁 -функцiя, яка задовiльняє умову 𝑄. Центрована випадкова величина

𝜉 є 𝜙-субгауссовою випадковою величиною, якщо E exp{𝜆𝜉} iснує для всiх 𝜆 ∈ R та iснує така стала

𝑎 > 0, що для всiх 𝜆 ∈ R виконується нерiвнiсть

E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝜆𝑎)}. (3)
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Якщо випадкова величина 𝜉 є 𝜙-субгауссвою, то кажуть, що вона належить простору 𝜙-субгауссових

величин Sub𝜙(Ω), використовуючи для цього таке позначення:

𝜉 ∈ Sub𝜙(Ω).

Якщо 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2 , то простiр Sub 𝑥2

2

(Ω) = Sub(Ω) називається субгауссовим.

Теорема 1. [1] Простiр Sub𝜙(Ω) є банаховим простором з нормою

𝜏𝜙(𝜉) = sup
𝜆>0

𝜙(−1) (lnE exp{𝜆𝜉})
𝜆

, (4)

де 𝜙(−1) — обернена до 𝜙 функцiя, також для всiх 𝜆 ∈ R виконується нерiвнiсть

E exp{𝜆𝜉} ≤ exp {𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝜉))} ,

а також iснує така стала 𝑐𝜙 > 0, що

(E𝜉2)
1
2 ≤ 𝑐𝜙𝜏𝜙(𝜉).

Приклад 4. [9] Центрованi гауссовi величини 𝜉 = 𝒩 (0;𝜎2) належать до простору Sub(Ω) i

𝜏𝜙(𝜉) =
(︀
E𝜉2

)︀ 1
2 .

Приклад 5. Нехай 𝜉 — випадкова величина, яка має центральний розподiл Вейбулла, тобто

P{𝜉 > 𝑥} =
1

2
exp

{︂
− 1

𝛼
𝑥𝛼
}︂
, коли 𝑥 > 0,

P{𝜉 < 𝑥} =
1

2
exp

{︂
− 1

𝛼
|𝑥|𝛼

}︂
, коли 𝑥 < 0.

Нехай 𝛼 > 2, тодi 𝜉 ∈ Sub𝜙(Ω), де

𝜙(𝑥) =
1

𝛽
|𝑥|𝛽 , 1

𝛽
+

1

𝛼
= 1, 𝑥 ∈ R.

Зауваження 2. З того, що у прикладi 5 число 𝛼 задовольняє нерiвнiсть 𝛼 > 2 та число 𝛽 задається

рiвнiстю
1

𝛽
+

1

𝛼
= 1,

вiрними є такi мiркування:

1

𝛽
+

1

𝛼
= 1, 𝛼 > 2 =⇒ 𝛽 =

𝛼

𝛼− 1
, 𝛼 > 2 =⇒ 𝛽 ∈ (1; 2).
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Тодi функцiя 𝜙(𝑦) з прикладу 5 має такий вигляд:

𝜙(𝑦) =
1

𝛽
|𝑦|𝛽 , 𝑦 ∈ R, 𝛽 ∈ (1; 2),

тобто функцiя 𝜙(𝑦) з прикладу 5 є частковим випадком функцiї 𝜙(𝑥) з прикладу 3.

Означення 4. [8] Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається 𝜙-субгауссовим процесом, якщо

вiн задовольняє такi умови при всiх 𝑡 ∈ 𝑇 :

𝑋(𝑡) ∈ Sub𝜙(Ω), sup
𝑡∈𝑇

𝑋(𝑡) < +∞. (5)

Якщо 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2 , то випадковий процес 𝑋(𝑡) називається субгауссовим.

Означення 5. [8] Сiм’я ∆ випадкових величин з простору Sub𝜙(Ω) називається строго 𝜙-субгауссовою,

якщо iснує стала 𝐶Δ > 0 така, що для будь-якої скiнченої множини 𝐼, 𝜉𝑖 ∈ ∆, 𝑖 ∈ 𝐼 та для будь-яких

𝜆𝑖 ∈ R має мiсце нерiвнiсть

𝜏𝜙

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︃
≤ 𝐶Δ

(︃
E

(︂∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︂2
)︃ 1

2

. (6)

Сталу 𝐶Δ називають визначальною сталою сiм’ї ∆. Простiр строго 𝜙-субгауссових випадкових ве-

личин позначають SSub𝜙 (Ω).

Означення 6. [8] Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається строго 𝜙-субгауссовим, якщо

сiм’я випадкових величин {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} є строго 𝜙-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї нази-

вається визначальною сталою процесу та позначається 𝐶𝑋 .

Приклад 6. [8] Центрований гауссовий випадковий процес є строго субгауссовим випадковим про-

цесом.

Перед наступними двома теоремами, у яких вказуються оцiнки ймовiрностi виходу траєкторiї де-

якого 𝜙-субгауссового процесу за рiвень, заданий деякою неперервною функцiєю, варто заздалегiдь

ввести декiлька нових позначень.

Нехай (𝑇, 𝜌) — псевдометричний (метричний) сепарабельний простiр з псевдометрикою (метрикою) 𝜌.

Розглянемо сепарабельний 𝜙-субгауссовий випадковий процес 𝑌 = {𝑌 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}. Припустимо, що iснує

неперервна монотонно зростаюча функцiя 𝜎 = {𝜎(ℎ), ℎ > 0} така, що 𝜎(ℎ) → 0 при ℎ→ 0 та має мiсце

нерiвнiсть

sup
𝜌(𝑡;𝑠)≤ℎ

𝜏𝜙(𝑌 (𝑡)− 𝑌 (𝑠)) ≤ 𝜎(ℎ). (7)
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Зауважимо, що таку властивiсть має функцiя

𝜎(ℎ) = sup
𝜌(𝑡;𝑠)≤ℎ

𝜏𝜙(𝑌 (𝑡)− 𝑌 (𝑠)), (8)

якщо процес 𝑌 (𝑡) є неперервним у нормi 𝜏𝜙(·).

Нехай 𝐵 — компактна множина, причому 𝐵 ⊂ 𝑇 . Введемо такi позначення:

— 𝛾(𝑢) = 𝜏𝜙(𝑌 (𝑢));

— 𝛽 > 0 — деяке число таке, що 𝛽 ≤ 𝜎

(︂
inf
𝑠∈𝐵

sup
𝑡∈𝐵

𝜌(𝑡; 𝑠)

)︂
;

— 𝜀𝑘 = 𝜎(−1)(𝛽𝑝𝑘), 𝑝 ∈ (0; 1), 𝑘 = 0, 1, 2 . . .;

— 𝑁𝐵(𝑢) — метрична масивнiсть простору (𝐵, 𝜌), тобто мiнiмальна кiлькiсть замкнених куль радiуса

𝑢, що покривають простiр (𝐵, 𝜌);

— 𝐻𝐵(𝑢) — метрична ентропiя простору (𝐵, 𝜌), тобто 𝐻𝐵(𝑢) = ln𝑁𝐵(𝑢).

Розглянемо сепарабельний 𝜙-субгауссовий випадковий процес 𝑌 = (𝑌 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵), визначений на

компактi 𝐵. Нехай 𝛾 < +∞ та 𝑓 = {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵} — деяка неперервна функцiя. Наступнi теореми мiстять

умови обмеженостi з ймовiрнiстю одиниця та оцiнки ймовiрностi виходу траєкторiй 𝜙-субгауссового

випадкового процесу за рiвень, визначений деякою неперервною функцiєю.

Теорема 2. [9] Нехай для 𝜙-субгауссового випадкового процесу 𝑌 (𝑡) = (𝑌 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵) виконується

умова (7) i нехай 𝑓 = {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵} — неперервна функцiя така, що |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝜈)| ≤ 𝛿(𝜌(𝑢; 𝑣)), де

функцiя 𝛿 = {𝛿(𝑠), 𝑡 > 0} — невiд’ємна та монотонно зростаюча, а 𝑟 = {𝑟(𝑢), 𝑢 ≥ 1} — така

неперервна функцiя, що 𝑟(𝑢) > 0 при 𝑢 > 1 та функцiя 𝑟(exp{𝑡}), 𝑡 ≥ 0 є опуклою. Тодi при виконаннi

умови
𝛽∫︁

0

𝑟
(︀
𝑁𝐵

(︀
𝜎(−1)(𝑢)

)︀)︀
𝜙(−1) ln𝑁𝐵

(︀
𝜎(−1)(𝑢)

)︀ d𝑢 < +∞

процес 𝑋(𝑡) = 𝑌 (𝑡)− 𝑓(𝑡) є обмеженим з ймовiрнiстю одиниця та для всiх 𝑝 ∈ (0; 1) i 𝑥 > 0 викону-

ються такi нерiвностi:

P{sup
𝑡∈𝐵

(𝑌 (𝑡)− 𝑓(𝑡)) > 𝑥} ≤ 𝑍𝑟(𝜆; 𝑝;𝛽;𝑥),

P{ inf
𝑡∈𝐵

(𝑌 (𝑡)− 𝑓(𝑡)) < −𝑥} ≤ 𝑍𝑟(𝜆; 𝑝;𝛽;𝑥),

P{sup
𝑡∈𝐵

|𝑌 (𝑡)− 𝑓(𝑡)| > 𝑥} ≤ 2𝑍𝑟(𝜆; 𝑝;𝛽;𝑥),
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де

𝑍𝑟(𝜆; 𝑝;𝛽;𝑥) = exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝;𝛽) + 𝑝𝜙

(︂
𝜆𝛽

1− 𝑝

)︂
+ 𝜆

(︃
+∞∑︁
𝑘=2

𝛿
(︁(︁
𝜎(−1)

(︀
𝛽𝑝𝑘−1

)︀)︁)︁
− 𝑥

)︃}︃
·

·

⎛⎜⎝𝑟(−1)

⎛⎜⎝ 𝜆

𝑝(1− 𝑝)

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑟(𝑁𝐵
(︀
𝜎(−1)(𝑢)

)︀
)

𝜙(−1)
(︀
ln𝑁𝐵

(︀
𝜎(−1)(𝑢)

)︀)︀ d𝑢

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

2

,

𝑊 (𝜆, 𝑝, 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
𝐻𝐵(𝜀1) + sup

𝑢∈𝑇

(︂
𝜙(𝜆𝛾(𝑢)𝜈)

𝜈
− 𝜆𝑓(𝑢)

)︂)︂
.

Теорема 3. [9] Нехай для 𝜙-субгауссового випадкового процесу 𝑌 (𝑡) = (𝑌 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵) виконується

умова (7) i нехай 𝑓 = {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵} — неперервна функцiя така, що |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝜈)| ≤ 𝛿(𝜌(𝑢; 𝑣)), де

функцiя 𝛿 = {𝛿(𝑠), 𝑡 > 0} — невiд’ємна та монотонно зростаюча, а 𝑟 = {𝑟(𝑢), 𝑢 ≥ 1} — така

неперервна функцiя, що 𝑟(𝑢) > 0 при 𝑢 > 1 та функцiя 𝑟(exp{𝑡}), 𝑡 ≥ 0 є опуклою. Тодi при виконаннi

умови
𝛽∫︁

0

𝑟
(︁
𝑁𝐵

(︁
𝜎(−1)(𝑢)

)︁)︁
d𝑢 < +∞.

процес 𝑋(𝑡) = 𝑌 (𝑡)− 𝑓(𝑡) є обмеженим з ймовiрнiстю одиниця та для всiх 𝑝 ∈ (0; 1) i 𝑥 > 0 викону-

ються такi нерiвностi:

P{sup
𝑡∈𝐵

(𝑌 (𝑡)− 𝑓(𝑡)) > 𝑥} ≤ 𝑍𝑟(𝜆; 𝑝;𝛽;𝑥),

P{ inf
𝑡∈𝐵

(𝑌 (𝑡)− 𝑓(𝑡)) < −𝑥} ≤ 𝑍𝑟(𝜆; 𝑝;𝛽;𝑥),

P{sup
𝑡∈𝐵

|𝑌 (𝑡)− 𝑓(𝑡)| > 𝑥} ≤ 2𝑍𝑟(𝜆; 𝑝;𝛽;𝑥),

де

𝑍𝑟(𝜆; 𝑝;𝛽;𝑥) = inf
𝜆>0

exp

{︃
𝜃(𝜆; 𝑝) + 𝑝𝜙

(︂
𝜆𝛽

1− 𝑝

)︂
+ 𝜆

(︃
+∞∑︁
𝑘=2

𝛿
(︁
𝜎(−1)

(︀
𝛽𝑝𝑘−1

)︀)︁
− 𝑥

)︃}︃
·

·𝑟(−1)

⎛⎝ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝∫︁
0

𝑟
(︁
𝑁𝐵

(︁
𝜎(−1)(𝑢)

)︁)︁
d𝑢

⎞⎠ ,

𝜃(𝜆, 𝑝) = sup
𝑢∈𝐵

(︂
(1− 𝑝)𝜙

(︂
𝜆𝛾(𝑢)

1− 𝑝

)︂
− 𝜆𝑓(𝑢)

)︂
.
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2 Процес ризику з 𝜙-субгауссовими величинами виплат

У роботi [9] дослiджується класична модель ризику 𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0, в якiй процес ризику є пуассонiв-

ською сумою з 𝜙-субгауссовими розмiрами виплат. Дану модель можна описати так

𝑋(𝑡) = 𝑢+ 𝐶𝑡−
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

(𝑌𝑖 +𝑚) = 𝑢+ (𝐶 −𝑚𝜇) 𝑡−
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ≥ 0, (9)

де 𝑢 —початковий капiтал, 𝐶 — iнтенсивнiсть надходження премiй, 𝑚 — середнiй розмiр виплат та:

1. 𝑁𝑡 — процес Пуассона, E(𝑁𝑡) = 𝜇𝑡,

2. 𝑌𝑖 є незалежними мiж собою випадковими величинами, що мають однаковий закон розподiлу,

E(𝑌𝑖) = 0,

3. 𝑁𝑡 та послiдовнiсть випадкових величин (𝑌1, 𝑌2, . . .) є незалежними,

4. випадковi величини 𝑌𝑖 належать простору Sub𝜙(Ω).

Надалi розглядаються властивостi сум 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, для яких виконуються вищевказанi умови (1)-(4).

Для них є справедливими наступнi леми.

Лема 3. [9] Нехай 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

, 𝑡 ≥ 0 — випадковий процес, для якого виконуються умови (1)-(4). Тодi

для всiх 𝑡, 𝑠 > 0 та 𝜆 ∈ R виконуються нерiвнiсть

E exp{𝜆𝑆(𝑡)} ≤ exp{𝜇𝑡(𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))− 1)} (10)

та

E

(︃
𝑁𝑡∑︁
𝑛=1

𝑌𝑛 −
𝑁𝑠∑︁
𝑘=1

𝑌𝑘

)︃2

= E

(︃
𝑁𝑡∑︁

𝑛=𝑁𝑠

𝑌𝑛

)︃2

= 𝜇E(𝑌1)
2|𝑡− 𝑠|. (11)

Нехай 𝐵 — компакт, а метрика 𝜌(𝑡; 𝑠) = |𝑡− 𝑠|. В якостi функцiї 𝜎(ℎ) , яка вiдповiдає нерiвностi (8),

користуючись тотожнiстю (11), виберемо

𝜎(ℎ) =
(︀
𝜇ℎ𝐸(𝑌1)

2
)︀ 1

2 . (12)

У [9] отримано оцiнки ймовiрностi перевищення пуассонiвськими сумами вигляду 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖 деякого

рiвня 𝑥 ≥ 0 та деякої неперервної функцiї 𝑓(𝑡). Наступна лема мiстить умови обмеженостi супремуму

випадкового процесу 𝑋(𝑡) = 𝑌 (𝑡)− 𝑓(𝑡) та оцiнки для експоненцiального моменту цього супремуму.

Лема 4. [9] Нехай 𝑋(𝑡) = 𝑌 (𝑡) − 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵, причому для процесу 𝑆(𝑡) виконуються умови (1)-(4),

𝑓(𝑡) — така неперервна функцiя, що |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≤ 𝛿(𝜌(𝑢; 𝑣)), де 𝛿 = {𝛿(𝑠), 𝑠 > 0} є невiд’ємною
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монотонно зростаючою функцiєю, а {𝑞𝑘, 𝑘 ∈ N} — деяка послiдовнiсть така, що 𝑞𝑘 > 1 та
+∞∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘

≤ 1.

Тодi для всiх 𝜆 > 0 та 𝑝 ∈ (0; 1) виконується нерiвнiсть

E exp{𝜆 sup
𝑡∈𝐵

𝑋(𝑡)} ≤
+∞∏︁
𝑘=1

(︃
𝑁𝐵

(︃ (︀
𝛽𝑝𝑘

)︀2
𝜇E(𝑌1)2

)︃)︃ 1
𝑞𝑘

exp

{︂
sup
𝑢∈𝐵

(︂
𝜇𝑢

𝑞1
(exp{𝜙(𝑞1𝜆𝜏𝜙(𝑌1))} − 1)− 𝜆𝑓(𝑢)

)︂}︂
·

· exp

{︃
+∞∑︁
𝑘=2

(︃ (︀
𝛽𝑝𝑘−1

)︀2
𝑞𝑘𝜇E(𝑌1)2

(exp{𝜙(𝑞1𝜆𝜏𝜙(𝑌1))} − 1) + 𝜆𝛿

(︃(︀
𝛽𝑝𝑘−1

)︀2
𝜇E(𝑌1)2

)︃)︃}︃
. (13)

Лема 5. [9] Припустимо, що умови Леми 4 виконуються та

𝛽∫︁
0

𝐻𝐵

(︁
𝜎(−1)(𝑢)

)︁
d𝑢 < +∞.

Тодi для всiх 𝑝 ∈ (0; 1), 0 ≤ 𝛽 ≤
(︁
𝜇(𝑏−𝑎)E(𝑌1)

2

2

)︁ 1
2

i 𝜆 > 0 виконується нерiвнiсть

E exp

{︂
𝜆 sup
𝑡∈𝐵

𝑋(𝑡)

}︂
≤ 𝑍(𝜆; 𝑝;𝛽), (14)

де

𝑍(𝜆; 𝑝;𝛽) = exp

⎧⎪⎨⎪⎩𝑊 (𝜆; 𝑝;𝛽) +
1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝐻𝐵

(︂
𝑢2

𝜇E(𝑌1)2

)︂
d𝑢

⎫⎪⎬⎪⎭ ·

· exp

{︃
𝛽2(1− 𝑝)

E(𝑌1)2

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
+ 𝜆

+∞∑︁
𝑘=2

𝛿

(︂
𝛽2𝑝2𝑘

𝜇E(𝑌1)2

)︂}︃
,

𝑊 (𝜆; 𝑝;𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
𝐻𝐵

(︂
(𝛽𝑝)2

𝜇E(𝑌1)2

)︂
+ sup
𝑢∈𝐵

(𝜇𝑢(exp{𝜙(𝜈𝜏𝜙(𝑌1))} − 1))− 𝜆𝑓(𝑢)

)︂
.

У роботi [9] отримано аналоги теорем 2 i 3, якi мiстять умови обмеженостi з ймовiрнiстю одиниця та

оцiнки ймовiрностi виходу траєкторiй процесу за рiвень, визначений деякою неперервною функцiєю.

Теорема 4. [9] Нехай для процесу 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ 𝐵 виконуються умови (1)-(4) i нехай 𝑓(𝑡) — це

така неперервна функцiя, що |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≤ 𝛿(𝜌(𝑢; 𝑣)), де 𝛿 = {𝛿, 𝑠 > 0} є невiд’ємною монотонно

зростаючою функцiєю, а 𝑟 = {𝑟(𝑡), 𝑡 ≥ 1} — така неперервна функцiя, що 𝑟(𝑢) > 0 при 𝑢 > 1 та

𝑟(1) = 0, причому функцiя 𝑠(𝑡) = 𝑟(exp{𝑡}), 𝑡 ≥ 0 є опуклою. Тодi якщо

𝛽∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝜇E(𝑌1)2

)︂)︂
d𝑢 < +∞,
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то для всiх 0 ≤ 𝛽 ≤
(︁
𝜇(𝑏−𝑎)E(𝑌1)

2

2

)︁ 1
2

та 𝑝 ∈ (0; 1) виконуютсья нерiвностi

P

{︂
sup
𝑡∈𝐵

(𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)) > 𝑥

}︂
≤ 𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

P

{︂
sup
𝑡∈𝐵

(𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)) < −𝑥
}︂

≤ 𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

P

{︂
sup
𝑡∈𝐵

|𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)| > 𝑥

}︂
≤ 2𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

де

𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥) = 𝑟(−1)

⎛⎜⎝ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝜇E(𝑌1)2

)︂)︂
d𝑢

⎞⎟⎠ ·

· inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝;𝛽) +

𝛽2(1− 𝑝)

E(𝑌1)2

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
+ 𝜆

+∞∑︁
𝑘=2

𝛿

(︂
𝛽2𝑝2𝑘

𝜇E(𝑌1)2

)︂
− 𝜆𝑥

}︃
,

𝑊 (𝜆; 𝑝;𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
𝐻𝐵

(︂
(𝛽𝑝)2

𝜇E(𝑌1)2

)︂
+ sup
𝑢∈𝐵

(𝜇𝑢(exp{𝜙(𝜈𝜏𝜙(𝑌1))} − 1))− 𝜆𝑓(𝑢)

)︂
.

Теорема 5. [9] Нехай для процесу 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ 𝐵 виконуються умови (1)-(4) i нехай 𝑓(𝑡) — це

така неперервна функцiя, що |𝑓(𝑢)− 𝑓(𝑣)| ≤ 𝛿(𝜌(𝑢; 𝑣)), де 𝛿 = {𝛿(𝑠), 𝑠 > 0} є невiд’ємною монотонно

зростаючою функцiєю, а 𝑟 = {𝑟(𝑡), 𝑡 ≥ 1} — така неперервна функцiя, що 𝑟(𝑢) > 0 при 𝑢 > 1 та

𝑟(1) = 0, причому функцiя 𝑠(𝑡) = 𝑟(exp{𝑡}), 𝑡 ≥ 0 є опуклою. Тодi якщо

𝛽∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝜇E(𝑌1)2

)︂)︂
d𝑢 < +∞,

то для всiх 0 ≤ 𝛽 ≤
(︁
𝜇(𝑏−𝑎)E(𝑌1)

2

2

)︁ 1
2

та 𝑝 ∈ (0; 1) вiрними є нерiвностi

P

{︂
sup
𝑡∈𝐵

(𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)) > 𝑥

}︂
≤ 𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

P

{︂
sup
𝑡∈𝐵

(𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)) < −𝑥
}︂

≤ 𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

P

{︂
sup
𝑡∈𝐵

|𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)| > 𝑥

}︂
≤ 2𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),
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де

𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥) = inf
𝜆>0

𝑟(−1)

⎛⎝ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝∫︁
0

𝑟
(︁
𝑁𝐵

(︁
𝜎(−1)(𝑢)

)︁)︁
d𝑢

⎞⎠ ·

· exp

{︃
𝜃𝜙(𝜆; 𝑝) +

+∞∑︁
𝑘=2

(︃
(1− 𝑝)𝛽2𝑝3(𝑘−1)

𝜇E(𝑌1)2

(︂
exp

{︂
𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂}︂
− 1

)︂
+ 𝜆𝛿

(︃(︀
𝛽𝑝𝑘−1

)︀2
𝜇E(𝑌1)2

)︃)︃
− 𝜆𝑥

}︃
,

𝜃𝜙(𝜆; 𝑝) = sup
𝑢∈𝐵

(︂
(1− 𝑝)𝜇𝑢

(︂
exp

{︂
𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂}︂
− 1

)︂
− 𝜆𝑓(𝑢)

)︂
.
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3 Оцiнювання ймовiрностi банкрутства

У даному роздiлi буде знайдено оцiнку ймовiрностi банкрутства для класичної моделi ризику, у якiй

процес ризику задано у виглядi пуассонiвської суми з 𝜙-cубгауссовими розмiрами виплат та деякою

функцiєю 𝜙. Розглянемо 𝑋(𝑡) — класичну модель ризику, що задається таким виразом:

𝑋(𝑡) = 𝑢+ 𝑐𝑡−
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ [𝑎; 𝑏], 𝑐 = 𝐶 −𝑚𝜇 > 0, (15)

де 𝑢 —початковий капiтал, 𝐶 — iнтенсивнiсть надходження премiй, 𝑚 — середнiй розмiр виплат та:

1. 𝑁𝑡 — процес Пуассона, E(𝑁𝑡) = 𝜇𝑡,

2. 𝑌𝑖 є незалежними мiж собою випадковими величинами, що мають однаковий закон розподiлу,

E(𝑌𝑖) = 0,

3. 𝑁𝑡 та послiдовнiсть випадкових величин (𝑌1, 𝑌2, . . .) — незалежнi,

4. випадковi величини 𝑌𝑖 належать до простору Sub𝜙(Ω), де

𝜙(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝑥|𝜔
𝜔 , якщо |𝑥| ≥ 1,

𝑥2

𝜔 , якщо |𝑥| < 1;

якщо 2 < 𝜔 < 3,

|𝑥|𝜔
𝜔 , 𝑥 ∈ R, якщо 1 < 𝜔 ≤ 2;

Теорема 6. Нехай 𝑋(𝑡) є класичним процесом ризику, для якого виконуються такi твердження:

∙ випадковий процес 𝑋(𝑡) задається виразом (15);

∙ випадковий процес 𝑋(𝑡) задовольняє умови 1.-4.;

∙ випадковий процес 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ [𝑎; 𝑏] є строго 𝜓-субгауссовим з визначальною сталою

𝐶𝑆 = 1, функцiя 𝜓(𝑥) дорiвнює

𝜓(𝑥) = 𝜇𝑡(exp{𝜙(𝑥)} − 1), 𝑥 ∈ R, 𝑡 — фiксоване.
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Тодi для всiх 𝑝 ∈ 𝐴, де

𝐴 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(0; 1), якщо 𝜏𝜙(𝑌1) > 1
4 , 𝜏𝜙(𝑌1) ≥

(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔

,(︁
1−

(︀
𝜇
𝜔𝑐

)︀ 1
𝜔 𝜏𝜙(𝑌1); 1

)︁
, якщо 1

4 < 𝜏𝜙(𝑌1) ≤
(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔

,

(0; 𝑝−) ∪ (𝑝+, 1), якщо
(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔 ≤ 𝜏𝜙(𝑌1) ≤ 1

4 ,

((0; 𝑝−) ∪ (𝑝+, 1)) ∩
(︁
1−

(︀
𝜇
𝜔𝑐

)︀ 1
𝜔 𝜏𝜙(𝑌1); 1

)︁
, якщо 𝜏𝜙(𝑌1) ≤ 1

4 , 𝜏𝜙(𝑌1) <
(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔

;

𝑝− =
1−

√︀
1− 4𝜏𝜙(𝑌1)

2
, 𝑝+ =

1 +
√︀

1− 4𝜏𝜙(𝑌1)

2
;

виконуються нерiвностi

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑢} ≤ 𝑍0(𝑢),

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > −𝑢} ≤ 𝑍0(𝑢),

𝑃{|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑢} ≤ 2𝑍0(𝑢),

де

𝑍0(𝑢) = inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿

𝑒2−𝑏𝜇
22−𝑝

𝑝4−2𝑝
· exp

{︂
𝑏𝜇 exp

{︂
(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

(︂
𝜆

1− 𝑝

)︂𝜔}︂
+

+
2𝜇(𝑏− 𝑎)(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
𝜆𝜔 +

(𝑏− 𝑎)

2

𝑝4

1− 𝑝2
𝜆− (𝑢+ 𝑏𝑐)𝜆

}︂
,

𝐿 — множина значень (𝜆; 𝑝) таких, що задовольняють систему нерiвностей

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜆 ≥ (1−𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

(︂
1 +

[︂(︁
𝜔𝑐

𝜇𝜏𝜙(𝑌1)
1−𝑝
𝑝𝜔−1

)︁ 1
𝜔−1 − 1

]︂
I{𝑝∈𝐾}

)︂
,

0 < 𝜆 < 1,

𝑝 ∈ 𝐴;

𝐾 =

{︂
𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜇𝜏𝜙(𝑌1)

𝜔𝑐
𝑝𝜔−1 + 𝑝− 1 > 0

}︂
, I{𝑝∈𝐾} =

⎧⎪⎨⎪⎩1, якщо 𝑝 ∈ 𝐾,

0, якщо 𝑝 ̸∈ 𝐾.

Доведення. Для доведення теореми буде використано Теорему 4 у випадку, коли:

𝑓(𝑡) = 𝑐𝑡, 𝐵 = [𝑎; 𝑏], 𝛿(𝑡) = 𝑡, 𝑟(𝑠) = 𝑠𝛼, 𝛼 ∈
(︂
0;

1

2

)︂
, 𝜈 ≥ 1

1− 𝑝
, 𝑝 ∈ (0; 1), 𝜌(𝑡; 𝑠) = |𝑡− 𝑠|,

𝜎(ℎ), ℎ > 0 — неперервна монотонно зростаюча функцiя, яка задовольняє такi умови:

lim
ℎ→0

𝜎(ℎ) = 0, sup
𝜌(𝑡;𝑠)≤ℎ

𝜏𝜓(𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠)) ≤ 𝜎(ℎ),
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𝛽 — довiльне число, яке задовольняє умову

0 < 𝛽 ≤ 𝜎( inf
𝑠∈𝐵

sup
𝑡∈𝐵

𝜌(𝑡; 𝑠))

𝜙(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝑥|𝜔
𝜔 , якщо |𝑥| ≥ 1,

𝑥2

𝜔 , якщо |𝑥| < 1;

якщо 2 ≤ 𝜔 < 3,

|𝑥|𝜔
𝜔 , якщо 𝑥 ∈ R, 1 < 𝜔 < 2;

Проте для можливостi використання Теореми 4 потрiбно, щоб функцiя 𝜎(ℎ) мала вираз, iдентичний

тому, який використовувався у теоремi 5:

𝜎(ℎ) =
(︀
𝜇ℎE(𝑌1)

2
)︀ 1

2 .

Спочатку потрiбно перевiрити, чи можна визначити функцiю 𝜎(ℎ) виразом з попереднього рядка i у

разi пiдтвердження такої можливостi задати для неї саме такий вираз.

За умовою теореми процес 𝑆(𝑡) є строго 𝜓 субгауссовим з визначальною сталою 𝐶𝑆 = 1, тому

𝜏𝜓(𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠)) ≤
(︁
E (𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠))

2
)︁ 1

2

=
(︀
𝜇|𝑡− 𝑠|E(𝑌1)

2
)︀ 1

2 =⇒

=⇒ sup
𝜌(𝑡;𝑠)≤ℎ

𝜏𝜓(𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠)) ≤ sup
𝜌(𝑡;𝑠)≤ℎ

(︀
𝜇|𝑡− 𝑠|E(𝑌1)

2
)︀ 1

2 , 𝜌(𝑡; 𝑠) = |𝑡− 𝑠| =⇒

=⇒ sup
𝜌(𝑡;𝑠)≤ℎ

𝜏𝜓(𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠)) ≤
(︀
𝜇ℎE(𝑌1)

2
)︀ 1

2 ,

враховуючи останню нерiвнiсть, функцiю 𝜎(ℎ), ℎ > 0 дiйсно можна визначити так:

𝜎(ℎ) =
(︀
𝜇ℎE(𝑌1)

2
)︀ 1

2 , ℎ > 0.

Отже, можливе i використання Теореми 4.

Для подальших мiркувань, потрiбних для доведення даної теореми, слiд визначити знайти обернену

до 𝜎(ℎ) функцiю 𝜎(−1)(ℎ):

𝜎(ℎ) =
(︀
𝜇ℎE(𝑌1)

2
)︀ 1

2 , ℎ > 0 =⇒ 𝜎(−1)(ℎ) =
ℎ2

𝜇E(𝑌1)
, ℎ > 0.

Також потрiбно уточнити обмеження для 𝛽. Згiдно з умов теореми:

0 < 𝛽 ≤ 𝜎

(︂
inf
𝑠∈𝐵

sup
𝑡∈𝐵

𝜌(𝑡; 𝑠)

)︂
, 𝜌(𝑡; 𝑠) = |𝑡− 𝑠|, 𝐵 = [𝑎; 𝑏],
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тодi

sup
𝑡∈𝐵

𝜌(𝑡; 𝑠) = sup
𝑡∈[𝑎;𝑏]

|𝑡− 𝑠| =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑏− 𝑠, 𝑠 < 𝑎+𝑏
2 ,

𝑠− 𝑎, 𝑠 ≥ 𝑎+𝑏
2 ;

=⇒

=⇒ inf
𝑠∈𝐵

sup
𝑡∈𝐵

𝜌(𝑡; 𝑠) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
inf

𝑠∈[𝑎; 𝑎+𝑏
2 )

(𝑏− 𝑠), 𝑠 < 𝑎+𝑏
2 ,

inf
𝑠∈[ 𝑎+𝑏

2 ;𝑏]
(𝑠− 𝑎), 𝑠 ≥ 𝑎+𝑏

2 ;

=
𝑏− 𝑎

2
=⇒

=⇒ 𝜎

(︂
inf
𝑠∈𝐵

sup
𝑡∈𝐵

𝜌(𝑡; 𝑠)

)︂
= 𝜎

(︂
𝑏− 𝑎

2

)︂
=

(︂
𝜇(𝑏− 𝑎)E(𝑌1)

2

2

)︂ 1
2

,

звiдки маємо такi обмеження для 𝛽:

0 < 𝛽 ≤
(︂
𝜇(𝑏− 𝑎)E(𝑌1)

2

2

)︂ 1
2

.

Вирази для функцiй 𝜎(ℎ), 𝜎(−1)(ℎ) та обмеження для 𝛽 визначено, причому отримана функцiя 𝜎(ℎ) не

вiдрiзняється вiд функцiї 𝜎(ℎ) з Теореми 4. Почнемо доведення теореми, починаючи зi знаходження

або значень виразiв, що використовуються у Теоремi 4, або обмежень справа для цих значень.

+∞∑︁
𝑘=2

𝛿

(︂
𝛽2𝑝2𝑘

𝜇E(𝑌1)2

)︂
=

+∞∑︁
𝑘=2

𝛽2𝑝2𝑘

𝜇E(𝑌1)2
=

𝛽2

𝜇E(𝑌1)2
· 𝑝4

1− 𝑝2
=

𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝜇E(𝑌1)2
;

Значення ряду 𝑀 = 𝛽2(1−𝑝)
E(𝑌1)2

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
залежить вiд значення функцiї 𝜙(𝑥) за рiзних

значень 𝜆𝜏𝜙(𝑌1)
(1−𝑝)𝑝𝑘−1 та 𝜔. Звiдси випливає, що ряд𝑀 може приймати нескiнченну кiлькiсть значень, проте

надалi розглядатиметься лише випадок, у якому

𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1
≥ 1, ∀𝑘 ∈ N∖{1} та 𝜔 ∈ (1; 3).

Причиною даного вибору є границя

lim
𝑘→+∞

𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1
= +∞,

звiдки випливає, що

∃𝑘0 ∈ N∖{1}, ∀𝑘 > 𝑘0, 𝑘 ∈ N∖{1} 𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1
≥ 1,

тобто за будь-яких обраних значень 𝜆, 𝑝 та випадкової величини 𝑌 розглядатиметься ряд, схожий

на 𝑀 при 𝜆𝜏𝜙(𝑌1)
(1−𝑝)𝑝𝑘−1 ≥ 1, ∀𝑘 ∈ N∖{1}, 𝜔 ∈ (1; 3), рiзниця мiж рядами полягатиме лише у скiнченнiй
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кiлькостi доданкiв. Додатково слiд зауважити, що

𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1
≥ 1, ∀𝑘 ∈ N∖{1} ⇐⇒ min

𝑘≥2

{︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

}︂
=
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝
≥ 1,

тому замiсть умови
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1
≥ 1, ∀𝑘 ∈ N∖{1} та 𝜔 ∈ (1; 3)

можна розглядати умову
𝜆

(1− 𝑝)𝑝
≥ 1

𝜏𝜙(𝑌1)
та 𝜔 ∈ (1; 3).

Враховуючи попереднi мiркування, маємо

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
=

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1 1

𝜔

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂𝜔
=

=
1

𝜔

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂𝜔 +∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1−𝜔(𝑘−1) =
1

𝜔

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂𝜔 +∞∑︁
𝑘=2

𝑝(3−𝜔)𝑘−1+𝜔 =

=
1

𝜔

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂𝜔 +∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1−𝜔(𝑘−1) =
1

𝜔

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂𝜔
𝑝5−𝜔

1− 𝑝3−𝜔
=⇒

=⇒ 𝛽2(1− 𝑝)

𝐸(𝑌1)2

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
=
𝛽2(1− 𝑝)

𝐸(𝑌1)2
· 1
𝜔

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂𝜔
𝑝5−𝜔

1− 𝑝3−𝜔
=

=
𝛽2(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔E(𝑌1)2
𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
.

Якщо 𝑠 ≤ 𝛽, то:

𝜎(−1)(𝑠) ≤ 𝜎(−1)(𝛽) ≤ 𝜎(−1)

(︃(︂
𝜇(𝑏− 𝑎)E(𝑌1)

2

2

)︂ 1
2

)︃
=
𝑏− 𝑎

2
=⇒ 1 ≤ 𝑏− 𝑎

2𝜎(−1)(𝑠)
,

також вiрною є нерiвнiсть

𝑁𝐵(𝑠) ≤
𝑏− 𝑎

2𝑠
+ 1,

тодi:

𝑁𝐵

(︂
𝑠2

𝜇𝐸(𝑌1)2

)︂
= 𝑁𝐵(𝜎

(−1)(𝑠)) ≤ 𝑏− 𝑎

2𝜎(−1)(𝑠)
+ 1 ≤ 𝑏− 𝑎

2𝜎(−1)(𝑠)
+

𝑏− 𝑎

2𝜎(−1)(𝑠)
=

𝑏− 𝑎

𝜎(−1)(𝑠)
,

звiдки

𝑟(−1)

(︃
1

𝛽𝑝

∫︁ 𝛽𝑝2

0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑠2

𝜇𝐸(𝑌1)2

)︂)︂
d𝑠

)︃
≤

(︃
1

𝛽𝑝

∫︁ 𝛽𝑝2

0

(︂
𝑏− 𝑎

𝜎(−1)(𝑠)

)︂𝛼
d𝑠

)︃ 1
𝛼

=

= (𝑏− 𝑎)𝜇𝐸(𝑌1)
2

(︃
1

𝛽𝑝

∫︁ 𝛽𝑝2

0

𝑠−2𝛼d𝑠

)︃ 1
𝛼

=
𝑏− 𝑎

(𝛽𝑝)2
𝜇𝐸(𝑌1)

2(1− 2𝛼)−
1
𝛼 , 0 < 𝛼 <

1

2
;
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Враховуючи попереднi мiркування, можна знайти такi обмеження для деяких значень з Теореми 4:

𝐻𝐵

(︂
(𝛽𝑝)2

𝜇𝐸(𝑌1)2

)︂
= 𝐻𝐵

(︁
𝜎(−1)(𝛽𝑝)

)︁
= ln

(︁
𝑁𝐵

(︁
𝜎(−1)(𝛽𝑝)

)︁)︁
≤ ln

(︂
𝑏− 𝑎

(𝛽𝑝)2
𝜇𝐸(𝑌1)

2

)︂
;

sup
𝑢∈[𝑎;𝑏]

(𝜇𝑢 (exp{𝜙(𝜈𝜆𝜏𝜙(𝑌1))} − 1)− 𝜆𝑓(𝑢)) = sup
𝑢∈[𝑎;𝑏]

𝑢

[︂
𝜇

(︂
exp

{︂
(𝜈𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

}︂
− 1

)︂
− 𝜆𝑐

]︂
=

=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑏
[︁
𝜇
(︁
exp

{︁
(𝜈𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

}︁
− 1
)︁
− 𝜆𝑐

]︁
, якщо exp

{︁
(𝜈𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

}︁
≥ 1 + 𝜆𝑐

𝜇 ,

𝑎
[︁
𝜇
(︁
exp

{︁
(𝜈𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

}︁
− 1
)︁
− 𝜆𝑐

]︁
, якщо exp

{︁
(𝜈𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

}︁
≤ 1 + 𝜆𝑐

𝜇 ;

для 𝜆 > 0 таких, що задовольняють нерiвнiсть

𝜆 ≥
(︂
𝜔𝑐

𝜇
(𝜈𝜏𝜙(𝑌1))

−𝜔
)︂ 1

𝜔−1

,

вiрними є такi мiркування:

exp

{︂
(𝜈𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

}︂
≥ 1 +

(𝜈𝜆𝜏𝜙(𝑌1))
𝜔

𝜔
≥ 1 +

𝜆𝑐

𝜇
=⇒

=⇒ sup
𝑢∈[𝑎;𝑏]

𝑢

[︂
𝜇

(︂
exp

{︂
(𝜈𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

}︂
− 1

)︂
− 𝜆𝑐

]︂
= 𝑏

[︂
𝜇

(︂
exp

{︂
(𝜈𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

}︂
− 1

)︂
− 𝜆𝑐

]︂
.

Нехай 𝜈 = 1
1−𝑝 , тодi, враховуючи отриману рiвнiсть, маємо таку нерiвнiсть:

𝑊 (𝜆; 𝑝;𝛽) ≤ (1− 𝑝)ln
(𝑏− 𝑎)𝜇𝐸(𝑌1)

2

(𝛽𝑝)2
+ 𝑏

(︂
𝜇

(︂
exp

{︂
(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔(1− 𝑝)𝜔+1

}︂
− 1

)︂
− 𝜆𝑐

)︂
,

якщо 𝜆 ≥
(︁
𝜔𝑐
𝜇 (𝜈𝜏𝜙(𝑌1))

−𝜔
)︁ 1

𝜔−1

.

Впродовж доведення теореми вже було утворено та використано декiлька нерiвностей, якi повиннi

виконуватися одночасно:

𝜆

(1− 𝑝)𝑝
≥ 1

𝜏𝜙(𝑌1)
(16)

𝜆 ≥

(︃
𝜔𝑐

𝜇

(︂
𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂−𝜔
)︃ 1

𝜔−1

; (17)
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утворимо з них систему нерiвностей для 𝑝 ∈ (0; 1) i 𝜆 ∈ (0; 1), тодi отримаємо

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜆 ≥ (1−𝑝)𝑝
𝜏𝜙(𝑌1)

,

𝜆 ≥
(︁
𝜔𝑐
𝜇

(︁
1−𝑝
𝜏𝜙(𝑌1)

)︁𝜔)︁ 1
𝜔−1

,

0 < 𝑝 < 1,

0 < 𝜆 < 1.

(18)

Вiдразу можна зауважити, що i (1−𝑝)𝑝
𝜏𝜙(𝑌1)

, i
(︁
𝜔𝑐
𝜇

(︁
1−𝑝
𝜏𝜙(𝑌1)

)︁𝜔)︁ 1
𝜔−1

є невiд’ємними за даних умов, проте варто

перевiрити, чи завжди iснуватимуть значення 𝑝 такi, щоб вищеописанi вирази були обмеженi числом 1

одночасно, бо у протилежному випадку виконання хоча б одної з нерiвностей (16) та (17) є неможливим.

Розв’яжемо обидвi нерiвностi вiдносно 𝑝:

(1− 𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)
< 1 =⇒ 𝑝− 𝑝2 < 𝜏𝜙(𝑌1) =⇒ 𝑝2 − 𝑝 > −𝜏𝜙(𝑌1) =⇒

=⇒
(︂
𝑝− 1

2

)︂2

>
1

4
− 𝜏𝜙(𝑌1) =⇒

=⇒

⎧⎪⎨⎪⎩𝑝 ∈ (0; 1) ∩ R, якщо 𝜏𝜙(𝑌1) > 1
4 ,

𝑝 ∈ (0; 1) ∩ ((−∞; 𝑝−) ∪ (𝑝+; +∞)), якщо 𝜏𝜙(𝑌1) ≤ 1
4

=⇒

=⇒

⎧⎪⎨⎪⎩𝑝 ∈ (0; 1), якщо 𝜏𝜙(𝑌1) > 1
4 ,

𝑝 ∈ (0; 𝑝−) ∪ (𝑝+, 1), якщо 𝜏𝜙(𝑌1) ≤ 1
4 ,

де 𝑝− =
1−

√︀
1− 4𝜏𝜙(𝑌1)

2
, 𝑝+ =

1 +
√︀
1− 4𝜏𝜙(𝑌1)

2
;(︂

𝜔𝑐

𝜇

(︂
1− 𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

)︂𝜔)︂ 1
𝜔−1

< 1 =⇒
(︂

1− 𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

)︂𝜔
<

𝜇

𝜔𝑐
=⇒

=⇒ 1− 𝑝 <
(︁ 𝜇
𝜔𝑐

)︁ 1
𝜔

𝜏𝜙(𝑌1) =⇒ 𝑝 > 1−
(︁ 𝜇
𝜔𝑐

)︁ 1
𝜔

𝜏𝜙(𝑌1) =⇒

=⇒

⎧⎪⎨⎪⎩𝑝 ∈ (0; 1), якщо 𝑧 ≥ 1,

𝑝 ∈ (1− 𝑧; 1), якщо 𝑧 < 1,

де 𝑧 =
(︁ 𝜇
𝜔𝑐

)︁ 1
𝜔

𝜏𝜙(𝑌1) > 0.

З отриманих розв’язкiв можна зробити висновок, що за будь-якого значення норми 𝜏𝜙(𝑌1) множина зна-

чень 𝑝 таких, що нерiвностi (16) та (17), не є порожньою, тобто за будь-якого обраного 𝜙-субгауссового

випадкового процесу система (18) має розв’язок. Щоправда, множина можливих значень для 𝑝 може

бути вiдмiнною вiд (0; 1) через значення 𝜏𝜙(𝑌1), тому умову в системi (18) для 𝑝 у виглядi

0 < 𝑝 < 1
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варто замiнити на

𝑝 ∈ 𝐴, де 𝐴 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(0; 1), якщо 𝜏𝜙(𝑌1) > 1
4 , 𝜏𝜙(𝑌1) ≥

(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔

,(︁
1−

(︀
𝜇
𝜔𝑐

)︀ 1
𝜔 𝜏𝜙(𝑌1); 1

)︁
, якщо 1

4 < 𝜏𝜙(𝑌1) ≤
(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔

,

(0; 𝑝−) ∪ (𝑝+, 1), якщо
(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔 ≤ 𝜏𝜙(𝑌1) ≤ 1

4 ,

((0; 𝑝−) ∪ (𝑝+, 1)) ∩
(︁
1−

(︀
𝜇
𝜔𝑐

)︀ 1
𝜔 𝜏𝜙(𝑌1); 1

)︁
, якщо 𝜏𝜙(𝑌1) ≤ 1

4 , 𝜏𝜙(𝑌1) <
(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔

.

Перепишемо систему (18), враховуючи змiну множини можливих значень 𝑝:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜆 ≥ (1−𝑝)𝑝
𝜏𝜙(𝑌1)

,

𝜆 ≥
(︁
𝜔𝑐
𝜇

(︁
1−𝑝
𝜏𝜙(𝑌1)

)︁𝜔)︁ 1
𝜔−1

,

0 < 𝜆 < 1

𝑝 ∈ 𝐴;

першi двi умови можна переписати як одну:

𝜆 ≥ (1− 𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)
, 𝜆 ≥

(︂
𝜔𝑐

𝜇

(︂
1− 𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

)︂𝜔)︂ 1
𝜔−1

=⇒ 𝜆 ≥ max

{︃
(1− 𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)
;

(︂
𝜔𝑐

𝜇

(︂
1− 𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

)︂𝜔)︂ 1
𝜔−1

}︃
,

якщо видозмiнити вираз
(︁
𝜔𝑐
𝜇

(︁
1−𝑝
𝜏𝜙(𝑌1)

)︁𝜔)︁ 1
𝜔−1

таким чином:

(︂
𝜔𝑐

𝜇

(︂
1− 𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

)︂𝜔)︂ 1
𝜔−1

=

(︂
𝜔𝑐

𝜇𝑝𝜔

(︂
(1− 𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

)︂𝜔)︂ 1
𝜔−1

=
(1− 𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

(︂
𝜔𝑐

𝜇𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

𝑝𝜔−1

)︂ 1
𝜔−1

,

то, враховуючи, що (1−𝑝)𝑝
𝜏𝜙(𝑌1)

> 0, маємо

𝜆 ≥ (1− 𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)
max

{︃
1;

(︂
𝜔𝑐

𝜇𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

𝑝𝜔−1

)︂ 1
𝜔−1

}︃
=

=
(1− 𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

(︃
1 + max

{︃
0;

(︂
𝜔𝑐

𝜇𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

𝑝𝜔−1

)︂ 1
𝜔−1

− 1

}︃)︃
.

Для продовження доведення варто попередньо розв’язати таку нерiвнiсть:

1 <

(︂
𝜔𝑐

𝜇𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

𝑝𝜔−1

)︂ 1
𝜔−1

=⇒ 𝜇𝜏𝜙(𝑌1)

𝜔𝑐
𝑝𝜔−1 < 1− 𝑝 =⇒

=⇒ 𝜇𝜏𝜙(𝑌1)

𝜔𝑐
𝑝𝜔−1 + 𝑝− 1 > 0.
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Враховуючи отриманий результат, нерiвнiсть для 𝜆 можна переписати так:

𝜆 ≥ (1− 𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

(︃
1 +

[︃(︂
𝜔𝑐

𝜇𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

𝑝𝜔−1

)︂ 1
𝜔−1

− 1

]︃
I{𝑝∈𝐾}

)︃
,

де

𝐾 =

{︂
𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜇𝜏𝜙(𝑌1)

𝜔𝑐
𝑝𝜔−1 + 𝑝− 1 > 0

}︂
, I{𝑝∈𝐾} =

⎧⎪⎨⎪⎩1, якщо 𝑝 ∈ 𝐾,

0, якщо 𝑝 ̸∈ 𝐾;

Звiдси випливає, що систему нерiвностей (18) можна переписати у такому виглядi:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜆 ≥ (1−𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

(︂
1 +

[︂(︁
𝜔𝑐

𝜇𝜏𝜙(𝑌1)
1−𝑝
𝑝𝜔−1

)︁ 1
𝜔−1 − 1

]︂
I{𝑝∈𝐾}

)︂
,

0 < 𝜆 < 1,

𝑝 ∈ 𝐴.

(19)

Для зменшення обсягу подальших записiв варто ввести множину 𝐿 – множину пар (𝜆; 𝑝) таких, що

задовольняють систему нерiвностей (19).

Отже, з усiх попереднiх мiркувань, маємо такий результат:

𝑍(𝜆; 𝑝;𝛽) ≤ inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿

(1− 2𝛼)−
1
𝛼
(𝑏− 𝑎)𝜇𝐸(𝑌1)

2

(𝛽𝑝)2
exp

{︂
(1− 𝑝)ln

(𝑏− 𝑎)𝜇𝐸(𝑌1)
2

(𝛽𝑝)2

}︂
·

· exp
{︂
𝑏

[︂
𝜇

(︂
exp

{︂
1

𝜔

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂𝜔}︂
− 1

)︂
− 𝜆𝑐

]︂
+

𝛽2 (𝜆𝜏𝜙(𝑌1))
𝜔 𝑝5−𝜔

𝐸(𝑌1)2 𝜔(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
+

+
𝜆𝛽2𝑝4

𝜇(1− 𝑝2)𝐸(𝑌1)2
− 𝜆𝑢

}︂
,

проте дану нерiвнiсть можна замiнити на

𝑍(𝜆; 𝑝;𝛽) ≤ inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿, 0<𝛼< 1

2

(1− 2𝛼)−
1
𝛼
(𝑏− 𝑎)𝜇𝐸(𝑌1)

2

(𝛽𝑝)2
exp

{︂
(1− 𝑝)ln

(𝑏− 𝑎)𝜇𝐸(𝑌1)
2

(𝛽𝑝)2

}︂
·

· exp
{︂
𝑏

[︂
𝜇

(︂
exp

{︂
1

𝜔

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂𝜔}︂
− 1

)︂
− 𝜆𝑐

]︂
+

𝛽2 (𝜆𝜏𝜙(𝑌1))
𝜔 𝑝5−𝜔

𝐸(𝑌1)2 𝜔(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
+

+
𝜆𝛽2𝑝4

𝜇(1− 𝑝2)𝐸(𝑌1)2
− 𝜆𝑢

}︂
=

= inf
0<𝛼< 1

2

(1− 2𝛼)−
1
𝛼 inf

(𝜆;𝑝)∈𝐿

(𝑏− 𝑎)𝜇𝐸(𝑌1)
2

(𝛽𝑝)2
exp

{︂
(1− 𝑝)ln

(𝑏− 𝑎)𝜇𝐸(𝑌1)
2

(𝛽𝑝)2

}︂
·

· exp
{︂
𝑏

[︂
𝜇

(︂
exp

{︂
1

𝜔

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂𝜔}︂
− 1

)︂
− 𝜆𝑐

]︂
+

𝛽2 (𝜆𝜏𝜙(𝑌1))
𝜔 𝑝5−𝜔

𝐸(𝑌1)2 𝜔(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
+

+
𝜆𝛽2𝑝4

𝜇(1− 𝑝2)𝐸(𝑌1)2
− 𝜆𝑢

}︂

27



Знайдемо значення inf
0<𝑥< 1

2

𝑔(𝑥), де 𝑔(𝑥) = (1− 2𝑥)−
1
𝑥 , 𝑥 ∈

(︀
0; 1

2

)︀
:

𝑔(𝑥) = (1− 2𝑥)−
1
𝑥 > 0 =⇒ ln 𝑔(𝑥) = − 1

𝑥
ln(1− 2𝑥) =⇒

=⇒ 𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

1

𝑥2
ln(1− 2𝑥) +

2

𝑥(1− 2𝑥)
=⇒ 𝑔′(𝑥) =

(1− 2𝑥) ln(1− 2𝑥) + 2𝑥

(1− 2𝑥)𝑥2
(1− 2𝑥)−

1
𝑥 ,

(1− 2𝑥) ln(1− 2𝑥) + 2𝑥 = (1− 2𝑥) ln(1− 2𝑥)− (1− 2𝑥) + 1 = 1 + (1− 2𝑥)(−1 + ln(1− 2𝑥)) =

= 1 + (1− 2𝑥)

(︃
−1 +

+∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1(−2𝑥)𝑛

𝑛!

)︃
= 1− (1− 2𝑥)

(︃
1 +

+∞∑︁
𝑛=1

(2𝑥)𝑛

𝑛!

)︃
>

> 1− (1− 2𝑥) = 2𝑥 > 0,

0 < 𝑥 <
1

2
=⇒ 0 < 1− 2𝑥 < 1,

1− 2𝑥 > 0, (1− 2𝑥) ln(1− 2𝑥) + 2𝑥 > 0 =⇒ 𝑔′(𝑥) > 0 =⇒

=⇒ inf
0<𝑥< 1

2

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0

(1− 2𝑥)−
1
𝑥 = 𝑒2.

Нехай 𝛽2 = 𝜇(𝑏−𝑎)𝐸(𝑌1)
2

2 , тодi, враховуючи те, що

inf
0<𝛼< 1

2

(1− 2𝛼)−
1
𝛼 = 𝑒2,

маємо твердження теореми, бо

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑢} ≤ 𝑍0(𝑢),

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > −𝑢} ≤ 𝑍0(𝑢),

𝑃{|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑢} ≤ 2𝑍0(𝑢),

де

𝑍0(𝑢) = inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿

𝑒2−𝑏𝜇
(︂

2

𝑝2

)︂2−𝑝

exp

{︂
𝑏𝜇 exp

{︂
(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

(︂
𝜆

1− 𝑝

)︂𝜔}︂
+

+
2𝜇(𝑏− 𝑎)(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
𝜆𝜔 +

(𝑏− 𝑎)

2

𝑝4

1− 𝑝2
𝜆− (𝑢+ 𝑏𝑐)𝜆

}︂
.

■

Наслiдок 1. Нехай випадковий процес (𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0; 1])} задовольняє умови Теореми 6 та випадковi
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величини {𝑌𝑖, 𝑖 ≥ 1} мають двостороннiй розподiл Вейбулла виду:

P{𝜉 > 𝑥} =
1

2
exp

{︂
− 1

𝛼
𝑥𝛼
}︂
, коли 𝑥 > 0,

P{𝜉 < 𝑥} =
1

2
exp

{︂
− 1

𝛼
|𝑥|𝛼

}︂
, коли 𝑥 < 0, 𝛼 = 4.

Тодi

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑢} ≤ 𝑅0(𝑢),

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > −𝑢} ≤ 𝑅0(𝑢),

𝑃{|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑢} ≤ 2𝑅0(𝑢),

де

𝑅0(𝑢) = inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿

𝑒2−𝜇
(︂

2

𝑝2

)︂2−𝑝

· exp

{︃
𝜇 exp

{︃
3

4
𝜋

2
3

(︂
𝜆

1− 𝑝

)︂ 4
3

}︃
+

+
3

2
𝜇𝜋

2
3

𝑝
11
3

(1− 𝑝
5
3 )(1− 𝑝)

1
3

𝜆
4
3 +

1

2

𝑝4

1− 𝑝2
𝜆− (𝑢+ 𝑐)𝜆

}︃
.

Доведення. З того, що випадковi величини 𝑌𝑖, 𝑖 ≥ 1 є 𝜙-субгауссовими та мають розподiл Вейбулла

з параметром 𝛼, який задовольняє нерiвнiсть 𝛼 > 2, та прикладу 5 випливає, що функцiя 𝜙 = 𝜙(𝑦)

дорiвнює

𝜙(𝑦) =
1

𝛽
|𝑦|𝛽 , 𝑦 ∈ R,

1

𝛽
+

1

𝛼
= 1, 𝛼 = 4,

тодi:

𝛼 = 4, 𝛽 =
𝛼

𝛼− 1
=⇒ 𝛽 =

4

3
=⇒ 𝜙(𝑦) =

3

4
|𝑦| 43 ,

з виразу функцiї 𝜙(𝑦) випливає, що функцiя 𝜙(𝑦) є частковим випадком функцiї 𝜙(𝑥) з Теореми 6, у

якому параметр 𝜔 дорiвнює

𝜔 =
4

3
∈ (1; 2].

За Теоремою 6 маємо:

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑢} ≤ 𝑍0(𝑢),

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > −𝑢} ≤ 𝑍0(𝑢),

𝑃{|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑢} ≤ 2𝑍0(𝑢),
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де

inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿

𝑒2−𝑏𝜇
(︂

2

𝑝2

)︂2−𝑝

exp

{︂
𝑏𝜇 exp

{︂
(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

(︂
𝜆

1− 𝑝

)︂𝜔}︂
+

+
2𝜇(𝑏− 𝑎)(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
𝜆𝜔 +

(𝑏− 𝑎)

2

𝑝4

1− 𝑝2
𝜆− (𝑢+ 𝑏𝑐)𝜆

}︂
.

За умовою:

𝑡 ∈ [0; 1] =⇒ 𝑎 = 0, 𝑏 = 1.

З того, що випадковий процес 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖 є строго 𝜙-субгауссовим з визначальною сталою 𝐶Δ = 1,

випливає нерiвнiсть

𝜏𝜙 (𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠)) ≤ 𝐶Δ

(︁
E (𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠))

2
)︁ 1

2

=
(︀
𝜇|𝑡− 𝑠|E(𝑌1)

2
)︀ 1

2 ≤
(︀
𝜇|𝑏− 𝑎|E(𝑌1)

2
)︀ 1

2 =
(︀
𝜇E(𝑌1)

2
)︀ 1

2 .

Потрiбно знайти значення моменту другого порядку випадкової величини 𝑌 . Знайдемо його без пiд-

становки 𝛼 = 4, причому використовуватимемо позначення 𝑌 замiсть 𝑌1:

E(𝑌 )2 =

∫︁
R

𝑥2𝑓𝑌 (𝑥)d𝑥;

𝐹𝑌 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩1− 1
2 exp

{︀
− 1
𝛼𝑥

𝛼
}︀
, 𝑥 > 0,

1
2 exp

{︀
− 1
𝛼 (−𝑥)

𝛼
}︀
, 𝑥 ≤ 0,

=⇒ 𝑓𝑌 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝛼−1

2 exp
{︀
− 1
𝛼𝑥

𝛼
}︀
, 𝑥 > 0,

(−𝑥)𝛼−1

2 exp
{︀
− 1
𝛼 (−𝑥)

𝛼
}︀
, 𝑥 ≤ 0,

E(𝑌 )2 =

0∫︁
−∞

𝑥2
1

2
(−𝑥)𝛼−1𝑒−

1
𝛼 (−𝑥)𝛼d𝑥+

+∞∫︁
0

𝑥2
1

2
𝑥𝛼−1𝑒−

1
𝛼𝑥

𝛼

d𝑥 =

=

+∞∫︁
0

𝑡2
1

2
𝑡𝛼−1𝑒−

1
𝛼 𝑡

𝛼

d𝑡+

+∞∫︁
0

𝑥2
1

2
𝑥𝛼−1𝑒−

1
𝛼𝑥

𝛼

d𝑥 = 2

+∞∫︁
0

𝑥2
1

2
𝑥𝛼−1𝑒−

1
𝛼𝑥

𝛼

d𝑥 =

=

+∞∫︁
0

𝑥2𝑒−
1
𝛼𝑥

𝛼

d

(︂
1

𝛼
𝑥𝛼
)︂

=

+∞∫︁
0

(︂
𝛼 · 1

𝛼
𝑥𝛼
)︂ 2

𝛼

𝑒−
1
𝛼𝑥

𝛼

d

(︂
1

𝛼
𝑥𝛼
)︂

=

= 𝛼
2
𝛼

+∞∫︁
0

𝑡(
2
𝛼+1)−1𝑒−𝑡d𝑡 = 𝛼

2
𝛼Γ

(︂
2

𝛼
+ 1

)︂
= 𝛼

2
𝛼
2

𝛼
Γ

(︂
2

𝛼

)︂
= 2𝛼

2
𝛼−1Γ

(︂
2

𝛼

)︂
.

Зi значення E(𝑌 )2 маємо:

E(𝑌1)
2 = 2𝛼

2
𝛼−1Γ

(︂
2

𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=4

= Γ

(︂
1

2

)︂
=

√
𝜋,

звiдки

𝜏𝜙 (𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠)) ≤
√
𝜋.
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Враховуючи попереднi мiркування, маємо

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑢} ≤ 𝑍0(𝑢),

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > −𝑢} ≤ 𝑍0(𝑢),

𝑃{|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑢} ≤ 2𝑍0(𝑢),

де

𝑍0(𝑢) = inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿

𝑒2−𝑏𝜇
(︂

2

𝑝2

)︂2−𝑝

exp

{︂
𝑏𝜇 exp

{︂
(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

(︂
𝜆

1− 𝑝

)︂𝜔}︂
+

+
2𝜇(𝑏− 𝑎)(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
𝜆𝜔 +

(𝑏− 𝑎)

2

𝑝4

1− 𝑝2
𝜆− (𝑢+ 𝑏𝑐)𝜆

}︂
≤

≤ inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿

𝑒2−𝜇
(︂

2

𝑝2

)︂2−𝑝

· exp

{︃
𝜇 exp

{︃
3

4
𝜋

2
3

(︂
𝜆

1− 𝑝

)︂ 4
3

}︃
+

+
3

2
𝜇𝜋

2
3

𝑝
11
3

(1− 𝑝
5
3 )(1− 𝑝)

1
3

𝜆
4
3 +

1

2

𝑝4

1− 𝑝2
𝜆− (𝑢+ 𝑐)𝜆

}︃
:= 𝑅0(𝑢).

■

Наслiдок 2. Нехай випадковий процес 𝑋(𝑡) задовольняє умови Теореми 6 та функцiя 𝜙(𝑥) дорiвнює

𝜙(𝑥) =
𝑥2

2
, 𝑥 ∈ R,

тобто функцiя 𝜙(𝑥) є частковим випадком функцiї 𝜙 з Теореми 6, коли 𝜔 = 2. Тодi маємо результат,

схожий на результат з теореми про оцiнку ймовiрностi банкрутства субгауссового процесу ризику,

доведеної у [9], бо

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑢} ≤ 𝑍0(𝑢),

𝑃{(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > −𝑢} ≤ 𝑍0(𝑢),

𝑃{|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑢} ≤ 2𝑍0(𝑢),

де

𝑍0(𝑢) = inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿

𝑒2−𝑏𝜇
(︂

2

𝑝2

)︂2−𝑝

exp

{︂
𝑏𝜇 exp

{︂
(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

(︂
𝜆

1− 𝑝

)︂𝜔}︂
+

+
2𝜇(𝑏− 𝑎)(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
𝜆𝜔 +

(𝑏− 𝑎)

2

𝑝4

1− 𝑝2
𝜆− (𝑢+ 𝑏𝑐)𝜆

}︂⃒⃒⃒⃒
𝜔=2

=

= inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿

𝑒2−𝑏𝜇
(︂

2

𝑝2

)︂2−𝑝

exp

{︃
𝑏𝜇 exp

{︃
(𝜏𝜙(𝑌1))

2

2

(︂
𝜆

1− 𝑝

)︂2
}︃
+

+𝜇(𝑏− 𝑎)(𝜏𝜙(𝑌1))
2 𝑝3

(1− 𝑝)2
𝜆2 +

(𝑏− 𝑎)

2

𝑝4

1− 𝑝2
𝜆− (𝑢+ 𝑏𝑐)𝜆

}︂
.
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Зауваження 3. Рiзниця мiж значеннями 𝑍0(𝑢) у Наслiдку 2 та вказанiй теоремi полягає лише у

множинi допустимих значень (𝜆; 𝑝). Проте, якщо врахувати те, що умова 𝜆
(1−𝑝)𝑝 ≥ 1

𝜏𝜙(𝑌1)
, через

яку данi множини допустимих значень вiдрiзняються мiж собою, використовується лише через

специфiку функцiї 𝜙(𝑥) з Теореми 6 при обраннi параметра 𝜔 з iнтервалу ∈ (2; 3), то даною умовою

у Теоремi 6 можна знехтувати при обраннi параметра з напiвiнтервалу (1; 2]. У такому випадку

результати з Наслiдку 2 та вказаної у ньому теореми є однаковими.
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Висновки

У данiй магiстерськiй дисертацiї дослiджено класичну модель ризику з 𝜙-субгауссовими величина-

ми виплат. Для цього використано деякi вiдомостi та результати з теорiї 𝜙-субгауссових випадкових

величин та процесiв. Причина виникнення та розвитку даної теорiї полягає у неможливостi використа-

ння гауссових випадкових процесiв для аналiзу великої кiлькостi процесiв ризику, що зустрiчаються

у задачах страхової математики, теорiї масового обслуговування тощо. Використання 𝜙-субгауссових

випадкових величин дозволяє аналiзувати не лише тi процеси ризику, для моделювання яких вико-

ристовуються гауссовi процеси, а й тi, що моделюються двостороннiм розподiлом Вейбулла, дробовим

броунiвським рухом тощо.

Процес ризику, який було розглянуто у роботi, є класичним процесом ризику у виглядi пуассо-

нiвської суми випадкових величин, що мають 𝜙-субгауссовий розподiл. Основна увага була придiлена

оцiнюванню ймовiрностi виходу траєкторiї 𝜙-субгауссового випадкового процесу за рiвень, заданий де-

якою неперервною функцiєю. Було наведено теорему зi статтi [9] про оцiнку вищевказаної ймовiрностi.

У роботi отримано оцiнку ймовiрностi банкрутства для процесу ризику з 𝜙-субгауссовими випад-

ковими величинами виплат у випадку, коли функцiя 𝜙 = 𝜙(𝑥) дорiвнює

𝜙(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝑥|𝜔
𝜔 , якщо |𝑥| ≥ 1,

𝑥2

𝜔 , якщо |𝑥| < 1;

якщо 2 < 𝜔 < 3,

|𝑥|𝜔
𝜔 , 𝑥 ∈ R, якщо 1 < 𝜔 ≤ 2.

Отриманi результати застосовано до процесiв ризику, у яких страховi виплати мають субгауссовий

розподiл (наприклад, нормальний розподiл) та двостороннiй розподiл Вейбулла.

33



Список використаних джерел

[1] Buldygin V. V. and Kozachenko Yu. V., Metric characterization of random variables and random

processes. American Mathematical Society, Providence RI, 2000.

[2] Chen Q., Gerlach R. H. . The two-sided Weibull distribution and forecasting financial tail risk. Internati-

onal Journal of Forecasting, Volume 29, Issue 4, 2013, p. 527-540
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