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Реферат

Магiстерська дисертацiя: 39 сторiнок, 17 слайдiв для проектора, 11 пер-

шоджерел.

В роботi дослiджуються асимптотичнi властивостi оцiнки найменших

квадратiв параметрiв коварiацiйної функцiї спостережуваного стацiонарно-

го процесу з неперервним часом та нульовим середнiм.

Мета роботи полягає в отриманнi вимог до стацiонарного процесу, за

яких оцiнка найменших квадратiв параметрiв його коварiацiйної функцiї є

сильно консистентною та асимптотично нормальною.

Завданням роботи є доведення сильної консистентностi та асимптотичної

нормальностi оцiнки найменших квадратiв параметрiв стацiонарного процесу

з неперервним часом спостереження. Об’єктом дослiдження є математична

модель стацiонарного процесу, що задовольняє деякi умови регулярностi.

Для оцiнювання невiдомих параметрiв коварiацiйної функцiї стацiонар-

ного процесу запропоновано оцiнку найменших квадратiв, що використовує

коварiограму, тобто непараметричну оцiнку самої коварiацiйної функцiї.

В роботi доведено теореми про сильну консистентнiсть та асимптотичну

нормальнiсть оцiнки найменших квадратiв параметрiв коварiацiйної функцiї

стацiонарного процесу при виконаннi певних умов перемiшування, моментних

умов та умов iнтегровностi похiдних коварiацiйної функцiї за параметрами.

Ключовi слова: стацiонарний процес, коварiацiйна функцiя, оцiнка най-

менших квадратiв, сильна консистентнiсть, асимптотична нормальнiсть.
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Abstract

Master degree thesis contains 39 pages, 17 slides for projector, 11 primary

sources.

Master’s thesis examines the asymptotic properties of the least squares esti-

mate of the stationary process covariance function parameter with continuous

observation time and zero mean.

The goal of this study is to obtain conditions under which the specified lest

squares estimate is strongly consistent and asymptotically normal.

The task of the work is to prove the strong consistency and asymptotic

normality of least squares estimate of the parameters of a stationary process

covariance function. The object of study is a mathematical model of a stationary

process that satisfies certain regularity conditions.

To estimate the unknown parameter of the covariance function of a stationary

process, the least squares estimate is proposed that uses the covariogram of this

process.

In the thesis the theorems are proved on the strong consistency and asymptotic

normality of the least squares estimates of the parameter of the covariance functi-

on of a stationary process under certain mixing conditions, moment conditions

and integrability conditions for the derivatives of the covariance function with

respect to the parameters.

Keywords: stationary process, covariance function, least squares estimate,

strong consistency, asymptotic normality.



6

Змiст

Вступ 7

1 Сильна консистентнiсть оцiнки найменших квадратiв 9

2 Асимптотична нормальнiсть оцiнки найменших

квадратiв 19

3 Висновки 37

Список використаних джерел 38



7

Вступ

Оцiнювання коварiацiйних функцiй стохастичних процесiв є дуже ва-

жливою статистичною задачею. Обмежуючи себе розгляданням тiльки ста-

цiонарних процесiв, слiд зауважити, що основна увага фахiвцiв прикута до не-

параметричних оцiнок коварiацiйних функцiй. В оглядовiй роботi Bilchouris,

Olenko [1] наведено 20 рiзних непараметричних оцiнок коварiацiйних функцiй

стацiонарних процесiв. Серед цих оцiнок найбiльшу популярнiсть мають ко-

варiограми, яким присвячена неосяжна кiлькiсть теоретичних та прикладних

робiт (див., наприклад, Ivanov, Leonenko [2], Buldygin, Kozachenko [3] та чи-

сленнi посилання в цих монографiях).

Оцiнюванню невiдомих параметрiв коварiацiйних функцiй в статисти-

чнiй лiтературi придiляється значно менша увага. Багато в чому це пояснює-

ться iснуванням розвинутої теорiї оцiнювання параметрiв спектральних щiль-

ностей стацiонарних процесiв (див., наприклад, Ivanov, Leonenko, Orlovskyi

[4] та лiтературнi посилання, що там знаходяться). Оскiльки коварiацiйна

функцiя стацiонарного процесу є перетворенням Фур’є спектральної щiльно-

стi, а спектральна щiльнiсть є оберненим перетворенням Фур’є коварiацiйної

функцiї, то, взагалi кажучи, вони залежать вiд однiєї й тiєї ж сукупностi

параметрiв. Але може так статися, що невiдомi параметри ковiрiацiйної фун-

кцiї входять у спектральну щiльнiсть як конгломерати, тобто в порiвняннi

з параметрами коварiацiйної функцiї, вони пов’язанi складнiшими функцiо-

нальними залежностями. Це створює штучнi проблеми, беручи до уваги, що

параметри коварiацiйної функцiї мають фiзичний сеанс i представляють осо-

бливий iнтерес для дослiдника. Тут можна послатися на роботи Sakrison [5],

Zhengynan Zhu, Stein [6], Bachoc [7],[8].

У нашiй роботi невiдомi параметри коварiацiйної функцiї спостережу-

ваного стацiонарного стохастичного процесу оцiнено з використанням кова-
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рiограми цього процесу методом найменших квадратiв за припущенням, що

є вiдомим аналiтичний вигляд цiєї коварiацiйної функцiї. За деяких умов

регулярностi спостережуваного процесу доведено сильну консистентнiсть та

асимптотичну нормальнiсть оцiнки найменших квадратiв (ОНК) невiдомого

векторного параметра вказаної коварiацiйної функцiї.
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1 Сильна консистентнiсть оцiнки найменших квадратiв

Нехай на iнтервалi часу [0, 2T] спостерiгається дiйсний стацiонарний про-

цес {𝑋(𝑡) | 𝑡 ∈ R}, заданий на ймовiрнiсному просторi (Ω,F, 𝑃 ), такий, що

E𝑋(0) = 0. Припустимо, що 𝑋(𝑡) — вибiрково неперервний стохастичний

процес, коварiацiйна функцiя якого залежить вiд невiдомого параметра, а

саме:

E𝑋(𝑡)𝑋(0) = 𝐵(𝑡, 𝜃0), 𝜃0 ∈ Θ ⊂ R𝑞, (1.1)

де Θ — вiдкрита обмежена опукла множина.

Проблема полягає в оцiнюваннi параметра 𝜃0 = (𝜃01, . . . , 𝜃
0
𝑞) за реалiзацi-

єю процесу {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2T]}. У якостi оцiнки 𝜃0 оберемо випадковий вектор

𝜃𝑇 = (𝜃1𝑇 , . . . , 𝜃𝑞𝑇 ), який мiнiмiзує на Θ𝐶 (Θ𝐶 є замиканням Θ в R𝑞) функцiо-

нал

𝑄T(𝜃) =

∫︁ T

0

[︂
T−1

∫︁ T

0

𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)𝑑𝑡−𝐵(ℎ, 𝜃)

]︂2
𝑑ℎ. (1.2)

Подальшi припущення забезпечують iснування 𝜃T, хоча 𝜃T може бути не

єдиною оцiнкою. Випадковий вектор 𝜃T природно назвати ОНК параметра 𝜃0.

Зауважимо, що в означеннi 𝜃T використовується коварiограма проце-

су𝑋(𝑡)

̃︀𝐵𝑇 (ℎ) = T−1

T∫︁
0

𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)𝑑𝑡, ℎ ∈ [0,T], (1.3)

яка є непараметричною оцiнкою невiдомої коварiацiйної функцiї 𝐵(ℎ, 𝜃0),

ℎ ∈ [0,T]. Природно вважати, що функцiя 𝐵(𝑡, 𝜃) є коварiацiйною функцiєю

деякого стацiонарного процесу для кожного 𝜃 ∈ Θ𝐶 .

Введемо деякi умови.

A1. 𝑋(𝑡) — гауссiвський процес та

sup
𝐴∈𝜎(𝜏,+∞)
𝐵∈𝜎(−∞,0)

⃒⃒
𝑃 (𝐴𝐵)− 𝑃 (𝐴)𝑃 (𝐵)

⃒⃒
= 𝛼(𝜏) = 𝑂(𝜏−1−𝜀) при 𝜏 → +∞ (1.4)
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для деякого 𝜀 > 0; 𝜎(𝑎, 𝑏) — це 𝜎-алгебра, породжена сукупнiстю випад-

кових величин {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏)}.

A2. (Умова Розанова[10])𝑋(𝑡) — строго стацiонарний процес, що задовiльняє

спiввiдношення (1.4) та E|𝑋(𝑡)|4+𝛿 <∞ для деякого 𝛿 > 8/𝜀.

B1. 𝐵(ℎ, 𝜃) ∈ 𝐶(R×Θ𝐶); max
𝜃∈Θ𝐶

⃒⃒
𝐵(ℎ, 𝜃)

⃒⃒
≤ 𝐵(ℎ); ℎ ∈ [0,∞);

∞∫︀
0

ℎ𝐵(ℎ)𝑑ℎ <∞.

B2. 𝐵(ℎ, 𝜃1) ̸≡ 𝐵(ℎ, 𝜃2) для будь-яких 𝜃1 ̸= 𝜃2, 𝜃1, 𝜃2 ∈ Θ𝐶 .

З умови B1 випливає iснування неперервної та обмеженої за 𝜆 ∈ R фун-

кцiї 𝑓(𝜆, 𝜃), що визначено спiввiдношенням

𝐵(ℎ, 𝜃) =

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜆ℎ𝑓(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆. (1.5)

Функцiя 𝑓(𝜆, 𝜃0) є спектральною щiльнiстю процесу𝑋(𝑡). Iснування 𝑓(𝜆, 𝜃0)

випливає також з A1 або з A2, оскiльки A1 та A2 забеспечують iнтегров-

нiсть𝐵(ℎ, 𝜃0).

Позначимо

𝜉T(ℎ) = ̃︀𝐵T(ℎ)−𝐵(ℎ, 𝜃0), 𝜂T(𝜃) =

T∫︁
0

𝜉T(ℎ)𝐵(ℎ, 𝜃)𝑑ℎ. (1.6)

Лема 1. Нехай 𝑋(𝑡) — гауссiвський процес i виконано умову B1. Тодi

𝜁T = sup
𝜃∈Θ𝐶

|𝜂T(𝜃)| −−−→
𝑇→∞

0 майже напевно (м.н.) (1.7)

Доведення. Послiдовно отримуємо

𝜁T ≤
T∫︁

0

⃒⃒
𝜉T(ℎ)

⃒⃒
sup
𝜃∈Θ𝐶

|𝐵(ℎ, 𝜃)|𝑑ℎ ≤
T∫︁

0

⃒⃒
𝜉T(ℎ)

⃒⃒
𝐵(ℎ)𝑑ℎ ≤

≤

⎛⎝ T∫︁
0

𝐵(ℎ)𝑑ℎ

⎞⎠1/2⎛⎝ T∫︁
0

𝜉2T(ℎ)𝐵(ℎ)𝑑ℎ

⎞⎠1/2

. (1.8)
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Таким чином,

E𝜁2T ≤ 𝐶1

T∫︁
0

E𝜉2T(ℎ)𝐵(ℎ)𝑑ℎ. (1.9)

Крiм цього,

E𝜉2T(ℎ) = T−2

T∫︁
0

T∫︁
0

E𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)𝑋(𝑠+ ℎ)𝑋(𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠−𝐵2(ℎ, 𝜃0) =

= T−2

T∫︁
0

T∫︁
0

(︀
𝐵2(𝑡− 𝑠, 𝜃0) +𝐵(𝑡− 𝑠+ ℎ, 𝜃0)𝐵(𝑡− 𝑠− ℎ, 𝜃0)

)︀
𝑑𝑡𝑑𝑠. (1.10)

Для отримання (1.10) було використано тотожнiсть Iсерлiса (див., на-

приклад, Gikhman, Skorokhod [9], стор.19): для центрованого гауссiвського

вектора (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

E𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = E𝑥1𝑥2E𝑥3𝑥4 + E𝑥1𝑥3E𝑥2𝑥4 + E𝑥1𝑥4E𝑥2𝑥3. (1.11)

Отже,

E𝜁2T ≤ 𝐶1(Δ
(1)
T +Δ

(2)
T ), (1.12)

де

Δ
(1)
T = T−2

T∫︁
0

T∫︁
0

𝐵2(𝑡− 𝑠, 𝜃0)𝑑𝑡𝑑𝑠

T∫︁
0

𝐵(ℎ)𝑑ℎ ≤

≤ 𝐶2
1T

−2

T∫︁
0

T∫︁
0

𝐵2(𝑡− 𝑠, 𝜃0)𝑑𝑡𝑑𝑠 = 𝐶2
1T

−2

T∫︁
−T

(T− |𝑠|)𝐵2(𝑠, 𝜃0)𝑑𝑠 ≤

≤
(︂
𝐶2

1

⃒⃒
𝐵(0, 𝜃0)

⃒⃒ ∫︁ ∞

−∞

⃒⃒
𝐵(𝑠, 𝜃0)

⃒⃒
𝑑𝑠

)︂
T−1 = 𝑂

(︀
T−1

)︀
; (1.13)

Δ
(2)
T = T−2

T∫︁
0

𝐵(ℎ)

T∫︁
0

T∫︁
0

⃒⃒
𝐵(𝑡− 𝑠+ ℎ, 𝜃0)𝐵(𝑡− 𝑠− ℎ, 𝜃0)

⃒⃒
𝑑𝑡𝑑𝑠 𝑑ℎ =

= 2T−2

T∫︁
0

𝐵(ℎ)

T∫︁
0

𝑠∫︁
0

⃒⃒
𝐵(𝑡+ ℎ, 𝜃0)𝐵(𝑡− ℎ, 𝜃0)

⃒⃒
𝑑𝑡𝑑𝑠 𝑑ℎ ≤



12

≤ 2𝐵(0, 𝜃0)T−2

T∫︁
0

⎛⎝ T∫︁
0

𝑠∫︁
0

⃒⃒
𝐵(𝑡+ ℎ, 𝜃0)

⃒⃒
𝑑𝑡𝑑𝑠

⎞⎠𝐵(ℎ)𝑑ℎ ≤

≤ 2𝐵(0, 𝜃0)

(︂∫︁ ∞

−∞
|𝐵(𝑡, 𝜃0)|𝑑𝑡

)︂
𝐶1T

−1 = 𝑂
(︀
T−1

)︀
при T → ∞. (1.14)

Ми показади, що E𝜁2T = 𝑂
(︀
T−1

)︀
. Оберемо T = 𝑛2, тодi ряд

∞∑︀
𝑛=1

E𝜁2T𝑛

збiгається, тобто 𝜁T𝑛
−−−→
𝑇→∞

0 м.н.

Розглянемо послiдовнiсть випадкових величин:

𝑑𝑛 = sup
T𝑛≤T<T𝑛+1

⃒⃒
𝜁T − 𝜁T𝑛

⃒⃒
≤

≤ sup
T𝑛≤T<T𝑛+1

sup
𝜃∈Θ𝐶

⃒⃒⃒⃒ T𝑛∫︁
0

(𝜉T(ℎ)− 𝜉T𝑛
(ℎ))𝐵(ℎ, 𝜃)𝑑ℎ+

T∫︁
T𝑛

𝜉T(ℎ)𝐵(ℎ, 𝜃)𝑑ℎ

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ sup
T𝑛≤T<T𝑛+1

sup
𝜃∈Θ𝐶

⃒⃒⃒⃒ T𝑛∫︁
0

(𝜉T(ℎ)− 𝜉T𝑛
(ℎ))𝐵(ℎ, 𝜃)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

+ sup
T𝑛≤T<T𝑛+1

sup
𝜃∈Θ𝐶

⃒⃒⃒⃒ T∫︁
T𝑛

𝜉T(ℎ)𝐵(ℎ, 𝜃)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
= 𝑑(1)𝑛 + 𝑑(2)𝑛 ; (1.15)

𝑑(1)𝑛 = sup
T𝑛≤T<T𝑛+1

sup
𝜃∈Θ𝐶

⃒⃒⃒⃒ T𝑛∫︁
0

[︂ (︀
T−1 − T−1

𝑛

)︀ T𝑛∫︁
0

𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)𝑑𝑡+

+T−1

T∫︁
T𝑛

𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)𝑑𝑡

]︂
𝐵(ℎ, 𝜃)𝑑ℎ

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ T𝑛+1 − T𝑛

T𝑛

⎛⎝𝜁T𝑛
+

T𝑛∫︁
0

⃒⃒
𝐵(ℎ, 𝜃)

⃒⃒
𝐵(ℎ)𝑑ℎ

⎞⎠+

+T−1
𝑛

T𝑛∫︁
0

⎛⎝ T𝑛+1∫︁
T𝑛

⃒⃒
𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠𝐵(ℎ)𝑑ℎ = 𝑑(3)𝑛 + 𝑑(4)𝑛 . (1.16)

Враховуючи, що T𝑛+1−T𝑛

T𝑛
= 𝑂

(︀
𝑛−1
)︀
, отримуємо 𝑑

(3)
𝑛 −−−→

𝑛→∞
0 м.н. З iншого
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боку,

E
(︁
𝑑(4)𝑛

)︁2
≤

T𝑛∫︁
0

𝐵(ℎ)T−2
𝑛 E

⎛⎝ T𝑛+1∫︁
T𝑛

⃒⃒
𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠2

𝑑ℎ

T𝑛∫︁
0

𝐵(ℎ)𝑑ℎ; (1.17)

T−2
𝑛 E

⎛⎝ T𝑛+1∫︁
T𝑛

⃒⃒
𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠2

≤

≤ 2−1T−2
𝑛

[︂
E
(︂∫︁ T𝑛+1

T𝑛

𝑋2(𝑡+ ℎ)𝑑𝑡

)︂2

+ E
(︂∫︁ T𝑛+1

T𝑛

𝑋2(𝑡)𝑑𝑡

)︂2 ]︂
=

= 3𝐵2(0, 𝜃0)

(︂
T𝑛+1 − T𝑛

T𝑛

)︂2

+
2

T2
𝑛

T𝑛+1∫︁
T𝑛

T𝑛+1∫︁
T𝑛

𝑟2(𝑡− 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 ≤

≤ 3𝑟2(0, 𝜃0)

(︂
T𝑛+1 − T𝑛

T𝑛

)︂2

= 𝑂
(︀
𝑛−2
)︀

(1.18)

за формулою Iсерлiса (1.11). Таким чином, збiгається ряд
∑︀
𝑛
E(𝑑(4)𝑛 )2 i, отже,

𝑑
(4)
𝑛 −−−→

𝑛→∞
0 м.н.

Отримуємо далi

𝑑(2)𝑛 ≤ 𝐵(0, 𝜃0)

T𝑛+1∫︁
T𝑛

𝐵(ℎ)𝑑ℎ+

T𝑛+1∫︁
T𝑛

𝐵(ℎ)T−1
𝑛

T𝑛+1∫︁
0

⃒⃒
𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡 𝑑ℎ = 𝑑(5)𝑛 + 𝑑(6)𝑛

(1.19)

Легко побачити, що 𝑑(5)𝑛 −−−→
𝑛→∞

0. Крiм цього, як i вище,

E(𝑑(6)𝑛 )2 ≤

≤

⎛⎝ T𝑛+1∫︁
T𝑛

𝐵(ℎ)𝑑ℎ

⎞⎠
⎛⎜⎝ T𝑛+1∫︁

T𝑛

𝐵(ℎ)T−2
𝑛 E

⎛⎝ T𝑛+1∫︁
0

⃒⃒
𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠2

𝑑ℎ

⎞⎟⎠ ≤

≤ 3𝐵2(0, 𝜃0)

(︂
T𝑛+1

T𝑛

)︂2(︂∫︁ T𝑛+1

T𝑛

𝐵(ℎ)𝑑ℎ

)︂2

≤ 𝐶2

T𝑛+1∫︁
T𝑛

𝐵(ℎ)𝑑ℎ,

тобто
∑︀
𝑛
E(𝑑(6)𝑛 )2 <∞ та 𝑑(6)𝑛 −−−→

𝑛→∞
0 м.н. Таким чином, 𝜁T −−−→

T→∞
0 м.н.
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Лема 2. За умов A2 i B1 виконується спiввiдношення (1.7).

Доведення. Зауважимо, що доведення леми 2 вiдрiзняється вiд доведення ле-

ми 1 тiльки в наступному.

1). Замiсть точної формули для E𝜉2T(ℎ) ми можемо отримати тiльки оцiн-

ку, яка спирається на одне твердження з книги Rozanov [10]. Для повного

викладення матерiалу ми наводимо це твердження нижче.

Лема ([10]). Нехай виконано спiввiдношення (1.4). Тодi для будь-яких ви-

падкових величин 𝜙 та 𝜓, що мають обмеженi моменти порядку 2 + 𝛿,

𝛿 > 4/𝜀, вимiрних вiдносно 𝜎-алгебр 𝜎(−∞, 𝑡) та 𝜎(𝑡+ 𝜏,+∞), вiдповiдно, є

вiрною наступна нерiвнiсть:⃒⃒
E𝜙𝜓 − E𝜙E𝜓

⃒⃒
≤ 𝐶3𝜏

−1−𝜀′, 𝜀′ > 0. (1.20)

Завдяки строгiй стацiонарностi 𝑋(𝑡)

E𝜉2T(ℎ) = T−2

T∫︁
0

T∫︁
0

(︀
E𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)𝑋(𝑠+ ℎ)𝑋(𝑠)−𝐵2(ℎ, 𝜃0)

)︀
𝑑𝑡𝑑𝑠 =

= T−2

T∫︁
0

T∫︁
0

(︀
E𝑋(𝑡− 𝑠+ ℎ)𝑋(𝑡− 𝑠)𝑋(ℎ)𝑋(0)−𝐵2(ℎ, 𝜃0)

)︀
·

· (𝜒{𝑡 > 𝑠}+ 𝜒{𝑡 < 𝑠}) 𝑑𝑡𝑑𝑠, (1.21)

де 𝜒 — це iндикатор вiдповiдних множин.

Розглянемо спочатку випадок 𝑡 > 𝑠. Тодi аргументи процесу 𝑋 можуть

бути розташованими наступним чином (будемо писати строгi нерiвностi):

(𝑖) {0 < 𝑡− 𝑠 < ℎ < 𝑡− 𝑠+ ℎ}.

За умовою A2 та лемою [10] можна взяти 𝜙 = 𝑋(0)𝑋(𝑡− 𝑠),𝜓 = 𝑋(ℎ)𝑋(𝑡−

𝑠+ ℎ), та отримати з (1.20) та (1.21):
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T−2

∫︁∫︁
{0<𝑡−𝑠<ℎ}

(E𝑋(𝑡− 𝑠+ ℎ)𝑋(𝑡− 𝑠)𝑋(ℎ)𝑋(0)−𝐵2(𝑡− 𝑠, 𝜃0)+

+𝐵2(𝑡− 𝑠, 𝜃0)−𝐵2(ℎ, 𝜃0))𝑑𝑡𝑑𝑠 ≤

≤ T−2

∫︁∫︁
{0<𝑡−𝑠<ℎ}

(︂
𝐶4

1 + |𝑡− 𝑠− ℎ|1+𝜀′
+𝐵2(𝑡− 𝑠, 𝜃0)−𝐵2(ℎ, 𝜃0)

)︂
𝑑𝑠𝑑𝑡. (1.22)

(𝑖𝑖) {0 < ℎ < 𝑡− 𝑠 < 𝑡− 𝑠+ ℎ}.

Зараз вiзьмемо 𝜙 = 𝑋(0)𝑋(ℎ), 𝜓 = 𝑋(𝑡− 𝑠)𝑋(𝑡− 𝑠+ ℎ),

T−2

∫︁∫︁
{𝑡−𝑠>ℎ}

(︀
E𝑋(𝑡− 𝑠+ ℎ)𝑋(𝑡− 𝑠)𝑋(ℎ)𝑋(0)−𝐵2(ℎ, 𝜃0)

)︀
𝑑𝑡𝑑𝑠 ≤

≤ T−2

∫︁∫︁
𝑡−𝑠>ℎ

𝐶4

1 + |𝑡− 𝑠− ℎ|1+𝜀′
𝑑𝑡𝑑𝑠. (1.23)

Далi проаналiзуємо випадок 𝑡 < 𝑠. Тут також виникають двi можливостi

взаємного розташування аргументiв процесу 𝑋.

(𝑖𝑖𝑖) {𝑡− 𝑠 < 𝑡− 𝑠+ ℎ < 0 < ℎ}.

Тодi можна обрати 𝜙 = 𝑋(𝑡− 𝑠)𝑋(𝑡− 𝑠+ ℎ), 𝜓 = 𝑋(0)𝑋(ℎ),

T−2

∫︁∫︁
{𝑡<𝑠}

(︀
E𝑋(𝑡− 𝑠+ ℎ)𝑋(𝑡− 𝑠)𝑋(ℎ)𝑋(0)−𝐵2(ℎ, 𝜃0)

)︀
𝑑𝑡𝑑𝑠 ≤

≤ T−2

∫︁
{𝑡<𝑠}

𝐶5

1 + |𝑠− 𝑡− ℎ|1+𝜀′
𝑑𝑡𝑑𝑠 = T−2

∫︁
𝑡<𝑠

𝐶5

1 + ||𝑡− 𝑠| − ℎ|1+𝜀′
𝑑𝑡𝑑𝑠. (1.24)

(𝑖𝑣) {𝑡− 𝑠 < 0 < 𝑡− 𝑠+ ℎ < ℎ}.

Оберемо 𝜙 = 𝑋(𝑡− 𝑠)𝑋(0), 𝜓 = 𝑋(𝑥− 𝑠+ ℎ)𝑋(ℎ),

T−2

∫︁∫︁
{0>𝑡−𝑠>−ℎ}

(︀
E𝑋(𝑡− 𝑠+ ℎ)𝑋(𝑡− 𝑠)𝑋(ℎ)𝑋(0)−𝐵2(ℎ, 𝜃0)

)︀
𝑑𝑡𝑑𝑠 ≤

≤ T−2

∫︁∫︁
{0>𝑡−𝑠>−ℎ}

(︂
𝐶5

1− ||𝑡− 𝑠| − ℎ|1+𝜀′
+𝐵2(𝑡− 𝑠, 𝜃0)−𝐵2(ℎ, 𝜃0)

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑠.

(1.25)
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Враховуючи нерiвностi (1.22)–(1.25) та лему [10], отримуємо

E𝜉2T(ℎ) = T−2

T∫︁
0

T∫︁
0

(︀
E𝑋(𝑡− 𝑠− ℎ)𝑋(𝑡− 𝑠)𝑋(0)𝑋(ℎ)−𝐵2(ℎ, 𝜃0𝑑𝑡𝑑𝑠

)︀
≤

≤ T−2

T∫︁
0

T∫︁
0

𝐶6

1 + ||𝑡− 𝑠| − ℎ|1+𝜀′
𝑑𝑡𝑑𝑠+ T−2

T∫︁
0

T∫︁
0

𝐶7

1 + |𝑡− 𝑠|1+𝜀′
𝑑𝑡𝑑𝑠+

+ℎ𝐵2(ℎ, 𝜃0)𝑂(T−1). (1.26)

3-ий додаток правої частини (1.26) виникає за рахунок того, що у випад-

ках (i) та (iv) у вiдповiдних iнтегралах залишається функцiя 𝐵2(ℎ, 𝜃0), яка

в цих iнтегралах є константою та iнтегрується за (𝑠, 𝑡) множиною, що має

мiру Лебега 𝑂(ℎT). 2-ий доданок, очевидно, є величинию 𝑂(T−1). Оцiнимо

1-й iнтеграл.

T−2

T∫︁
0

T∫︁
0

𝐶6

1 + ||𝑡− 𝑠| − ℎ|1+𝜀′
𝑑𝑡𝑑𝑠 = 2T−2

T∫︁
0

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝐶6

1 + |𝑠− ℎ|1+𝜀′
𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝑡 ≤

≤ 2T−2

T∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

𝐶6

1 + |𝑠− ℎ|1+𝜀′
𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝑡 = 2T−2

T∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

𝐶6

1 + |𝑠|1+𝜀′
𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝑡 =

= 4T−2

T∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝐶6

1 + 𝑠1+𝜀′
𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝑡 = 𝑂(T−1). (1.27)

2). Друга вiдмiннiсть доведення леми 2 вiд доведення леми 1 полягає в

тому, що в оцiнцi E(𝑑(4)𝑛 )2 та E(𝑑(6)𝑛 )2 замiсть константи 3𝐵(0, 𝜃0) отримаємо

iншу константу 𝐶8 (точно її вказати неможливо).

Лема 3. За умови B1 невласний iнтеграл

𝑏(𝜃1, 𝜃2) =

∞∫︁
0

(𝐵(ℎ, 𝜃1)−𝐵(ℎ, 𝜃2))
2 𝑑ℎ (1.28)

збiгається рiвномiрно за (𝜃1, 𝜃2) ∈ Θ𝐶 ×Θ𝐶.
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Доведення. Очевидно,

sup
(𝜃1,𝜃2)∈Θ𝐶×Θ𝐶

⃒⃒⃒⃒
𝑏(𝜃1, 𝜃2)−

T∫︁
0

(𝐵(ℎ, 𝜃1)−𝐵(ℎ, 𝜃2))
2 𝑑ℎ

⃒⃒⃒⃒
=

= sup
(𝜃1,𝜃2)∈Θ𝐶×Θ𝐶

∞∫︁
T

(𝐵(ℎ, 𝜃1)−𝐵(ℎ, 𝜃2))
2𝑑ℎ ≤ 4𝐵(0)

∞∫︁
T

𝐵(ℎ)𝑑ℎ −−−→
T→∞

0 (1.29)

Теорема 1. Якщо виконуються припущення B1, B2 та або A1, або A2, то

𝜃T −−−→
T→∞

𝜃0 м.н. (1.30)

Доведення. За означенням ОНК [2]

𝑄T(𝜃T)−𝑄T(𝜃
0) ≤ 0. м.н. (1.31)

З iншого боку,

𝑄T(𝜃T)−𝑄T(𝜃
0) = 2(𝜂T(𝜃

0)− 𝜂T(𝜃T)) + 𝑏T(𝜃T, 𝜃
0), (1.32)

де

𝑏T(𝜃1, 𝜃2) =

T∫︁
0

(𝐵(ℎ, 𝜃1)−𝐵(ℎ, 𝜃2))
2𝑑ℎ. (1.33)

За лемами 1 та 2

2(𝜂T(𝜃)− 𝜂T(𝜃T)) −−−→
T→∞

0 м.н. (1.34)

З (1.31), (1.32) та (1.34) випливає, що

𝑏T(𝜃T, 𝜃
0) −−−→

T→∞
0 м.н. (1.35)

Позначимо Ω0 ⊂ Ω випадкову подiю, 𝑃{Ω0} = 1, для якої справедливо (1.35).

Зафiксуємо елементарну подiю 𝜔 ∈ Ω0. Нехай T𝑛 ↑ ∞ — довiльна послiдов-

нiсть, а T𝑛𝑘
її довiльна пiдпослiдовнiсть. Тодi iснує пiдпослiдовнiсть T𝑛𝑘𝑚

пiдпослiдовностi T𝑛𝑘
така, що

𝜃T𝑛𝑘𝑚
(𝜔) −−−→

𝑚→∞
𝜃′ ∈ Θ𝐶 . (1.36)



18

За лемою 3

𝑏T𝑛𝑘𝑚
(𝜃T𝑛𝑘𝑚

(𝜔), 𝜃0) −−−→
𝑚→∞

𝑏(𝜃′, 𝜃0) = 0. (1.37)

З умови B2 та неперервностi 𝐵(ℎ, 𝜃) випливає, що 𝜃′ = 𝜃0. Таким чином,

𝜃T𝑛
(𝜔) −−−→

𝑛→∞
𝜃0 та 𝜃T(𝜔) −−−→

T→∞
𝜃0.
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2 Асимптотична нормальнiсть оцiнки найменших

квадратiв

У цьому роздiлi ми отримаємо властивiсть асимптотичної нормальностi кон-

систентностi ОНК 𝜃T параметра 𝜃0 коварiацiйної функцiї 𝐵(ℎ, 𝜃0) стацiонар-

ного процесу 𝑋(𝑡).

Нехай κ4(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) – кумулянт 4-го порядку процесу 𝑋(𝑡). Позначимо

𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃) = 𝜌(ℎ2, ℎ1; 𝜃) =

=

∞∫︁
−∞

(𝐵(𝑡, 𝜃)𝐵(𝑡+ ℎ1 − ℎ2, 𝜃) +𝐵(𝑡+ ℎ1, 𝜃)𝐵(𝑡− ℎ2, 𝜃)+

+κ(𝑡, 𝑡+ ℎ1, ℎ2, 0))𝑑𝑡, ℎ1, ℎ2 ≥ 0. (2.1)

C1. Для довiльних 𝜃 ∈ Θ, 𝐻 <∞ та деякого 𝛿 ∈ (0, 1] :

sup
ℎ∈R+

⃒⃒
𝜌(ℎ, ℎ′; 𝜃)− 𝜌(ℎ, ℎ′′; 𝜃)

⃒⃒
≤ 𝐶𝐻(𝜃)|ℎ′ − ℎ′′|𝛿,

𝐶𝐻(𝜃) <∞, ℎ′, ℎ′′ ∈ [0, 𝐻]. (2.2)

Зауважимо, що iнтегровнiсть κ4(𝑡, 𝑡+ ℎ1, ℎ2, 0) за 𝑡 при фiксованих зна-

ченнях ℎ1 та ℎ2 є наслiдком умови A2. Маємо

κ4(𝑡, 𝑡+ ℎ1, ℎ2, 0) = E𝑋(𝑡)𝑋(𝑡+ ℎ1)𝑋(0)𝑋(ℎ2)−𝐵(ℎ1, 𝜃
0)𝐵(ℎ2, 𝜃

0)−

−𝐵(𝑡, 𝜃0)𝐵(𝑡+ ℎ1 − ℎ2, 𝜃
0)−𝐵(𝑡+ ℎ1, 𝜃

0)𝐵(𝑡− ℎ2, 𝜃
0). (2.3)

Iнтегровнiсть за 𝑡 двох останнiх доданкiв очевидна. Нехай 𝑡 > ℎ2. Тодi за

лемою [10] (доведення леми 2) величина

Δ =
⃒⃒
E𝑋(𝑡)𝑋(𝑡+ ℎ1)𝑋(0)𝑋(ℎ2)−𝐵(ℎ1, 𝜃

0)𝐵(ℎ2, 𝜃
0)
⃒⃒
≤ 𝐶9

1 + |𝑡− ℎ2|1+𝜀′
,

(2.4)

тому що 0 < ℎ2 < 𝑡 < 𝑡+ℎ1 i можна обрати 𝜙 = 𝑋(𝑡)𝑋(ℎ2), 𝜓 = 𝑋(𝑡)𝑋(𝑡+ℎ1).

Якщо ж 𝑡 < −ℎ1, то 𝑡 < 𝑡 + ℎ1 < 0 < ℎ2, i можна взяти 𝜙 = 𝑋(𝑡)𝑋(𝑡 + ℎ1),
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𝜓 = 𝑋(0)𝑋(ℎ2), тобто

Δ ≤ 𝐶10

1 + |𝑡+ ℎ1|1+𝜀′
. (2.5)

Якщо 𝑋(𝑡) гауссовський процес, то κ4 = 0, i достатнiми умовами для вико-

нання C1 є умова B1 та

C′
1. Для будь-якого 𝜃 ∈ Θ та деякого 𝛿 ∈ (0, 1]

∞∫︁
−∞

|𝜆|𝛿𝑓 2(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆 <∞. (2.6)

Дiйсно, за рiвнiстю Парсеваля,

𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃) = 2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓 2(𝜆, 𝜃)
(︁
𝑒𝑖𝜆(ℎ1−ℎ2) + 𝑒𝑖𝜆(ℎ1+ℎ2)

)︁
𝑑𝜆 =

= 4𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓 2(𝜆, 𝜃) cos(𝜆ℎ1) cos(𝜆ℎ2)𝑑𝜆; (2.7)

sup
ℎ∈R

|𝜌(ℎ, ℎ′; 𝜃)− 𝜌(ℎ, ℎ′′; 𝜃)| ≤ 4𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓 2(𝜆, 𝜃)| cos(𝜆ℎ′)− cos(𝜆ℎ′′)|𝑑𝜆 ≤

≤ 𝐶(𝜃)|ℎ′ − ℎ′′|𝛿, 𝐶(𝜃) = (4𝜋)21−𝛿

∞∫︁
−∞

𝑓 2(𝜆, 𝛿)|𝜆|𝛿𝑑𝜆. (2.8)

C2. Для довiльної сукупностi {ℎ1, . . . , ℎ𝑘}, 𝑘 ≥ 2, нерiвних мiж собою чисел

та будь-якого 𝜃 ∈ Θ матриця 𝜌 = (𝜌(ℎ𝑖, ℎ𝑗; 𝜃))
𝑘
𝑖,𝑗=1 додатно визначена.

Для гауссiвського 𝑋(𝑡) :

𝜌 =

(︂
4𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑓 2(𝜆, 𝜃) cos(𝜆ℎ𝑖) cos(𝜆ℎ𝑗)𝑑𝜆

)︂𝑘

𝑖,𝑗=1

. (2.9)

Якщо 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)
T ∈ R𝑘 – довiльний вектор, то при 𝑥 ̸= 0

< 𝜌𝑥, 𝑥 >= 4𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓 2(𝜆, 𝜃)
⃒⃒ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 cos(𝜆ℎ𝑖)
⃒⃒2
𝑑𝜆 > 0. (2.10)
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Введемо додатковi умови.

D1. 𝐵𝑖(ℎ, 𝜃) =
𝜕
𝜕𝜃𝑖
𝐵(ℎ, 𝜃) неперервнi на R×Θ𝐶 ; sup

𝜃∈Θ𝐶

⃒⃒
𝐵𝑖(ℎ, 𝜃)

⃒⃒
≤ 𝐵(ℎ), 𝐵𝑖(·) ∈

𝐿1(R) та обмеженi на R, 𝑖 = 1, 𝑞.

D2. 𝐵𝑖𝑗(ℎ, 𝜃) =
𝜕2

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
𝐵(ℎ, 𝜃) неперервнi на R × Θ𝐶 ; sup

𝜃∈Θ𝐶

⃒⃒
𝐵𝑖𝑗(ℎ, 𝜃)

⃒⃒
≤ 𝐵𝑖𝑗(ℎ),

𝐵𝑖𝑗(·) ∈ 𝐿1(R) та обмеженi на R, 𝑖, 𝑗,= 1, 𝑞.

D3. Для довiльного 𝜃 ∈ Θ матрицi

𝑈(𝜃) =

(︂∫︁ ∞

0

𝐵𝑖(ℎ, 𝜃)𝐵𝑗(ℎ, 𝜃)𝑑ℎ

)︂𝑞

𝑖,𝑗=1

, (2.11)

𝜎(𝜃) =

(︂∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0

𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃)𝐵𝑖(ℎ1, 𝜃)𝐵𝑗(ℎ2, 𝜃)𝑑ℎ1𝑑ℎ2

)︂𝑞

𝑖,𝑗=1

(2.12)

додатно визначенi.

Будемо казати, що функцiя 𝑎(·) ∈ 𝐿𝑖𝑝{𝛿; [0, 𝐻]}, якщо |𝑎(ℎ1)− 𝑎(ℎ2)| ≤̃︀𝑎(𝐻)|ℎ1 − ℎ2|𝛿, ̃︀𝑎(𝐻) <∞, для всiх ℎ1, ℎ2 ∈ [0, 𝐻] та деякого 𝛿 ∈ (0, 1]. Може

так статися, що ̃︀𝑎(𝐻) = ̃︀𝑎(𝛿,𝐻).

M. Для будь-яких 𝜃 ∈ Θ i 𝐻 <∞; 𝐵𝑗(ℎ, 𝜃) ∈ 𝐿𝑖𝑝{𝛿𝑗; [0, 𝐻]}.

Достатнiми умовами виконання M є умова D1 та

M′.
∞∫︀

−∞
|𝜆|𝛿𝑗𝑓𝑗(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆 <∞ для будь-якого 𝜃 ∈ Θ та деяких 𝛿𝑗 ∈ (0, 1], 𝑓𝑗(𝜆, 𝜃) =

𝜕
𝜕𝜃𝑗
𝑓(𝜆, 𝜃), 𝑗 = 1, 𝑞.

Це майже очевидно:

|𝐵𝑖(ℎ1, 𝜃)−𝐵𝑗(ℎ2, 𝜃)| ≤
∞∫︁

−∞

⃒⃒
1− 𝑒𝑖𝜆(ℎ1−ℎ2)

⃒⃒
𝑓𝑗(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆 ≤ ̃︀𝑎𝐻(𝛿𝑗, 𝐻)|ℎ1 − ℎ2|𝛿𝑗 ,

̃︀𝑎𝐻(𝛿𝑗, 𝐻) = 21−𝛿𝑗

∞∫︁
−∞

|𝜆|𝛿𝑗𝑓𝑗(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆.

Введемо позначення 𝛾T(ℎ) = T1/2𝜉T(ℎ), де 𝜉T(ℎ) задано формулами (1.3)

та (1.6).
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Лема 4. Якщо виконано одне з припущень A1 або A2, то

E𝛾T(ℎ1)𝛾T(ℎ2) −−−→
T→∞

𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃
0). (2.13)

Доведення. Отримуємо

E𝛾T(ℎ1)𝛾T(ℎ2) =

= T−1

∫︁ T

0

∫︁ T

0

(︀
E𝑋(𝑡+ ℎ1)𝑋(𝑡)𝑋(𝑠+ ℎ2)𝑋(𝑠)−𝐵(ℎ1, 𝜃

0)𝐵(ℎ2, 𝜃
0)
)︀
𝑑𝑡𝑑𝑠 =

= T−1

T∫︁
0

𝑡∫︁
0

(E𝑋(𝑠)𝑋(𝑠+ ℎ1)𝑋(0)𝑋(ℎ2)−𝐵(ℎ1, 𝜃
0)𝐵(ℎ2, 𝜃

0))𝑑𝑠𝑑𝑡+

+T−1

T∫︁
0

𝑠∫︁
0

(E𝑋(𝑡)𝑋(𝑡+ ℎ2)𝑋(0)𝑋(ℎ1)−𝐵(ℎ2, 𝜃
0)𝐵(ℎ1, 𝜃

0))𝑑𝑠𝑑𝑡 −−−→
T→∞

∞∫︁
0

(︀
E𝑋(𝑡)𝑋(𝑡+ ℎ1)𝑋(0)𝑋(ℎ2)−𝐵(ℎ1, 𝜃

0)𝐵(ℎ2, 𝜃
0)
)︀
𝑑𝑡+

+

∞∫︁
0

(E𝑋(𝑡)𝑋(𝑡+ ℎ2)𝑋(0)𝑋(ℎ1)−𝐵(ℎ2, 𝜃
0)𝐵(ℎ1, 𝜃

0))𝑑𝑡, (2.14)

за твердженням у пiдручнику Фiхтенгольця, Т.2, стор 596-597, яке узагаль-

нює на невласнi iнтеграли вiдповiдну теорему Кошi про збiжнi послiдовностi.

Запишемо у 2-му iнтегралi (2.14)

E𝑋(𝑡)𝑋(𝑡+ ℎ2)𝑋(0)𝑋(ℎ1) = E𝑋(0)𝑋(ℎ2)𝑋(−𝑡)𝑋(−𝑡+ ℎ1)

i зробимо в ньому замiну змiнних −𝑡→ 𝑡. Тодi

E𝛾T(ℎ1)𝛾T(ℎ2) −−−→
T→∞

∞∫︁
−∞

(𝐵(𝑡, 𝜃0)𝐵(𝑡+ ℎ1 − ℎ2, 𝜃
0) +𝐵(𝑡+ ℎ1, 𝜃

0)𝐵(𝑡− ℎ2, 𝜃
0)

+κ4(𝑡, 𝑡+ ℎ1, ℎ2, 0))𝑑𝑡 = 𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃
0) (2.15)

за формулою (2.1).
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Лема 5. Нехай виконано припущення A1, або A2, а також C2. Тодi скiн-

ченновимiрнi розподiли процесу 𝛾T(ℎ) асимптотично при T → ∞ нормаль-

нi.

Доведення. Зауважимо, що випадковий процес 𝑌 (𝑡, ℎ) = 𝑋(𝑡 + ℎ)𝑋(𝑡) −

𝐵(ℎ, 𝜃0), 𝑡 ∈ R, при кожному ℎ є строго стацiонарним за 𝑡 стохастичним

процесом. Крiм цього, процеси 𝑌 (𝑡, ℎ1) i 𝑌 (𝑡, ℎ2) для довiльних ℎ1, ℎ2 ∈ [0, 𝐻]

є стацiонарно пов’язаними, i тому для довiльного 𝑘 ∈ N та довiльного набору

нерiвних мiж собою величин {ℎ1, . . . , ℎ𝑘}, вектор 𝑌 (𝑡) = (𝑌 (𝑡, ℎ1), . . . , 𝑌 (𝑡, ℎ𝑘))

є 𝑘-вимiрним стацiонарним процесом.

Якщо 𝐶(𝑡) = (𝐶𝑖𝑗(𝑡))
𝑘
𝑖,𝑗=1 — його коварiацiйна матриця, та спектральна

щiльнiсть

𝑆(𝜆) = (𝑆𝑖,𝑗(𝜆))
𝑘
𝑖,𝑗=1 = (2𝜋)−1

∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝐶(𝑡)𝑑𝑡 (2.16)

обмежена, неперервна та невироджена в нулi, тобто матриця 𝑆(0) є невиро-

дженою. Дiйсно, 𝐶𝑖𝑗(𝑡) = 𝐵(𝑡, 𝜃0)𝐵(𝑡+ℎ𝑖−ℎ𝑗, 𝜃0)+𝐵(𝑡+ℎ𝑖, 𝜃
0)𝐵(𝑡−ℎ𝑗, 𝜃0)+

κ4(𝑡, 𝑡 + ℎ𝑖, ℎ𝑗, 0), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑘, є iнтегровними на вiсi функцiями завдяки A1,

якщо κ4 ≡ 0, i завдяки A2, якщо κ4 ̸≡ 0 (лема 4). Крiм цього,

𝑆(0) = (2𝜋)−1

∞∫︁
−∞

𝐶(𝑡)𝑑𝑡 = (2𝜋)−1
(︀
𝜌(ℎ𝑖, ℎ𝑗; 𝜃

0)
)︀𝑘
𝑖,𝑗=1

(2.17)

з невиродженою матрицею за умовою 𝐶2.

Слiд зауважити, що умови леми 5 A1 та A2, щодо процесу 𝑋(𝑡) та дода-

тна визначенiсть матрицi 𝑆(0) забезпечують виконання умов багатовимiрної

центральної граничної теореми з монографiї [10] для векторного стацiонарно-

го процесу 𝑌 , тобто збiжнiсть випадкового вектора = (𝛾T(ℎ1), . . . , 𝛾T(ℎ𝑘)) при

T → ∞ за розподiлом до гауссiвського випадкового вектора 𝒩 (0, 2𝜋𝑆(0)).
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Позначимо

Φ(𝑥;𝜇, 𝜎2) =
1√
2𝜋𝜎2

𝑥∫︁
0

exp

{︂
− 1

2

(𝑦 − 𝜇)2

𝜎2

}︂
𝑑𝑦 (2.18)

функцiю розподiлу гауссiвської випадкової величини 𝒩 (𝜇, 𝜎2).

Лема 6. Нехай виконано умови A1,A2,C1 та C2. Тодi для довiльної функцiї

𝑎(·) ∈ 𝐿𝑖𝑝{𝛼; [0, 𝐻]}, 𝑎(·) ̸≡ 0,

𝑃

{︂ 𝐻∫︁
0

𝛾T(ℎ)𝑎(ℎ)𝑑ℎ < 𝑥

}︂
−−−→
T→∞

Φ(𝑥; 0, 𝜎2𝐻),

𝜎2𝐻 =

𝐻∫︁
0

𝐻∫︁
0

𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃
0)𝑎(ℎ1)𝑎(ℎ2)𝑑ℎ1𝑑ℎ2, (2.19)

якщо 𝜎2𝐻 > 0.

Доведення. Позначимо

𝐼T =

𝐻∫︁
0

𝛾T(ℎ)𝑎(ℎ)𝑑ℎ, 𝐼𝑛T =
𝐻

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝛾T

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂
𝑎

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂
; (2.20)

𝑃 𝑛
T = 𝑃

{︀⃒⃒
𝐼T − 𝐼𝑛T

⃒⃒
≥ 𝜀𝑛

}︀
, 𝜀𝑛 ↓ 0 при 𝑛→ ∞.

Тодi для довiльного 𝑥 ∈ R

𝑃{𝐼T < 𝑥} = 𝑃{𝐼T < 𝑥, |𝐼T − 𝐼𝑛T| ≥ 𝜀𝑛}+ 𝑃{𝐼T < 𝑥, |𝐼T − 𝐼𝑛T| < 𝜀𝑛}, (2.21)

{𝐼T < 𝑥, |𝐼T − 𝐼𝑛T| < 𝜀𝑛} = {𝐼T < 𝑥,−𝜀𝑛 < 𝐼𝑛T − 𝐼T < 𝜀𝑛} ⊂

⊂ {𝐼T < 𝑥, 𝐼𝑛T − 𝐼T < 𝜀𝑛} ⊂ {𝐼T < 𝑥, 𝐼𝑛T < 𝐼T + 𝜀𝑛} ⊂

⊂ {𝐼T < 𝑥, 𝐼𝑛T < 𝑥+ 𝜀𝑛} ⊂ {𝐼𝑛T < 𝑥+ 𝜀𝑛}. (2.22)

З (2.21) та (2.22) отримуємо нерiвнiсть

𝑃{𝐼T < 𝑥} ≤ 𝑃{𝐼𝑛T < 𝑥+ 𝜀𝑛}+ 𝑃 𝑛
T . (2.23)
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З iншого боку,

{𝐼𝑛T < 𝑥− 𝜀𝑛} = {𝐼𝑛T + 𝐼T < 𝐼T + 𝑥− 𝜀𝑛} =

= {𝐼T < 𝑥+ 𝐼T − 𝐼𝑛T − 𝜀𝑛, 𝐼T − 𝐼𝑛T − 𝜀𝑛 < 0}∪

∪{𝐼T < 𝑥+ 𝐼T − 𝐼𝑛T − 𝜀𝑛, 𝐼T − 𝐼𝑛T − 𝜀𝑛 ≥ 0} ⊂

⊂ {𝐼T < 𝑥} ∪ {|𝐼T − 𝐼𝑛T| ≥ 𝜀𝑛},

тобто

𝑃{𝐼T < 𝑥} ≥ 𝑃{𝐼𝑛T < 𝑥− 𝜀𝑛} − 𝑃 𝑛
T . (2.24)

За лемою 5

𝑃{𝐼𝑛T < 𝑥± 𝜀𝑛} −−−→
T→∞

Φ(𝑥± 𝜀𝑛, 0, 𝜎
2
𝑛), (2.25)

де, починаючи з деякого n,

𝜎2𝑛 =
𝐻2

𝑛2

𝑛−1∑︁
𝑘,𝑗=1

𝜌

(︂
𝑘𝐻

𝑛
,
𝑗𝐻

𝑛
; 𝜃0
)︂
𝑎

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂
𝑎

(︂
𝑗𝐻

𝑛

)︂
> 0. (2.26)

Зауважимо далi, що

lim
T→∞

𝑃 𝑛
T ≤ lim

T→∞

E|𝐼T − 𝐼𝑛T|2

𝜀2𝑛
=

= 𝜀−2
𝑛 lim

T→∞
E
[︂ 𝑛−1∑︁

𝑘=0

(𝑘+1)𝐻
𝑛∫︁

𝑘𝐻
𝑛

(︂
𝛾T(ℎ)𝑎(ℎ)− 𝛾T

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂
𝑎

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂)︂
𝑑ℎ

]︂2
=

= 𝜀−2
𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘,𝑗=0

Δ
(𝑛)
𝑘𝑗 ; (2.27)

Δ
(𝑛)
𝑘𝑗 =

(𝑘+1)𝐻
𝑛∫︁

𝑘𝐻
𝑛

(𝑗+1)𝐻
𝑛∫︁

𝑗𝐻
𝑛

[︂
𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃

0)𝑎(ℎ1)𝑎(ℎ2)− 𝜌

(︂
ℎ1,

𝑗𝐻

𝑛
; 𝜃0
)︂
𝑎(ℎ1)𝑎

(︂
𝑗𝐻

𝑛

)︂
−

−𝜌
(︂
𝑘𝐻

𝑛
, ℎ2; 𝜃

0

)︂
𝑎

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂
𝑎(ℎ2) + 𝜌

(︂
𝑘𝐻

𝑛
,
𝑗𝐻

𝑛
; 𝜃0
)︂
𝑎

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂
𝑎

(︂
𝑗𝐻

𝑛

)︂]︂
𝑑ℎ1𝑑ℎ2.

(2.28)
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за лемою 4. За теоремою про середнє значення

Δ
(𝑛)
𝑘𝑗 =

𝐻2

𝑛2

[︂
𝜌(ℎ*1, ℎ

*
2; 𝜃

0)𝑎(ℎ*1)𝑎(ℎ
*
2)− 𝜌

(︂
ℎ*1,

𝑗𝐻

𝑛
; 𝜃0
)︂
𝑎(ℎ*1)𝑎

(︂
𝑗𝐻

𝑛

)︂
−

−𝜌
(︂
𝑘𝐻

𝑛
, ℎ*2; 𝜃

0

)︂
𝑎

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂
𝑎(ℎ*2) + 𝜌

(︂
𝑘𝐻

𝑛
,
𝑗𝐻

𝑛
; 𝜃0
)︂
𝑎

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂
𝑎

(︂
𝑗𝐻

𝑛

)︂]︂
,

ℎ*1 ∈
[︂
𝑘𝐻

𝑛
,
(𝑘 + 1)𝐻

𝑛

]︂
, ℎ*2 ∈

[︂
𝑗𝐻

𝑛
,
(𝑗 + 1)𝐻

𝑛

]︂
. (2.29)

З використанням умови C1 отримуємо:⃒⃒
1
Δ

(𝑛)
𝑘𝑗

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒[︂
𝜌(ℎ*1, ℎ

*
2; 𝜃

0)− 𝜌

(︂
ℎ*1,

𝑗𝐻

𝑛
; 𝜃0
)︂]︂

𝑎(ℎ*1)𝑎(ℎ
*
2)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ sup
ℎ∈[0,𝐻]

|𝑎(ℎ)|2𝐶𝐻(𝜃
0)

(︂
𝐻

𝑛

)︂𝛿

; (2.30)

⃒⃒
2
Δ

(𝑛)
𝑘𝑗

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝜌

(︂
ℎ*1,

𝑗𝐻

𝑛
; 𝜃0
)︂
𝑎(ℎ*1)

[︂
𝑎(ℎ*2)− 𝑎

(︂
𝑗𝐻

𝑛

)︂]︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ sup
ℎ1,ℎ2∈[0,𝐻]

⃒⃒
𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃

0)
⃒⃒
sup

ℎ∈[0,𝐻]

|𝑎(ℎ)|̃︀𝑎𝐻 (︂𝐻
𝑛

)︂𝛼

; (2.31)

⃒⃒
3
Δ

(𝑛)
𝑘𝑗

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒[︂
𝜌

(︂
𝑘𝐻

𝑛
, ℎ*2; 𝜃

0

)︂
− 𝜌

(︂
𝑘𝐻

𝑛
,
𝑗𝐻

𝑛
; 𝜃0
)︂]︂

𝑎

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂
𝑎(ℎ*2)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ sup
ℎ∈[0,𝐻]

|𝑎(ℎ)|2𝐶𝐻(𝜃
0)

(︂
𝐻

𝑛

)︂𝛿

; (2.32)

⃒⃒
4
Δ

(𝑛)
𝑘𝑗

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝜌

(︂
𝑘𝐻

𝑛
,
𝑗𝐻

𝑛
; 𝜃0
)︂
𝑎

(︂
𝑘𝐻

𝑛

)︂[︂
𝑎(ℎ*2)− 𝑎

(︂
𝑗𝐻

𝑛

)︂]︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ sup
ℎ1,ℎ2∈[0,𝐻]

⃒⃒
𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃

0)
⃒⃒
sup

ℎ∈[0,𝐻]

|𝑎(ℎ)|̃︀𝑎𝐻 (︂𝐻
𝑛

)︂𝛼

. (2.33)

Таким чином,

⃒⃒
Δ

(𝑛)
𝑘𝑗

⃒⃒
≤
(︂
𝐻

𝑛

)︂2
(︃
𝐶1

(︂
𝐻

𝑛

)︂𝛼

+ 𝐶2

(︂
𝐻

𝑛

)︂𝛿
)︃
, (2.34)

оскiльки ⃒⃒
Δ

(𝑛)
𝑘𝑗

⃒⃒
≤

4∑︁
𝑚=1

⃒⃒
𝑚
Δ

(𝑛)
𝑘𝑗 |. (2.35)

Тож

𝜀−2
𝑛 E|𝐼T − 𝐼𝑛T|2 ≤ 𝜀−2

𝑛

(︃
𝐶11

(︂
𝐻

𝑛

)︂𝛼

+ 𝐶12

(︂
𝐻

𝑛

)︂𝛿
)︃

= 𝛽𝑛. (2.36)
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Якщо 𝜀2𝑛𝑛𝛾 −−−→
𝑛→∞

∞ для 𝛾 = min(𝛼, 𝛽), то 𝛽𝑛 −−−→
𝑛→∞

0.

З (2.23), (2.24), (2.25) та (2.36) випливає, що

limT→∞𝑃{𝐼T < 𝑥} ≤ Φ(𝑥+ 𝜀𝑛; 0, 𝜎
2
𝑛) + 𝛽𝑛; (2.37)

та

limT→∞𝑃{𝐼T < 𝑥} ≥ Φ(𝑥− 𝜀𝑛; 0, 𝜎
2
𝑛)− 𝛽𝑛. (2.38)

Переходячи до границi за 𝑛 у правих частинах нерiвностей (2.37) та (2.38),

отримуємо спiввiдношення (2.19).

Перед формулюванням теореми 2 про асимптотичну нормальнiсть ОНК

𝜃T зробимо декiлька зауважень.

Припустимо, що виконано умову D1. Тодi в умовах теореми 1

sup
ℎ∈[0,T]

|𝐵(ℎ, 𝜃T)−𝐵(ℎ, 𝜃0)| ≤

≤ max
𝑖=1,𝑞

( sup
ℎ∈[0,T]

𝐵𝑖(ℎ)) ·
𝑞∑︁

𝑖=1

|𝜃𝑖T − 𝜃0𝑖 | −−−→
T→∞

0 м.н. (2.39)

Якщо виконано умови теореми 1, то 𝜃T −−−→
T→∞

𝜃0 м.н., та ОНК 𝜃T задо-

вольняє систему нормальних рiвнянь

∇𝑄T(𝜃T) =

(︂
𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝑄T(𝜃T)

)︂𝑞

𝑗=1

= 0 (2.40)

або∫︁ T

0

[︂
T−1

∫︁ T

0

𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)𝑑𝑡−𝐵(ℎ, 𝜃T)

]︂
𝐵𝑗(ℎ, 𝜃T)𝑑ℎ = 0, 𝑗 = 1, 𝑞. (2.41)

Запишемо для кожного рiвняння системи (2.41) розклад Тейлора. Тодi отри-

маємо наступний матричний вираз

𝑅T = 𝑈T(𝜃T − 𝜃0) = 0, (2.42)
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в якому використано наступнi позначення

𝑅T = (𝑅𝑗T)
𝑞
𝑗=1 =

(︂∫︁ T

0

𝜉T(ℎ)𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
0)𝑑ℎ

)︂𝑞

𝑗=1

; (2.43)

матриця 𝑈T = 𝑈
(1)
T − 𝑈

(2)
T , причому

𝑈
(1)
T =

(︂∫︁ T

0

𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
*
T)𝐵𝑘(ℎ, 𝜃

*
T)𝑑ℎ

)︂𝑞

𝑗,𝑘=1

, (2.44)

𝑈
(2)
T =

(︂∫︁ T

0

(︂
T−1

∫︁ T

0

𝑋(𝑡+ ℎ)𝑋(𝑡)𝑑𝑡−𝐵(ℎ, 𝜃*T)

)︂
𝐵𝑗𝑘(ℎ, 𝜃

*
T)𝑑ℎ

)︂𝑞

𝑗,𝑘=1

.

(2.45)

Зауважимо, що для кожного 𝑗, взагалi кажучi, 𝜃*T = 𝜃*T(𝑗) та всi 𝜃*T — вектори,

координати яких знаходяться мiж вiдповiдних координат векторiв 𝜃T та 𝜃0,

i, таким чином,

‖𝜃*T − 𝜃0‖ ≤ ‖𝜃T − 𝜃0‖ −−−→
T→∞

0, 𝑗 = 1, 𝑞, м.н. (2.46)

Доведемо, що 𝑈 (2)
T −−−→

T→∞
0 м.н. Для цього перепишемо (2.45) у виглядi

𝑈
(2)
T = 𝑈

(3)
T + 𝑈

(4)
T ,

𝑈
(3)
T =

(︂∫︁ T

0

𝜉T(ℎ)𝐵𝑗𝑘(ℎ, 𝜃
*
T)𝑑ℎ

)︂𝑞

𝑗,𝑘=1

, (2.47)

𝑈
(4)
T =

(︂∫︁ T

0

(𝐵(ℎ, 𝜃0)−𝐵(ℎ, 𝜃*T))𝐵𝑗𝑘(ℎ, 𝜃
*
T)𝑑ℎ

)︂𝑞

𝑗,𝑘=1

. (2.48)

Збiжнiсть 𝑈 (3)
T до нульової матрицi випливає з умови D2 та мiркувань,

що мiстяться в доведеннi леми 1.

Для загального елемента матрицi 𝑈 (4)
T , скориставшись умовами D1,D2

та нерiвнiстю (2.39) для 𝜃*T, отримуємо

⃒⃒
𝑈

(4)
T,𝑗𝑘

⃒⃒
≤

T∫︁
0

|𝐵(ℎ, 𝜃*T −𝐵(ℎ, 𝜃0)|𝐵𝑘𝑗(ℎ)𝑑ℎ ≤

≤
(︂∫︁ ∞

0

𝐵𝑘𝑗(ℎ)𝑑ℎ

)︂
max
𝑖=1,𝑞

( sup
ℎ∈[0,∞)

𝐵𝑖(ℎ))

𝑞∑︁
𝑖=1

|𝜃*𝑖T − 𝜃0𝑖 | −−−→
T→∞

0 м.н. (2.49)
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Аналогiчно для загального елемента матрицi 𝑈 (1)
T отримуємо:

𝑈
(1)
T,𝑗𝑘 =

T∫︁
0

(𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
*
T)−𝐵𝑗(ℎ, 𝜃

0))𝐵𝑘(ℎ, 𝜃
*
T)𝑑ℎ+

T∫︁
0

𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
0)𝐵𝑘(ℎ, 𝜃

*
T)𝑑ℎ =

=

T∫︁
0

(𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
*
T)−𝐵𝑗(𝑗, 𝜃

0))𝐵𝑘(ℎ, 𝜃
*
T)𝑑ℎ+

T∫︁
0

𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
0)(𝐵𝑘(ℎ, 𝜃

*
T)−𝐵𝑘(ℎ, 𝜃

0))𝑑ℎ+

+

T∫︁
0

𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
0)𝐵𝑘(ℎ, 𝜃

0)𝑑ℎ = 𝑈
(5)
T,𝑗𝑘 + 𝑈

(6)
T,𝑗𝑘 + 𝑈

(7)
T,𝑗𝑘; (2.50)

|𝑈 (5)
T,𝑗𝑘| ≤

T∫︁
0

|𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
*
T)−𝐵𝑗(𝑘, 𝜃

0)|𝐵𝑘(ℎ)𝑑ℎ ≤

≤
(︂∫︁ ∞

0

𝐵𝑘(ℎ)𝑑ℎ

)︂
max
𝑖=1,𝑞

sup
ℎ∈[0,∞)

𝐵𝑗𝑖(ℎ)
ℎ∑︁

𝑖=1

|𝜃*𝑖T − 𝜃0𝑖 | −−−→
T→∞

0 м.н.; (2.51)

𝑈
(6)
T,𝑗𝑘 ≤

(︂∫︁ ∞

0

𝐵𝑗(ℎ)𝑑ℎ

)︂
max
𝑖=1,𝑞

sup
ℎ∈[0,∞)

𝐵𝑘𝑖(ℎ)

𝑞∑︁
𝑖=1

|𝜃*𝑖T − 𝜃0𝑖 | −−−→
T→∞

0 м.н. (2.52)

Це означає, що м.н.

lim
T→∞

𝑈
(1)
T = lim

T→∞
𝑈

(7)
T = 𝑈(𝜃0) =

(︂∫︁ ∞

0

𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
0)𝐵𝑘(ℎ, 𝜃

0)𝑑ℎ

)︂𝑞

𝑗,𝑘=1

. (2.53)

Гранична матриця 𝑈(𝜃0) додатно визначена за умовою D3.

Теорема 2. Нехай виконано одну з умов A1 або A2, а також умови B1,B2,

C1,C2,D1 −D3,M. Тодi вектор T1/2(𝜃T−𝜃0) асимптотично нормальний з

нульовим вектором середнiх та коварiацiйною матрицею

Σ(𝜃0) = 𝑈−1(𝜃0)𝜎(𝜃0)𝑈−1(𝜃0), (2.54)

де матрицю 𝑈(𝜃0) задано формулою (2.11) (див. також (2.53)), а матри-

цю 𝜎(𝜃0) задано формулою (2.12).

Доведення. Перепишемо рiвняння (2.42) у виглядi

T1/2(𝜃T − 𝜃0) = 𝑈−1
T T1/2𝑅T. (2.55)
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З наведених вище мiркувань випливає, що

𝑈−1
T −−−→

T→∞
𝑈−1(𝜃0) м.н. (2.56)

Нехай ∇𝐵(ℎ, 𝜃0) – градiєнт коварiацiної функцiї. Запишемо, користую-

чись позначенням 𝛾T(ℎ) = T1/2𝜉T(ℎ),

T1/2𝑅T =

T∫︁
0

T1/2𝜉T(ℎ)∇𝐵(ℎ, 𝜃0)𝑑ℎ =

T∫︁
0

𝛾T(ℎ)∇𝐵(ℎ, 𝜃0)𝑑ℎ = 𝑅
(1)
T −𝑅

(2)
T ,

(2.57)

де

𝑅
(1)
T =

∞∫︁
0

𝛾T(ℎ)∇𝐵(ℎ, 𝜃0)𝑑ℎ, 𝑅
(2)
T =

∞∫︁
T

𝛾T(ℎ)∇𝐵(ℎ, 𝜃0)𝑑ℎ. (2.58)

Покажемо, що дисперсiї координат вектора 𝑅(2)
T прямують до нуля при

T → ∞. Отримуємо для 𝑗 = 1, 𝑞 за умови D1

E
(︂∫︁ ∞

T

𝛾T(ℎ)𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
0)𝑑ℎ

)︂2

≤

≤
(︂∫︁ ∞

0

E𝛾2T(ℎ)𝐵𝑗(ℎ)𝑑ℎ

)︂(︂∫︁ ∞

T

𝐵𝑗(ℎ)𝑑ℎ

)︂
−−−→
T→∞

0, (2.59)

оскiльки обмеженiсть за T величин
∞∫︁
0

E𝛾2T(ℎ)𝐵𝑗(ℎ)𝑑ℎ (2.60)

випливає, наприклад, з оцiнок лем 1 та 2.

Таким чином, далi достатньо з’ясувати гранiчну поведiнку випадкового ве-

ктора 𝑅(1)
T .

Нехай 𝐻 – натуральне число. Запишемо

𝑅
(1)
T = 𝑅′

T(𝐻) +𝑅′′
T(𝐻), (2.61)

де

𝑅′
T(𝐻) =

𝐻∫︁
0

𝛾T(ℎ)∇𝐵(ℎ, 𝜃0)𝑑ℎ, 𝑅′′
T(𝐻) =

∞∫︁
𝐻

𝛾T(ℎ)∇𝐵(ℎ, 𝜃0)𝑑ℎ. (2.62)
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Нехай також 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑞) ∈ R𝑞 – довiльний ненульовий вектор. З ураху-

ванням (2.59) отримуємо

𝑃{|⟨𝑅′′
T(𝐻), 𝜆⟩| ≥ 𝜀} ≤ 𝜀−2E|⟨𝑅′′

T(𝐻), 𝜆⟩|2 ≤

≤ 𝜀−2

𝑞∑︁
𝑗=1

𝜆2𝑗

𝑞∑︁
𝑗=1

E(𝑅′′
T,𝑗(𝐻))2 ≤ 𝐶13𝜀

−2‖𝜆‖2
𝑞∑︁

𝑗=1

∫︁ ∞

𝐻

𝐵𝑗(ℎ)𝑑ℎ = 𝜎𝐻(𝜆), (2.63)

ми використовуємо позначення ⟨·, ·⟩ для скалярного добутку двох векторiв.

Оберемо таку послiдовнiсть 𝜀𝐻 ↓ 0, що 𝜎𝐻(𝜆) −−−→
𝐻→∞

0 при фiксованому 𝜆.

Наприклад, можна взяти

𝜀𝐻 =

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

∫︁ ∞

𝐻

𝐵𝑗(ℎ)𝑑ℎ

)︃1/4

. (2.64)

Що стосується 𝑅′
T, то як i в доведеннi леми 6, отримуємо для довiльного

𝑥 ∈ R нерiвностi

𝑃{⟨𝑅′
T(𝐻), 𝜆⟩ < 𝑥− 𝜀𝐻} − 𝛿𝐻(𝜆) ≤ 𝑃{⟨𝑅(1)

T , 𝜆⟩ < 𝑥} ≤

≤ 𝑃{⟨𝑅′
T(𝐻), 𝜆⟩ < 𝑥+ 𝜀𝐻}+ 𝛿𝐻(𝜆). (2.65)

Завдяки умовi M, так само, як у доведеннi леми 6, для довiльного 𝑥 ∈ R

знаходимо, що

𝑃{⟨𝑅′
T(𝐻), 𝜆⟩ < 𝑥± 𝜀𝐻} −−−→

T→∞
Φ(𝑥± 𝜀𝐻 ; 0, 𝜎𝐻(𝜆)), (2.66)

𝜎𝐻(𝜆) =

𝐻∫︁
0

𝐻∫︁
0

𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃
0)⟨𝜆,∇𝐵(ℎ1, 𝜃

0)⟩⟨𝜆,∇𝐵(ℎ2, 𝜃
0)⟩𝑑ℎ1𝑑ℎ2. (2.67)

Зауважимо, що при фiксованому 𝜆 ̸= 0 за умовами D1 та D3 можна вка-

зати таке число 𝐻0, що 𝜎𝐻(𝜆) > 0 для всiх 𝐻 > 𝐻0. Отже, з (2.65) випливає,

що

limT→∞𝑃{⟨𝑅(1)
T , 𝜆⟩ < 𝑥} ≤ Φ(𝑥+ 𝜀𝐻 ; 0, 𝛿𝐻(𝜆)) + 𝛿𝐻(𝜆); (2.68)

limT→∞𝑃{⟨𝑅
(1)
T , 𝜆⟩ < 𝑥} ≥ Φ(𝑥− 𝜀𝐻 ; 0, 𝛿𝐻(𝜆))− 𝛿𝐻(𝜆). (2.69)
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Тепер перейдемо до границi за 𝐻 → ∞ у правих частинах нерiвностей

(2.68), (2.69) та отримаємо

lim
T→∞

𝑃{⟨𝑅(1)
T , 𝜆⟩ < 𝑥} = Φ(𝑥; 0, 𝜎(𝜆)),

𝜎(𝜆) =

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃
0)⟨𝜆,∇𝐵(ℎ1, 𝜃

0)⟩⟨𝜆,∇𝐵(ℎ2, 𝜃
0)⟩𝑑ℎ1𝑑ℎ2 > 0. (2.70).

Таким чином, теорему 2 доведено.

Припустимо, що 𝑋(𝑡) — гауссiвський процес. Запишемо граничну кова-

рiацiйну матрицю Σ (формула (2.54) у формулюваннi теореми 2) у термiнах

спектральної щiльностi та її похiдних цього гауссiвського стацiонарного про-

цесу.

За формулою (2.52) загальний елемент матрицi 𝑈(𝜃0) має вигляд

𝑈𝑗𝑘(𝜃
0) =

∞∫︁
0

𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
0)𝐵𝑘(ℎ, 𝜃

0)𝑑ℎ =
1

2

∞∫︁
−∞

𝐵𝑗(ℎ, 𝜃
0)𝐵𝑘(ℎ, 𝜃

0)𝑑ℎ =

= 𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓𝑗(𝜆, 𝜃
0)𝑓𝑘(𝜆, 𝜃

0)𝑑𝜆 (2.71)

за рiвнiстю Парсеваля, тобто

𝑈(𝜃0) =

(︂
𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑓𝑗(𝜆, 𝜃

0)𝑓𝑘(𝜆, 𝜃
0)𝑑𝜆

)︂𝑞

𝑗,𝑘=1

. (2.72)

З iншого боку, за формулами (2.1) при κ4 ≡ 0, (2.72) та (2.12) загальний

елемент матрицi 𝜎(𝜃0) має вигляд

𝜎𝑗𝑘(𝜃
0) = 4𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓 2(𝜆, 𝜃0)

∞∫︁
0

𝐵𝑗(ℎ1, 𝜃
0) cos(𝜆ℎ1)𝑑ℎ1

∞∫︁
0

𝐵𝑘(ℎ2, 𝜃
0) cos(𝜆ℎ2)𝑑ℎ2𝑑𝜆 =

= 𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓 2(𝜆, 𝜃0)

∞∫︁
−∞

𝐵𝑗(ℎ1, 𝜃
0) cos(𝜆ℎ1)𝑑ℎ1

∞∫︁
−∞

𝐵𝑘(ℎ2, 𝜃
0) cos(𝜆ℎ2)𝑑ℎ2𝑑𝜆 =
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= 4𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓 2(𝜆, 𝜃0)𝑓𝑗(𝜆, 𝜃
0)𝑓𝑘(𝜆, 𝜃

0)𝑑𝜆, (2.73)

тобто

𝜎(𝜃0) =

(︂
4𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑓 2(𝜆, 𝜃0)𝑓𝑗(𝜆, 𝜃

0)𝑓𝑘(𝜆, 𝜃
0)𝑑𝜆

)︂𝑞

𝑗,𝑘=1

. (2.74)

Якщо ввести матричну знакозмiнну мiру, тобто матричний заряд

𝐺(𝑑𝜆, 𝜃) = (𝐺𝑗𝑘(𝑑𝜆, 𝜃))
𝑞
𝑗,𝑘=1 =

(︀
𝑓𝑗(𝜆, 𝜃

0)𝑓𝑘(𝜆, 𝜃
0)𝑑𝜆

)︀𝑞
𝑗,𝑘=1

, (2.75)

то матрицю Σ(𝜃0) можна записати у симетричному виглядi, а саме:

Σ(𝜃0) = 4𝜋

(︂∫︁ ∞

−∞
𝐺(𝑑𝜆, 𝜃0)

)︂−1 ∫︁ ∞

−∞
𝑓 2(𝜆, 𝜃0)𝐺(𝑑𝜆, 𝜃0)

(︂∫︁ ∞

−∞
𝐺(𝑑𝜆, 𝜃0)

)︂−1

.

(2.76)

Приклад 1. Нехай 𝑋(𝑡) — гауссiвський процес з нульовим середнiм та ко-

варiацiйною функцiєю

𝐵(ℎ, 𝜃0) = exp{−𝜃0|ℎ|}, 𝜃0 ∈ Θ = (𝑎, 𝑏), 𝑎 > 0, 𝑏 <∞. (2.77)

Тодi спектральною щiльнiстю цього процесу є функцiя

𝑓(𝜆, 𝜃0) =
𝜃0

𝜋(𝜆2 + (𝜃0)2)
. (2.78)

Знайдемо дисперсiю за формулами (2.54), (2.72) та (2.73). Оскiльки параметр

𝜃0 скалярний, то

Σ(𝜃0) = 4𝜋

(︃∫︁ ∞

−∞

(︂
𝜕

𝜕𝜃
𝑓(𝜆, 𝜃0)

)︂2

𝑑𝜆

)︃−2 ∫︁ ∞

−∞
𝑓 2(𝜆, 𝜃0)

(︂
𝜕

𝜕𝜃
𝑓(𝜆, 𝜃0)

)︂2

𝑑𝜆,

∫︁ ∞

−∞

(︂
𝜕

𝜕𝜃
𝑓(𝜆, 𝜃0)

)︂2

𝑑𝜆 =

∫︁ ∞

−∞

(︂
𝜆2 − (𝜃0)2

𝜋(𝜆2 + (𝜃0)2)2

)︂2

𝑑𝜆 =

= 𝜋−2

∫︁ ∞

−∞

(︂
4(𝜃0)4

(𝜆2 + (𝜃0)2)4
− 4(𝜃0)2

(𝜆2 + (𝜃0)2)3
+

1

(𝜆2 + (𝜃0)2)2

)︂
𝑑𝜆 =

= 𝜋−2

(︂
20𝜋

16(𝜃0)3
− 12𝜋

8(𝜃0)3
+

𝜋

2(𝜃0)3

)︂
=

1

4𝜋(𝜃0)3
,
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∫︁ ∞

−∞
𝑓 2(𝜆, 𝜃0)

(︂
𝜕

𝜕𝜃
𝑓(𝜆, 𝜃0)

)︂2

𝑑𝜆 =

∫︁ ∞

−∞

(𝜃0)2(𝜆2 − (𝜃0)2)2

𝜋4(𝜆2 + (𝜃0)2)6
𝑑𝜆 =

=
(𝜃0)2

𝜋4

∫︁ ∞

−∞

(︂
4(𝜃0)4

(𝜆2 + (𝜃0)2)6
− 4(𝜃0)2

(𝜆2 + (𝜃0)2)5
+

1

(𝜆2 + (𝜃0)2)4

)︂
𝑑𝜆 =

=
(𝜃0)2

𝜋4

(︂
252𝜋

256(𝜃0)7
− 140𝜋

128(𝜃0)7
+

5𝜋

16(𝜃0)7

)︂
=

13

64𝜋3(𝜃0)5
,

Σ(𝜃0) = 4𝜋
(︀
4𝜋(𝜃0)3

)︀2(︂ 13

64𝜋3(𝜃0)5

)︂
= 13𝜃0.

Таким чином, Σ(𝜃0) = 13𝜃0. З iншого боку, дисперсiю оцiнки максималь-

ної вiрогiдностi параметра 𝜃0 було пiдраховано достатньо давно, наприклад,

в монографiї Bartlett [11], i ця дисперсiя Σ*(𝜃0) = 𝜃0. Ми бачимо, що ОНК

має малу асимптотичну ефективнiсть, а саме: 𝑒 = Σ*(𝜃0)/Σ(𝜃0) = 1/13.

Проте, можна рекомендувати сильно консистентну та асимптотично нор-

мальну ОНК 𝜃T як для гауссiвських процесiв 𝑋(𝑡) iз громiздким вiдношен-

ням вiрогiдностi, так i для негауссiвських процесiв𝑋(𝑡), для яких вiдношення

вiрогiдностi записати неможливо, i, отже, оцiнку максимальної вiрогiдностi

також знайти неможливо.

Припустимо, що 𝑋(𝑡) є стацiонарним, але не гауссiвським стохастичним

процесом. Тодi кумулянт 4-го порядку κ4 ̸= 0, i вираз 𝜌(ℎ1, ℎ2; 𝜃) мiстить κ4

(див. (2.1)), але нам треба вмiти перевiряти виконання умови C1.

Оскiльки для гауссiвської частини, тобто при κ4 = 0, умову C1 виконано

(див. умову C′
1 та нерiвнiсть(2.8)), то треба довести, що для довiльних 𝜃 ∈ Θ

та 𝐻

sup
ℎ∈R+

⃒⃒⃒⃒ ∫︁ ∞

−∞
κ4(𝑡, 𝑡+ ℎ, ℎ′, 0)𝑑𝑡−

∫︁ ∞

−∞
κ4(𝑡, 𝑡+ ℎ, ℎ′′, 0)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐶(𝜃)|ℎ′ − ℎ′′|𝛿, ℎ1, ℎ2 ∈ [0, 𝐻]. (2.79)

Таким чином, ми припускаємо, що κ4 може залежати вiд параметра 𝜃 ∈ Θ.

Щоб навести приклад виконання нерiвностi (2.79), розглянемо лiнiйний
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процес, керований двостороннiм процесом Левi 𝐿(𝑡), 𝑡 ∈ R, тобто

𝑋(𝑡) =

∞∫︁
−∞

̂︀𝑎(𝑡− 𝑠)𝑑𝐿(𝑠), 𝑡 ∈ R, (2.80)

̂︀𝑎(·) : R → R – деяка вимiрна функцiя. Опис конструкцiї стохастичного iн-

теграла (2.80), який називається iнтегралом Райпут-Росiнського, мiститься,

наприклад, у роботi [4], причому ми припускаємо, що

E𝐿(1) = 0, 𝑎 = sup
𝑡∈R

|̂︀𝑎(𝑡)| <∞; ‖̂︀𝑎‖ =

∞∫︁
−∞

|̂︀𝑎(𝑡)|𝑑𝑡 <∞. (2.81)

За деяких додаткових припущуень щодо процесу Левi 𝐿(𝑡) (див. [4]) про-

цес 𝑋(𝑡) має кумулянт 4-го порядку

κ4(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 𝑑𝑟

∞∫︁
−∞

4∏︁
𝑗=1

̂︀𝑎(𝑡𝑗 − 𝑥)𝑑𝑥, (2.82)

де 𝑑4 = E𝐿4(1) − 3(E𝐿2(1))2 – кумулянт 4-го порядку випадкової величи-

ни 𝐿(1). Коварiацiйна функцiя процесу 𝑋(𝑡) є кумулянтом 2-го порядку

κ2(𝑡1, 𝑡2) = 𝐵(𝑡1 − 𝑡2), причому коварiацiйну функцiю можна записати у ви-

глядi

𝐵(𝑡) = 𝑑2

∞∫︁
−∞

̂︀𝑎(𝑡+ 𝑥)̂︀𝑎(𝑥)𝑑𝑡, 𝑑2 = E𝐿2(1). (2.83)

Приклад 2. Оберемо у якостi ядра функцiю ̂︀𝑎(𝑡) = 𝑒−𝜃|𝑡|, 0 < 𝜃 < 𝜃 < 𝜃 <∞,

тобто 𝜃 ∈ (𝜃, 𝜃).

Беручи до уваги формулу (2.79), запишемо з урахуванням формули (2.82)⃒⃒⃒⃒ ∫︁ ∞

−∞
(κ4(𝑡, 𝑡+ ℎ, ℎ′, 0)− κ4(𝑡, 𝑡+ ℎ, ℎ′′, 0))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ |𝑑4|
∞∫︁

−∞

∞∫︁
−∞

|̂︀𝑎(𝑡− 𝑥)||̂︀𝑎(𝑡+ ℎ− 𝑥)||̂︀𝑎(ℎ′ − 𝑥)− ̂︀𝑎(ℎ′′ − 𝑥)||𝑎(−𝑥)|𝑑𝑥𝑑𝑡. (2.84)
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Далi пiд знаком пiдвiйного iнтеграла (2.84) запишемо |̂︀𝑎(𝑡 + ℎ − 𝑥)| ≤ 𝑎 i

розглянемо

|̂︀𝑎(ℎ′ − 𝑥)− ̂︀𝑎(ℎ′′ − 𝑥)| = |𝑒−𝜃|ℎ′−𝑥| − 𝑒𝜃|ℎ
′′−𝑥||.

Оскiльки для функцiї 𝑔(𝑢) = 𝑒−𝜃𝑢 та невiд’ємних значень 𝑢 = 𝑢1, 𝑢2 за фор-

мулою скiнченних приростiв

|𝑒−𝜃𝑢1 − 𝑒−𝜃𝑢2| ≤ 𝜃|𝑢1 − 𝑢2|,

то вiзьмемо 𝑢1 = |ℎ′ − 𝑥|, 𝑢2 = |ℎ′′ − 𝑥|. Тодi за нерiвнiстю трикутника

|𝑒−𝜃|ℎ′−𝑥| − 𝑒−𝜃|ℎ′′−𝑥|| ≤ 𝜃||ℎ′ − 𝑥| − |ℎ′′ − 𝑥|| ≤ 𝜃|ℎ′ − ℎ′′|. (2.85)

Тепер в правiй частинi нерiвностi (2.84) залишився iнтеграл
∞∫︁

−∞

∞∫︁
−∞

|̂︀𝑎(𝑡− 𝑥)||̂︀𝑎(−𝑥)|𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ ‖̂︀𝑎‖2 (2.86)

за теоремою Фубiнi. Таким чином, нерiвнiсть (2.79) виконується з 𝛿 = 1 та

константою 𝐶(𝜃) = 𝑎‖̂︀𝑎‖2|𝑑4|𝜃.
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3 Висновки

У магiстерськiй дисертацiї доведено сильну консистентнiсть та асимто-

тичну нормальнiсть ОНК невiдомих параметрiв коварiацiйної функцiї стацiо-

нарного процесу з неперервним часом та нульовим середнiм. Для отримання

вказаних результатiв було розглянуто декiлька умов, якi має задовiльняти

спостережуваний стацiонарний процес та його коварiацiйна функцiя. Основ-

ними є умови сильного перемiшування, моментнi умови та умови iнтегровно-

стi похiдних коварiацiйної функцiї за параметрами.

Доведенню теорем про сильну консистентнiсть та асимптотичну нор-

мальнiсть передує назка технiчних лем, якi забезпечують доведення основних

результатiв роботи.

Природним напрямком продовження дослiдження є розгляд таких мето-

дiв оцiнювання параметрiв коварiацiйної функцiї, якi дозволять пiдвищити

ефективнiсть оцiнок у порiвняннi з методом найменших квадратiв.



38

Список використаних джерел

[1] A.Bilchouris, A.Olenko. On Nonparametric Estimation of Covariogram.

Austrian Journal of Statistics, 54(2025), no.1, 112–137 (To appear).

[2] A.V. Ivanov, N.N. Leonenko. Statistical Analysis of Random Fields. Kluwer

AP, Dordrecht, 1989.

[3] V.V. Buldygin, Yu.V. Kozachenko. Metric Characterization of Random Vari-

ebles and Random Processes. American Mathematical Society, 2000.

[4] A.V. Ivanov, N.N. Leonenko, I.V.Orlovski. On the Whittle estimator for li-

near random noise spectral density parameter in continuous-time nonlinear

regression models. Stat. Inference Stoch. Processes, 23 (2020), 129-169.

[5] D.J. Sakrison. Efficient recursive estimation; application to estimating the

parameters of covariance functions. International Journal of Engineering Sci-

ence, v.3, №4, 1965, 461-483.

[6] Zhengyan Zhu, M.L. Stein. Spatial sampling design for parameter estimation

of the covariance function. J. Statistical Planning and Inference, v.134, №2,

2005, 583-603.

[7] F.Bachoc. Asymptotic analysis of the role of spatial sampling for covariance

parameter estimation of Gaussian processes. J. Multivariate Analysis. v.125,

2014, 1-35.

[8] F.Bachoc. Asymptotic Analysis of Maximum Likelihood Estimation of

Covariance Parameters for Gaussian Processes: An Introduction with Proofs.

Advances in Contemporary Statistics and Econometrics, Springer, 2021.

[9] I.I.Gikhman, A.V.Skorokhod. Introduction to the theory of stochastic

processes. W.B. Saunders Company, 1969.



39

[10] Yu.A.Rozanov. Stationary Random Processes. San-Francisco, Holden-Day,

1967.

[11] M.S. Bartlett. Introduction to Stochastic Processes: With Special Reference

to Methods and Applications. 3rd edition, Cambridge University Press, 1981.


	Вступ
	1 Сильна консистентність оцінки найменших квадратів
	2 Асимптотична нормальність оцінки найменших  квадратів
	3 Висновки
	Список використаних джерел

