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Реферат
Магiстерська дисертацiя мiстить 43 сторiнки та 38 посилань. Дисер-

тацiйна робота присвячена огляду результатiв наукових дослiджень у
теорiї неiдельних динамiчних систем.
Актуальнiсть роботи полягає у тому, що неiдеальi динамiчнi системи ма-
ють широкий спектр застосувань у рiзних галузях, а також потребують
детального дослiдження через складну динамiку.
Метою дисертацiї є аналiз наукових результатiв неiдеальних динамiчних
систем, щоб зрозумiти та описати складнi процеси, якi неможливо точно
описати та пояснити за допомогою простих моделей.
При виконаннi роботи було розглянуто теоретичнi вiдомостi дослiджень,
досягнення науковцiв та результати їх дослiджень.
Новизна отриманих результатiв полягає у висвiтленнi сучасних пiдходiв
до аналiзу складних систем та описi методiв стабiлiзацiї систем.
Ключовi слова: неiдеальнi динамiчнi системи, запiзнення, детермiнова-
ний хаос, бiфуракцiї, хаотичнi атрактори.
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Abstract
The master’s thesis contains 42 pages and 38 references.

The dissertation work to a review of the results of scientific research in the
theory of nonideal dynamical systems.
The relevance of the work lies in the fact that non-ideal dynamical systems
have a wide range of applications in various fields and require detailed research
due to their complex dynamics.
The aim of the dissertation is to analyze the scientific results of non-ideal
dynamical systems in order to understand and describe complex processes
that cannot be accurately described and explained using simple models.
In the course of the work, the theoretical information of research, the achi-
evements of scientists and the results of their research were considered.
The novelty of the results obtained is to highlight modern approaches to the
analysis of complex systems and to describe methods of system stabilization.
Key words: imperfect dynamical systems, delay, deterministic chaos, bifurcati-
ons, chaotic attractors.
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1 Вступ

Динамiчнi системи — це математичнi моделi, якi описують як щось
змiнюється з часом. Вони є невiд’ємною частиною багатьох явищ та про-
цесiв, якi iснують у будь-якiй галузi. Цi системи є важливими, бо вони
дозволяють моделювати реальнi процеси, розумiти їх закономiрностi, а
також знаходити способи впливати на них та прогнозувати їх поведiнку.

У сучаснiй науцi досить важливим напрямком є неiдеальнi динамiчнi
системи так як бiльшiсть реальних систем не вiдповiдають iдеальним
припущенням.

Основнна мета неiдеальних динамiчних систем полягає у тому, щоб
зрозумiти та описати складнi процеси, якi неможливо точно описати та
пояснити за допомогою простих моделей. Системи досить часто мають
недосконалостi, такi як: нелiнiйнiсть, зовнiшнi збурення або змiна пiд
впливом випадкових факторiв.

У данiй роботi буде зроблено огляд результатiв накових дослiджень
теорiї неiдеальних динамiчних систем, аналiзуючи основнi пiдходи до їх
дослiдження, результати, а також перспективи для їх подальшого роз-
витку у застосуваннi.

У процесi роботи буде розглянуто теоритичнi вiдомостi кожного з до-
слiджень, досягнення науковцiв у цiй галузi та результати їх дослiджень.

Це все дозволить сформувати цiлiсне уявлення про актуальнiсть та
значення теорiї неiдеальних динамiчних дослiджень, якi допоможуть окре-
слити роль даної теорiї у сучаснiй науцi та визначити напрям для подаль-
ших дослiджень.
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2 РОЗДIЛ
ОСНОВНI ПОНЯТТЯ ТЕОРIЇ ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ

2.1 Динамiчна система

При написаннi цього роздiлу використанi науковi публiкацiї

Означення 1. Динамiчна система – це об’єкт, що складається з трьох
основних компонентiв:

1. Фазового простору 𝐷, що є метричним простором, у якому опису-
ється поведiнка системи;

2. Часу 𝑡, який може бути неперервним (𝑡 ∈ R), або дискретним (𝑡 ∈
Z);

3. Закону(оператора) еволюцiї 𝜙, який визначає, як змiнюються ста-
ни з часом. Який задоволяняє властивостi:

1) 𝜙(0, 𝑥) = 𝑥;

2) 𝜙(𝑡2, 𝜙(𝑡1, 𝑥)) = 𝜙(𝑡1 + 𝑡2, 𝑥);

3) 𝜙(𝑡, 𝑥) неперервне за (𝑡, 𝑥).

Фазову траєкторiєю точки 𝑥 ∈ 𝐷 у просторi можна представити
у виглядi множини точок:

𝜙(𝑥) := {𝜙(𝑡, 𝑥) | 𝑡 ∈ R} у випадку неперервного часу;

𝜙(𝑥) := {𝜙(𝑡, 𝑥) | 𝑡 ∈ Z} у випадку дискретного часу.

Означення 2. Множина ℒ ⊂ 𝐷 є iнварiантною, якщо

𝜙(ℒ) = ℒ,

тобто еволюцiя системи не виводить точки за межi цiєї множини.

Означення 3. Динамiчна система є диспативною, якщо для будь-якої
множини

∀𝑉 ⊂ 𝐷 =⇒ lim
𝑡→+∞

𝜇(𝜙(𝑡, 𝑉 )) = 0,

де 𝜇(𝑉 ) – мiра множини 𝑉 .Це означає, що траєкторiї системи з часом
стискаються до певних областей у фазовому просторi.

Означення 4. Множина 𝐴 ⊂ 𝐷 є атрактором, якщо
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(I) для кожної вiдкритої множини iснує 𝐵 ⊃ 𝒜 : ∀𝑥 ∈ 𝐵 =⇒ lim
𝑡→+∞

𝜌(𝒜, 𝜙(𝑡, 𝑥)) =

0;

(II) не iснує 𝐶 ⊂ 𝒜 такої, що 𝐶, є iнварiантною множиною;

де 𝜌(·, ·) — метрика на 𝐷 : 𝜌(𝒜, 𝑥) := inf
𝑦∈𝒜

𝜌(𝑦, 𝑥) — вiдстань вiд точки

𝑥 до множини 𝒜.

Означення 5. Множина ℬ𝒜 є басейном притягання аттрактора 𝒜,
якщо

∀𝑥 ∈ ℬ𝒜 =⇒ lim
𝑡→+∞

𝜌(𝒜, 𝜙(𝑡, 𝑥)) = 0.

Зауваження 1. Аттрактори iснують лише у диспативних системах.

2.2 Система звичайних диференцiальних рiвнянь як динамiчна система

Автономну систему звичайних диференцiальних рiвняньь 𝑛-ого поряд-
ку, можна представити у виглядi:

ẋ = 𝑓(𝑥), 𝑓 : 𝑈 ⊆ R𝑛 → R𝑛, (1)

де x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) — вектор невiдомих функцiй: 𝑓(x) = (𝑓1(x), . . . , 𝑓𝑛(x))
неперервно диференцiйована вектор-функцiя.

Припустимо, що будь-який розв’язок x(𝑡,x0) рiвняння (1), такий що
x(0,x0) = x0 ∈ 𝑈 , iснує при всiх 𝑡 ∈ [0,+∞), єдиний i не залишає
множини 𝑈 . У такому випадку вiдображення 𝜙 : [0,+∞)×𝑈 → 𝑈 , таке
що

𝜙(𝑡,x0) = x(𝑡,x0),

задає динамiчну систему з метрикою

𝜌(x,y) = ||x − y||,

де ||𝑥|| :=
√︀
𝑥21 + 𝑥22 + · · ·+ 𝑥2𝑛 — евклiдова норма.

2.3 Перехiднi та усталенi процеси. Поняття хаотичного аттрактора

Рух у дисипативних системах можна роздiлити на два основнi ти-
пи. Перший тип включає перехiднi, нестацiонарнi рухи, якi описують
процес наближення системи вiд її початкового стану до граничних мно-
жин (атракторiв). Другий тип охоплює усталенi, стацiонарнi рухи, при
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яких фазовi траєкторiї вже знаходяться в межах цих граничних множин
(атракторiв).

У загальнiй теорiї динамiчних систем встановлено, що дисипативнi ди-
намiчнi системи повиннi мiстити певнi типи атракторiв, зокрема: [11, 15,
16, 18]:

1. Положення рiвноваги – точки у фазовому просторi, якi є станами
спокою системи.

2. Граничнi цикли – замкненi лiнiї у фазовому просторi, що описують
перiодичнi коливання.

3. Квазiперiодичнi атрактори – тороїдальнi поверхнi у фазовому про-
сторi, що характеризують квазiперiодичнi рухи.

Цi атрактори називають регулярними. Окрiм них, iснують також iн-
шi типи атракторiв. Траєкторiї, що спрямовуються до таких граничних
множин, демонструють абсолютно непередбачувану поведiнку, яку нази-
вають хаотичною. Важливо зазначити, що ця непередбачуванiсть визна-
чається властивостями самої динамiчної системи, а не зовнiшнiми фа-
кторами.

Попри хаотичнiсть, такi рухи мають певнi кiлькiснi та якiснi законо-
мiрностi, якi вiдрiзняють їх вiд випадкових процесiв. Для опису таких ти-
пiв рухiв використовується термiн «детермiнований хаос», що пiдкреслює
впорядкованiсть хаотичних траєкторiй. Натомiсть для рухiв, пов’язаних
iз регулярними атракторами, використовується термiн «порядок».

Математична модель детермiнованого хаосу у фазовому просторi пред-
ставляє собою складно влаштованi притягувальнi множини, фазовi тра-
єкторiї яких не належать жодному з типiв регулярних атракторiв. Такi
траєкторiї виглядають як нескiнченнi лiнiї, що нiколи не перетинаються,
не виходять за межi обмеженої областi при 𝑡 → +∞ i не наближаю-
ться до регулярних атракторiв. Точка, яка описує траєкторiю, перiоди-
чно повертається до околицi початкового стану, але цi повернення є не-
передбачуваними та нагадують випадкову послiдовнiсть. Такi атрактори
називають хаотичними.
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2.4 Прихованi та рiдкiснi аттрактори

На сьогоднi не iснує алгоритмiв або теорем, якi б дозволяли оцiнити
кiлькiсть атракторiв у системi або їхню локалiзацiю. Водночас, iснування
лише одного виду iнварiантних множин, а саме положень рiвноваги, мо-
же бути пiдтверджено за допомогою аналiтичних або чисельних методiв.
Саме тому дослiдження автономних систем зазвичай розпочинається з
аналiзу їхнiх положень рiвноваги. Подальшi дослiдження поведiнки си-
стеми здiйснюються через вивчення околиць цих точок.

Аттрактори можна класифiкувати наступним чином:[5]:

Означення 6. Самозбуджуваний атрактор – це атрактор, для якого
iснує положення рiвноваги, околицi якого перетинаються з басейном
притягання цього атрактора.

Означення 7. Прихований атрактор – це атрактор, який не є само-
збуджуваним.

Оскiльки методiв знаходження всiх атракторiв не iснує, для виявлен-
ня самозбуджуваних атракторiв дослiджуються всi положення рiвноваги
та їх околицi. Проте не всi атрактори систем є самозбуджуваними. Вихiд
траєкторiї на прихованi граничнi множини може мати непередбачуванi
наслiдки, оскiльки про поведiнку таких множин немає жодних даних.
Найкращою стратегiєю пошуку прихованих атракторiв є вибiр початко-
вих умов випадковим чином. Крiм того, атрактори розподiляють на рiд-
кiснi, якi мають невеликий басейн притягання, i iншi.

2.5 Типи стiйкостi траєкторiй

Означення 8. Розв’язок x(𝑡, x0) системи диференцiальниї рiвнянь (1)
називається стiйким за Лагранжем, якщо

∃𝑀 > 0 : ∀𝑡 ≥ 0||x(𝑡, x0)|| < 𝑀.

Тобто траєкторiя x(𝑡, x0) залишається в межах обмеженої областi
фазового простору.

Для наявностi атрактора у дисипативнiй динамiчнiй системi до-
статньо iснування множини 𝐵, з якої будь-яка траєкторiя залиша-
тиметься стiйкою за Лагранжем.
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Означення 9. Траєкторiя x(𝑡, x0) називається стiйкою за Ляпуновим,
якщо ∀𝜀 > 9 ∃𝛿 > 0 :

∀x′0||x0 − x′0|| < 𝛿 =⇒
∀𝑡 > 0||x(𝑡, x0)− x(𝑡, x′0)|| < 𝜀.

Встановлено, що будь-яка траєкторiя, яка належить до одного з
регулярних атракторiв (положення рiвноваги, граничнi цикли та ква-
зiперiодичнi атрактори), є стiйкою за Ляпуновим. У той же час усi
хаотичнi атрактори динамiчних систем є нестiйкими за Ляпуновим.

Означення 10. Траєкторiя x(𝑡, x0) називається асимптотично стiй-
кою, якщо вона стiйка за Ляпуновим та lim

𝑡→+∞
||x0 − x′0|| = 0.

В подальшому будемо припускати, що система диференцiальних рiв-
нянь (1) є дисипативною, а кожна розглянута траєкторiя є стiйкою
за Лагранжем.

2.6 Теорема Ляпунова та ЛХП

Розглянемо динамiчну систему у виглядi системи диференцiальних
рiвнянь (1). Нехай x(𝑡,x0) — деякий розв’язок цiєї системи, який ми
будемо називати незбуреним.

Збуреним ми будеми називати розв’язок системи (1) x(𝑡,x0 + x̃) =

x(𝑡,x0) + x̃, де ||x̃(0)|| < 𝜀.

За даних позначень еволюцiя збурення x̃(𝑡) у лiнiйному наближеннi
описується рiвнянням першого наближення:

x̃ = 𝐹 (𝑡)x̃, (2)

де матриця коефiцiєнтiв 𝐹 (𝑡) визначається наступним чином:⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝑓1(𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛)

𝜕𝑦1

𝜕𝑓1(𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛)
𝜕𝑦2

. . . 𝜕𝑓1(𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛)
𝜕𝑦𝑛

𝜕𝑓2(𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛)
𝜕𝑦1

𝜕𝑓2(𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛)
𝜕𝑦2

. . . 𝜕𝑓2(𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛)
𝜕𝑦𝑛... ... . . . ...

𝜕𝑓𝑛(𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛)
𝜕𝑦1

𝜕𝑓𝑛(𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛)
𝜕𝑦2

. . . 𝜕𝑓𝑛(𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛)
𝜕𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒
y=x(𝑡,x0)

Для системи (2)

є вiрною наступна теорема [11, 15, 16 ,18]:

Теорема. (Ляпунова). Нехай iснує така константа 𝑀 , що для всiї еле-
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ментiв 𝐹𝑖𝑗 i для довiльного 𝑇 ,

1

𝑇

𝑇∫︁
0

|𝐹𝑖𝑗(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤ 𝑀,

тодi

1. Для будь-якого нетривiального розв’язку x̃(𝑡) рiвняння (2) iснує ля-
пуновський характеристичний показник — скiнченне дiйсне число,
яке визначається за формулою:

𝜆x̃(𝑡) = lim
𝑇→∞

sup
1

𝑇
ln ||x̃(𝑇 )||; (3)

2. Якщо розв’язок помножити на сталу 𝐶, то значення ляпуновсько-
го показника не змiнюється:

𝜆𝒞x̃(𝑡) = 𝜆x̃(𝑡); (4)

3. Ляпуновський показник лiнiйної комбiнацiї двох розв’язкiв не пере-
вищує максимального з показникiв цих розв’язкiв:

𝜆𝒞1x̃1(𝑡)+𝒞2x̃2(𝑡) ≤ max(𝜆x̃1(𝑡), 𝜆x̃2(𝑡)); (5)

4. Для рiвняння (2) iснує 𝑛 лiнiйно незалежних розв’язкiв x̃(𝑡) якi
утворюють фундаментальну систему. Для цих розв’язкiв визна-
чається 𝑛 ляпуновських характеристичних показникiв, що впоряд-
ковуються за спаданням: 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ · · · ≥ 𝜆𝑛.

Набiр чисел {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛} називається спектром Ляпуновських ха-
рактеристичних показникiв (ЛХП). Найбiльше з цих чисел 𝜆1 визнача-
ється як старший Ляпуновський показник. Спектр ЛХП слiд розгляда-
ти як характеристику всiєї лiнiйної системи рiвнянь (2) а не окремого
розв’язку x̃(𝑡), оскiльки розв’язок не залежить вiд вибору фундамен-
тальної системи {x̃𝑖(𝑡).} З урахуванням властивостей (4), (5) можна
зробити висновок, що для будь-якого розв’язку x̃(𝑡) його ляпуновський
характеристичний показник завжди дорiвнює одному з чисел iз набору
{𝜆1, . . . , 𝜆𝑛} .

Спектр Ляпуновських характеристичних показникiв (ЛХП) для аттра-
ктора дисипативної динамiчної системи має вiдповiдати таким умовам:
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1. Сума всiх 𝑛 показникiв повинна бути вiд’ємною:
𝑛∑︁

𝑘=1

< 0.

Це гарантує, що атрактор є притягувальною граничною множиною
нульової мiри у фазовому просторi.

2. У спектрi ЛХП будь-якого аттрактора, за винятком положення рiв-
новаги, обов’язково має бути хоча б один нульовий показник.

Розглянемо траєкторiю x(𝑡), яка знаходиться на аттракторi, що не є
положенням рiвноваги. Вiзьмемо iншу траєкторiю x′(𝑡) = x(𝑡+Δ𝑡),

де Δ𝑡 — малий часовий зсув. Обидвi траєкторiї належать одному
аттрактору, адже вони вiдрiзняються лише часовим зсувом. Тодi:

x′(𝑡)− x(𝑡) = x(𝑡+Δ𝑡)− x(𝑡) ≈ ẋ(𝑡)Δ𝑡 = 𝑓(x)Δ𝑡).

Оскiльки кожна траєкторiя рiвнянн (1) є стiйкою за Лагранжем,
iснує таке число 𝑀 > 0, що ||𝑓(x)|| < 𝑀, а тому ||𝑓(x)Δ𝑡|| < 𝑀 |Δ𝑡|.
Це дозволяє обчислити Ляпуновський характеристичний показник
для такого збурення:

lim
𝑇→+∞

sup
1

𝑇
ln ||x′(𝑡)− x(𝑡)|| = lim

𝑇→+∞
sup

1

𝑇
ln𝑀 |Δ𝑡| = 0.

2.7 Неiдеальна динамiчна система

Важливим та актуальним науковим напрямом сучасної теорiї динамi-
чних систем i вивчення систем з обмеженим збудженням або неiдеальних
динамiчних систем. Дослiдження динамiчних систем з обмеженим збу-
дженням розпочалось з експериментiв нiмецького фiзика А.Соммерфельда
на початку двадцятого столiття [A. Sommerfeld. Beitrage zum dynami-
schen Ausbau der Festigkeitslehre, Physikalische Zeitschrift, 3, 266-271, 1902.],
але як усталений науковий напрямок така дана теорiя сформувалась з
опублiкуванням монографiї українського вченого В.О.Кононенка, в якiй
було введено основнi поняття та означення та побудованi математичнi
моделi для рiзноманiтних задач математики та механiки [Kononenko,
V.O: Vibrating system with a limited power-supply, Iliffe, London, 1969.]
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Теорiя систем з обмеженим збудженням дослiджує взаємодiю коли-
вальних систем iз джерелами збудження їх коливань. У рамках цiєї теорiї
передбачається, що джерела збудження коливань мають потужнiсть, по-
рiвнянну з потужнiстю, що споживається коливальним навантаженням.
При такiй умовi функцiонування джерела енергiї залежить вiд режиму
руху коливального навантаження. Вплив джерела енергiї не може бу-
ти записаний за допомогою явної функцiї вiд часу заздалегiдь заданого
виду. Тодi як при традицiйному математичному моделюваннi коливаль-
ної системи розглядаються iдеалiзованi джерела порушення необмеженої
потужностi. У багатьох випадках неiдеальний пiдхiд є принципово невiр-
ним, що на практицi призводить до грубих помилок в описi динамiки як
до коливальної системи, так i джерела збудження. Це бiльш актуаль-
ним застосування моделей обмеженого збудження став в наш час, коли
перед людством на виникають проблеми глобального енергозбереження,
що змушує максимально мiнiмiзувати потужностi застосовуваних дже-
рел збудження.

Вiдкриття детермiнованого хаосу стимулювало появу нового роздiлу
теорiї систем з обмеженим збудженням, пов’язаного з вивченням хао-
тичних режимiв взаємодiї коливальних систем з джералами збуджених
коливань. Причому особливий iнтерес викликають хаотичнi режими, ви-
никнення яких пов’язано з нелiнiйною взаємодiєю мiж коливальною си-
стемою та джерелом збудження, а не з їхнiми автономними властиво-
стями. Останнiм часом в теорiї неiдеальних систем були отриманi цiкавi
науковi результати, огляду яких присвячена ця робота.

3 Огляд наукових праць

3.1 Маятниковi системи

Маятниковi системи привертають увагу дослiдникiв у рiзних галузях
математики, механiки та фiзики, оскiльки вони є класичними приклада-
ми коливальних динамiчних систем. Саме в таких системах уперше були
виявленi важливi явища, як-от параметричний резонанс, високочастотна
стабiлiзацiя нестiйких положень рiвноваги тощо. Крiм того, маятниковi
системи слугували експериментальним полем для перевiрки абстрактних
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теоретичних результатiв iз якiсної теорiї динамiчних систем.
Простота маятникових систем iз фiзичної точки зору дозволяє легко

проводити експериментальну перевiрку теоретично передбачених коли-
вальних ефектiв. Особливий iнтерес до них пояснюється тим, що багато
явищ, спочатку вiдкритих у маятникових системах, згодом було виявле-
но i в значно складнiших фiзичних системах, таких як кiльця, оболонки,
пластини чи середовища в цилiндричних i сферичних порожнинах. Ба
бiльше, маятниковi системи успiшно використовуються для спрощеного
математичного моделювання динамiки цих складних об’єктiв. Хоча при
цьому спрощуються диференцiальнi рiвняння, опис динамiки залишає-
ться досить точним.

Сьогоднi маятниковi моделi широко застосовуються для опису коли-
вальних процесiв у таких рiзноманiтних сферах, як бiологiя, медицина,
економiка та соцiологiя. Проте бiльшiсть дослiджень нехтують обмеже-
нiстю потужностi джерела збудження коливань, iдеалiзуючи його як не-
обмежено потужне. Такий пiдхiд виключає зворотний вплив коливальної
системи на джерело, що дозволяє спростити моделi, але iнодi призводить
до значних помилок у якiсному й кiлькiсному описi режимiв. Наприклад,
стiйкi за Ляпуновим режими можуть виявитися нестiйкими в експери-
ментах.

Вiдкриття детермiнованого хаосу суттєво розширило уявлення про мо-
жливi режими коливань у маятникових системах. Воно продемонструва-
ло обмеженiсть методiв редукцiї, якi часто спрощують вихiдну систему
до окремих пiдсистем, зменшуючи розмiрнiсть фазових просторiв. Але
це може призвести до втрати iнформацiї про хаотичнi атрактори вихiдної
системи.

Зокрема, нехтування взаємодiєю мiж маятниковою системою i джере-
лом збудження може приховати iснування хаотичних режимiв. Вiдтак,
вiдкриття детермiнованого хаосу спонукає вiдмовлятися вiд методiв ре-
дукцiї, якщо необхiдно дослiдити повну картину динамiчної поведiнки
коливальних систем.

Хаотичнi режими взаємодiї в системi «маятник-джерело енер-
гiї [7]

Стаття [7] присвячена хаотичнiй динамiцi в системi «маятник-джерело
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енергiї», зокрема умовам виникнення детермiнованого хаосу. Автори роз-
робляють математичну модель такої системи, вводячи всi основнi пара-
метри, якi враховують власну частоту маятника та обмеженiсть поту-
жностi джерела збудження коливань.

Аналiтичний i чисельний пiдходи передбачають залежнiсть динамiчної
поведiнки системи вiд малих змiн початкових умов i значень параметрiв.
Проаналiзовано, як врахування обмеженостi потужностi джерела збу-
джень приводять до нестiйкiстi i хаотичних режимiв динамiки; такi си-
стеми є важливими прототипами для вивчення явищ складної динамiки.
Однiєю з найяскравiших сторiн статтi є те, що вона вказує на конкретну
ситуацiю, за якої виникає детермiнований хаос.

Переходи розв’язкiв вiд регулярних коливальних режимiв до хаоти-
чних автори дослiджували в термiнах бiфуркацiйного аналiзу. Було ви-
явлено, що для таких систем з обмеженою потужнiстю джерела збуджень
ця робота може сформувати базову основу для вивчення хаотичних взає-
модiй у коливальних системах. Окрiм поглиблення теоретичних уявлень,
результати дослiдження надають iнструменти, якi можуть бути викори-
станi як для прогнозування, так i для контролю хаотичної поведiнки у
спорiднених системах.

Хаотичнi коливання сферичного маятника як ефект взаємо-
дiї з джерелом збудження коливань [8]

У статтi [8] розглядається хаотична динамiка взаємодiї сферичного
маятника з джерелом збудження. Пiдхiд авторiв поєднує теоретичнi ви-
сновки та чисельне моделювання, пропонуючи комплексний погляд на
те, як зовнiшнє збудження впливає на динамiку маятника. Це означає,
що в рамках таких дослiджень дуже важливо отримати сценарiї пере-
ходу до хаосу, тобто послiдовностi бiфуркацiй якi переводять систему з
регулярних станiв у хаотичнi.

Використовуючи фазовi портрети, показники Ляпунова та перерiзи
Пуанкаре, автори переконливо представили докази умов виникнення ха-
осу. Цi результати виявили чутливiсть системи до рiзних змiн параметрiв
збудження.

У цiй роботi сферичний маятник представлено як цiнну модель хаоти-
чних взаємодiй у динамiчних системах. Дослiдження робить внесок не
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тiльки в теоретичний розвиток нелiнiйних коливань, але й у практичне
керування хаосом у системах, де пристрої збудження можуть вiдiгравати
вирiшальну роль. Це робить його важливим внеском у галузi фiзики та
прикладної механiки.

Хаотичнi коливання сферичного маятника як приклад взає-
модiї з джерелом енергiї [9]

Статтю [9] присвячено дослiдженню хаотичних коливань сферично-
го маятника, який взаємодiє з джерелом енергiї скiнченної потужностi.
Проведено аналiз переходу вiд регулярних до хаотичних коливань i зро-
блено зауваження про важливiсть цих явищ для вивчення динамiки си-
стем з розподiленими параметрами. Найважливiшим моментом у цiй ро-
ботi є використання усереднених рiвнянь руху.

Показано, що хаотичнi коливання виникають не через внутрiшнi вла-
стивостi маятника, а внаслiдок взаємодiї з джерелом збудження коли-
вань. Автори зазначають, що в iдеальному випадку, якщо джерело енер-
гiї має нескiнченну потужнiсть, система має регулярний характер дина-
мiки. В чисельних експериментах дослiджено перехiд вiд регулярного до
хаотичного режиму динамiки.

Автори використовували методи Рунге-Кутти четвертого порядку, пе-
рерiзи Пуанкаре та алгоритми обчислення показникiв Ляпунова.

Залежно вiд параметрiв системи виявлено бiфуркацiї подвоєння перi-
оду та змiни типу хаотичного атрактора. Отриманi результати показу-
ють, що нехтування взаємодiєю мiж джерелом енергiї та коливальною
системою може призвести до великих помилок у прогнозуваннi динамi-
ки системи. Цi результати ще раз пiдкреслюють важливiсть врахування
взаємодiї як в експериментальних, так i в теоретичних дослiдженнях.

Детермiнований хаос сферичного маятника з обмеженим збу-
дженням [10]

Стаття [10] присвячена дослiдженню виникнення, еволюцiї та зникнен-
ня детермiнованого хаосу в системi «сферичний маятник - електродвигун
обмеженої потужностi». Автор вважає, що нехтування зворотнiм впли-
вом коливальної системи на джерело збудження коливань може призве-
сти до суттєвих помилок у моделюваннi та розумiннi динамiчних систем,
таких як маятники та iншi коливальнi установки.
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Сферичний маятник є нелiнiйною коливальною системою з двома сту-
пенями свободи з рiвними частотами i є основою багатьох складних си-
стем. Хаотичнi атрактори можуть бути знайденi в широкому дiапазонi
параметрiв системи. Перехiд до хаосу вiдбувається за сценарiєм Фейґен-
баума. Результати демонструють, що сильне нехтування збудженням скiн-
ченної потужностi суттєво спотворює динамiчну поведiнку систем i при-
зводить до хибних уявлень про стiйкiсть i характеру динамiки коливань.

Ця робота є чудовим доказом того, наскiльки важливим є якiсне моде-
лювання для розрахунку хаотичних режимiв, що розширює застосування
до багатьох класiв фiзичних систем.

Хаотичнi коливання неiдеальних плоских маятникових си-
стем [11]

У статтi [11] розглядається динамiка маятникової системи, з’єднаної
з електродвигуном. Це дослiдження вказує на неадекватнiсть звичайних
моделей i пiдкреслює важливiсть обмеження потужностi джерела збу-
дження коливань.

Дослiдники намагаються надати бiльш точнi описи неiдеальних си-
стем. Увагу зосереджено на аналiзi карт динамiчних режимiв. Такi карти
були отриманi для рiзних спiввiдношень параметрiв, що вiдображають
всi типи можливої поведiнки - вiд положення рiвноваги до хаотичних
атракторiв, що показує важливiсть врахування неiдеальностi системи.
Далi в роботi розглядаються сценарiї переходiв до хаосу.

Таким чином, ця стаття зробить крок вперед у розумiннi таких не-
iдеальних динамiчних систем, використовуючи аналiтичнi та чисельнi
методи для можливих майбутнiх дослiджень у галузi моделювання ди-
намiчних систем.

Фактори запiзнення та хаотизацiя неiдеальних маятникових
систем [12]

У статтi [12] розглянуто динамiчну поведiнку неiдеальних маятнико-
вих систем пiд впливом рiзних факторiв запiзнювання. За даними О.Ю.
Швеця та О.М. Макасєєва було проведено експеримент, спрямований на
дослiдження ефектiв, що виникають пiд впливом запiзнення. Було прове-
дено експеримент, спрямований на аналiз ефектiв, спричинених затрим-
ками в передачi сигналу та реакцiями середовища в таких системах.
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Основну увагу придiлено системi, в якiй маятник являє собою збу-
дження електродвигуна з обмеженою потужнiстю. Автори пояснюють
значення факторiв запiзнення для виникнення детермiнованого хаосу.
Центральна частина роботи присвячена математичному моделюванню
експериментальної установки, ключовим параметром якої є запiзнення.
Автори застосовують чисельнi методи для аналiзу динамiчних режимiв,
включаючи карти, якi показують переходи мiж регулярними i хаотичним
режимами динамiки.

Карти наочно показують, як збiльшення значень запiзнення впливає
на появу хаотичних атракторiв. Конкретнi приклади стацiонарних ре-
жимiв та їх переходiв до хаосу розглядаються бiльш детально.

За допомогою теорiї бiфуркацiй та чисельного моделювання автори
iдентифiкують рiзнi сценарiї, такi як каскад бiфуркацiй подвоєння Фей-
генбаума та перемiжнiсть Помо-Манневiля.

Моделювання впливу запiзнювання на коливання маятникiв
при обмеженому збудженнi [13]

У статтi [13] дослiджується динамiка неiдеальної системи, що складає-
ться з маятника та електродвигуна. Враховуються два фактори запiзнен-
ня: реакцiї електродвигуна на коливання маятника i реакцiя середовища
вiдносно динамiчного стану маятника. У вступi зроблено огляд широко-
го застосування моделей маятника для дослiдження складних систем в
iнженернiй, бiологiчнiй та фiнансовiй галузях.

У статтi зазначено, що в протяжних системах затримки в передачi си-
гналiв або реакцiї середовища стають важливими для аналiзу стiйкостi.
Автори порiвнюють тривимiрнi та дев’ятивимiрнi моделi, виявляючи, що
для малих запiзнень достатньо простих моделей, тодi як для бiльших
запiзнень потрiбнi складнiшi апроксимацiї. Чисельнi дослiдження були
проведенi за допомогою таких iнструментiв, як спектр показникiв Ля-
пунова i бiфуркацiйнi дерева. Цi методи показали iснування хаотичних
атракторiв для певних величин запцiзнювання i визначили два сцена-
рiя переходу до хаосу, а саме подвоєння перiоду Фейгенбаума та перемi-
жнiсть Помо-Манневiля.

У пiдсумку, отриманi результати дадуть змогу зрозумiти, як факто-
ри затримки, залежно вiд величини та взаємодiї, можуть дестабiлiзува-
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ти системи та шляхи до хаотичних атракторiв. Рекомендацiї також охо-
плюють використання моделей вищої розмiрностi як таких, що можуть
запропонувати краще представлення моделей зi значними затримками;
найкраще їх представляти вiзуально за допомогою фазово-параметричних
характеристик i спектрiв показникiв Ляпунова.

Стаття поглибила розумiння запiзнiлих взаємодiй у маятниково-моторних
системах i запропонувала практичнi пiдходи до їх моделювання.

Хаос у маятникових системах з обмеженим збудженням за
наявностi запiзнення [14]

У статтi [14] враховано фактори запiзнення, але в умовах обмеженого
збудження системи «маятник - електродвигун». Запропоновано двi мо-
делi - тривимiрну та п’ятнадцятивимiрну, якi описують рiзнi величини
запiзнення цiєї системи.

Пiдкреслено, що малi запiзнення дозволяють використовувати простi-
шу модель, тодi як великi вимагають бiльш складних систем для адеква-
тного представлення. У роботi дослiджено виникнення детермiнованого
хаосу в таких системах, визначено, як затримки реакцiї коливальної си-
стеми та реакцiї середовища впливають на перехiд вiд регулярних до
хаотичних режимiв.

Карти динамiчних режимiв, фазовi портрети та перерiзи Пуанкаре по-
будованi чисельно, що дає наочне уявлення про складну поведiнку таких
систем. Цi iнструменти пiдкреслюють, що затримка може бути рушiйною
силою для хаотичних атракторiв, а також iлюструють рiзнi шляхи до
хаосу, включаючи подвоєння перiоду Фейгенбаума i перемiжнiсть Помо-
Манневiля. Результати пiдтверджують, що динамiка системи для малих
значень запiзнення добре вiдтворюється тривимiрною моделлю, тодi як
для бiльших значень п’ятнадцятивимiрна модель стає фундаментальною
для коректного опису. Важливим наслiдком цього є значне розходження
мiж двома моделями в межах бiльших запiзнень, що дiйсно пiдкреслює
важливiсть масштабування розмiрностi разом з iнтенсивнiстю запiзнен-
ня.

Стаття робить значний внесок у розумiння динамiки запiзнення в ма-
ятникових системах. Вона окреслює напрямки вибору правильних пiд-
ходiв до моделювання залежно вiд величини запiзнення i вiдкриває новi
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можливостi для точнiшого аналiзу як регулярних, так i хаотичних коли-
вань у подiбних системах.

Новi типи граничних множин у динамiчнiй системi «сфери-
чний маятник - електродвигун» [15]

У статтi [15] розглянуто динамiчну поведiнку системи «сферичний ма-
ятник - електродвигун». Автори розробляють вдосконалену математичну
модель нелiнiйної взаємодiї мiж маятником i джерелом збудження. Ав-
тори застосовують цю модель до дослiдження нових типiв атракторiв i
граничних множин: нерегулярних i мультистабiльних.

За допомогою таких iнструментiв, як фазовi портрети, експоненти Ля-
пунова та бiфуркацiйний аналiз, вони виявляють переходи мiж регуляр-
ними та хаотичними станами в цiй системi, якi ранiше не спостерiгалися.
Це дає низку умов для встановлення нових граничних множин, що вини-
кають внаслiдок цих двох явищ. Варiацiї параметрiв системи, таких як
величина крутного моменту двигуна або величина демпфування, можуть
стабiлiзувати або нестабiлiзувати систему, що призводить до наслiдкiв,
включаючи складну динамiчну поведiнку.

У цiй статтi представлено iдеї, якi можуть дати певне уявлення про
стабiльнiсть i керування зв’язаними механiчними системами. Ця стат-
тя представляє новi явища, що спостерiгаються в системi «сферичний
маятник-електричний двигун», i робить дуже цiнний внесок у нелiнiй-
ну динамiку. Цi висновки мають значення для проектування механiчних
систем зi зв’язаними коливальними компонентами.

Огляд сценарiїв переходу до хаосу в неiдеальних динамiчних
системах [16]

У статтi [16] глибоко аналiзуються механiзми та сценарiї переходу до
хаосу в неiдеальних динамiчних системах. Увагу зосереджено на тих си-
стемах, якi мають обмежену енергiю або iншi обмеження, що роблять
їхню поведiнку далекою вiд iдеалiзованої моделi. Пiдкреслюється клю-
чова роль нелiнiйностей i зовнiшнiх збурень у динамiцi цих систем. Ав-
тор спочатку представляє теоретичне пiдґрунтя хаосу в динамiчних си-
стемах, розглядаючи класичнi сценарiї переходу до хаосу, такi як каскад
подвоєння перiоду Фейгенбаума, перемiжнiсть Помо-Манневiля. Конкре-
тнi приклади неiдеальних систем, що розглядаються як аналiтично, так
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i чисельно, включають коливальнi та зв’язанi механiчнi пристрої.
Аналiз показує, як варiацiї параметрiв - таких як частота збуджен-

ня, демпфування i сила взаємодiї - можуть спровокувати хаотичну пове-
дiнку. Детальна вiзуалiзацiя показана у фазових портретах, бiфуркацiй-
них дерева та аналiзi спектра характеристичних показникiв Ляпунова.
Одним з головних внескiв у цю роботу є дослiдження незвичайних або
гiбридних випадкiв переходу до хаосу, що виникають лише в неiдеальних
системах. У зв’язку з цим вiн розглядає, як деякi з класичних сценарiїв
переходу до хаосу можуть комбiнуватися або навiть накладатися один на
одного, тим самим даючи абсолютно новi форми динамiчної поведiнки,
не дослiдженi до цього часу.

Цi уявлення розширюють нашi знання про те, як хаос може виникати
в практичнiй iнженерiї та природних системах. Таким чином, ця стаття
є оглядом i розширенням теорiї хаосу в неiдеальних системах. Поєдную-
чи теоретичнi поняття з практичними застосуваннями, автори надають
необхiднi рекомендацiї для тих дослiдникiв i практикiв, якi зацiкавленi
в аналiзi, прогнозуваннi або контролi хаотичної поведiнки в обмежених
динамiчних системах.

Бiфуркацiї максимальних атракторiв неiдеальних маятнико-
вих систем. [17]

Ця доповiдь [17] показує мiсце дослiджуваної тематики в ширшiй па-
радигмi - парадигмi динамiчних систем, у тому числi, взагалi кажучи,
нелiнiйних i суттєво залежних вiд зовнiшнiх параметрiв. Звiдси випли-
ває актуальнiсть таких матерiалiв для певних структур машинобудуван-
ня, робототехнiки, фiзики тощо. Автори надають вичерпне математичне
пiдґрунтя для дослiдження бiфуркацiй в неiдеальних маятникових си-
стемах, де важливу роль вiдiграє джерело збудження коливань. Вони
детально розглядають, як еволюцiонують атрактори при змiнi параме-
трiв, як аналiтично, так i чисельно.

Розглянутi в цiй статтi бiфуркацiї представляють складнi динамiчнi
сценарiї: переходи мiж перiодичними i хаотичними станами пояснюють
багато явищ, якi часто трапляються в реальних механiчних системах.
Однiєю з сильних сторiн цiєї роботи є детальне пояснення механiзмiв бi-
фуркацiй, пiдкрiплене чiткими дiаграмами та результатами обчислень.

23



Автори ефективно пов’язують теоретичнi висновки з практичним засто-
суванням, демонструючи, як неiдеальнi фактори, такi як тертя та втрата
енергiї системою, призводять до якiсних змiн у динамiцi системи.

Зокрема, цей аспект є дуже корисним для проектування бiльш ста-
бiльних та ефективних механiчних систем. У статтi також представле-
но наслiдки їхнiх висновкiв для майбутнiх дослiджень, пiдкреслюючи,
що подальшi дослiдження неiдеальних систем можуть сприяти кращому
прогнозуванню моделей в iнженерiї та iнших сферах застосування. Поєд-
нуючи теоретичнi iдеї з практичними результатами, внесок Донецького
i Швеця є просвiтницьким у галузi прикладної математики i динамiчних
систем.

Типовi та узагальненi переходи до детермiнованого хаосу не-
типових атракторiв неiдеальних динамiчних систем [18]

У статтi [18] автор продовжує розвивати складну динамiку неiдеаль-
них систем у термiнах максимальних атракторiв. Вiн зосереджує увагу
на нелiнiйних системах п’ятого порядку, якi знаходять застосування в
моделюваннi коливань сферичного маятника та гiдродинамiчних систем.
Це дослiдження робить великий внесок у розумiння детермiнованого ха-
осу та механiзмiв переходу до нього в неiдеальних динамiчних системах.

Основним результатом статтi є приклад реалiзацiї сценарiю узагальне-
ної перемiжностi. Сценарiй такого типу може пояснити переходи мiж ха-
отичними атракторами, якi включають настiльки тонкi та складнi шля-
хи, що виходять далеко за межi класичної моделi. Результати, отрима-
нi на основi фазо-параметричних характеристик, аналiзу спектру хара-
ктеристичних показникiв Ляпунова та фазових портретiв, розширюють
уявлення про динамiчну поведiнку системи. Унiкальною особливiстю цi-
єї роботи є спрямованiсть на прикладне застосування. Зокрема, саме
при розглядi таких систем, як баки з рiдиною та сферичнi маятники,
з’являються практичнi наслiдки для iнженерної та прикладної фiзики.

Розумiння переходiв до хаосу дає змогу вдосконалити проектування
стабiльних систем з керованою динамiкою. Результати не тiльки розвива-
ють розумiння переходiв мiж рiзними типами хаотичних атракторiв, але
й вiдкривають багатообiцяючi перспективи для майбутнiх дослiджень
складної динамiчної поведiнки в прикладних задачах.
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Дослiдження коливань вiльної поверхнi рiдини в цилiндричних баках
має велике прикладне значення, оскiльки багато сучасних машин i меха-
нiзмiв оснащенi баками, частково заповненими рiдиною. Важливим аспе-
ктом у вивченнi динамiки таких систем є врахування зворотного впливу
коливальної системи на джерело збудження коливань. Цей пiдхiд ви-
правданий лише у випадках, коли потужнiсть джерела значно перевищує
потужнiсть, яку поглинає коливальна система. Такi ситуацiї прийнято
вважати iдеальними за Зоммерфельдом-Кононенком.

У реальних випадках потужнiсть джерела збудження часто може бу-
ти спiвставною з потужнiстю, яку поглинає коливальна система. У таких
неiдеальних випадках iгнорування зворотного впливу коливальної систе-
ми на джерело збудження може призвести до суттєвих помилок в оцiнцi
динамiки системи. Це особливо важливо, оскiльки може бути втрачена
iнформацiя про наявнiсть хаотичних режимiв, що має велике значення
для точного моделювання та прогнозування поведiнки цих систем.

3.2 Гiдродинамiчнi системи

Дослiдження коливань вiльної поверхнi рiдини у цилiндричних баках
має велике прикладне значення, оскiльки багато сучасних машин i меха-
нiзмiв мiстять цилiндричнi баки, частково заповненi рiдиною. Важливим
аспектом у вивченнi таких гiдродинамiчних систем є врахування неiде-
альностi джерела збурення коливань бака з рiдиною. Однак у бiльшостi
дослiджень динамiки таких систем нехтується зворотним впливом бака
з рiдиною на джерело збурення. Такий пiдхiд є виправданим лише тодi,
коли потужнiсть джерела значно перевищує потужнiсть, що поглинає-
ться баком iз рiдиною. Такi випадки називаються "iдеальними".

Проте у багатьох сучасних машинах i механiзмах потужнiсть джерела
збурення є спiвставною з потужнiстю, яку споживає коливальне наван-
таження, тобто бак iз рiдиною. У таких "неiдеальних"випадках нехтува-
ння зворотним впливом коливального навантаження на роботу джерела
збурення може призвести до серйозних помилок у дослiдженнi динамiки
системи. Зокрема, це може спричинити втрату iнформацiї про наявнiсть
у системi детермiнованих хаотичних режимiв.

Хаос в динамiцi механiзмiв з обмеженим джерелом збудже-
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ння [19]
У статтi [19] аналiзується динамiчна поведiнка неiдеальних систем,

зокрема виникнення хаотичних режимiв. Автори розглядають, як враху-
вання взаємодiї мiж джерелом збудження i коливальною системою при
побудовi моделi може призвести до змiн у висновках про характер її
динамiки. Вони пiдкреслюють, що в реальних технiчних системах поту-
жнiсть джерела збудження часто є порiвнянною з потужнiстю, яку по-
глинає сама система, що робить динамiчну поведiнку бiльш складною.

Автори вiдзначають, що традицiйнi пiдходи до побудови моделей ди-
намiчних систем, якi iгнорують зворотний вплив мiж системою i джере-
лом збудження, можуть призвести до значних помилок. Це пiдкреслює
важливiсть бiльш точного пiдходу до дослiдження динамiки таких меха-
нiзмiв, зокрема у випадках, коли в системi виникають складнi хаотичнi
режими.

Властивостi хаотичних коливань рiдини в цилiндричних ба-
ках [20]

Стаття [20] присвячена дослiдженню хаотичних коливань рiдини в ци-
лiндричних баках. Основна увага придiляється умовам виникнення та-
ких коливань i впливу рiзних параметрiв системи на її динамiчну по-
ведiнку. Автори аналiзують динамiчну систему за допомогою широкого
спектру чисельних методiв, серед яких метод чисельного iнтегрування
Рунге-Кутти для побудови фазових траєкторiй системи, метод Беннетi-
на для обчислення характеристичних показникiв Ляпунова, метод Ено
для побудови перерiзiв Пуанкаре та iншi.

Додатково використовується спектральний аналiз для обчислення ха-
рактеристик хаотичних режимiв. Стаття пiдкреслює важливiсть розу-
мiння та передбачення хаотичних процесiв для ефективного управлiння
динамiкою рiдин у промислових системах, де використовуються цилiн-
дричнi баки.

Параметричний резонанс в системi: Рiдина в баку + електро-
двигун [21]

У роботi [21] дослiджується явище параметричного резонансу в систе-
мах, що включають рiдину в баку i електродвигун. Автори розглядають
взаємодiю мiж коливаннями рiдини та динамiчною поведiнкою електро-
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двигуна, що може призвести до нелiнiйних ефектiв, зокрема в умовах
резонансу.

Для цiєї системи побудовано математичну модель, яка враховує основ-
нi параметри, що визначають рух рiдини та роботу двигуна. Аналiз рiв-
нянь системи дозволяє виявити умови параметричного резонансу, якi за-
лежать вiд таких факторiв, як частота обертання валу двигуна та власнi
частоти коливань рiдини в баку. Для демонстрацiї динамiчних вiдгукiв
системи використовуються чисельне моделювання та експериментальнi
перевiрки. За допомогою фазових портретiв i перерiзiв Пуанкаре авто-
ри показують, як вiдбуваються переходи вiд стабiльного руху до пара-
метричної нестабiльностi. Результати дослiдження пiдкреслюють чутли-
вiсть системи до змiн робочих параметрiв i пропонують можливi способи
пом’якшення небажаних резонансних ефектiв.

Ця робота є важливим внеском у розумiння параметричного резонансу
в зв’язаних механiко-рiдинних системах. Застосований пiдхiд дозволяє
з’єднати теоретичне моделювання з практичними рекомендацiями для
проектування систем, що включають взаємодiю рiдини та механiчних
структур, таких як резервуари й коливальнi пристрої, що приводяться
в рух електродвигунами. Робота також створює основу для подальших
дослiджень у галузi складної зв’язаної динамiки.

Хаотичнi коливання вiльної поверхнi рiдини при коливаннях
цилiндричного баку з обмеженою потужнiстю збудження [22]

Стаття [22] дослiджує хаотичнi коливання поверхнi рiдини в цилiндри-
чних баках, коли коливання збуджуються джерелом з обмеженою поту-
жнiстю. Автори вивчають умови, за яких регулярнi коливання поверх-
нi рiдини можуть переходити в хаотичнi динамiчнi режими. Особливу
увагу придiлено впливу обмеженої потужностi на динамiчну поведiнку
системи.

Автори показують, як коливання поверхнi рiдини можуть ставати ха-
отичними, коли потужнiсть збудження не є достатньою для стабiльного
пiдтримання коливань, що призводить до виникнення нелiнiйних ефе-
ктiв. Вони використовують математичнi моделi для опису динамiки си-
стеми та чисельнi методи для вирiшення рiвнянь, що описують коливан-
ня поверхнi рiдини в таких умовах. Для вивчення динамiки системи ви-
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користовуються чисельнi алгоритми та аналiз результатiв за допомогою
фазових дiаграм i спектрального аналiзу, що дозволяє виявити умови
виникнення хаотичних коливань.

У статтi також наведено областi значень параметрiв, за яких хаотичнi
коливання стають основним режимом системи. Цi результати важливi
для розумiння складної поведiнки рiдин в технiчних системах, де ва-
жливо контролювати резонанснi i хаотичнi ефекти. Автори також про-
понують методи для пом’якшення небажаних хаотичних ефектiв у таких
системах.

Дослiдження має велике значення для проектування механiзмiв, що
включають взаємодiю рiдини та механiчних структур, таких як резерву-
ари з рiдиною, де збудження коливань може бути обмежене.

Динамiчний хаос при обмеженiй потужностi джерела збу-
дження для коливань рiдини в цилiндричних баках [23]

Стаття [23] дослiджує вплив обмеженої потужностi джерела збуджен-
ня на коливання рiдини в цилiндричних резервуарах, зокрема на можли-
вiсть виникнення динамiчного хаосу. Автори зосереджуються на тому, як
потужнiсть джерела збудження може бути недостатньою для пiдтримки
регулярних коливань рiдини, що призводить до переходу в хаотичнi ре-
жими. Це дослiдження має важливе значення для розумiння поведiнки
рiдин у технiчних системах, де енергетичнi ресурси обмеженi.

Для моделювання динамiки системи було розроблено математичну мо-
дель, яка враховує ключовi параметри, що впливають на коливання рiди-
ни, а також характеристики джерела збудження. Чисельне моделювання
показує, що при певних умовах навiть незначнi змiни в параметрах збу-
дження можуть призвести до виникнення хаотичних коливань. Автори
використовують рiзнi методи аналiзу, зокрема фазовi дiаграми та спе-
ктральнi технiки, для вивчення переходiв мiж стабiльними i хаотичними
режимами. Дослiдження також висвiтлює областi значень параметрiв,
де хаотичнi коливання можуть бути основним режимом, i вказує на ва-
жливiсть контролю цих параметрiв для уникнення небажаних ефектiв.

Результати можуть бути корисними для проектування технiчних си-
стем, що включають рiдиннi резервуари, де iснує потреба у контролi
коливань при обмеженiй потужностi збудження.
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Автори пропонують способи пом’якшення хаотичних ефектiв, що до-
зволяє пiдвищити стабiльнiсть та ефективнiсть таких систем.

Особливостi переходу до хаосу в неiдеальних гiдродинамi-
чних системах [24]

Стаття [24] аналiзує особливостi переходу до хаосу в гiдродинамiчних
системах, що характеризуються неiдеальнiстю. Автори зосереджуються
на вивченнi динамiчної поведiнки рiдин в системах, де iснують скла-
днi нелiнiйнi взаємодiї, що можуть спричиняти хаотичнi явища. Вони
розглядають умови, при яких стiйкi, регулярнi коливання переходять у
хаотичнi режими, пiдкреслюючи роль неiдеальних факторiв, таких як
тертя та дисипативнi процеси. Стаття мiстить математичний опис таких
систем.

Дослiдження показує, що навiть при незначних змiнах параметрiв си-
стеми можна спостерiгати перехiд до хаосу, що робить систему чутли-
вою до зовнiшнiх впливiв. Окремо вивчаються методи аналiзу, включа-
ючи чисельне моделювання та аналiз фазових портретiв, що дозволяє
детальнiше розглядати поведiнку системи за рiзних значень параметрiв.
Автори також зосереджуються на впливi дисипативних процесiв на ви-
никнення хаотичних режимiв, що дозволяє краще зрозумiти механiзм
переходу до хаосу. Вони наводять приклади, де навiть невеликi змiни
у внутрiшнiх параметрах можуть спричинити значнi змiни в поведiнцi
системи. Цi результати мають важливе значення для розробки методiв
контролю та оптимiзацiї роботи гiдродинамiчних систем в технiчних до-
датках, де важливо уникати хаотичних режимiв.

Стаття робить важливий внесок у теоретичне розумiння переходу до
хаосу в неiдеальних гiдродинамiчних системах i вiдкриває можливостi
для подальших дослiджень у цiй галузi.

Новi сценарiї переходу до детермiнованого хаосу в неiдеаль-
них коливальних системах [25]

Стаття [25] розглядає новi пiдходи до дослiдження сценарiїв переходу
до детермiнованого хаосу в неiдеальних коливальних системах. Автори
фокусуються на вивченнi нелiнiйних систем. Вони аналiзують умови, за
яких системи, що мають регулярний характер динамiки, можуть перехо-
дити в хаос, навiть коли зовнiшнє збудження залишається сталим. Для
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цього автори розробляють математичнi моделi, якi враховують як пара-
метри збудження, так i внутрiшнi нелiнiйнi взаємодiї.

Результати чисельного моделювання показують, як варiацiї в пара-
метрах системи можуть спричинити рiзкий перехiд вiд регулярних ко-
ливань до хаотичних режимiв. Використовуються фазовi портрети та
спектральний аналiз для виявлення областей параметрiв, де хаос стає
основним режимом роботи системи. Автори пiдкреслюють важливiсть
врахування дисипативних ефектiв i внутрiшнiх взаємодiй при аналiзi та-
ких систем, оскiльки цi фактори можуть iстотно змiнювати динамiку
коливань. Зокрема, дослiджуються випадок, коли в системi присутнi си-
метричнi атрактори, якi переходять до хаосу за сценарiєм Фейгенбаума.
Також наведений приклад реалiзацiї сценарiю узагальненої перемiжностi
типу "хаос-хаос".

Робота дає нове розумiння динамiки неiдеальних коливальних систем
i розширює можливостi для контролю та оптимiзацiї таких систем у те-
хнiчних застосуваннях, де хаотична поведiнка може бути небажаною.

Нелiнiйна динамiка-2016: матерiали 5-ї Мiжнародної конфе-
ренцiї [26]

У статтi [26] викладено результати дослiдження поведiнки нелiнiйних
динамiчних систем iз врахуванням специфiчних впливiв зовнiшнiх збу-
рень. Основна увага зосереджена на розробцi методiв розв’язання нелi-
нiйних диференцiальних рiвнянь, що описують нестiйкi режими у механi-
чних i технiчних системах. Автори детально аналiзують умови стабiльно-
стi таких систем, застосовуючи пiдхiд, що базується на багатополярних
функцiях Рвачова. Зокрема, вони демонструють, як цей метод дозволяє
знизити складнiсть обчислень i пiдвищити точнiсть моделювання дина-
мiчних процесiв.

У статтi наведено приклади чисельного розв’язання задач для систем
iз коливаннями рiзної природи, включно з нелiнiйними автоколивання-
ми. Одним iз ключових результатiв є запропонований алгоритм оцiн-
ки стiйкостi руху за наявностi нерегулярних збурень. Автори також по-
казують, що використання їх пiдходу дозволяє прогнозувати переходи
мiж режимами руху, якi можуть мати критичне значення для технiчних
систем. Стаття мiстить конкретнi приклади iнженерного застосування
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отриманих методiв, зокрема в аналiзi вiбрацiйних систем i механiзмiв iз
змiнними характеристиками.

Цi результати мають практичну цiннiсть для вдосконалення констру-
кцiй машин i механiзмiв, а також пiдвищення їхньої надiйностi.

Гiперхаос у коливальних системах з обмеженим збудженням
[27]

У статтi [27] дослiджуються режими гiперхаосу в коливальних систе-
мах з обмеженим збудженням. Основна увага придiлена демонстрацiї
iснування таких режимiв та аналiзу їхнiх властивостей. Автори розгля-
дають системи з нелiнiйними взаємодiями, у яких поєднання обмеженої
енергiї збудження i специфiчних параметрiв може призводити до скла-
дної динамiки. Використовуючи чисельне моделювання, автори демон-
струють наявнiсть гiперхоаотичних режимiв, якi характеризуються кiль-
кома додатнiми показниками Ляпунова.

У статтi наведено приклади поведiнки таких систем у фазовому про-
сторi, а також проведено аналiз спектрiв Ляпунова для виявлення вiд-
мiнностей мiж хаотичними i гiперхоаотичними станами. Окрему увагу
придiлено впливу параметрiв системи на динамiчнi режими, зокрема на
умови переходу вiд регулярного руху до гiперхаосу. Результати роботи
показують, що навiть у системах iз простими конструкцiями можливе
виникнення складної поведiнки, що має значення для прикладних за-
дач.

Стаття є важливим внеском у дослiдження динамiчних систем i може
бути корисною для вивчення складних коливальних процесiв у технi-
чних i фiзичних об’єктах. Висновки авторiв пiдкреслюють перспектив-
нiсть аналiзу гiперхаотичних режимiв для розумiння нелiнiйних явищ у
рiзних системах.

Сценарiї переходiв до гiперхаосу в неiдеальних коливальних
системах [28]

У статтi [28] дослiджено механiзми виникнення гiперхоаосу в неiде-
альних коливальних системах. Основна увага придiляється аналiзу сце-
нарiїв переходу вiд регулярної динамiки до гiперхоаотичних режимiв, якi
характеризуються кiлькома додатними показниками Ляпунова. Автори
проводять аналiз рiзних типiв нелiнiйностей, що впливають на динамi-
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чну поведiнку систем, та показують, як взаємодiя цих факторiв може
призводити до складних режимiв.

У роботi використано чисельнi методи для вивчення фазових перехо-
дiв, що супроводжують змiну динамiчних станiв. Зокрема, розглянуто
вплив параметрiв зовнiшнього збудження, дисипацiї та нелiнiйного зво-
ротного зв’язку на появу гiперхоаосу. Одним iз ключових результатiв
є виявлення специфiчних сценарiїв переходу, таких як послiдовнiсть бi-
фуркацiй Хопфа чи каскади подвоєння перiоду, що зрештою призводять
до гiперхоаотичних станiв. Автори також вказують на умови, за яких та-
кi переходи можуть бути керованими, що має значення для практичного
застосування. Робота є вагомим внеском у дослiдження нелiнiйних ди-
намiчних систем, демонструючи можливостi прогнозування та контролю
складної динамiки.

Отриманi результати можуть знайти застосування у фiзицi, технiцi та
iнших галузях, де важливим є розумiння механiзмiв виникнення скла-
дних режимiв.

3.3 Система генератор — випромiнювач

Одним iз ключових компонентiв сучасного навiгацiйного обладнання є
п’єзокерамiчнi випромiнювачi. Рiзнi типи таких випромiнювачiв широко
застосовуються у глибиномiрах, далекомiрах, пристроях для сканування
пiдводного простору, а також у системах передачi та прийому iнформацiї
пiд водою. Останнiм часом для збудження коливань п’єзокерамiчних ви-
промiнювачiв знову почали використовувати електроламповi LC-генератори.

Це пов’язано з вiдродженням популярностi аналогових лампових ге-
нераторiв, якi забезпечують значно кращi метрологiчнi характеристики
вихiдних сигналiв порiвняно з цифровими пристроями.

Хаотичнi режими взаємодiї в детермiнованiй системi «гене-
ратор - п’єзокерамiчний випромiнювач [29]

У статтi [29] розглядається нелiнiйна динамiка детермiнованої системи
"генератор – п’єзокерамiчний випромiнювач"iз акцентом на виникнення
i характеристики хаотичних режимiв. Ця система має велике практи-
чне значення у технологiях, пов’язаних iз використанням ультразвуко-
вих випромiнювачiв. У роботi систематизовано режими роботи системи
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залежно вiд параметрiв i початкових умов.
Виявлено дивнi атрактори, якi є ключовою характеристикою хаоти-

чних систем. На фазових портретах дивнi атрактори мають фрактальну
структуру, що вказує на складну динамiчну поведiнку системи. Чисельно
визначено спектри показникiв Ляпунова, якi включають додатнi значен-
ня. Додатнi показники свiдчать про наявнiсть хаотичної поведiнки. Зво-
ротний зв’язок мiж генератором i п’єзокерамiчним елементом виявився
критичним для виникнення хаосу.

Детермiнований хаос у системi генератор - п’єзокерамiчний
випромiнювач [30]

Стаття [30] присвячена аналiзу хаотичних режимiв у системi "генера-
тор – п’єзокерамiчний перетворювач"(GPC-система), що є типовою не-
лiнiйною електромеханiчною системою. Авторами розглянуто механiзми
виникнення хаосу, його динамiчнi характеристики, а також сценарiї пе-
реходу до хаотичного стану.

Авторами сформульовано математичну модель, що враховує нелiнiйнi
електричнi характеристики генератора, резонанснi властивостi та дем-
пфування п’єзокерамiчного елемента., а також зворотний зв’язок мiж
електричними i механiчними частинами.

У моделi враховано вплив таких параметрiв, як частота генератора,
демпфування, i нелiнiйнiсть механiчного вiдгуку.

Аналiз траєкторiй у фазовому просторi пiдтвердив iснування хаоти-
чних режимiв, що виникають через нелiнiйнiсть i зворотнiй зв’язок в
системi. Визначено показники Ляпунова для рiзних режимiв роботи си-
стеми:

1. У регулярних режимах всi показники були недатнiми, що свiдчило
про стiйкiсть траєкторiй.

2. У хаотичних режимах наявнiсть одного або кiлькох додатних пока-
зникiв пiдтверджувала чутливiсть системи до початкових умов i хара-
ктерну ознаку хаосу.

Динамiчний хаос у п’єзокерамiчних системах з обмеженим
збудженням [31]

У статтi [31] дослiджено явище детермiнованого хаосу в п’єзокерамiчних
системах iз обмеженою потужнiстю. Автори зосереджуються на аналiзi
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динамiчної поведiнки таких систем i визначеннi умов виникнення хаоти-
чних режимiв.

У статтi використовуються диференцiальнi рiвняння, що враховують
нелiнiйнiсть електромеханiчного перетворення в п’єзокерамiчних елемен-
тах, енергетичнi обмеження генератора, зворотнi зв’язки мiж механiчни-
ми та електричними коливаннями.

Виявлено, що при змiнi частоти або амплiтуди сигналу генератора си-
стема переходить у хаотичнi режими. В хаотичних режимах коливання
стають непередбачуваними, але їх динамiка залишається детермiнова-
ною.

У фазовому просторi хаотичнi режими вiдповiдають дивним атракто-
рам, якi мають фрактальну структуру. Замiсть регулярних замкнених
траєкторiй спостерiгаються складнi неперiодичнi траєкторiї, що вiдобра-
жають нерегулярнiсть руху. Додатнi показники Ляпунова пiдтверджу-
ють чутливiсть до початкових умов i наявнiсть детермiнованого хаосу.

Найбiльш типовим сценарiєм переходу до хаосу є каскад бiфуркацiй
подвоєння перiоду, коли стiйкi перiодичнi розв’язки поступово перехо-
дять до бiльш складних режимiв iз перiодом у два, чотири i т.д., аж
до хаосу. Також в цiй системi можливi iншi сценарiї переходу до хаосу,
зокрема через сценарiй перемiжностi перемiжностi за Маневiлем-Помо.

В статтi детально дослiджено вплив параметрiв системи на її динамiку.
Обмеження потужностi генератора є ключовим фактором, що визна-

чає стiйкiсть системи. У разi недостатньої потужностi система не здатна
пiдтримувати регулярнi коливання, що може сприяти переходу до хао-
тичних режимiв.

Змiна частоти генератора призводить до змiни резонансних характе-
ристик системи, що може призводити до хаосу. Амплiтуда сигналу впли-
ває на енергiю коливань i, вiдповiдно, на характер їх динамiки. Робота
демонструє, що обмеження потужностi генератора є критичним факто-
ром для динамiки п’єзокерамiчних систем. Детермiнований хаос може
бути як загрозою для стiйкостi системи, так i корисним iнструментом
для практичних застосувань. Отриманi результати мають важливе зна-
чення для оптимiзацiї роботи п’єзокерамiчних пристроїв i вiдкривають
перспективи для подальших дослiджень у цiй сферi.
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Про нелiнiйну та неiдеальну взаємодiю у двох задачах про
коливання [32]

У статтi [32] розглянуто нелiнiйнi та неiдеальнi взаємодiї у двох меха-
нiчних системах, що пiддаються вiбрацiям. Автори аналiзують динамi-
чну поведiнку цих систем у контекстi взаємодiї мiж джерелом живлення
(неiдеальним) i механiчними коливаннями, придiляючи особливу увагу
явищам резонансу, хаосу та стiйкостi. Умови стабiльностi систем сут-
тєво залежать вiд потужностi джерела енергiї - низька потужнiсть мо-
же спричиняти нестабiльнiсть, нелiнiйностi зворотного зв’язку - сильний
зворотний зв’язок пiдвищує ймовiрнiсть переходу до хаосу.

Робота розширює розумiння взаємодiї мiж неiдеальними джерелами
енергiї та механiчними системами з нелiнiйною динамiкою. Обидвi роз-
глянутi системи демонструють широкий спектр поведiнки — вiд регуляр-
них коливань до хаотичних режимiв.

Гiперхаос у п’єзокерамiчних системах з обмеженим збуджен-
ням [33]

У статтi [33] дослiджено явище гiперхаосу в п’єзокерамiчних системах,
що живляться вiд джерел з обмеженою потужнiстю. Основна увага при-
дiляється вивченню динамiчної поведiнки системи, умовам виникнення
гiперхаосу та його характеристикам.

Гiперхаос визначено як стан, у якому система має бiльше нiж один
додатний показник Ляпунова, що свiдчить про наявнiсть множинної чу-
тливостi до початкових умов.

У п’єзокерамiчнiй системi гiперхаос виникає при певних параметрах
джерела енергiї, таких як обмеження потужностi i нелiнiйнiсть електро-
механiчного зв’язку. Перехiд вiд регулярних або хаотичних режимiв до
гiперхаотичних пов’язаний iз зростанням потужностi нелiнiйностей i не-
стачею енергiї через обмеження джерела живлення.

Фазовi портрети демонструють складнi багатовимiрнi структури, ха-
рактернi для гiперхаотичних систем. Спостерiгаються каскаднi бiфурка-
цiї подвоєння перiоду, якi переходять у стан гiперхаосу.

Нелiнiйнi взаємодiї в п’єзокерамiчному стрижневому випро-
мiнювачi, що живиться вiд вакуумної трубки з неiдеальним
джерелом [34]
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У статтi [34] дослiджено динамiчну поведiнку п’єзокерамiчного стри-
жневого перетворювача, живленого вiд електровакуумної лампи, яка ви-
ступає як неiдеальне джерело енергiї. Основна увага придiляється нелi-
нiйнiй взаємодiї мiж компонентами системи та їх впливу на стiйкiсть i
динамiчнi режими.

За низького рiвня нелiнiйностi та стабiльного живлення система де-
монструє перiодичнi коливання, що вiдповiдають стандартнiй роботi пе-
ретворювача. При пiдвищеннi рiвня нелiнiйностi або змiнi параметрiв
джерела енергiї система переходить до складних режимiв, включаючи
подвоєння перiоду i квазiперiодичнi коливання.

Визначено умови, за яких система демонструє детермiнований хаос
через взаємодiю нелiнiйних елементiв i коливань, iндукованих джерелом.

Система чутлива до характеристик електровакуумної лампи: Обме-
жена потужнiсть джерела впливає на стiйкiсть сигналу, знижуючи ефе-
ктивнiсть роботи перетворювача.

Автори пiдкреслюють, що взаємодiя мiж джерелом i перетворювачем
є ключовим фактором, який визначає загальну динамiку системи.

Дослiдження показало, що динамiка п’єзокерамiчного стрижневого пе-
ретворювача суттєво залежить вiд неiдеальностей джерела живлення.
Система демонструє широкий спектр режимiв, включаючи регулярнi, ре-
зонанснi, квазiперiодичнi та хаотичнi.

Перехiд до детермiнованого хаосу в деяких електропружних
системах [35]

У статтi [35] дослiджується явище переходу до детермiнованого хаосу
в електропружних системах. Основна увага зосереджена на аналiзi умов,
за яких регулярна поведiнка таких систем змiнюється на хаотичну, а та-
кож на методах iдентифiкацiї та опису хаотичних режимiв. Визначено
ключовi параметри, якi впливають на перехiд до хаосу: сила зворотного
зв’язку - сильнiший зв’язок сприяє нелiнiйнiй динамiцi, зовнiшнє збу-
дження: частота та амплiтуда мають значний вплив на стiйкiсть систе-
ми, енергiя джерела живлення - обмеження на потужнiсть прискорюють
перехiд до хаосу.

Стаття надає глибокий аналiз переходу до хаосу в електропружних
системах. Автори показали, що такi системи можуть демонструвати ши-
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рокий спектр поведiнки, вiд регулярних коливань до складних хаотичних
режимiв.

Iдентифiкацiя прихованих i рiдкiсних атракторiв у деяких
електропружних системах з обмеженим збудженням [36]

У статтi [36] розглядається питання виявлення прихованих i рiдкiсних
атракторiв у електропружних системах з обмеженим збудженням. Зокре-
ма, акцент зроблено на методах iдентифiкацiї таких атракторiв та їхнiх
особливостях у контекстi складних нелiнiйних систем. Показано, що еле-
ктропружнi системи можуть демонструвати прихованi атрактори, якi не
проявляються в стандартних дослiдженнях динамiки.

Виявлено рiдкiснi атрактори, що виникають лише за певних умов,
таких як обмежене збудження або специфiчнi параметри нелiнiйностi.
Пiдтверджено наявнiсть прихованих атракторiв за допомогою побудови
фазових портретiв i вiдображень Пуанкаре.

Iдентифiкацiя прихованих та рiдкiсних атракторiв у деяких
електропружних системах з обмеженим збудженням [37]

У статтi [37] розглядається iдентифiкацiя прихованих та рiдкiсних
атракторiв у електропружних системах, що працюють пiд умовами обме-
женого зовнiшнього збудження. Основна увага зосереджена на вивченнi
динамiчної поведiнки систем i методах їх аналiзу для виявлення рiдкi-
сних атракторiв. Описано електропружну систему за допомогою нелi-
нiйних диференцiальних рiвнянь, що включають як електричнi, так i
механiчнi аспекти.

У моделi враховано зворотний зв’язок мiж електричними та механi-
чними характеристиками системи, а також обмеження на зовнiшнє збу-
дження. Пiдтверджено, що електропружнi системи з обмеженим збудже-
нням можуть демонструвати прихованi атрактори, якi не видно при зви-
чайному аналiзi системи.

Виявлено, що прихованi атрактори часто мають складну структуру
та не проявляються за стандартних умов збудження. Показано, що зна-
чення таких параметрiв, як рiвень зовнiшнього збудження, частота збу-
дження та нелiнiйнi характеристики матерiалу, суттєво впливають на
наявнiсть i поведiнку атракторiв.

Змiни параметрiв можуть призводити до переходу вiд регулярної ди-
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намiки до хаотичних i навiть до прихованих атракторiв. Дослiдження
показало, що електропружнi системи можуть демонструвати прихованi
та рiдкiснi атрактори, що мають значний вплив на їхню динамiку.

Запропонованi методи чисельного аналiзу є ефективними для виявле-
ння таких атракторiв i можуть бути використанi для подальших дослi-
джень та практичного застосування у розробцi систем з високою чутли-
вiстю та стабiльнiстю.

Цикл-хаос-гiперхаос у деяких неiдеальних електропружних
системах[38]

У статтi [38] розглядаються бiфуркацiї у нелiнiйних електропружних
системах, що працюють пiд обмеженим збудженням, з особливою увагою
на переходи мiж регулярною, хаотичною та гiперхаотичною динамiкою.
Автори дослiджують, як змiни параметрiв системи можуть спричинити
змiни у типах динамiчних режимiв, що виникають у системах.

Змiни параметрiв, такi як рiвень зовнiшнього збудження або нелiнiй-
нi характеристики матерiалу, викликають бiфуркацiї, що приводять до
змiни типу атракторiв у фазовому просторi. Обмежене збудження впли-
ває на характеристики переходу мiж режимами, змiнюючи умови для
виникнення хаосу та гiперхаосу.

Показано, що в умовах обмеженого збудження бiфуркацiї мiж цикла-
ми, хаосом i гiперхаосом вiдбуваються за бiльш вузьких дiапазонiв пара-
метрiв.

Дослiдження показало, що електропружнi системи можуть демонстру-
вати складнi бiфуркацiї мiж циклiчними, хаотичними та гiперхаотични-
ми режимами. Автори розробили чисельнi методи для виявлення та ана-
лiзу таких переходiв i продемонстрували вплив обмеженого збудження
на динамiчну поведiнку систем.

38



4 Висновок

У данiй дипломнiй роботi було проведено огляд результатiв наукових
дослiджень теорiї неiдеальних динамiчних систем.

Розглянувши теоритичнi вiдомостi, досягнення науковцiв та резуль-
тати їх дослiджень, а також проаналiзувавши основнi пiдходи до їх до-
слiдження та перспективи для їх подальшого розвитку у застосуваннi,
можна зробити висновок про те, що роль теорiї неiдельних динамiчних
систем є актуальною для подальших дослiджень.

Удосконалення теорiї неiдеальних динамiчних систем вiдкриє широкi
перспективи для розв’язання багатьох прикладних задач i забезпечення
бiльш глибокого розумiння складних процесiв, якi вiдбуваються у будь-
якiй галузi.
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