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Реферат 

Протягом 2022-2024 років у світі відбулося чимало глобальних криз, 

таких як пандемія COVID-19, повномасштабна війна в Україні, економічна 

нестабільність. Події цих років змінили назавжди життя людей і вплинули 

на життя та здоров’я людей. Як наслідок цих подій,  загальний рівень 

мотивації абітурієнтів, навчальної успішності студентів в Україні 

понизився і, як приклад, можемо взяти результати Національного 

мультипредметного тесту (НМТ): у 2023 році не склали тест орієнтовно10 

тисяч учнів,  а вже в 2024 році - 36 тисяч.  

Також існує нерозуміння того, як саме вплинули на здоров’я  такі 

чинники, як наприклад коронавірусна хвороба, зміна місця проживання 

через ведення бойових дій або вживання певних продуктів харчування.  

Отже від  подій 2022-2024 років постраждали різноманітні категорії 

населення. Для кожної групи респондентів було проведено окреме 

дослідження, для того, щоб визначити, які саме фактори впливають на їх 

стан. 

Перше дослідження присвячено оцінці впливу стресових чинників 

(факторів) на академічну успішність студентів, що навчаються в НТУУ 

«КПІ ім. Ігоря Сікорського». Завдяки використанню логістичної регресії та 

факторного аналізу, було виявлено ключові фактори, які вплинули на 

навчальні досягнення та на мотивацію студентів. 

Друге дослідження зосереджене на  тому, щоб проаналізувати дані 

пацієнтів і пояснити які фактори (вживання певних харчових продуктів, 

сон, фізична активність, захворювання на Covid, вакцинація, перебування 

на окупованій території, освіта, наявність роботи, тощо) впливають на 

виявлені в опитуванні фізичні та психологічні відгуки у респондентів. 

Мета та завдання роботи:  
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Метою роботи є оцінити влив різноманітних факторів, що були 

зумовлені пандемією та війною, на академічну успішність студентів та на 

здоров’я пацієнтів у період 2022 – 2024 років. 

Завданнями першого дослідження є: 

1. Проаналізувати математичні методи та вибрати ті, які будуть 

ефективними при аналізі даних; 

2. Виконати опитування серед студентів; 

3. На основі отриманих даних застосувати логістичну регресію та 

факторний аналіз; 

4. Проаналізувати отримані результати і визначити, які стресові 

фактори мають вплив на успішність та мотивацію. 

Завданнями другого дослідження є: 

1. Проаналізувати математичні методи та вибрати ті, які будуть 

ефективними при аналізі даних; 

2. Виконати опитування серед пацієнтів; 

3. Застосувати факторний аналіз на отриманих даних; 

4. Проаналізувати отримані результати і визначити, які стресові 

фактори  і які чинники мають вплив на стан здоров’я.  

Об’єкт дослідження:   

1. Академічна успішність, мотивація в навчанні та вибір професійної 

діяльності  українських студентів у період 2022-2023 років; 

2. Здоров’я пацієнтів, на які вплинули війна та пандемія COVID-19, 

місце проживання, харчові звички. 

Предмет дослідження:  

1. Вплив стресових факторів на академічну успішність, мотивацію в 

навчанні та вибір професійної діяльності  українських студентів у 

період 2022-2023 років; 



6 

 

2. Вплив різноманітних факторів (військові дії, хвороби, харчування 

тощо) на здоров’я пацієнтів. 

Методи дослідження: Логістична регресія, факторний аналіз, 

анкетування, статистичні характеристики. 

Публікації: Врубльовська О.О., Мулик О.В. Аналіз результатів 

опитування з використанням stepwise method в моделі логістичної регресії 

на платформі MS Excel (опитування проводилось серед українських 

студентів у лютому 2024 р.) Mathematics in Modern Technical University. 

Ключові слова: фактори, академічна успішність, психоемоційний 

стан, мотивація, здоров’я, логістична регресія, факторний аналіз, 

прогнозування, гіпотеза. 
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Abstract 

In 2022-2024, the world experienced many global crises, such as the 

COVID-19 pandemic, the full-scale war in Ukraine, and economic instability. 

The events of these years have changed people's lives forever and affected 

people's lives and health. As a result of these events, the overall level of 

motivation of applicants and academic performance of students in Ukraine has 

decreased, and we can take the results of the National Multisubject Test (NMT) 

as an example: in 2023, approximately 10 thousand students failed the test, and 

in 2024 - 36 thousand.  

There is also a lack of understanding of how health was affected by factors 

such as coronavirus disease, displacement due to the hostilities, or the 

consumption of certain foods.  

Thus, various categories of the population were affected by the events of 

2022-2024. A separate study was conducted for each group of respondents to 

determine which factors affect their situation. 

The first study is devoted to assessing the impact of stressors on the 

academic performance of students studying at NTUU “KPI”. Through the use of 

logistic regression and factor analysis, the key factors that influenced academic 

achievement and student motivation were identified. 

The second study focuses on analyzing patient data and explaining which 

factors (consumption of certain foods, sleep, physical activity, Covid disease, 

vaccination, staying in the occupied territory, education, employment, etc.) 

influence the physical and psychological responses of respondents identified in 

the survey. 

Purpose and objectives of the study:  

The aim of the study is to assess the impact of various factors caused by 

the pandemic and war on students' academic performance and patient health in 

the period 2022-2024. 
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The objectives of the first study are: 

1. Analyze mathematical methods and choose those that will be effective in 

data analysis; 

2. To conduct a survey among students; 

3. Based on the data obtained, apply logistic regression and factor analysis; 

4. Analyze the results and determine which stress factors have an impact on 

academic performance and motivation. 

The objectives of the second study are: 

1. Analyze mathematical methods and choose those that will be effective in 

data analysis; 

2. Conduct a survey among patients; 

3. Apply factor analysis to the data obtained; 

4.  Analyze the results and determine which stressors and factors have an 

impact on health status. 

 Object of research:   

1. Academic performance, motivation in learning and choice of professional 

activity of Ukrainian students in the period of 2022-2023; 

2. The health of patients affected by the war and the COVID-19 pandemic, 

place of residence, eating habits. 

Subject of the study:  

1. Influence of stress factors on academic performance, motivation in 

learning and choice of professional activity of Ukrainian students in the 

period 2022-2023; 

2. The impact of various factors (military operations, illness, nutrition, etc.) 

on the health of patients. 

Research methods: Logistic regression, factor analysis, questionnaires, 

statistical characteristics. 
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Перелік умовних позначень та термінів 

 

Логістична регресія (англ. logistic regression) — це статистичний метод, 

який використовується  у тому випадку, коли залежна змінна є бінарною, 

тобто може набувати лише двох значень. 

ln (
𝑃(𝑦 = 1)

1 − 𝑃(𝑦 = 1)
) = 𝛽0 + ∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘.

𝑛

𝑘=1

, 

Статистика Вальда: 

Wald = (
b

𝑠. e.
)

2

 

Коефіцієнти детермінації:  

1. McFadden’s 𝑅2: 

𝑅𝐿
2 = 1 −

𝐿𝐿1

𝐿𝐿0
 

де 𝐿𝐿1 відноситься до повної логарифмічної правдоподібної моделі, а 𝐿𝐿0 

відноситься до моделі з меншою кількістю коефіцієнтів. 

2. Cox and Snell’s 𝑅2: 

𝑅𝐶𝑆
2 = 1 − 𝑒−

2
𝑛

(𝐿𝐿1−𝐿𝐿0)
 

де 𝑛 – розмір вибірки.  

3. Nagelkerke’s 𝑅2: 

𝑅𝑁
2 =

𝑅𝐶𝑆
2

1 − 𝑒
2𝐿𝐿0

𝑛⁄
 

Статистика J-Юдена 

Youden′s J index = TPR + 1 − FPR 

Факторний аналіз (англ. factor analysis) - це метод, який застосовують 

для великої кількості змінних, що зводить ці змінні до набагато меншої 

кількості величин, що будуть незалежними між собою, які і будуть 

називатися факторами. 
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Аналіз головних компонентів - це статистичний метод, який 

використовується для аналізу взаємозв'язків між великою кількістю 

змінних і для пояснення цих змінних з точки зору меншого числа змінних, 

званих головними компонентами, з мінімальною втратою інформації. 

Якщо 𝑋 = (𝑥𝑖) випадковий вектор. Вектор головних компонент 𝑌 =

(𝑦𝑖) визначається фомулою: 

𝑦𝑖 = ∑ Β𝑖𝑗𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

Тест Кайзера-Майєра-Олкіна (KMO) міра адекватності вибірки (MSA) 

для змінної 𝑥𝑖 визначається за формулою: 

𝐾𝑀𝑂𝑗 =
Σ𝑖≠𝑗𝑟𝑖𝑗

2

Σ𝑖≠𝑗𝑟𝑖𝑗
2 + Σ𝑖≠𝑗𝑢𝑖𝑗

2  

де кореляційна матриця  𝑅 = [𝑝𝑖𝑗], а часткова коваріаційна матриця 𝑈 =

[𝑢𝑖𝑗].  

Метод обертання факторних навантажень Varimax: 

𝑉 =
1

𝑘
∑[∑(

𝑏𝑖𝑗
2

𝜑𝑖
)2 − (

1

𝑘
∑

𝑏𝑖𝑗
2

𝜑𝑖

𝑘

𝑖=1

)2

𝑘

𝑖=1

]

𝑚

𝑗=1
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Вступ 

Останні роки 2022-2024 принесли світові багато змін, зокрема пандемію 

Covid-19, повномасштабне вторгнення Росії в Україну, економічну кризу 

та політичні зміни. Ці події спричинили зміну в психоемоційному стані 

людей, на їх соціалізацію, стан здоров’я, успішність у навчанні та на вибір 

професійної діяльності. Результати програми міжнародного оцінювання 

студентів PISA, свідчить про те, що 2022 рік (рік початку війни) у 

порівнянні з 2018 роком демонструє зниження успішності українських 

учнів: рівень математики понизився на 12 балів, із читання на 38 балів, а із 

природничо-наукових дисциплін на 19 балів. Українські абітурієнти, які 

пережили декілька років криз, демонструють зниження успішності в 

загальному рівні знань, а також зниження мотивації. Наприклад, у 2023 

році Національний мультипредметний тест не склало близько 10 тисяч 

школярів, а вже у 2024 році показник досяг 36 тисяч.   

Зміна в емоційному стані торкнулась все населення в Україні. Наведемо 

також ще один приклад, у січні 2024 році компанією Gradus Research 

company було представлено аналітичний звіт «Психічне здоров’я та 

ставлення українців до психологічної допомоги під час війни: хвиля 3». 

Результати цього звіту показали, що 77% українців мають стрес та високий 

рівень знервованості, а 52% відчувають сильну тривожність та напругу, 

47% респондентів відповіли, що мають поганий настрій та мають проблеми 

із сном, а 42% почувають себе достатньо роздратованими та відчувають 

часто злість. Варто зауважити, що пацієнти найбільше перебувають у зоні 

ризику. Погіршення показників здоров’я може бути пов’язано із тим, що 

присутня недостатня адаптація до нових умов; погіршення фінансового 

стану людини; вживання недостатньої кількості продуктів або ж вживання 

неякісних продуктів; обмеження в доступі до медичних послуг; зростання 

хронічного стресу. 
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 Метою даної роботи є дослідження і вивчення впливу стресових 

факторів на академічну успішність студентів,  а також знайти відповідь на 

питання: які саме фактори впливають на здоров’я людей. Для цього було 

прийнято рішення, що варто застосовувати сучасні методи аналізу даних – 

логістичну регресію та факторний аналіз.  

 Робота буде складатися із двох досліджень, перше з яких буде 

розділено на дві частини: побудова моделі логістичної регресії на тих 

відповідях, що надали в анкетах опитування, що було організовано у 

лютому 2024 році (в ньому прийняло участь 40 студентів НТУУ «КПІ ім. 

Ігоря Сікорського»); знаходження основних факторів, які впливають на 

навчання (на вибірці із відповідями 150 студентів НТУУ «КПІ ім. Ігоря 

Сікорського») і друге дослідження: проведення факторного аналізу на 

даних опитування 1101 пацієнту щодо стану їхнього здоров’я, звичок, 

харчування тощо. 

 Результат роботи має важливе практичне значення, оскільки він 

може сприяти розробці рекомендацій для вдосконалення освітніх програм, 

підвищення якості медичної допомоги, розробка системи харчування для 

пацієнтів із різними типами захворювань. Такі заходи можуть покращити 

адаптацію та життя школярів, студентів та пацієнтів, а також посприяти 

їхньому особистісному розвитку та добробуту. 
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Розділ 1. Логістична регресія 

1.1. Теоретичні основи логістичної регресії 

 

Бінарні змінні використовуються в статистиці для того, щоб 

змоделювати ймовірність події (P(E)). Це може бути, наприклад, 

передбачення  такої ймовірності: перемоги/поразки; здоров’я/хвороби 

тощо. Тобто, якщо бінарна змінна 𝒀  є результатом певної події 𝐸: 𝒚𝒊 = 𝟏 - 

означає, що подія відбулася;  𝒚𝒊 = 𝟎 - подія не відбулася, то метою стає  

оцінка ймовірності настання події 𝐸:  𝑃(𝑌𝑖 = 1) = 𝑝𝑖 чи не настання події  

𝐸: 𝑃(𝑦𝑖 = 0) = 1 − 𝑝𝑖 на основі попередніх даних або характеристик. 

Щоб оцінити таку ймовірність, то найбільш придатною моделлю є 

логістична регресія.  

Означення 1. Логістична регресія (англ. logistic regression) — це 

статистичний метод, який використовується  у тому випадку, коли залежна 

змінна є бінарною, тобто може набувати лише двох значень. Основною 

метою цього регресійного методу є виявлення взаємозв’язків між 

незалежними змінними та ймовірністю певного результату. 

Будується мультиплікативна модель, котра  описує залежність 

шансів результуючої бінарної змінної 𝐘 від факторних змінних н 

X1, X2, … Xn. Формула такої моделі буде виглядати як лінійна комбінація 

однієї чи декількох незалежних змінних:  

ln(𝑂𝑑𝑑𝑠(𝐸)) = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 + ⋯ + 𝛽𝑛𝑋𝑛 + 𝜀, 

де 𝛽𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅ коефіцієнти моделі; 𝜀 – випадкова похибка. 

Означення 2. 𝑂𝑑𝑑𝑠(𝐸)- це функція, яка вказує шанси, що подія 𝐸 

відбудеться, а саме: 

𝑂𝑑𝑑𝑠(𝐸) =
𝑃(𝐸)

𝑃(𝐸′)
=

𝑃(𝐸)

1 − 𝑃(𝐸)
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Якщо 𝑝 має значення від 0 до 1, тобто є значенням ймовірності, то ми 

можемо визначити Odds(E), як 𝑂𝑑𝑑𝑠(𝐸) =
𝑝

1−𝑝
. 

Для наших цілей функція шансів (Odds(p)) має перевагу в тому, що 

перетворює функцію ймовірності, яка має значення від 0 до 1, в 

еквівалентну функцію зі значенням від 0 до ∞. 

Означення 3.  Якщо 𝑝 є ймовірністю,  
𝑝

1−𝑝
 – є відповідними шансами, 

то функція 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 визначається як логарифм функції шансів, тобто: 

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝐸) = 𝑙𝑛𝑂𝑑𝑑𝑠(𝐸) 

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑝) = 𝑙𝑛𝑂𝑑𝑑𝑠(𝑝) = ln (
𝑝

1 − 𝑝
) = ln(𝑝) − ln (1 − 𝑝) 

Означення 4. Нехай 𝜋 = 𝑃(𝐸), тоді 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝜋) = 𝑙𝑛𝑂𝑑𝑑𝑠(𝜋) = 𝛽0 +

𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 + ⋯ + 𝛽𝑛𝑋𝑛 + 𝜀.  

Отже,  
𝑃(𝐸)

1−𝑃(𝐸)
= 𝑂𝑑𝑑𝑠(𝐸) = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 + ⋯ + 𝛽𝑛𝑋𝑛 + 𝜀 

З цього випливає, що: 

𝑝 = 𝑃(𝐸) =  
𝑒𝑏0+𝑏1𝑋1+𝑏2𝑋2+⋯+𝑏𝑛𝑋𝑛

1 + 𝑒𝑏0+𝑏1𝑋1+𝑏2𝑋2+⋯+𝑏𝑛𝑋𝑛
=

1

1 + 𝑒−(𝑏0+𝑏1𝑋1+𝑏2𝑋2+⋯+𝑏𝑛𝑋𝑛)
=

=
1

1 + 𝑒−(𝑏0+∑ 𝑏𝑘𝑥𝑘)𝑛
𝑘=1

 

Тут відбувається перехід до моделі, що заснована на 

спостережуваній вибірці (і тому параметр 𝜋 замінюється його вибірковою 

оцінкою 𝑝, коефіцієнти 𝛽𝑖 — на вибіркові оцінки 𝑏𝑖, а випадкова похибка 𝜀 

відкидається). Для наших цілей приймаємо 𝐸 як подію, коли залежна 

змінна y має  значення 1. Якщо y приймає лише значення 0 або 1, то 

можемо розглядати 𝐸 як успіх, а 𝐸′ як невдачу.  

Нехай 𝐸𝑖- це подія, що    𝒚𝒊 = 𝟏 та 𝑝𝑖 = 𝑃(𝐸𝑖), подібно до того, як 

лінія регресії дає можливість передбачити значення залежної змінної y за 



18 

 

значеннями незалежних змінних 𝑥1, x2, … xn, для логістичної регресії 

маємо: 

𝑝 = 𝑃(𝑦 = 1) =
1

1 + 𝑒−(𝑏0+∑ 𝑏𝑗𝑥𝑗)𝑘
𝑗=1

 

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑝) = 𝑙𝑛
𝑝

1 − 𝑝
= ln (

𝑃(𝑦 = 1)

1 − 𝑃(𝑦 = 1)
) = 𝑏0 + ∑ 𝑏𝑗𝑥𝑗 .

𝑘

𝑗=1

 

За умови, коли 𝑘 = 1: 

𝑝 =
1

1 + 𝑒−(𝑏0−𝑏1𝑥)
 

Така крива буде мати сигмоподібну форму, як показано на рис. 1. 

 

Рис. 1 Сигмоїда для p 

 

Важливим моментом буде введення функції «відношення шансів» 

(Odds Ratio OR, 𝑅𝑥𝑖𝑥𝑗
), яка показує в якому відношенні ймовірність одного 

випадку буде більше/менше, ніж другого при всіх інших однакових 

умовах: 

𝑅𝑥𝑖𝑥𝑗
=

𝑂𝑑𝑑𝑠(𝑥𝑖1, ⋯ , 𝑥𝑖𝑛)

𝑂𝑑𝑑𝑠(𝑥𝑗1, ⋯ , 𝑥𝑗𝑛)
=

𝑒𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘
𝑛
𝑘=1

𝑒𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑗𝑘
𝑛
𝑘=1

= 𝑒∑ 𝛽𝑘(𝑥𝑖𝑘−𝑥𝑗𝑘)𝑛
𝑘=1 . 

Якщо записати через функцію logit для випадку коли 𝑛 = 1 та 𝑃(𝑦 = 1) =

1

1+𝑒𝛽0+𝛽1𝑥1
 то отримаємо наступну формулу: 
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𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 (
𝑝𝑥+1

𝑝𝑥
) = ln (

𝑝𝑥+1

1 − 𝑝𝑥+1

𝑝𝑥

1 − 𝑝𝑥
⁄ ) = 𝛽0 + 𝛽1(𝑥 + 1) − 𝛽0 + 𝛽1𝑥 = 𝛽1, 

Тоді: 

𝑂𝑑𝑑𝑠(𝑥 + 1)

𝑂𝑑𝑑𝑠(𝑥)
=

𝑝𝑥+1

1 − 𝑝𝑥+1

𝑝𝑥

1 − 𝑝𝑥
⁄ = 𝑒𝛽1 , 

тобто, якщо є 𝑥 = 1 та 𝑥 = 0, тоді величина  𝑒𝛽1 представляє відношення 

шансів між цими значеннями. 

 Якщо маємо подію 𝐸𝑖, тоді її ймовірність буде тим вище, чим більше 

значення 𝑂𝑑𝑑𝑠(𝐸𝑖): 

𝑂𝑑𝑑𝑠(𝐸𝑖) =
𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡

𝑛𝑜𝑡 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡
. 

Для логістичної моделі не можна використовувати метод найменших 

квадратів для розрахунку значень коефіцієнтів 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. Натомість 

обчислення проводиться методом максимальної правдоподібності. 

Модель, що використовується, заснована на біноміальному розподілі, 

функція щільності ймовірності 𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 події для 

вибіркових даних визначається формулою: 

𝐿 = ∏ 𝑝𝑖
𝑦𝑖(1 − 𝑝𝑖)1−𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

де 𝑦𝑖  — спостережувані значення, а 𝑝𝑖 — відповідні теоретичні значення. 

Означення 5. Логарифмічна функція правдоподібності – це функція, 

що вимірює наскільки добре статистична модель пояснює спостережувані 

дані і записується за наступною формулою: 

𝐿𝐿 = ln𝐿 = ∑(𝑦𝑖ln𝑝𝑖 + (1 − 𝑦𝑖)ln(1 − 𝑝𝑖))

𝑛

𝑖=1

 

Метою є максимізувати функцію 𝐿𝐿, припускаючи, що 𝑝𝑖 =

1

1+𝑒−(𝑏0+∑ 𝑏𝑘𝑥𝑘)𝑛
𝑘=1

, для отримання найкращих значень 𝑏𝑖. Даний процес 
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можна зробити вручну застосовуючи Solver (Data Analysis). Також 

обчислюється значення функції 𝐿𝐿0, яка  є початковим значенням для  𝐿𝐿, 

оскільки враховує лише  значення коефіцієнту перетину (intercept 𝑏0) і яку 

можна обрахувати за наступною формулою. 

𝐿𝐿0 = ln𝐿0 = 𝑛0ln
𝑛0

𝑛
+ 𝑛1ln

𝑛1

𝑛
, 

де 𝑛0 – кількість спостережень із значенням 0; 𝑛1- кількість спостережень 

зі значенням 1 і 𝑛 = 𝑛0 + 𝑛1. 

Пакет ресурсів Real Statistics надає інструмент аналізу даних Logistic 

and Probit Regression. Дана платформа приймає як вхідні дані діапазон, що 

містить вибіркові незалежні дані у вигляді стовпців 𝑋1, 𝑋2, … 𝑋𝑛 та 

стовпець з бінарною результуючою змінною 𝒀  успішних і невдалих 

випадків. 

 

1.2. Побудова моделі. Використання платформи MS Excel (Real 

Statistics) для обчислень. 

 

У лютому 2024 року було проведено анонімне опитування студентів 

2-3 курсів (N=40), які навчаються в НТУУ «КПІ ім. Ігоря Сікорського»  із 

метою виявлення факторів, які впливають на їх мотивацію, бажання 

продовжити професійну діяльність в Україні. Для аналізу було відібрано 

11 запитань, що оцінювалися за шкалою від 1 до 5. На рис.2 зображена 

частина вихідної статистики, котра використовувалась у цьому 

дослідженні. 
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Рис.2  Частина вихідної статистики: вибіркові незалежні дані у 

вигляді стовпців 𝑋1, 𝑋2, … 𝑋12; бінарна результуюча змінна 𝒀 

 

Для моделювання залежностей було використано логістичну 

регресію, котра була реалізована за допомогою платформи MS Excel 

(модуль Real Statistics). Вихідна статистика для першого кроку 

представлена  на Рис. 3.  

 

Рис. 3 Частина вихідної статистики: обчислені коефіцієнти моделі 

𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, … 𝑏12. 
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В результаті проведених розрахунків отримуємо в таблиці Logistic 

Regression (рис.3): 

1. Значення  coeff 𝑏𝑖 – коефіцієнти першої моделі логістичної регресії; 

2. Стандартна похибка (s.e); 

3. Статистика Вальда (Wald) – показує, наскільки значущим є фактор і  

визначається за формулою:  

Wald = (
b

𝑠. e.
)

2

 

Ця статистика є приблизно нормально розподіленою і 

використовується для перевірки відмінності від 0 для кожного 𝑖-го 

коефіцієнту моделі і відповідає на питання, чи впливає дана 𝑖-та факторна 

ознака (з урахуванням стандартизації за всіма іншими факторами) на 

вихідну змінну.  Чим більше величина 𝑾𝒂𝒍𝒅, тим значніше впливає ця 

ознака на  результат, статистика Вальда приблизно повторює  

розподіл 𝜒2(𝑑𝑓)~(𝑊𝑎𝑙𝑑)2 . 

4. P-value показує рівень значущості впливу кожного фактора. 

Розраховується як: = 𝐶𝐻𝐼𝐷𝐼𝑆𝑇(𝑊𝑎𝑙𝑑; 𝑑𝑓), де 𝑑𝑓 = 1 

(CHISQ.DIST.RT). Саме на стовпець p-value потрібно орієнтуватись 

для визначення мінімального набору факторних ознак, пов’язаних з 

вихідною змінною використовується метод покрокового відкидання/ 

включення змінних (Stepwise), тобто виключаємо факторну ознаку з 

найвищим значенням p-value. 

5. Останні три стовці є показником відношенням шансів (ВШ, odds 

ratio): 

5.1. Exp(b);  

5.2. Lower, upper – межі довірчого інтервалу для ВШ, що 

обчислюються за формулою: 
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𝐸𝑋𝑃(𝑏 ± 𝑆𝑒 ∗ 𝑁𝑂𝑅𝑀𝑆𝐼𝑁𝑉 (1 −
𝛼

2
) 

Значення функції відношення шансів (Odds Ratio)  більш точно 

оцінюють ступень впливу кожної факторної змінної в логістичній моделі 

регресії (з урахуванням стандартизації за всіма іншими факторами) на 

вихідну змінну. Якщо значення показника 𝑖-ої факторної ознаки ВШ > 1 

при 𝑏𝑖 > 0, (𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 0,05), то можна сподіватись на зростання шансів 

випадку при зростанні цієї ознаки, якщо ВШ<1 при 𝑏𝑖 < 0, (𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 <

0,05) - це свідчить про зниження шансів випадку при зростанні цієї ознаки. 

Якщо ж значення показника ВШ 𝑖-ої факторної ознаки статистично 

значимо не відрізняється від 1, то зміна цієї ознаки не пов’язана зі зміною 

ризику випадку.  

 

1.3. Перевірка відповідності моделі логістичної регресії 

1.3.1. Вдосконалення перевірки значущості 

 

На жаль, для більшості значень коефіцієнта логістичної регресії 𝑏 

стандартна помилка та пов’язана із нею статистика Вальда є завищеними. 

Це збільшує ймовірність того, що 𝑏 буде вважатися таким, що не робить 

суттєвого внеску в модель, навіть якщо такий внесок існує (тобто помилка 

II роду). 

Щоб подолати цю проблему, краще виконати перевірку значущості за 

допомогою статистики логарифмічної ймовірності, тобто: 

2(𝐿𝐿1 − 𝐿𝐿0)~(−2𝐿𝐿0) − (−2𝐿𝐿1)~𝜒2(𝑑𝑓), 

де 𝑑𝑓 = 𝑘 − 𝑘0 - кількість факторів у повній моделі мінус виключені 

фактори.; 𝐿𝐿1  – відноситься до повної логарифмічної моделі 

правдоподібності; 𝐿𝐿0 – відноситься до моделі із меншою кількістю 

коефіцієнтів.  
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Тобто, це еквівалентно 

−2𝑙𝑛
𝐿0

𝐿1
~𝜒2(𝑑𝑓) 

Застосуємо даний тест для вибірки: 

𝐿𝐿0 = ln𝐿0 = 26ln
26

40
+ 14ln

14

40
= −25,8979 

Значення 𝐿𝐿 обчислюється  Logistic and Probit Regression на платформі MS 

Excel  і становить −16,89. Для обчислення 𝜒2 використовуються формули:  

𝜒2(10) = 2(𝐿𝐿 − 𝐿𝐿0) = 18,003 і p-value= CHISQ. DIST. RT(18,003; 10) =

0,0549.  

На рис. 4 в стовпці «LL statistics» можемо побачити результати 

 

Рис. 4 Частина вихідної статистики: вибіркові незалежні дані у вигляді 

стовпців   передбачена ймовірність 𝑝𝑖; «LL statistics»; коефіцієнти та 

характеристики моделі. 

Але даний результат в нашому випадку не є значущим оскільки 𝑝 >

0.05 і потрібно  використати метод покрокового включення/виключення 

факторних змінних (stepwise method) для зменшення їх кількості, що, 

можливо,  покращить модель. 
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1.3.2. Коефіцієнт детермінації 

 

Вважається, що для звичайної регресії коефіцієнт детермінації має 

наступний вигляд: 

𝑅2 = 1 −
𝑅𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
 

де 𝑅𝑆𝑆 - сума квадратів залишків регресі;  𝑇𝑆𝑆 - загальна сума квадратів. 

Тобто коефіцієнт детермінації вимірює який відсоток дисперсії, пояснено 

регресійною моделлю,  наскільки отримані спостереження підтверджують 

модель. 

 

1.3.3. Застосування статистик до логістичної регресії. 

 

У нашому дослідженні для логістичної регресії необхідна подібна 

статистика, як було наведено вище для лінійної регресії, щоб оцінити 

оцінку якості моделі. Розглянемо три псевдо-коефіцієнти детермінації: 

1. Коефіцієнт детермінації McFadden’s 𝑅2: 

𝑅𝐿
2 = 1 −

𝐿𝐿1

𝐿𝐿0
 

де 𝐿𝐿1 відноситься до повної логарифмічної правдоподібної моделі, а 𝐿𝐿0 

відноситься до моделі з меншою кількістю коефіцієнтів. 

2. Коефіцієнт детермінації  Cox and Snell’s 𝑅2: 

𝑅𝐶𝑆
2 = 1 − 𝑒−

2
𝑛

(𝐿𝐿1−𝐿𝐿0)
 

де 𝑛 – розмір вибірки.  

3. Коефіцієнт детермінації Nagelkerke’s 𝑅2: 

𝑅𝑁
2 =

𝑅𝐶𝑆
2

1 − 𝑒
2𝐿𝐿0

𝑛⁄
 

На рис. 4 в стовпці «LL statistics» можемо побачити розраховані 

коефіцієнти. 
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Для оцінки значення коефіцієнтів детермінації використовуються 

такі емпіричні правила: 

• 𝑅2 < 0.2: слабкий зв’язок; 

• 0.2 ≤ 𝑅2 < 0.4: помірний зв’язок; 

• 𝑅2 ≥ 0.4: сильний зв’язок. 

В нашому прикладі значення (рис. 4) 𝑅𝐿
2 = 0,348, 𝑅𝐶𝑆

2 = 0,362 , що 

демонструють нам помірний зв'язок , значення 𝑅𝑁
2 = 0,499 – сильний 

зв'язок. Отримані дані підтверджують, що побудована нами модель 

логістичної регресії має достатньо добру пояснювальну здатність і 

враховує основні залежності у даних.  

 

1.4. Порогове значення (cutoff) у логістичній регресії 

 

Для проведення подальшого аналізу за допомогою логістичної 

регресії, є надзвичайно вважливим введення такого поняття, як порогове 

значення (cutoff). Застосування порогового значення дозволить 

класифікувати результати моделі. У нашому випадку, використаємо 

спочатку стандартне порогове значення 𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 = 0,5 (проте це значення 

можна змінювати зілежно від цілей аналізу). 

На рис. 5 можемо побачити прогнозовані значення (p-Pred) і їхнє 

значення відносно 𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 = 0,5 можемо класифікувати, як успішне або 

неуспішне. Тобто, 

• Якщо значення у стовпці 𝑝 − 𝑃𝑟𝑒𝑑 ≥ 0,5, то результат 

класифікується як позитивний (успішний), тобто 𝑌 = 1. 

• Якщо значення 𝑝 − 𝑃𝑟𝑒𝑑 < 0,5, то результат класифікується як 

негативний (неуспішний), тобто 𝑌 = 0. 



27 

 

Стовпець Suc-Pred – в даному випадку буде повторювати стовпець 

p-Pred, тому що метою було знаходження прогнозованих ймовірностей, 

відповідних до значень 𝒀 = 𝟏  та 𝒀 = 𝟎. 

 

Рис. 5 Частина вихідної статистики 

 

1.5. Метод Stepwise selection  

 

Метод Stepwise selection (покроковий відбір) використовується для 

того, щоб знайти оптимальний набір змінних для моделі логістичної 

регресії. Мета цього методу полягає у відшуканні баланс між 

максимальним спрощенням моделі і її якістю (пояснювальною здатністю). 

Такий покроковий відбір може базуватися на статистичних критеріях, 

таких як AIC та BIC, та в нашому випадку використаємо 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒.   
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Рис.6  Модель логістичної регресії після застосування метод 

Stepwise selection 

 

На рис. 6 зображена нова модель логістичної регресії, побудовану за 

допомогою методу покрокового відбору. Варто зазначити, що 

характеристики цієї регресії,  демонструють значне покращення порівняно 

із початковою регресійною моделлю без покрокового відбору (рис.4). 

Зокрема, значення 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 менше за 0.05, коефіцієнти детермінації 

свідчать про хорошу якість моделі, а також зменшені значення AIC та BIC 

свідчать про підвищену ефективність моделі. Нова модель буде 

використана для подальших розрахунків.   

 

1.6. Оцінка прогностичних характеристик моделі 

 

На Рис. 7  представлена таблиця «Classification Table» яка є іншим 

способом оцінки якості моделі. Інструмент аналізу даних Real Statistics 

Logistic Regression створює її на основі заданих формул.  
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Рис. 7 Прогностичні характеристики логістичної регресії 

 

На рис. 7 показано порівняння кількість успіхів (𝒀 = 𝟏), що були 

передбачені моделлю логістичної регресії, у порівнянні із фактично 

спостережуваним числом, а також кількість невдач (𝒀 = 𝟎), що також були 

передбачені моделлю логістичної регресії у порівнянні із фактично 

спостережуваним числом. 

Елементами таблиці є чотири можливі результати: 

1. TP (True Positive) — кількість випадків, які були правильно 

класифіковані як позитивні, тобто передбачалися як успішні та 

фактично спостерігалися як успішні; 

2. FP (False Positive) — кількість випадків, які були неправильно 

класифіковані як позитивні, тобто передбачалися як успішні, але 

насправді спостерігалися як невдалі; 

3. TN (True Negative)— кількість випадків, які були правильно 

класифіковані як негативні, тобто були передбачені як невдалі та 

фактично спостерігалися як невдалі; 

4. FN (False Negative) — кількість випадків, які були неправильно 

класифіковані як негативні, тобто були передбачені як невдалі, але 

насправді спостерігалися як успішні. 
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Тобто «Classification Table» на рис. 7 можна представити у наступному 

вигляді: 

 

Стан 

 Позитивний 

стан 

Негативний 

стан 

 

Позитивно 

прогнозований стан 

істино позитивний 

 

TP  

хибно позитивний 

 

FP 

 

 

TP+FP 

Негативно 

прогнозований стан  

хибно негативний 

 

FN  

 

істино негативний 

 

TN 

 

TN+ FN 

 TP+FN TN+FP N= TP+FN+ 

FP+TN 

Рис. 8 Таблиця оцінки прогностичних характеристик моделі 

 

Загальна кількість спостережень у таблиці визначається як: 

𝑁 = 𝑇𝑃 + 𝐹𝑁 + 𝐹𝑃 + 𝑇𝑁 

Також слід зауважити, що 𝐹𝑃 – це помилка  I роду, а 𝐹𝑁 – II роду.  

Якість біостатистичного бінарного тестування (і діагностичного, і 

скринінгового) характеризується певним балансом між двома важливими 

статистичними мірами продуктивності моделі – чутливістю та 

специфічністю. Розглянемо на нашому прикладі обчислення  даних 

характеристик і які саме з них обчислює Real Statistics Logistic Regression: 

Чутливість (𝒔𝒆𝒏𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒊𝒕𝒚) = 𝐓𝐫𝐮𝐞 𝐩𝐨𝐬𝐢𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐫𝐚𝐭𝐞 (𝐓𝐑𝐏) – показує 

частку істинно позитивних об’єктів (𝒀 = 𝟏), які визначені правильно:  

𝑆𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 =
𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑁
=

10

10 + 4
= 0,714 ⟹ 71,4% 
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Специфічність (𝒔𝒑𝒆𝒄𝒊𝒇𝒊𝒄𝒊𝒕𝒚) =  𝐓𝐫𝐮𝐞 𝐧𝐞𝐠𝐚𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐫𝐚𝐭𝐞 (𝐓𝐍𝐑)- 

показує частку істинно негативних результатів (𝒀 = 𝟎), серед усіх 

фактичних негативних випадків: 

𝑆𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑐𝑖𝑡𝑦 =
𝑇𝑁

𝑇𝑁 + 𝐹𝑃
=

24

24 + 2
= 0,92 ⟹ 92%. 

Загальна точність моделі (𝑨𝒄𝒄𝒖𝒓𝒂𝒄𝒚) визначається як: 

𝐴𝑐𝑐𝑢𝑟𝑎𝑐𝑦 =
𝑇𝑃 + 𝑇𝑁

𝑁
=

10 + 24

40
= 0,85 ⟹ 85%. 

 На основі отриманих характеристик можемо зробити висновок, що 

представлена модель є достатньо ефективною, оскільки її точність 

«Accuracy» становить 85%, що вказує на невеликий рівень похибки - 15%. 

Отримані результати дозволяють із задовільною точністю прогнозувати 

реальний стан подій. Однак, модель можна покращити, якщо здатність 

визначити точно людей, які мають певний досліджуваний стан зросте, а 

кількість хибнопозитивних та хибнонегативних результатів буде 

залишатися мінімальною.  

Діагностика має на меті визначити максимально точне ймовірнісне 

визначення осіб, які дійсно мали певний досліджуваний стан. Якщо ж 

модель буде надавати велику кількість хибнопозитивних або 

хибнонегативних результатів, то це може спричинити помилки не тільки у 

прогнозах, а й мати реальні наслідки. Тобто, хибнопозитивні результати 

можуть вимагати певних додаткових тестувань, а це в свою чергу, може 

спричиняти додаткову збільшену вартість обстеження,  а також 

психологічний стрес для пацієнта. Хибнонегативні результати можуть 

нести в собі ризик пропустити проблему, що може призвести до доволі 

серйозних реальних наслідків (наприклад, погіршення здоров’я, 
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економічні втрати тощо). Отже, ключовим завданням є зменшення 

кількості хибних результатів для того, щоб підвищити якість прогнозів та 

ефективності моделі. 

Додатково до чутливості та специфічності, було розраховано 

прогностичні показники: 

1. Прогностична цінність позитивного результату (Positive 

Predictive Value, PPV): 

𝑃𝑃𝑉 =
𝑆𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 ×  𝑃𝑟𝑒𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒

𝑆𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 × 𝑃𝑟𝑒𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒 +  (1 − 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑐𝑖𝑡𝑦) × (1 −  𝑃𝑟𝑒𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒) 
∙ 100% 

𝑃𝑃𝑉 =
0,714 ∙ 0,252

0,714 ∙ 0,252 + (1 − 0,92) ∙ (1 − 0,252)
∙ 100% = 75,04% 

Тобто 75,04% усіх випадків, які модель визначає як позитивні, насправді є 

істинно позитивними.   

2. Прогностична цінність негативного результату (Negative 

Predictive Value, NPV): 

𝑁𝑃𝑉 =
𝑆𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑐𝑖𝑡𝑦 × (1 − 𝑃𝑟𝑒𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒)

(1 − 𝑆𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦) ×  𝑃𝑟𝑒𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒 +  𝑆𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑐𝑖𝑡𝑦 × (1 −  𝑃𝑟𝑒𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒) 
∙ 100% 

𝑁𝑃𝑉 =
0,92 ∙ (1 − 0,252)

(1 − 0,714) ∙ 0,252 + 0,92 ∙ (1 − 0.252)
∙ 100% = 90,5% 

Отже, 90,5% - це кількість вірних прогнозів, для яких модель 

прогнозувала відсутність випадку. 

3. Поріг поширеності (𝑃𝑟𝑒𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒): 

  

𝑃𝑟𝑒𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒 =
√𝑆𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑐𝑖𝑡𝑦 × (1 − 𝑆𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦) +  𝑆𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑐𝑖𝑡𝑦 − 1

𝑆𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 + 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑐𝑖𝑡𝑦 − 1
= 

=
√0,714(1 − 0,92) + 0,92 − 1

0,714 + 0,92 − 1
=

0,159

0,634
= 0,252. 
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Даний результат означає, що 25,2% всіх спостережень у вибірці належать 

до успіху. 

Ці показники демонструють, що модель є більш точною в 

прогнозуванні негативних результатів, ніж позитивних. Це може бути 

пояснено специфікою вибірки та сильним впливом факторів, що 

перешкоджають успішності студентів у складних умовах. 

4. Коефіцієнт невлучання (Miss Rate) - це показник, який 

характеризує частку істинно позитивних випадків, які не були 

виявлені тестом, тобто частку хибно негативних результатів серед 

усіх дійсно позитивних випадків 

𝑀𝑖𝑠𝑠𝑅𝑎𝑡𝑒 =
𝐹𝑁

𝑇𝑃 + 𝐹𝑁
=

4

14
= 0.2857 ⇒ 28,57% 

Тобто приблизно 29% позитивних результатів не були розпізнані моделлю. 

5. Хибнопозитивний рівень (False Positive Rate) — це показник, який 

характеризує частку хибно позитивних результатів серед усіх дійсно 

негативних випадків. 

𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒𝑅𝑎𝑡𝑒 =
𝐹𝑃

𝐹𝑃 + 𝑇𝑁
=

2

26
= 0.0769 ⇒ 7.69% 

Для нашої моделі він склав 7.69%, що свідчить про невелику кількість 

хибних прогнозів позитивного результату. 

6. Рівень хибного виявлення (False Discovery Rate) — це показник, 

який показує частку хибно негативних результатів серед усіх 

випадків, які були визначені як позитивні. 

𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒𝐷𝑖𝑠𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟𝑦𝑅𝑎𝑡𝑒 =  
𝐹𝑁

𝐹𝑁 + 𝑇𝑃
=

4

14
= 0.2857 ⇒ 28.5% 

У нашому випадку рівень хибного виявлення становить 28.57%. Це 

означає, що приблизно 28.57% всіх випадків, які були визначені моделлю 

як позитивні, насправді є хибними. 
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7. Рівень хибного пропускання (False Omission Rate) — це показник, 

який характеризує частку хибно негативних результатів серед усіх 

випадків, які були визначені як негативні.  

𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒𝑂𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛𝑅𝑎𝑡𝑒 =
𝐹𝑁

𝐹𝑁 + 𝑇𝑁
=

4

28
= 0.1429 ⇒ 14.29%  

Це означає, що приблизно 14.29% всіх випадків, які були визначені 

моделлю як негативні, насправді є хибними. 

Аналіз прогностичних характеристик моделі дозволяє оцінити її 

точність та надійність у прогнозуванні результатів. Хоча модель 

демонструє високу специфічність (92%) та задовільну чутливість (71.4%), 

все ж таки існує певна кількість хибнопозитивних та хибнонегативних 

випадків, що свідчить про можливість подальшого удосконалення моделі.  

Регулювання порогового значення 𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 може допомогти покращити 

баланс між чутливістю та специфічністю залежно від конкретних цілей 

дослідження. 

 

1.7. Аналіз кривої операційних характеристик (ROC curve 

analysis) 
 

Прогностичні характеристики логістичної моделі регресії (або деякого 

тесту) добре описуються кривою операційних характеристик моделі 

(Receiver Operating Characteristic – ROC curve analysis). ROC-крива – це 

діаграма, що відображає значення частоти хибнопозитивних результатів 

(FPR), які зображуються по осі 𝑥,  в порівнянні із частотою істинно 

позитивних результатів (TRP), які зображуються по осі 𝑦, для всіх 

можливих граничних значень від 0 до 1. Ідеальна модель матиме значення 

FRP та TRP рівними 100%, і її крива проходитиме через верхній лівий кут 

графіку (площа під кривою, AUC = 1). 
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Інструмент Real Statistics Logistic Regression в MS Excel автоматично 

створює ROC-криву, що дозволяє візуально оцінити продуктивність 

моделі.  

Залежно від значення AUC, якість моделі можна умовно оцінити за 

наступною шкалою: 

1.  𝑨𝑼𝑪 ≥  𝟎. 𝟗 — модель із високим рівнем точності; 

2. 𝟎. 𝟖 ≤  𝑨𝑼𝑪 <  𝟎. 𝟗 —модель із високою ефективністю 

прогнозування; 

3. 𝟎. 𝟕 ≤  𝑨𝑼𝑪 <  𝟎. 𝟖 — модель із хорошими прогностичними 

характеристиками; 

4.  𝟎. 𝟔 ≤  𝑨𝑼𝑪 <  𝟎. 𝟕 —модель із прийнятним рівнем точності; 

5. 𝟎. 𝟓 ≤  𝑨𝑼𝑪 <  𝟎. 𝟔 —  модель із низьким рівнем точності. 

На Рис.9 зображено криву операційних характеристик нашої моделі 

з AUC=0,88, що дає можливість говорити про дуже добру її якість та 

ефективність.  

 

Рис. 9 Результати розрахунків для моделі логістичної регресії та ROC-

крива, 𝐶𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 = 0,5. 
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1.8. J-статистика Юдена 

 

Для підвищення точності моделі візьмемо J-статистику Юдена 

(індекс Юдена, Youden's J statistic), це допоможе нам знайти такий поріг, 

при якому баланс між чутливістю і специфічністю буде максимальним. 

Формула для даної статистики виглядає наступним чином:   

Youden′s J index = TPR + 1 − FPR, 

У програмі MS Excel це можна зробити поставивши клік на  розрахунку 

ROC Table і знайти максимальне значення Youden's index, далі у стовпчику 

p-Pred вибрати відповідне значення ймовірності – воно буде давати 

найкраще значення cutoff=0,462 замість стандартного 0,5.  

В нашій моделі отримали ми 𝑌𝑜𝑢𝑑𝑒𝑛′𝑠 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 =  1,56, тобто 

чутливість (TPR) 71,4%, специфічність (FPR) 84,6. 

 

Рис.10 Результати розрахунків для моделі логістичної регресії та ROC-

крива, 𝐶𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 = 0,462. 

 

На рис.10 ми можемо побачити новостворену модель із врахованою J-

статистику. Значення критеріїв: 𝐴𝐼𝐶 = 46,5, 𝐵𝐼𝐶 = 53,25, а площа під 

кривою операційних характеристик моделі AUC=0,81, значення p-value не 

перевищує прийнятий поріг 0,5, що є свідченням того, що модель добре 

побудована та, за класифікацією, є моделлю із високою ефективністю 

прогнозування. 
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 Розраховані коефіцієнти моделі для трьох факторів (Рис.10)  дають 

наступну формулу прогнозування: 

 

ln (
𝑝

1 − 𝑝
) = −1,02 − 1,33𝑋1 + 0,77𝑋2 + 1,16𝑋3. 

Розділ 2. Факторний аналіз 

 

2.1. Теоретичні основи факторного аналізу 

Означення 6.  Факторний аналіз (англ. factor analysis) - це метод, який 

застосовують для великої кількості змінних, що зводить ці змінні до 

набагато меншої кількості величин, що будуть незалежними між собою, які 

і будуть називатися факторами. 

Варто зазначити, що змінні, які відносяться до одного фактора, будуть 

сильно корелювати між собою, а змінні із різних факторів будуть мати 

слабку кореляцію. Тобто, факторний аналіз має на меті використати такі 

комплексні фактори, котрій максимально повно і ясно обґрунтують зв’язки 

між певними змінними.  

Факторний аналіз має наступну процедуру, котра складається із 

чотирьох кроків: 

1. Створення кореляційної матриці для змінних, які присутні у 

дослідженні; 

2. Визначення групи факторів; 

3. Використання методу обертання Варімакс для отримання більш 

чіткої структури; 

4. Тлумачення факторів. 

Зберемо всі змінні 𝑋𝑖  у вектор Χ для кожного індивідуального 

суб’єкта. Нехай  𝑋𝑖 позначає спостережувану характеристику 𝑖.  
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𝑿 = (

𝑋1

⋮
𝑋𝑝

) − вектор характеристик 

Це випадковий вектор із середнім значенням у генеральній сукупності. 

Припустимо, що вектор характеристик 𝑋 вибірково отримано із 

генеральної сукупності з вектором середніх значень: 

𝝁 = (

𝜇1

⋮
𝜇𝑝

) − вектор середніх значень генеральної сукупності 

Тоді  𝐸(𝑋𝑖) =  𝜇𝑖   позначає середнє значення змінної 𝑖 у генеральній 

сукупності. 

Розглянемо 𝑚 неспостережуваних загальних факторів 

𝐹1, 𝐹2, ⋯ , 𝐹𝑚  , 𝑚 < 𝑝 

Загальні фактори також збираються у вектор: 

𝑭 = (

𝐹1

⋮
𝐹𝑝

) − вектор загальних факторів 

Наша факторна модель може розглядатися, як серія множинних 

регресій, що передбачають кожну із спостережуваних змінних 𝑋𝑖 за 

значенням неспостережуваних загальних факторів 𝑓𝑖: 

𝑋1 = 𝜇1 + 𝑙11𝐹1 + 𝐿12𝐹2 + ⋯ + 𝑙1𝑚𝐹𝑚 + 𝜀1 

𝑋2 = 𝜇2 + 𝑙21𝐹1 + 𝐿22𝐹2 + ⋯ + 𝑙2𝑚𝐹𝑚 + 𝜀2 

⋮ 

𝑋𝑝 = 𝜇𝑝 + 𝑙𝑝1𝐹1 + 𝐿𝑝2𝐹2 + ⋯ + 𝑙𝑝𝑚𝐹𝑚 + 𝜀𝑝 

Коефіцієнти регресії 𝑙𝑖𝑗 для всіх поданих множинних регресій 

називаються факторним навантаженням. 

В даному випадку 𝑙𝑖𝑗 – це навантаження 𝑖-ї змінної на 𝑗-й фактор. Ці 

значення збираються у матрицю, як показано нижче: 
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𝑳 = (

𝑙11 ⋯ 𝑙1𝑚

⋮ ⋱
𝑙𝑝1 ⋯ 𝑙𝑝𝑚

) 

𝜀𝑝 – частина змінної 𝑋𝑖, яка не пояснюється факторами, або унікальний 

вплив. Вони також збираються у вектор: 

𝜺 = (

𝜀1

⋮
𝜀𝑝

) − вектор специфічних факторів 

Тобто, базова модель є подібною до регресійної моделі. Кожна з цих 

залежних змінних  Χ передбачується як лінійна функція 

неспостережуваних загальних факторів 𝐹1, 𝐹2, ⋯ , 𝐹𝑚. 

Таким чином, це все зводиться до такого вигляду: 

𝑿 = 𝝁 + 𝑳𝑭 + 𝜺,     

 

2.2. Аналіз головних компонент 

 

Аналіз головних компонент - це статистичний метод, який 

використовується для аналізу взаємозв'язків між великою кількістю 

змінних і для пояснення цих змінних з точки зору меншого числа змінних, 

званих головними компонентами, з мінімальною втратою інформації. 

Якщо 𝑋 = (𝑥𝑖) випадковий вектор. Вектор головних компонент 𝑌 =

(𝑦𝑖) визначається фомулою: 

𝑦𝑖 = ∑ Β𝑖𝑗𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

Β𝑖𝑗 - матриця коефіцієнтів регресії, тоді кожен 𝑦𝑖  є лінійною комбінацією 

𝑥𝑖, і вектор 𝑌 є, також, випадковим вектором.  

Метою аналізу є вибір значень коефіцієнтів регресії Β𝑖𝑗 таким чином, 

щоб максимізувати дисперсію 𝑣𝑎𝑟(𝑦𝑖) за умови обмеження, що 

𝑐𝑜𝑣(𝑦𝑖 , 𝑦𝑗) = 0 для всіх 𝑖 ≠ 𝑗. За допомогою MS Excel () знаходяться  
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коефіцієнти Β𝑖𝑗 використовуючи теорему спектрального розвинення 

(Spectral Decomposition Theorem):  

Σ = Β𝑻DΒ, 

де Β - є матрицею  k × k   стовпці якої є одиничними власними 

векторами 𝛽1, 𝛽2, ⋯ 𝛽𝑘, що відповідають власним значенням 𝜆1, 𝜆2, ⋯ 𝜆𝑘 

матриці Σ і D - це k × k діагональна матриця, головна діагональ якої 

складається з 𝜆1, 𝜆2, ⋯ 𝜆𝑘.  

Крім того, спектральна теорема може бути виражена як: 

Σ = ∑ 𝜆𝑗

𝑘

𝑗=1

𝛽𝑗𝛽𝑗
𝑻. 

Властивість, яка використовується:  якщо 𝜆1 > 𝜆2 > ⋯ > 𝜆𝑘 є власними 

значеннями матриці Σ з відповідними власними векторами 𝛽1, 𝛽2, ⋯ 𝛽𝑘, 

тоді Σ = ∑ 𝜆𝑗
𝑘
𝑗=0 𝛽𝑗𝛽𝑗

𝑻, і крім того, для всіх 𝑖 та 𝑖 ≠ 𝑗:  

var(𝑦𝑖) = 𝜆𝑖 , cov(𝑦𝑖 , 𝑦𝑗) = 0. 

Оскільки вектори стовпців 𝛽𝑗 є ортонормованими, 𝛽𝑖 ∙ 𝛽𝑗 = 𝛽𝑖
𝑇𝛽𝑗 = 0, 

якщо 𝑖 ≠ 𝑗 та 𝛽𝑖
𝑇𝛽𝑗 = 1, якщо 𝑖 ≠ 𝑗, таким чином: 

var(𝑦𝑖) = ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑝𝜎𝑝𝑚𝛽𝑚𝑗 = 𝛽𝑖
𝑇 (∑ 𝜆𝑗

𝑘

𝑗=1

𝛽𝑗𝛽𝑗
𝑻)

𝑘

𝑚=1

𝑘

𝑝=1

𝛽𝑖 = ∑ 𝜆𝑗

𝑘

𝑗=1

(𝛽𝑖
𝑇𝛽𝑗)(𝛽𝑗

𝑇𝛽𝑖)

= 𝜆𝑗 . 

cov(𝑦𝑖 , 𝑦𝑗) = ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑝𝜎𝑝𝑚𝛽𝑚𝑗 = 𝛽𝑖
𝑇 (∑ 𝜆𝑟

𝑘

𝑟=1

𝛽𝑟𝛽𝑟
𝑻)

𝑘

𝑚=1

𝑘

𝑝=1

𝛽𝑖

= ∑ 𝜆𝑟

𝑘

𝑗=1

(𝛽𝑖
𝑇𝛽𝑟)(𝛽𝑟

𝑇𝛽𝑖) = 0. 
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За означенням - слід матриці - це сума її власних значень. Також у 

коваріаційної матриці Σ головна діагональ містить значення 𝜎1
2, 𝜎2

2, ⋯ , 𝜎𝑘
2 

тоді слід матриці trace (Σ): 

trace(Σ) = ∑ 𝜎𝑖
2

𝑘

𝑖=1

= ∑ 𝜆𝑖

𝑘

𝑖=1

. 

Таким чином, загальна дисперсія ∑ 𝜎𝑖
2𝑘

𝑖=1  для змінної Х може 

виражатись як trace(Σ) = ∑ 𝜆𝑖
𝑘
𝑖=1  але це також загальна дисперсія для Y. 

Тепер з цього випливає, що частина повної дисперсії (X або Y), пояснена 𝑖 

-тим головним компонентом 𝑦𝑖 , є 
𝜆𝑖

∑ 𝜆𝑖
𝑘
𝑖=1

. Припускаючи, що 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥

⋯ ≥ 𝜆𝑘 частина загальної дисперсії пояснюється першими 𝑚 головними 

компонентами, тому: 

∑ % →
∑ 𝜆𝑖

𝑚
𝑖=1

∑ 𝜆𝑖
𝑘
𝑖=1

. 

Наша мета - знайти зменшену кількість головних компонентів, які 

можуть пояснити більшу частину загальної дисперсії, тобто ми шукаємо 

значення 𝑚, яке є якомога меншим, але таким, що співвідношення 
∑ 𝜆𝑖

𝑚
𝑖=1

∑ 𝜆𝑖
𝑘
𝑖=1

→

1 близьке до 1. 

Застосування коваріаційної матриці для вибірки 

Оскільки популяційна коваріаційна матриця Σ невідома, 

використовуємо вибіркову коваріаційну матрицю S: 

cov 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒(𝑋, 𝑌) =
1

𝑛 − 1
(𝑋 − �̅�)(𝑋 − �̅�)𝑇 = ∑

(𝑥𝑖 − �̅�)(𝑥𝑖 − �̅�)𝑇

𝑛 − 1

𝑛

𝑖=1

 

де тепер ми вважаємо 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗) матрицею k × n такою, що для кожного 

𝑖, {𝑥𝑖𝑗: 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} є випадковою вибіркою для випадкової величини 𝑥𝑖. 

Оскільки коваріаційна матриця вибірки симетрична, існує подібний 
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спектральний розклад, як Σ = ∑ 𝜆𝑗
𝑘
𝑗=1 Β𝑗Β𝑗

𝑻, де Β𝑗 = [𝑏𝑖𝑗] - це одиничні 

власні вектори S, що відповідають власним значенням 𝜆𝑗 з S (насправді це 

трохи зловживання позначеннями, оскільки ці 𝜆𝑗 не збігаються з власними 

значеннями Σ).  Далі коефіцієнти регресії будуть 𝑏𝑖𝑗, як і для популяції:  

𝑦𝑖 = ∑ 𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  та для всіх  𝑖 ≠ 𝑗 : var(𝑦𝑖) = 𝜆𝑖 , cov(𝑦𝑖 , 𝑦𝑗) = 0, також: 

trace(𝑆) = ∑ 𝑠𝑖
2𝑘

𝑖=1 = ∑ 𝜆𝑖
𝑘
𝑖=1 . 

 

2.2.1. Кореляційна матриця 

 

 На практиці ми зазвичай віддаємо перевагу стандартизації 

вибіркових балів. Для цього ми використаємо кореляційну матрицю. 

Нехай 𝑅 = [𝑟𝑖𝑗], де [𝑟𝑖𝑗] – кореляція між 𝑥𝑖  та 𝑥𝑗, тобто  

𝑟𝑖𝑗 =  
𝑐𝑜𝑣(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)

𝑠𝑖𝑠𝑗
 

Варто зазначити, що для підвищення точності аналізу бажано мати 

більшу кількість даних, це дозволить отримати більш надійні статистичні 

висновки та зменшити похибку оцінки кореляційних зав’язків. 

Кореляційна матриця буде побудована на основі відповідей, які надали 150 

студентів НТТУ «КПІ ім. Ігоря Сікорського».  

Вибіркова кореляційна матриця 𝑅 показана на рис. 11.  
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Рис. 11 Описова статистика вибірки та кореляційна матриця 

 

Всі значення на головні діагоналі дорівнюють 1, як ми і очікували, оскільки 

всі дисперсії були стандартизовані. 

Аналогічно до популяції, припускаючи, що 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑘, MS 

Excel Factor Analysis знаходить значення 𝑚, так що ∑ 𝜆𝑖
𝑚
𝑖=1  i пояснює 

якомога більшу частину загальної дисперсії. Таким чином, ми зменшуємо 

кількість основних компонентів, необхідних для пояснення більшості 

мінливості. 

Загальна дисперсія для 14 випадкових величин дорівнює 14 

(оскільки дисперсія була стандартизована до 1 в кореляційній матриці), 

що, як і очікувалося, дорівнює сумі 14 власних значень, що і виводиться 

MS Excel Factor Analysis для 𝑚 = 4, ∑ 𝜆𝑖
𝑚
𝑖=1 = 62%, 𝑚 = 5, ∑ 𝜆𝑖

𝑚
𝑖=1 = 69% 

 

2.2.2. Часткова кореляція та тест Kaiser-Meyer-Olkin 
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При великій кількості змінних та великій вибірці вірогідна така 

ситуація, що певні змінні не дуже добре корелюють з іншими змінними, 

тому для цієї мети ми будемо застосовувати часткову кореляційну 

матрицю та тест Кайзера-Майєра-Олкіна (Kaiser-Meyer-Olkin, KMO). 

Щоб обчислити часткову кореляційну матрицю, необхідно знайти 

обернену кореляційну матрицю, як зображено на рис. 12. 

 

 

Рис. 12 Обернена кореляційна матриця 

 

Часткова кореляція між змінними між 𝑥𝑖  та 𝑥𝑗, де 𝑖 ≠ 𝑗 ,зберігаючи всі інші 

змінні незміненими, визначається за формулою 

𝑟𝑥𝑖𝑥𝑗,𝑧 = −
𝑝𝑖𝑗

√𝑝𝑖𝑖  𝑝𝑗𝑗

 

де z це список змінних 𝑥1, … , 𝑥𝑘 за винятком 𝑥𝑖  та 𝑥𝑗, а обернена 

кореляційна матриця дорівнює 𝑅−1 = [𝑝𝑖𝑗]. 

Побудована часткова кореляційна матриця, показана на рис.13. 

Також ми будемо застосовувати тест Кайзера-Майєра-Олкіна (KMO) 

міра адекватності вибірки (MSA) для змінної 𝑥𝑖 визначається за формулою  

𝐾𝑀𝑂𝑗 =
Σ𝑖≠𝑗𝑟𝑖𝑗

2

Σ𝑖≠𝑗𝑟𝑖𝑗
2 + Σ𝑖≠𝑗𝑢𝑖𝑗

2  
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де обернена кореляційна матриця  𝑅 = [𝑝𝑖𝑗], а часткова кореляційна 

матриця 𝑈 = [𝑢𝑖𝑗]. Загальна міра КМО адекватності вибірки визначається 

наведеною вище формулою для всіх комбінацій 𝑖 ≠ 𝑗 

KMO приймає значення від 0 до 1. Значення біля 0 вказує на те, що сума 

часткових кореляцій велика порівняно з сумою кореляцій. Це вказує на те, 

що кореляції широко поширені і тому не групуються серед кількох 

змінних, що вказувало б на проблему для факторного аналізу. Значення 

близько 1 вказує на хорошу придатність для факторного аналізу. 

Результати тесту КМО зображені на рис.13 

 

 

Рис.13 Часткова кореляційна матриця та тест КМО 

 

Власні значення та власні вектори (Eigenvalues and eigenvectors)  

Для подальшого дослідження ми застосуємо такі поняття, як власні 

значення та власні вектори. 

Означення 7. Власне значення (eigenvalues)   квадратної 𝑘 × 𝑘 матриці 

A є скалярною величиною 𝜆 і такою, що det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0, де 

 𝐼 являє собою одиничну матрицю 𝑘 × 𝑘.  Ненульовий вектор-стовпець 
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X є власним вектором (eigenvectors), який відповідає власному значенню 

𝜆 за умови 𝐴𝑋 = 𝜆𝑋. 

На рис. 14 ми можемо побачити зображення власних значень та власних 

векторів 

 

Рис.14 Власні значення та вектори 

 

Далі застосуємо формулу 𝑏𝑖𝑗 = √𝜆𝑗𝑐𝑖𝑗 , де 𝑐1, … , 𝑐𝑘 є власними векторами, 

що відповідають власним значенням 𝜆1 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑘, ми обчислимо 

коефіцієнти факторного навантаження (див. рис 15), що відповідають 14 

факторам. 

 

 

Рис.15 Факторні навантаження 

 

2.2.3. Діаграма Scree Plot 
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Як зазначалося раніше, однією з головних цілей факторного аналізу є 

зменшення кількості параметрів. Кількість параметрів у вихідній моделі 

дорівнює кількості унікальних елементів у коваріаційній 

матриці. Враховуючи симетрію, існує С(𝑘, 2) = 𝑘(𝑘 + 1)/2 таких 

елементів. Модель факторного аналізу вимагає 𝑘(𝑚 + 1) елементів; тобто 

кількість параметрів у L( саме 𝑘𝑚) разом із кількістю елементів у 𝑋 = 𝜇 +

𝐿𝑌 + 𝜀 (саме k).  

Таким чином ми бажаємо мати таке значення для m, щоб 𝑘(𝑚 + 1) ≤

𝑘(𝑘 + 1)/2, тобто 𝑚 ≤ (𝑘 − 1)/2.  Для нашого завдання це буде виглядати 

таким чином 𝑚 ≤
𝑘−1

2
= 𝑚 ≤

14−1

2
= 6. Ми вважаємо за краще 

використовувати менше 6 множників, якщо це можливо. 

Загалом, фактори, які мають високе значення, слід зберегти, а ті, що 

мають низьке власне значення, слід усунути. Загальний підхід (Кайзер) 

полягає у збереженні факторів із власним значенням ≥ 1 та виключенні 

факторів із власним значенням < 1. Це може бути прийнятним для менших 

моделей, але це може бути надто обмежувальним для моделей із великою 

кількістю змінних. 

Інший підхід полягає у створенні діаграми Scree plot, тобто графіка 

власних значень (вісь y), усіх факторів (вісь х), де фактори перераховані в 

порядку зменшення їхніх власних значень (як ми робили в аналізі головних 

компонент).  
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Рис. 16 Графік Scree Plot 

 

Значення в стовпці eValue — це  власні значення, перелічені в першому 

стовпці на рис.16 (власні значення та вектори). Кожна клітинка в стовпці 

%  містить відсоток дисперсії, врахований відповідним власним значенням, 

тому ми бачимо, що 30,95% загальної дисперсії припадає на найбільше 

власне значення. Стовпець Cum% містить кумулятивні ваги, тому ми 

бачимо, що перші чотири власні значення складають 62,72% дисперсії. 

Використовуючи можливість побудови діаграм Excel, можемо нанести 

значення в стовпці % на рис. (там де сам графік), щоб отримати графічне 

представлення, яке називається Scree plot. 

Сукупність усіх даних прийомів  полягає у збереженні всіх факторів 

вище (тобто ліворуч) від точки перегину (тобто точки, де крива починає 

вирівнюватися) та усуненні будь-якого фактора нижче (тобто праворуч) 

точки перегину. Оскільки крива не обов’язково гладка, може бути кілька 

точок перегину, тому фактична точка зрізу може бути суб’єктивною. На 

самому графіку є 2 точки перегину: одна при значенні 3, а інша при 

значенні 6. 

Для наших цілей ми вирішили залишити фактори, що відповідають 

власним значенням, зліва від власного значення 6, тобто 5 найбільших 

власних значень. 



49 

 

 

2.2.4. Факторні навантаження 

 

Факторні навантаження зображені на рис.17, який містить коефіцієнти, 

які  обмежені чотирма найвищими загальними значеннями.  

 

Рис. 17 Факторні навантаження 

На наведених результатах видно, що, наприклад, змінна X10, X11, X12 

тісно корелюють із першим фактором. В ідеалі ми хотіли б бачити, щоб 

кожна змінна сильно корелювала лише з одним фактором. Як ми можемо 

бачити на рис.17, що змінна X10 корелює як з Фактором 1, так і з Фактором 

5. Ми спробуємо прояснити аналіз за допомогою методу обертання 

Varimax. 

 

Факторні навантаження після застосування методу Varimax. 

 

Нехай 𝑈 – ортогональна матриця розміром 𝑚 × 𝑚, отже за 

визначенням 𝑈𝑇𝑈 = 𝐼. 𝐿′ = 𝐿𝑈𝑇 та 𝑌′ = 𝑈𝑌. Тоді 𝐿′ є матрицею 

(𝑘 × 𝑚) × (𝑚 × 𝑚) = 𝑘 × 𝑚, а 𝑌′ являє собою (𝑚 × 𝑚) × (𝑚 × 1) =

𝑚 × 1 вектор стовпець.  

𝑋 = 𝜇 + 𝐿𝑌 + 𝜀 = 𝜇 + 𝐿𝑈𝑇𝑈𝑌 + 𝜀 = 𝜇 + 𝐿′𝑌′ + 𝜀 
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𝐸[𝑌′] = 𝐸[𝑈𝑌] = 𝑈𝐸[𝑌] = 𝑈𝑜 = 𝑜 

𝑣𝑎𝑟(𝑌′) = 𝑣𝑎𝑟(𝑈𝑌) = 𝑈𝑣𝑎𝑟(𝑌)𝑈𝑇 = 𝑈𝐼𝑈𝑇 = 𝑈𝑈𝑇 = 𝐼 

𝑐𝑜𝑣(𝑌′, 𝜀) = 𝑐𝑜𝑣(𝑈𝑌, 𝜀) = 𝑈𝑐𝑜𝑣(𝑌, 𝜀) = 𝑈𝑜 = 𝑜 

Це показує, що якщо 𝐿 та 𝑌 задовільняють модель, то  𝐿′ та  𝑌′ також. 

Оскільки існує нескінченна кількість ортогональних матриць U , існує 

нескінченна кількість альтернативних моделей. 

Обертання початкових осей визначається ортогональною 

матрицею 𝑈 з 𝑑𝑒𝑡 =  1 . Таким чином, заміна 𝑌  і на 𝑌′  еквівалентна 

обертанню осей. Це не змінить загальну дисперсію, пояснену моделлю, але 

це змінить розподіл дисперсій між факторами. 

Ми шукаємо матрицю обертання розміром 𝑚 ×  𝑚 та 𝑈 = [𝑢𝑖𝑗  так, щоб 

рядки представляли існуючі фактори, а стовпці — нові фактори. 

Найпопулярніший підхід обертання називається  Varimax , який 

максимізує різницю між факторами навантаження, зберігаючи 

ортогональні осі. Varimax намагається максимізувати значення 𝑉, де 

𝑉 =
1

𝑘
∑[∑(

𝑏𝑖𝑗
2

𝜑𝑖
)2 − (

1

𝑘
∑

𝑏𝑖𝑗
2

𝜑𝑖

𝑘

𝑖=1

)2

𝑘

𝑖=1

]

𝑚

𝑗=1

 

Існують також неортогональні повороти, які краще справляються з 

диференціацією факторів, але ціною втрати ортогональності. 
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Рис. 18 Факторні навантаження після обертання Varimax 

 

Нові  факторні навантаження, які зображені на рис.18, дають змогу 

зробити висновки,  щодо приналежності факторів кожного із питань в 

анкеті. 

Наведемо список питань:  

X1 На Вашу думку, чи стали для Вас події, пов’язані із російським 

вторгненням в Україну, значним стресовим досвідом? 

X2 Чи змінились Ваші плани на навчання в Україні у зв’язку з 

російським вторгненням? 

X3 Чи були думки відкласти вступ до ЗВО на наступний рік? 

X4 Чи змінило російське вторгнення в Україну Ваші плани на вибір 

майбутньої професії? 

X5 Наскільки стресовим став навчальний процес у зв’язку з російським 

вторгненням в Україну в школі/в університеті? 

X6 Чи відчували Ви сильні негативні емоції (страх або злість), пов’язані 

із початком російського вторгненням в Україну? 
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X7 Чи відчували Ви під час російського вторгнення проблеми у 

переживанні позитивних емоцій (наприклад, неможливість відчувати 

радість або любов)? 

X8 Чи були у Вас сильні фізичні реакції (серцебиття, утруднене 

дихання, потіння), коли щось нагадує про події російського вторгнення? 

X9 Чи відчули Ви втрату інтересу до тієї активності (діяльності), яка 

раніше приносила задоволення? 

X10 Оцініть свою фізичну спроможність щодо навчання під час 

російської агресії? 

X11 Оцініть свій моральний настрій щодо навчання під час російської 

агресії? 

X12 Оцініть рівень своєї мотивації до навчання в Україні в наступні 2-

3-4 роки? 

X13 Оцініть свої подальші перспективи, щодо фахової роботи в Україні 

після закінчення війни з московитами перемогою України? 

X14 Чи бачите Ви перспективу в навчанні в Україні на найближчі (1-2-

3) роки? 

 

На рис. 19 відображено, які саме питання відносяться до кожного із 

факторів.  

 
 

Рис. 19 Розподіл питань за факторами відповідно до результатів 

факторного аналізу. 
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Результати даного факторного аналізу підтверджені дослідженням, що 

було реалізовано за допомогою інструментів аналізу даних мови 

програмування Python (детальне виконання відображене у Додатку 1). 

Розділ 3. Застосування факторного аналізу для даних опитування 

3.1. Опис завдання та даних: 

 

У 2024 році було проведено масштабне опитування людей щодо стану 

здоров’я, звичок, місця проживання, наявності захворювань тощо. В 

даному дослідженні  прийняли участь 1101 пацієнт, кожному з яких було 

запропоновано відповісти на 165 запитань. 

Основною метою даного опитування було виявити зв'язок між 

вживанням вершкового масла та рослинної олії й загальним станом 

здоров’я людини. Складність завдання полягала в тому, що була 

пропущена велика кількість відповідей на окремі запитання та текстовий 

формат даних, що унеможливлювало використання інструментів аналізу 

даних мовою програмування Python.  

Для аналізу та обробки даних буде використано  мову програмування 

Python у середовищі Jupyter Notebook. На першому етапі, спробуємо 

розглянути дані у початковому вигляді, без форматування та 

стандартизації (детальний програмний код проведеного аналізу міститься 

в Додатку 2). 
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Рис. 20 Діаграма пропущених значень 

 

На рисунку 20 зображені дані у вигляді стовпців, довжина кожного 

стовпця сягає від 1 до 1101, що відповідає кількості респондентів. Чорним 

кольором позначені комірки із відсутніми даними. Виявлення значної 

кількості пропущених значень підкреслює необхідність попередньої 

обробки даних перед проведенням аналізу. 

3.2. Форматування даних 

 

В даному розділі буде опрацьовано дані за допомогою мови 

програмування Python, оскільки ця мова програмування передбачає 

достатньо швидке та точне обчислення, що є важливим для роботи із 

великими обсягами даних. 

Перед початком дослідження та виконанням розрахунків, були 

поставлені наступні завдання: 

1. Видалити ті стовпці, які не мають значень або в яких майже не 

містяться даних; 

2. Перетворити категоріальні дані в числові,  
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3. Замінити дані в стовпцях із текстом та категоріальними 

даними на числа, оскільки для проведення кореляцій та 

факторного аналізу необхідні саме числові змінні; 

4. Заповнити пропуски в стовпцях із текстом найбільш частим 

значенням; 

5. Закодувати текстові значення за допомогою LabelEncoder; 

6. Заповнити  пропущені значення в стовпцях із числами 

середнім значенням; 

7. Масштабувати дані. 

За допомогою бібліотек pandas, sklearn.impute, sklearn.preprocessing, 

sklearn.decomposition, matplotlib.pyplot, seaborn виконуємо поставлені 

завдання 

. 

 

Рис.21 Діаграма, яка відображає наповненість стовпців даними 

 

Рис. 21 демонструє, що пусті місця в даних були успішно заповнені, а 

також була зменшена кількість стовпців, оскільки деякі із них не мали 

впливу на результат (наприклад, дата проходження тесту). Згідно із цією 
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діаграмою, можна зробити висновок, що дані тепер готові до подальшого 

аналізу. 

 

3.3. Побудова кореляційної матриці 

 

Перш ніж, як проводити аналіз даних та факторний аналіз, нам 

необхідно запевнитися, що існують кореляції між змінними у наборі даних. 

Для цього побудуємо кореляційну матрицю, яка дозволить виявити 

взаємозв'язки між різними змінними. 

 

 

Рис. 22 Теплова карта кореляційної матриці. 

 

На рисунку 22 відображена кореляційна матриця у вигляді теплової карти, 

яка показує ступінь зв’язку між змінними. Але проблема полягає в тому, 
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що кількість поданих кореляцій настільки велика, що  ускладнює 

визначення чітких взаємозв’язків між даними.  

Спробуємо відобразити лише ті кореляції, модуль коефіцієнтів яких 

більше за 0.5, для того, щоб виділити лише найбільш значущі зв’язки.  

  

 

Рис. 23 Теплова карта кореляційної матриці із |𝑐𝑜𝑟𝑟| > 0.5 

 

На представленому рисунку 23, можемо побачити, що наявні 

значущі кореляції із модулем коефіцієнтів, що більші за 0.5. Отже, робимо 

висновок, що кореляції  дійсно існують, тобто можемо переходити до 

більш детального аналізу.  

 За поставленим завданням, ми досліджуємо зв'язок між даними в 

стовпці 39 Menu Eatgirvid (який являє собою сукупність відповідей на 

питання, яке саме масло вживають люди) та даними в інших стовпцях. 
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Зважаючи на те, що кореляцій буде велика кількість, то виведемо лише 10 

найбільших  за модулем значень: 

 

 

Рис.24  Топ-10 кореляцій для 39 Menu Eatgirvid 

 

На рис. 24 можемо побачити топ-10 кореляцій для стовпця 39 Menu 

Eatgirvid, які демонструють найбільш значущі взаємозв’язки із  такими 

даними:  тип віджиму масла; термін вагітності; тривалість постковідного 

синдрому (у тижнях); тип тваринного жиру; тривалість постковідного 

синдрому (у місяцях); тип освіти; вживання овочів; статус; артеріальний 

тиск. Кореляціями із даними в стовпцях Status можна знехтувати, оскільки 

містять лише слова unread. 

 Вважаємо, що кореляції між даними існують та можемо продовжити 

дослідження далі. 

 

3.4. Мультиколінеарність 

 

В даному розділі ми спробуємо визначити чи присутня 

мультиколінеарність між даними. Дана перевірка необхідна, щоб 

визначити чи присутні сильні кореляції між незалежними змінними. 

Мультиколінеарність може призвести до таких проблем: 
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1. Невірне оцінювання коефіцієнтів. При сильній кореляції, оцінки 

їхніх коефіцієнтів можуть бути неточними; 

2. Складне визначення реальний вплив на залежну змінну; 

3. Збільшуються стандартні помилки коефіцієнтів, що спричинить 

помилки в статистичних тестах.  

Перевіримо чи присутня мультиколінеарність для наших даних. Для цього 

нам необхідно обчислити коефіцієнти VIF (Variance Inflation Factor) , які 

показують,  наскільки збільшується дисперсія коефіцієнта змінної 

внаслідок кореляції із іншими і обчислюється за формулою: 

𝑉𝐼𝐹(𝑋𝑖) =
1

1 − 𝑅𝑖
2 

 

де 𝑅𝑖
2 – коефіцієнт детермінації. 

Якщо значення коефіцієнта VIF перевищує 10, то можемо впевнено 

сказати, що присутня мультиколінеарність. Розрахуємо даний  для кожної 

змінної за допомогою функції variance_inflation_factor з бібліотеки 

statsmodels. 

 

Рис. 25 Коефіцієнти VIF 

 

Значення VIF на рис. 25 вказують на те, що мультиколінеарність присутня. 

Наступним нашим кроком було б видалення змінних,  які містять 

високі значення даного коефіцієнта (більше 10), але якщо реалізувати 

даний крок, то будуть видалені дані із стовпця 39 Menu Eatgirvid, який 
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необхідний нам для подальшого дослідження. Приймаємо рішенні про 

зниження порогу для коефіцієнту VIF до 50, оскільки далі ми будемо 

проводити факторний аналіз, який побудований на кореляціях і висока 

мультиколінеарність може вплинути на інтерпретацію, але це зовсім не 

означає, що аналіз стане некоректним, а також факторний аналіз об’єднує 

змінні в меншу кількість факторів, що відповідно знижує проблему із 

мультиколінеарністю.  

Видаляємо змінні із коефіцієнтом VIF>50: 

 

Рис.26  Дані після видалення змінних із коефіцієнтом VIF, що більше 50 

 

На рисунку 26  відображені нові дані із зменшеною мультиколінеарністю. 

 

3.5. Тест Kaiser-Meyer-Olkin (KMO)  

 

Для проведення факторного аналізу, необхідно переконатися, що 

дані відповідають усім необхідним вимогам. З цією метою виконуємо тест 

КМО та тест Бартлета на нових даних із зменшеною мультиколінеарністю. 

Тест Бартлета (Bartlett's test) для факторного аналізу 

використовується для перевірки гіпотези про те, що кореляційна матриця 
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Рис.27 Результати тестів КМО та Бартлетта  

 

Дані Kaiser-Meyer-Olkin (КМО) тесту демонструють значення, яке більше 

за 0.6, значення 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 менше за 0.05, що свідчить нам про те, що дані 

прийнятні для факторного аналізу. 

 

3.6. Визначення кількості факторів 

 

Для визначення оптимальної кількості факторів будемо 

використовувати метод Кайзера та Scree Plot. 

Метод Кайзера (Kaiser criterion) – найбільш поширюваний підхід для 

визначення оптимальної кількості факторів при використанні факторного 

аналізу. В основі даного методу лежить використання власних значень 

(eigenvalues) матриці кореляцій, що і дозволяє оцінити важливість фактора. 

 

 

Рис. 28 Власні значення векторів та графік Scree plot 

  

 За результатами, наведеними на рис. 28, приймаємо рішення, що 

оптимальна кількість факторів для даного набору даних становитиме 51. 
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На наступному етапі буде виконано факторного аналізу із рекомендованою 

кількістю факторів, одночасно із зменшенням розмірності. Наша ціль 

полягає в тому, щоб спростити модель і зробити її більш зручною для 

інтерпретації. 

 

 

Рис.29 Факторний аналіз після зниження розмірності 

 

На основі отриманих результатів (рис. 29), переходимо до кластеризації, 

яка дозволить виявити групи, які будуть об’єднувати схожі питання. Такий 

підхід сприятиме глибшому розумінню структури даних. 

 

3.7. Кластеризація 

3.7.1. Нормалізація факторів та кластеризація даних 

 

Для проведення кластерного аналізу необхідно нормалізувати фактори, 

оскільки їх значення можуть значно відрізнятися за масштабом. 

Нормалізація буде забезпечувати однаковий внесок усіх факторів у 

результат кластеризації. Використаємо стандартну нормалізацію. 

𝑧𝑖𝑗 =
𝑥𝑖𝑗 − 𝜇𝑗

𝜎𝑗
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де 𝑧𝑖𝑗 – нормалізоване значення 𝑖 − го спостереження за 𝑗 − м 

фактором; 𝑥𝑖𝑗- початкове значення; 𝜇𝑗 – середнє значення фактора 𝑗; 𝜎𝑗 – 

стандартне відхилення фактора 𝑗.  

Для визначення числа кластерів будемо використовувати «Метод 

ліктів». Основна ідея цього методу полягає в побудові графіка залежності 

функції суми квадратів відстаней до центрів кластерів (Within-Cluster Sum 

of Squares, WCSS) від кількості факторів 𝑘.  

𝑊𝐶𝑆𝑆 = ∑ ∑ ||𝑥𝑖 − 𝜇𝑘||2

𝑖𝜖𝐶𝑘

𝑘

𝑘=1

 

де 𝐶𝑘 – набір спостережень, що належать кластеру 𝑘; 𝑥𝑖 – значення 

спостереження; 𝜇𝑘 – центр кластеру 𝑘.  

Зобразимо графік і обираємо 𝑘 в точці, де спостерігається різкий спад 

WCSS — це і є так званий "лікоть".  

 

Рис. 30 Допоміжний графік для визначення числа кластерів 

 

За графіком на рис. 30 робимо висновок, що оптимальна кількість 

кластерів за Методом Ліктя відповідає тій точці, де графік змінює кут 

нахилу, отже у діапазоні 4-6. 
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3.7.2. Аналіз кластерів 

 

Створюємо нову групу даних у яких, кожен рядок буде мати номер 

кластера в колонці Cluster. Визначимо середні значення факторів для 

кожного кластера. 

 

 
Рис. 31 Середні значення факторів для кожного кластеру 

 

3.7.3. Візуалізація кластерів 

 
Рис. 32 Візуалізація кластерів 

 

На рис. 32 зображено, що кластери перекривають один одного і межі 

між групами не є чіткими. Скоріше за все це пов’язано із тим, що фактори 
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недостатньо розмежовують групи. Також можемо помітити, що кластери є 

розсіяними, що вказує на те, що може бути присутня велика внутрішня 

варіативність. 

 

3.8. Аналіз 39 Menu Eatgirvid 

 

Оскільки наше завдання полягало в тому чи є взаємозв’язок між 

вживанням вершкового масла та рослинної олії, то варто визначити, які 

саме елементи присутні в стовпці 39 Menu Eatgirvid для подальшого 

аналізу. 

 

 

Рис. 33 Відображення даних у стовпці 39 Menu Eatgirvid 

 

Створюємо 2 підмножини, які будуть містити значення 2 (вершкове масло) 

та 4 (рослинна олія) та шукаємо кореляції. 

 

 

Рис.34 Відображення кореляцій із вершковим маслом та іншими даними 
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Отримані результати свідчать про те, що існує взаємозв’язок із 

відсотком жирності масла; вид жиру; наявністю в людини роботи; 

кількістю годин сну на добу; вживання фруктів ; вживання солі; датою. 

 

 

Рис. 35 Відображення кореляцій із рослинною олією та іншими даними 

 

Подані результати на рис. 35 свідчать про те, що існує кореляція між 

ролинною олією та видом жиру, який споживає людина; видом віджиму 

олії; видом жирності масла; вживанням тваринного чи рослинного жиру; 

наявністю роботи; вживанням свіжих овочів; статі; показанням тиску. 

Оскільки ми ставили за ціль дізнатися, як саме впливають вершкове 

масло та рослинна олія на здоров’я, буде доцільним звернути увагу і 

виділити такі зв’язки: вершкове масло має кореляцію із кількістю сну на 

добу, а рослинна олія на показання тиску. 
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Висновки 

 

Загальний аналіз дослідження дозволяє нам дійти до висновків і 

зрозуміти, як саме події 2022-2023 років (повномасштабна війна в Україні, 

пандемія COVID-19, економічна та політична  криза) вплинули на 

психоемоційний стан населення, стан здоров’я та академічну успішність 

учнів і студентів. Робота складалась із трьох частин, перші дві стосувалися 

аналізу впливу стресових факторів на студентів, а третя частина – здоров’я 

пацієнтів різних вікових, соціальних категорій. 

В першій частині дослідження було використано модель логістичної 

регресії, яка була побудована на даних анкетування 40 студентів НТТУУ 

«КПІ ім. Ігоря Сікорського» у лютому 2024 року. Ця модель логістичної 

регресії може бути використана для прогнозування рівня мотивації 

студентів, їх успішності.  Аналіз проводився за допомогою програмного 

забезпечення MS Excel і пакету Real Statistics. Дані інструменти аналізу та 

такі методи, як покроковий відбір, використанням ROC-кривих, 

статистики J-Юдена дозволили нам визначити найбільш ефективну і 

просту модель. 

Друга частина дослідження містить у собі аналіз вибірки із відповідями 

від 150 студентів, котрі навчалися в НТТУ «КПІ ім. Ігоря Сікорського» у 

травні 2024 року. На цьому етапі було застосовано факторний аналіз із 

застосуванням Scree plot, коваріаційної матриці, ортогональний метод 

обертання Varimax. В результаті було виявлено, 5 латентних факторів, які 

впливають на успішність і мотивацію: емоційний стрес і фізичні реакції, 

моральний та професійний настрій, плани на майбутнє, професійні 

перспективи, а також зниження життєвого інтересу та активності. 

В третій частині аналіз був спрямований на те, щоб виявити зв’язки між 

вживанням певних харчових продуктів та станом здоров’я пацієнтів. Дані 
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були результатом опитування 1101 пацієнта, яким було задано більше 150 

питань. Результатом цієї частини стало те, що було знайдено кореляції між 

вживанням рослинної олії та рівнем артеріального тиску; вершкового 

масла і тривалістю сну. 

Результати, які були отримані в даному дослідженні, мають велике 

практичне значення і можуть бути використані для зміни та вдосконалення 

освітніх програм, для підвищення мотивації студентів, а також розробити 

більш ефективні системи харчування для пацієнтів із урахуванням 

кореляцій між показниками стану їхнього здоров’я та вживаними 

продуктами.  
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