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Master's thesis: 76 pages, 15 slides for projector, 9 primary sources.

In this essay, we investigate the application of Newton's Method to �nd
the roots of nonlinear equations. In particular, we consider other methods for
�nding the roots of nonlinear equations. The work includes both a theoreti-
cal analysis of these methods and their practical application and comparison
to determine the best method for �nding the number of roots of nonlinear
equations.
The aim of the work is to study Newton's method for �nding the roots
of nonlinear equations, analyze its e�ectiveness and compare it with other
numerical methods for solving nonlinear equations.
The task of the paper is to theoretically analyze Newton's method and its
mathematical justi�cation, analyze examples of solving nonlinear equations
using Newton's method, and conduct a comparative analysis of the results
with other methods.
Keywords: Newton's method, Sturm's method, Gauss-Lucas method, Descartes'
rule of signs, polynomial, real roots, complex roots, nonlinear equations.
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1 Âñòóï

Äîñëiäæóþ÷è íàóêîâó ëiòåðàòóðó òà àíàëiçóþ÷è ðiçíi ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿçàííÿ
íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, âàðòî îêðåìî âèäiëèòè ïðîáëåìó âèçíà÷åííÿ êiëüêî-
ñòi ¨õ êîðåíiâ. Öå ïèòàííÿ ìà¹ ïðèíöèïîâå çíà÷åííÿ ÿê äëÿ òåîðåòè÷íî¨
ìàòåìàòèêè, òàê i äëÿ ïðèêëàäíèõ ãàëóçåé çíàíü � òàêèõ ÿê ôiçèêà, áiî-
ìåäèöèíà, åêîíîìiêà, äå êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ìîæå âiäïîâiäàòè êiëüêîñòi
ñòàíiâ àáî ðiøåíü ðåàëüíî¨ ñèñòåìè. Îñîáëèâî¨ ñêëàäíîñòi íàáóâà¹ öÿ
çàäà÷à ó âèïàäêó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ àíàëiòè÷íå îá÷èñëåííÿ
êîðåíiâ íåìîæëèâå àáî íàäòî òðóäîìiñòêå. Çíàííÿ êiëüêîñòi äiéñíèõ òà
êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ, íàïðèêëàä, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ðiâíÿííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äîïîìîãà¹ ïðàâèëüíî çàïèñàòè
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, çàäîâîëüíèòè ïî÷àòêîâi àáî êðàéîâi óìîâè, îòðè-
ìàòè ïîâíi òà ïðàâèëüíi ðîçâ'ÿçêè. Íàâiòü ÿêùî òî÷íå çíà÷åííÿ êîðåíiâ
íå âiäîìå, àëå âiäîìà êiëüêiñòü êîìïëåêñíèõ òà äiéñíèõ êîðåíiâ, à òàêîæ
¨õ êðàòíiñòü, òî ìîæíà óÿâèòè ÿêèì áóäå ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ.

Ó öié ðîáîòi îñíîâíà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ ìåòîäó Íüþòîíà, ÿêèé çà-
çâè÷àé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü êîðåíiâ.
Ïðîòå, ïðè éîãî ãðàìîòíîìó çàñòîñóâàííi, ìîæëèâî òàêîæ îòðèìàòè ií-
ôîðìàöiþ ùîäî êiëüêîñòi êîðåíiâ øëÿõîì àíàëiçó çáiæíîñòi iòåðàöié ïðè
ðiçíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ, à òàêîæ ãåîìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ôóí-
êöi¨. Öåé ïiäõiä ðîçêðèâà¹ ïîòåíöiàë ìåòîäó Íüþòîíà íå ëèøå ÿê çàñîáó
äëÿ çíàõîäæåííÿ îêðåìèõ êîðåíiâ, à é ÿê iíñòðóìåíòó äëÿ äîñëiäæåííÿ
¨õ ñòðóêòóðè.

Îäíàê äëÿ ïîâíîöiííîãî àíàëiçó êiëüêîñòi êîðåíiâ îäíîãî ëèøå ìåòî-
äó Íüþòîíà íåäîñòàòíüî. Ñàìå òîìó â ðîáîòi òàêîæ ðîçãëÿäàþòüñÿ êëà-
ñè÷íi àíàëiòè÷íi ìåòîäè, òàêi ÿê ïðàâèëî çíàêiâ Äåêàðòà, ìåòîä Øòóðìà
òà ìåòîä Ãàóññà�Ëþêà. Öi ìåòîäè äîçâîëÿþòü òî÷íî àáî íàáëèæåíî âè-
çíà÷èòè êiëüêiñòü äiéñíèõ êîðåíiâ íà çàäàíîìó ïðîìiæêó àáî â óñüîìó
ïðîñòîði äiéñíèõ ÷èñåë, êîæåí ç íèõ ìà¹ ñâî¨ ïåðåâàãè, îáìåæåííÿ òà
ñôåðè åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ.

Çiñòàâëåííÿ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ðiçíèìè ìåòîäàìè, íà ïðèêëà-
äi êîíêðåòíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äîçâîëÿ¹ íå ëèøå âèÿâèòè ñèëüíi òà
ñëàáêi ñòîðîíè êîæíîãî ç ïiäõîäiâ, à é ñôîðìóâàòè ðåêîìåíäàöi¨ ùîäî
¨õ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ. Òàêèé ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç äà¹ çìîãó êðà-
ùå çðîçóìiòè âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó ðiâíÿíü, êiëüêiñòü òà õàðàêòåð ¨õíiõ
êîðåíiâ.
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Òàêèì ÷èíîì, ìåòîþ öi¹¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ òà ïîðiâíÿííÿ ìå-
òîäiâ âèçíà÷åííÿ êiëüêîñòi êîðåíiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà: ìåòî-
äó Íüþòîíà, ïðàâèëà çíàêiâ Äåêàðòà, ìåòîäó Øòóðìà òà ìåòîäó Ãàóñ-
ñà�Ëþêà, à òàêîæ âèÿâëåííÿ ¨õ åôåêòèâíîñòi íà ïðèêëàäàõ êîíêðåòíèõ
çàäà÷.
ß ñïîäiâàþñÿ âíåñòè ñâié âêëàä ó ðîçâèòîê äàíî¨ òåìè, çà äîïîìîãîþ

ðîçãëÿíóòèõ ìíîþ íàäàëi ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ.

8



2 Ìåòîä Íüþòîíà

2.1 Íåïîâíi òà ïîâíi ïðàâèëà Íüþòîíà

Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

p(x) =

(
n

0

)
anx

n+

(
n

1

)
an−1x

n−1+

(
n

2

)
an−2x

n−2+· · ·+
(

n

n− 1

)
a1x+

(
n

n

)
a0

ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàïèñó¹òüñÿ ó âêàçàíié ôîðìi.
Ïðîñòi åëåìåíòè p(x) âèçíà÷åíi ÿê an, an−1, an−2, ..., a0, òîäi ÿê êâà-

äðàòè÷íi åëåìåíòè p(x) âèçíà÷åíi ÿê Qn, Qn−1, Qn−2, ..., Q0, äå Qn =
a2n, Qn−1 = a2n−1 − anan−2, Qn−2 = a2n−2 − a2n−1 − an−1an−3, ..., Q1 = a21 −
a2a0, Q0 = a20.

Òåîðåìà 2.1 (Íåïîâíå ïðàâèëî Íüþòîíà). Ïðèïóñòèìî, ùî âñi êâàäðà-
òè÷íi åëåìåíòè ïîëiíîìà p(x) âiäìiííi âiä íóëÿ. Òîäi êiëüêiñòü çìií
çíàêó ó ïîñëiäîâíîñòi Qn, Qn−1, Qn−2, ..., Q0 äà¹ íèæíþ ìåæó äëÿ êiëü-
êîñòi óÿâíèõ êîðåíiâ p(x).
Çàóâàæèìî, ùî öÿ ìåæà îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïàðíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè i

Qn, i Q0 äîäàòíi. Öå ìà¹ ñåíñ, îñêiëüêè, ÿê çíàâ Íüþòîí, êîìïëåêñíi
êîðåíi áóâàþòü ñïîëó÷åíèìè ïàðàìè. Äàëi ìè çîñåðåäèìîñÿ íà çàãàëü-
íié ñèòóàöi¨ íåíóëüîâèõ ïðîñòèõ åëåìåíòiâ i íåíóëüîâèõ êâàäðàòè÷íèõ
åëåìåíòiâ.
ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî p(x) = x5 − 5x4 + 4x3 − 2x2 − 5x− 4. Ïðîñòi

åëåìåíòè îá÷èñëþþòüñÿ ÿê 1, -5/5, 4/10, -2/10, -5/5, -4, ùî äà¹ òàêi
êâàäðàòè÷íi åëåìåíòè: 1, 6/10, -4/100, 44/100, 2/10, 16. ðåçóëüòóþ÷à
ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ + + - + ++, ùî âêàçó¹ ïðèíàéìíi íà äâà óÿâíi
êîðåíi çà íåïîâíèì ïðàâèëîì Íüþòîíà. Íàñòóïíi íàñëiäêè äåìîíñòðó-
þòü, ùî â äåÿêèõ âèïàäêàõ ïðàâèëî äà¹ çíàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ¹äèíî¨
ïàðè óÿâíèõ êîðåíiâ áåç ïðàöi ïî ñòâîðåííþ ïîñëiäîâíîñòi çíàêiâ.

Íàñëiäîê 2.1. Äëÿ ïîëiíîìà p(x) =
∑n

i=0 pn−ix
n−i ñïiââiäíîøåííÿ

p2r < pr+1 · pr−1

äëÿ äåÿêîãî r âêàçó¹ íà iñíóâàííÿ ïàðè óÿâíèõ êîðåíiâ.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî

Qr =
p2r(
n
r

)2 − pr+1(
n
r+1

) · pr−1(
n
r−1
) =

1(
n
r

)2 [p2r − (
r + 1

n− r
)(
n− r + 1

r
)pr+1 · pr−1].
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Ç òî÷íiñòþ äî çíàêà ìè ìîæåìî iãíîðóâàòè ïåðøó êîíñòàíòó, i âèêî-
ðèñòîâóþ÷è

(
r + 1

r
)(
n− r + 1

n− r
) > 1,

ìè ìà¹ìî

p2r − (
r + 1

n− r
)(
n− r + 1

r
)pr+1 · pr−1 < p2r − pr+1 · pr−1,

ùî çà ãiïîòåçîþ ¹ âiä'¹ìíèì. Òàêèì ÷èíîì, Qr ¹ âiä'¹ìíèì. Çíîâó æ òàêè,
îñêiëüêè i Qn, i Q0 ¹ äîäàòíèìè, ïîñëiäîâíiñòü êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ
ìàòèìå ïðèíàéìíi äâi âàðiàöi¨ çíàêà. Íåïîâíå ïðàâèëî Íüþòîíà ãàðàíòó¹
ïðèíàéìíi îäíó ïàðó óÿâíèõ êîðåíiâ.

Íàïðèêëàä, ïîëiíîì p(x) = x3−2x2+4x−16 ìà¹ ïàðó óÿâíèõ êîðåíiâ,
îñêiëüêè 42 < −2 · −16.

Íàñëiäîê 2.2. Äëÿ ïîëiíîìà p(x) =
∑n

i=0 pn−ix
n−i , òîé ôàêò, ùî îáè-

äâi óìîâè |pr| < |pr+1| òà |pr| < |pr−1| âèêîíóþòüñÿ äëÿ äåÿêîãî r,
ïðè÷îìó pr+1 òà pr−1 îäíîãî çíàêà, âêàçó¹ íà iñíóâàííÿ ïàðè óÿâíèõ
êîðåíiâ.

Äîâåäåííÿ. Êîåôiöi¹íòè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ìèíóëîãî íàñëiäêó .

ßê ïðèêëàä, ïîëiíîì p(x) = x3−3x2 +2x−4 ìà¹ ïàðó óÿâíèõ êîðåíiâ,
îñêiëüêè |2| < | − 3| òà |2| < | − 4|.
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Îñêiëüêè íåïîâíå ïðàâèëî Íüþòîíà äà¹ íèæíþ ìåæó äëÿ êiëüêîñòi
óÿâíèõ êîðåíiâ, ùî ìàþòü ïîëiíîìè, òàêîæ îòðèìàíî âåðõíþ ìåæó äëÿ
êiëüêîñòi äiéñíèõ êîðåíiâ. Ôàêòè÷íî, Íüþòîí ïîêðàùèâ âåðõíi ìåæi,
îòðèìàíi øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà Äåêàðòà. Ìè ìîæåìî âñòàíîâè-
òè, ùî ïàðà óÿâíèõ êîðåíiâ, ïîçíà÷åíèõ ïåâíèìè êâàäðàòè÷íèìè åëåìåí-
òàìè, ïðèõîâàíà ñåðåä êiëüêîñòi äîäàòíèõ äiéñíèõ êîðåíiâ àáî âiä'¹ìíèõ
äiéñíèõ êîðåíiâ, ïåðåäáà÷åíèõ ïðàâèëîì Äåêàðòà, ðîçãëÿäàþ÷è âàðiàöi¨
òà ñòàëiñòü âiäïîâiäíèõ ïðîñòèõ åëåìåíòiâ. Öå ïîâíå ïðàâèëî Íüþòîíà,
â ÿêîìó ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ïðîñòi, òàê i êâàäðàòè÷íi ïîñëiäîâíîñòi. Ìè
çàïèñó¹ìî ïðîñòi åëåìåíòè ÿê ãîðèçîíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü çâåðõó, à êâà-
äðàòè÷íi åëåìåíòè ÿê ãîðèçîíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü çíèçó:

an an−1 . . . a0

Qn Qn−1 . . . Q0

Çîñåðåäèìîñÿ íà ïîâ'ÿçàíèõ ïàðàõ ïîñëiäîâíèõ åëåìåíòiâ,

ar+1 ar

Qr+1 Qr.

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâó çìiíó çíàêà ó âåðõíié ïàði òà ìîæëèâó çìiíó çíà-
êà ó íèæíié ïàði, ùî äà¹ ÷îòèðè ìîæëèâîñòi. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà-
÷åííÿ νV , νP , ρV òà ρP , äå ïåðøèé ñèìâîë çàâæäè ñòîñó¹òüñÿ ïîâåäiíêè
çíàêiâ çâåðõó, à äðóãèé ñèìâîë � ïîâåäiíêè çíàêiâ çíèçó. Ëiòåðè ν òà V
ïîçíà÷àþòü çìiíó çíàêà; ëiòåðè ρ òà P ïîçíà÷àþòü ñòàëiñòü çíàêà. Òà-
êèì ÷èíîì, νV ïîçíà÷à¹ çìiíó çíàêà ó âåðõíié ïàði ar+1ar òà çìiíó çíàêà
ó âiäïîâiäíié íèæíié ïàði Qr+1Qr. Ñèìâîë νV ïîçíà÷à¹ çìiíó çíàêà ó
âåðõíié ïàði ar+1ar, àëå ñòàëiñòü çíàêà ó íèæíié ïàði Qr+1Qr. Ñèìâîëè
ρV òà ρP ìàþòü àíàëîãi÷íi çíà÷åííÿ.
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Òåîðåìà 2.2 (Ïîâíå ïðàâèëî Íüþòîíà). Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòi òà
êâàäðàòè÷íi åëåìåíòè ïîëiíîìà p(x) íå ¹ íóëüîâèìè òà âiäîáðàæàþ-
òüñÿ ÿê

an an−1 . . . a0

Qn Qn−1 . . . Q0

Òîäi çàãàëüíà êiëüêiñòü ïîäâiéíèõ iíòåðâàëiâ ñòàëîñòi, ùî çàïèñó¹-
òüñÿ ÿê

∑
ρP , ¹ âåðõíüîþ ìåæåþ äëÿ êiëüêîñòi âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ p(x),

à çàãàëüíà êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ ñòàëîñòi, ùî çàïèñó¹òüñÿ ÿê
∑
νP , ¹

âåðõíüîþ ìåæåþ äëÿ êiëüêîñòi äîäàòíèõ êîðåíiâ.

Äðóãèé âèñíîâîê òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ïåðøîãî, ÿêùî ðîçãëÿíóòè p(−x).
ßê íàñëiäîê, çàãàëüíà êiëüêiñòü äiéñíèõ êîðåíiâ ìåíøà àáî äîðiâíþ¹ ñó-
ìi ïîäâiéíèõ iíòåðâàëiâ ñòàëîñòi òà iíòåðâàëiâ ñòàëîñòi, òîáòî çàãàëüíié
êiëüêîñòi

∑
P ñòàëîñòi ó ïîñëiäîâíîñòi êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ. Îòæå,

çàãàëüíà êiëüêiñòü óÿâíèõ êîðåíiâ áiëüøà àáî äîðiâíþ¹ n−
∑
P =

∑
V ,

çàãàëüíié êiëüêîñòi âàðiàöié ó ïîñëiäîâíîñòi êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ. Öå,
çâè÷àéíî, íåïîâíå ïðàâèëî Íüþòîíà, ÿêå òåïåð ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ïiäïî-
ðÿäêîâàíå ïîâíîìó ïðàâèëó.

Ó íàøîìó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, p(x) = x5−5x4 +4x3−2x2−5x−4,
ïîâ'ÿçàíi ïîñëiäîâíîñòi ïðîñòèõ òà êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ ìàþòü âè-
ãëÿä

+ − + − − −
+ + − + + +

ùî âèÿâëÿ¹ îäèí iíòåðâàë ñòàëîñòi òà äâi ïîäâiéíèõ iíòåðâàëiâ ñòàëîñòi,
à îòæå, âêàçó¹ íà îäèí äîäàòíèé êîðiíü òà ìàêñèìóì äâà âiä'¹ìíi êîðåíi.

Ïîâíå ïðàâèëî Íüþòîíà äà¹ ïîâíå óÿâëåííÿ ïðî ïðèðîäó êîðåíiâ áóäü-
ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà, ÿêèé íå ìà¹ áiëüøå óÿâíèõ êîðåíiâ, íiæ ðîçêðèâà¹
ïðàâèëî, íà âiäìiíó âiä âèïàäêó âèùåçãàäàíî¨ êâiíòèêè. Íüþòîí ââà-
æàâ, ùî öåé îñòàííié ñöåíàðié òðàïëÿ¹òüñÿ ðiäêî, àëå òèì íå ìåíø íàâiâ
ïðèêëàä p(x) = x3−3a2x−3a3, ÿêèé äà¹ êâàäðàòè÷íi åëåìåíòè çi çíàêîì
++++, òèì ñàìèì ïðèõîâóþ÷è äâà óÿâíi êîðåíi, çíàéäåíi çà äîïîìîãîþ
ðîçäiëüíî¨ çäàòíîñòi êóái÷íîãî åëåìåíòà Êàðäàíà. Íüþòîí äîäàâ, ùî â
òàêèõ âèïàäêàõ ìîæíà çìiíèòè êîðåíi, çìiíèâøè çìiííó ç x íà x+ p.
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À ÿêùî é iñíóþòü ÿêiñü íåìîæëèâi êîðåíi, òî ðiäêî òðàïëÿ¹òüñÿ,
ùî ¨õ íå ìîæíà çíàéòè çà äâi ÷è òðè òàêi ñïðîáè. Òàêîæ íå ìîæå
áóòè ðiâíÿííÿ, íåìîæëèâi êîðåíi ÿêîãî íå ìîæíà áóëî á çíàéòè òà-
êèì ÷èíîì.
Öåé çàãàäêîâèé êîìåíòàð ¹ êëþ÷åì äî äîêàçó Ñèëüâåñòðà ïîâíîãî ïðà-
âèëà Íüþòîíà, â ÿêîìó âií ðåòåëüíî âiäîáðàæà¹, ÿê çìiíþþòüñÿ ïðîñòi
òà êâàäðàòè÷íi çíàêîïîäiáíi øàáëîíè äëÿ ïîëiíîìiâ ρ(x+ λ) ïðè áåçïå-
ðåðâíîìó ðóñi λ ÷åðåç R. Öåé ìåòîä àíàëîãi÷íèé ìåòîäó, ðîçðîáëåíîìó
Ôóð'¹ â 1796 ðîöi, ÿêèé äîâiâ óçàãàëüíåííÿ ïðàâèëà Äåêàðòà, îïóáëiêî-
âàíå ïîñìåðòíî â 1831 ðîöi.

Òåîðåìà 2.3 (Óçàãàëüíåííÿ Ñèëüâåñòðà ïîâíîãî ïðàâèëà Íüþòîíà). Íå-
õàé µ òà ν � áóäü-ÿêi äâà äiéñíèõ ÷èñëà ç µ > ν. Òîäi∑

ρP (µ)−
∑

ρP (ν) = (ν, µ) + 2k,

äå (ν, µ) ïîçíà÷à¹ çàãàëüíó êiëüêiñòü äiéñíèõ êîðåíiâ ρ(x) ìiæ ν òà µ,
âðàõîâóþ÷è êðàòíîñòi, à k � äåÿêå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî.

ßê êîìåíòàð, íàãàäà¹ìî, ùî ãðàôiê ïîëiíîìà ρ(x+ µ) ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê ãðàôiê ρ(x), çìiùåíèé íà µ îäèíèöü ëiâîðó÷. Àíàëîãi÷íî äëÿ
ρ(x+ν). Òåïåð, êîëè µ ïåðåâèùó¹ ν, ρ(x+µ) ìàòèìå ùîíàéìåíøå ñòiëü-
êè æ âiä'¹ìíèõ äiéñíèõ êîðåíiâ, ñêiëüêè é ρ(x + ν), ìîæëèâî, áiëüøå.
Òåîðåìà Ñiëüâåñòðà êiëüêiñíî âèçíà÷à¹, ÿê çìiíà ïîäâiéíèõ iíòåðâàëiâ
ñòàëîñòi äëÿ ïðîñòèõ i êâàäðàòè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ïîâ'ÿçàíèõ ç öè-
ìè äâîìà ïîëiíîìàìè, ñïiâìiðíà çi çìiíîþ ïðèðîäè êîðåíiâ. Ïîïåðåäíié
ðåçóëüòàò Ôóð'¹ ñòâåðäæó¹, ùî∑

ρP (µ)−
∑

ρP (ν) = (ν, µ) + 2k.

Òàêèì ÷èíîì, Ôóð'¹ ðîçãëÿäàâ ëèøå çíàêîâó ñõåìó ïðîñòèõ åëåìåíòiâ,
òîáòî ñõåìó, ðîçãëÿíóòó â ïðàâèëi Äåêàðòà.

2.2 Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Ñèëüâåñòðà

Ùîá ïðîiëþñòðóâàòè òåîðåìó Ñèëüâåñòðà, ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì ρ(x) =
x3+2x2+4x+1. Ìè îá÷èñëþ¹ìî âiäïîâiäíó ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ, óòâîðå-
íó ç ïðîñòèõ åëåìåíòiâ òà êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ äëÿ ïîëiíîìiâ ρ(x+λ),
äå λ = −1, 0òà2.
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λ = −1, (
∑

ρP = 0)
+ − + −
+ − + +

λ = 0, (
∑

ρP = 1)
+ + + +
+ − + +

λ = 2, (
∑

ρP = 1)
+ + + +
+ − − +

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ñèëüâåñòðà, ïðè µ = 0 òà ν = −1, ìè ïîâèííi îòðè-
ìàòè ñòiëüêè æ ïîäâiéíèõ iíòåðâàëiâ ñòàëîñòi, ñêiëüêè êîðåíiâ äëÿ ρ(x)
ó (−1, 0), àáî áiëüøå íà ïàðíå ÷èñëî. Çàêîíîìiðíiñòü ïðè λ = −1 çìi-
íþ¹òüñÿ âiä âiäñóòíîñòi ïîäâiéíèõ iíòåðâàëiâ ñòàëîñòi äî îäíi¹¨ ïîäâiéíî¨
ñòàëîñòi ïðè λ = 0, ùî âêàçó¹ íà òå, ùî ρ(x) ìà¹ ëèøå îäèí êîðiíü ó
(−1, 0). (Ôàêòè÷íî, ïîâíå ïðàâèëî Íüþòîíà âêàçó¹, ùî ρ(x) ìà¹ îäèí
íåãàòèâíèé êîðiíü òà äâà óÿâíèõ êîðåíi. Çàêîíîìiðíiñòü äëÿ ρ(x) âiäïî-
âiäà¹ λ = 0.) Òàêîæ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ çìiíà çàêîíîìiðíîñòi ïðè ðîçãëÿäi
µ = 2 òà ν = 0, àëå êiëüêiñòü ïîäâiéíèõ iíòåðâàëiâ ñòàëîñòi íå çìiíþ¹-
òüñÿ.
ßê äîäàòêîâèé ïðèêëàä, íåõàé ρ(x) = x4 + 2x3 +x2 + 2x+ 3. Ïîêàçàíî

âiäïîâiäíi ïîñëiäîâíîñòi çíàêiâ äëÿ ρ(x+ λ) äëÿ êiëüêîõ âàðiàíòiâ λ.

λ = −3
+ − + − +
+ + + + +

λ = −2
+ − + − +
+ + + − +

λ = −1
+ − + + +
+ + + + +

λ = 0
+ + + + +
+ + − − +

λ = 6
+ + + + +
+ + + − +

λ = 14
+ + + + +
+ + + + +

Ïîëiíîì ρ(x) ìà¹ ÷îòèðè óÿâíi êîðåíi, i òîìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ Ñèëü-
âåñòðà, ìè î÷iêó¹ìî çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ ñòàëîñòi
ëèøå íà ïàðíi ÷èñëà. Íàïðèêëàä, ïðè µ = 14 òà ν = −3 ìè áà÷èìî
çáiëüøåííÿ íà ÷îòèðè ïîäâiéíi iíòåãðàëè ñòàëîñòi.

Íàñëiäîê 2.3 (Ïîâíå ïðàâèëî Íüþòîíà ñïðàâåäëèâå.). Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó
çàóâàæèìî, ùî

ΣρP (0)− ΣρP (−∞) = ΣρP (0),
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äå

ΣρP (−∞) = lim
λ→−∞

ΣρP (λ).

Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ðîçêëàäàííÿ ρ(x+ λ) äà¹

anx
n +n(anλ+ an−1)x

n−1 +
n(n− 1)

2
(anλ

2 + 2an−1λ+ an−2)x
n−2 + . . . .

Äëÿ äîñòàòíüî íåãàòèâíîãî λ, r-é êîåôiöi¹íò ìàòèìå òîé ñàìèé çíàê,
ùî é anλ

r, òàêèì ÷èíîì
∑
ρP (−∞) = 0, îñêiëüêè ïðîñòi åëåìåíòè ÷åðãó-

þòüñÿ çà çíàêîì. Çàóâàæèìî, ùî ΣρP (0) âiäïîâiäà¹ íàøîìó ïî÷àòêîâîìó
y ΣρP . Çà òåîðåìîþ Ñèëüâåñòðà ìè ìà¹ìî

ΣρP (0) = ΣρP (0)− ΣρP (−∞) ≥ (−∞, 0).

Çðåøòîþ, çìiíà ρ(x) íà ρ(−x) çìiíþ¹ ñòàëiñòü òà âàðiàöi¨ ïðîñòèõ åëå-
ìåíòiâ, ùî ïðèçâîäèòü äî ΣνP (0) ≥ (0,∞).
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2.3 Äîâåäåííÿ Ñèëüâåñòðà

Ñèëüâåñòð ñòâåðäæóâàâ, ùî ïîâ'ÿçàíi ïîñëiäîâíîñòi çíàêiâ äëÿ ïîëiíîìiâ
ρ(x + µ) òà ρ(x + ν) âiäðiçíÿþòüñÿ òî÷íèì ÷èíîì (ùî äîçâîëèëî Ñèëü-
âåñòðó ïiäòâåðäèòè ïîïåðåäíþ ðîáîòó Íüþòîíà). Ôàêòè÷íî, k-é ïðîñòèé
(êâàäðàòè÷íèé) åëåìåíò äëÿ ïîëiíîìà ρ(x + µ) ìàòèìå òîé ñàìèé çíàê,
ùî é âiäïîâiäíèé k-é åëåìåíò äëÿ ρ(x+ ν), ÿêùî òiëüêè öåé åëåìåíò íå
ñòàíå íóëåì äëÿ ïîëiíîìà ρ(x + λ), äå µ > λ > ν. Áåç îáìåæåííÿ çà-
ãàëüíîñòi, íåõàé µ = λ + ε òà ν = λ− ε, äå ε äîñòàòíüî ìàëå, ùîá âèðàç
ïîëiíîìà

ρ(n)(λ), ρ(n−1)(λ), 2!ρ(n−2)(λ), 3!ρ(n−3)(λ), 4!ρ(n−4)(λ), ..., n!ρ(λ) (2.1)

äëÿ k-ãî ïðîñòîãî (êâàäðàòè÷íîãî)

Qn(λ), Qn−1(λ), Qn−2(λ), Qn−3(λ), Qn−4(λ), ..., Q0(λ),

äå

Qn(λ) = (ρ(n)(λ))2, Q0(λ) = (ρ(λ))2 (2.2)

åëåìåíòà äîðiâíþâàâ íóëþ â iíòåðâàëi (λ− ε, λ+ ε) ëèøå â òî÷öi λ.
Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî òîòîæíîñòi, ÿêi Ñèëüâåñòð âèêîðè-

ñòîâóâàâ, ùîá ïîêàçàòè, ÿê çìiíà âiä 0 (ó òî÷öi λ) äî + àáî - (ó òî÷öi
λ± ε) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ çíàêàìè íåíóëüîâèõ ñóìiæíèõ åëåìåíòiâ ó
òî÷öi λ òà çíàêîì ε.
Ñèëüâåñòð âèâiâ íàñòóïíi òîòîæíîñòi ç íàâåäåíèõ âèðàçiâ (2.1), (2.2)

òà

Qk(λ) = (ρ(k)(λ))2 − γkρ(k−1)(λ)ρ(k+1)(λ) (2.3)

ç γk = (n−k+1)/(n−k) êîëè 1 ≤ k ≤ n−1 äëÿ ïðîñòèõ òà êâàäðàòè÷íèõ
åëåìåíòiâ, òåîðåìè Òåéëîðà òà íåïåðåðâíîñòi ïîëiíîìiâ. Ñàìå íà öèõ ñïiâ-
âiäíîøåííÿõ áàçó¹òüñÿ àíàëiç. Ó íàñòóïíèõ âèâåäåííÿõ äëÿ òîòîæíîñòåé
(2.2) òà (2.3) Ñiëüâåñòð âèêîðèñòîâóâàâ òîé ôàêò, ùî 2 − γk = 1/γk+1.
Òàêîæ çàóâàæòå, ùî àïðîêñèìàöi¨ ìàþòü ÷ëåíè ïîõèáêè, ÿêi ïðÿìóþòü
äî íóëÿ çãiäíî ç òåîðåìîþ Òåéëîðà ïðî çàëèøêè äëÿ ïîëiíîìiâ. Òàêèì
÷èíîì, çíàêè ÷ëåíiâ ïî îáèäâà áîêè ñèìâîëó àïðîêñèìàöi¨ îáîâ'ÿçêîâî
îäíàêîâi, êîëè ε äîñòàòíüî ìàëå. Îñü àïðîêñèìàöi¨, ÿêi çàñòîñóâàâ Ñiëü-
âåñòð:

1. ρ(k)(λ) = 0 ⇒ ρ(k)(λ+ ε) ≈ ερ(k+1)(λ)
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2. ρ(k)(λ) = 0 = ρ(k+1)(λ) = · · · = ρ(k+i−1)(λ) = 0
⇒ ρ(k)(λ+ ε) ≈ εi

i!ρ
(k+i)(λ)

3. Qk(λ) = 0 ⇒ Qk(λ+ε) ≈ ε· ddxQk(x)|x=λ = ε
γk+1
· ρ

(k)(λ)
ρ(k+1)(λ)

Qk+1(λ)

4. Qk(λ) = 0 = Qk+1(λ) = · · · = Qk+i−1(λ)

⇒ Qk(λ+ ε) ≈ εi

i!γk+1...γk+i
· ρk(λ)
ρk+i(λ)

Qk+i(λ)

Âèïàäîê a. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ñïîñòåðiãà¹ìî îäíîðàçîâå çíèêíåííÿ
ïðîñòîãî åëåìåíòà ρ(k)(λ) ç k 6= 0 àáî n. Êâàäðàòè÷íi åëåìåíòè â (2.4)
âèçíà÷àþòüñÿ âåðõíiìè åëåìåíòàìè, i òîìó ó íàñ ¹ ëèøå ρ(k+1) òà ρ(k−1)

äëÿ âiëüíîãî ïðèçíà÷åííÿ çíàêà ïëþñ àáî ìiíóñ. Îäíàê, çìiíà âñiõ çíàêiâ
çâåðõó íå çìiíþ¹ ñòàëiñòü òà âàðiàöiþ. Òàêèì ÷èíîì, ìè ôàêòè÷íî ìà¹ìî
22/2 = 2 ìîæëèâîñòi äëÿ òîãî, ùî âiäáóâà¹òüñÿ â λ. ×ëåíè â ðàìöi áóäóòü
âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ çíàêiâ äî òà ïiñëÿ λ.

ρ(k+1) ρ(k) ρ(k−1)

Qk+1 Qk Qk−1
=

+ 0 +
+ − +

àáî
+ 0 −
+ + +

(2.4)

Çàóâàæèìî, ùî âñi çíàêè ó (2.4) ìàþòü çàëèøàòèñÿ ñòàëèìè ïiä ÷àñ ïå-
ðåõîäó, çà âèíÿòêîì ìîæëèâî¨ ïîçèöi¨, ÿêó çàéìà¹ k-èé ïðîñòèé åëåìåíò.
Âiäïîâiäíi çíàêè äëÿ öi¹¨ ïîçèöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ òîòîæíîñòi
(1), ÿêà ãîâîðèòü, ùî çíàê ρ(k)(λ + ε) âèçíà÷à¹òüñÿ ìíîæåííÿì çíàêà ε
íà çíàê ó ðàìöi.
Ïåðåä öèì ìîìåíòîì îáíóëåííÿ (òîáòî ïðè λ− ε), âiäïîâiäíi åëåìåíòè

ìàþòü âèãëÿä:

ρ(k+1) ρ(k) ρ(k−1)

Qk+1 Qk Qk−1
=

+ − +
+ + +

àáî
+ − −
+ + +

Ïiñëÿ ïîÿâè íóëÿ (òîáòî â òî÷öi λ+ ε) ìè îá÷èñëþ¹ìî âiäïîâiäíi åëå-
ìåíòè ÿê:

ρ(k+1) ρ(k) ρ(k−1)

Qk+1 Qk Qk−1
=

+ + +
+ − +

àáî
+ + −
+ + +

Òàêèì ÷èíîì, ìè íå áà÷èìî æîäíî¨ ÷èñòî¨ âòðàòè ÷è ïðèáóòêó âiä
ïîäâiéíî¨ ñòàëîñòi ïðè ïåðåõîäi âiä λ− ε äî λ+ ε ó R.
Âèïàäîê b. Ïðèïóñòèìî, ìè ñïîñòåðiãà¹ìî îäèíè÷íå çàíóëåííÿ êâà-

äðàòè÷íîãî åëåìåíòà Qk(λ), äå k âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä 0 òà n. Öåé íóëüî-
âèé åëåìåíò çà îçíà÷åííÿì Qk âèìàãà¹, ùîá çîâíiøíi ïðîñòi åëåìåíòè
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îáîâ'ÿçêîâî ìàëè îäíàêîâèé çíàê, i ìè ìà¹ìî ÷îòèðè ïîçèöi¨, äå ìîæíà
âiëüíî ïðèçíà÷àòè + àáî−. Îäíàê, ÿê i ðàíiøå, íàñïðàâäi ìè ìà¹ìî ëèøå
24/4 = 4 ìîæëèâîñòi ïðè λ (ó öüîìó âèïàäêó íèæíi çíàêè íå âèçíà÷àþ-
òüñÿ ïîòðiéêîþ âèùå íèõ):

+ + +
+ 0 −

+ + +
+ 0 +

+ − +
+ 0 −

+ − +
+ 0 +.

Íîâèé çíàê, ùî âiäïîâiäà¹ k-é êâàäðàòè÷íié ïîçèöi¨, âèâîäèòüñÿ ç òîòî-
æíîñòi (3), ÿêà ãîâîðèòü, ùî öåé çíàê îòðèìó¹òüñÿ ÿê äîáóòîê îáâåäåíèõ
òåðìiíiâ çi çíàêîì ε.
Ïåðåä âèíèêíåííÿì íóëÿ (òîáòî ïðè λ− ε) ìè îá÷èñëþ¹ìî âiäïîâiäíi

åëåìåíòè ÿê:

+ + +
+ − −

+ + +
+ − +

+ − +
+ + −

+ − +
+ + +.

Ïiñëÿ âèíèêíåííÿ íóëÿ (òîáòî ïðè λ + ε) ìè îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíi
åëåìåíòè:

+ + +
+ + −

+ + +
+ + +

+ − +
+ − −

+ − +
+ − +.

Òàêèì ÷èíîì, ìè íå áà÷èìî íi ÷èñòîãî ïðèðîñòó, íi çáèòêó äëÿ ïåðøî¨,
òðåòüî¨ òà ÷åòâåðòî¨ ôîðì, à òàêîæ ïðèðiñò äâîõ ïîäâiéíèõ ñòàëîñòåé ó
äðóãié ôîðìi.
Âèïàäîê c. ßêùî λ ¹ êîðåíåì êðàòíîñòi i äëÿ ρ(x), òî îñòàííi i + 1

åëåìåíòiâ ïîâ'ÿçàíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ó λ,

ρ(i) ρ(i−1) . . . ρ′ ρ
Qi Qi−1 . . . Q1 Q0,

ñòàþòü

ρ(i) 0 ... 0 0
Qi 0 . . . 0 0,

ùî çâîäèòüñÿ äî ¹äèíîãî âèïàäêó

+ 0 . . . 0 0
+ 0 . . . 0 0.
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Ó òî÷öi λ− ε ìè áà÷èìî

+ − + − . . . ± ∓
+ + + + . . . + +,

à â òî÷öi λ+ ε ôîðìà

+ + + + . . . + +
+ + + + . . . + +,

íàáèðà¹ i ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ ñòàëîñòi, êîëè ìè ïðîõîäèìî ÷åðåç êîðiíü
êðàòíîñòi i. Çíàêè ïðîñòèõ åëåìåíòiâ áóëè îá÷èñëåíi çà äîïîìîãîþ òî-
òîæíîñòi (2), äå âèðàç εi−kρ(i)(λ)/(i − k)! âêàçó¹, ùî çíàê ïîõîäèòü âiä
εi−k, ùî ñòâîðþ¹ ïðîñòi âàðiàöi¨ ïåðåä ïåðåõîäîì (ε íåãàòèâíå) òà ïðîñòi
ñòàëîñòi ïiñëÿ ïåðåõîäó (ε äîäàòíå). Âæå òîäi ìè áà÷èìî, ùî ïîäâiéíèõ
ñòàëîñòåé ïðè λ− ε íå âèíèêà¹. Ùî ñòîñó¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ,
çàóâàæèìî, ùî Qi(x) ¹ äîäàòíèì ïðîòÿãîì óñüîãî ïåðåõîäó çà ïðèíöè-
ïîì íåïåðåðâíîñòi, à Q0(x) ¹ äîäàòíèì ó òî÷êàõ λ− ε òà λ+ ε, îñêiëüêè
âií âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîñòèì åëåìåíòîì íàä íèì çà ôîðìóëîþ (2.2). Ïðÿìèé
àíàëiç ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè (2.3) ïîêàçó¹, ùî ïðîìiæíi êâàäðàòè÷íi
åëåìåíòè çàëèøàþòüñÿ äîäàòíèìè ïðîòÿãîì óñüîãî ïåðåõîäó.
Ïiäñóìîâóþ÷è, çi çáiëüøåííÿì ïàðàìåòðà λ êiëüêiñòü ïîäâiéíèõ ñòà-

ëîñòåé ó ïîâ'ÿçàíèõ ïîñëiäîâíîñòÿõ ïðîñòèõ i êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ
çáiëüøó¹òüñÿ íà êiëüêiñòü ïðîïóùåíèõ äiéñíèõ êîðåíiâ, êîæåí ç ÿêèõ
ïiäðàõîâàíèé ç êðàòíiñòþ, à áóäü-ÿêå çáiëüøåííÿ ïîíàä öþ êiëüêiñòü çà-
äà¹òüñÿ ïàðíèì öiëèì ÷èñëîì. Ðåøòà âèïàäêiâ, âèïàäêè (d) òà (e), ìàþòü
êiëüêà ÷ëåíiâ, ÿêi îäíî÷àñíî çíèêàþòü. Ñèëüâåñòð çàçíà÷èâ, ùî íåâåëè-
êå ðóéíóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ çìiíèòü öi ñèíãóëÿðíi âèïàäêè íà çàãàëüíèé,
çàëèøàþ÷è ïðè öüîìó ïðèðîäó êîðåíiâ íåçìiííîþ. Îäíàê ìîæëèâèé âè-
íÿòîê ïîâ'ÿçàíèé ç ïåðåõîäîì äiéñíèõ êîðåíiâ äî óÿâíî¨ ïàðè, i çàìiñòü
òîãî, ùîá ðîçiáðàòèñÿ ç öi¹þ òîíêiñòþ, âií ðîçãëÿíóâ ñèíãóëÿðíi âèïàä-
êè, ÿê ìè âêàçàëè.
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2.4 Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü çà íåïîâíèì ïðàâèëîì Íüþòîíà

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàãàëüíîãî êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ çà íå-

ïîâíèì ïðàâèëîì Íüþòîíà

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíå êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ:

f(x) = ax2 + bx+ c = 0

Êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà:

a2 = a, a1 = b, a0 = c

Êðîê 1: Îá÷èñëåííÿ êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ

Çà ôîðìóëàìè ç òåîðåìè Íüþòîíà:

Q2 = a22 = a2

Q1 = a21 − a2a0 = b2 − ac
Q0 = a20 = c2

Êðîê 2: Àíàëiç çíàêiâ ïîñëiäîâíîñòi

Ïîñëiäîâíiñòü: Q2, Q1, Q0

Çìiíè çíàêó â ïîñëiäîâíîñòi (+/−) âèçíà÷àþòü íèæíþ ìåæó êiëüêîñòi
ïàð ñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ.

Âèñíîâîê

- ßêùî Q1 = b2−ac < 0, ìà¹ìî îäíó çìiíó çíàêó (íàïðèêëàä, +,−,+) �
îòæå, ðiâíÿííÿ ìà¹ îäíó ïàðó êîìïëåêñíèõ ñïðÿæåíèõ êîðåíiâ. -
ßêùî Q1 ≥ 0, çìiíè çíàêó ìîæóòü áóòè âiäñóòíi � ìîæëèâî, ¹ äâà äiéñíi
êîðåíi.
Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìà äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè íèæíþ ìåæó êiëüêîñòi

óÿâíèõ êîðåíiâ áåç îá÷èñëåííÿ äèñêðèìiíàíòà.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ x2+1 = 0 çà íåïîâíèì ïðàâèëîì

Íüþòîíà

Êðîê 1: Çàïèñ ïîëiíîìà ó ïîòðiáíîìó âèãëÿäi

Ïîëiíîì:

p(x) = x2 + 0x+ 1

Îòæå, ïðîñòi êîåôiöi¹íòè:

a2 = 1, a1 = 0, a0 = 1

Êðîê 2: Îá÷èñëèìî êâàäðàòè÷íi åëåìåíòè

Ôîðìóëè ç òåîðåìè:

Qn = a2n, Qn−1 = a2n−1 − anan−2, Qn−2 = a2n−2

Ó íàøîìó âèïàäêó:

Q2 = a22 = 12 = 1

Q1 = a21 − a2a0 = 02 − 1 · 1 = −1

Q0 = a20 = 12 = 1

Êðîê 3: Âèçíà÷èìî çíàêè ïîñëiäîâíîñòi Q2, Q1, Q0

Öå:

Q2 = 1 (+), Q1 = −1 (−), Q0 = 1 (+)

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

+, −, +

Ìà¹ìî 2 çìiíè çíàêó, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ Í'þòîíà (Theorem 2.1),
îçíà÷à¹ íå ìåíøå äâîõ óÿâíèõ êîðåíiâ (êîìïëåêñíèõ), òîáòî îäíó ïàðó
ñïðÿæåíèõ óÿâíèõ ÷èñåë.

Âèñíîâîê

Çãiäíî ç íåïîâíèì ïðàâèëîì Íüþòîíà, ðiâíÿííÿ:

x2 + 1 = 0

ìà¹ îäíó ïàðó óÿâíèõ êîðåíiâ, ùî çáiãà¹òüñÿ ç òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì:

x = ±i
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Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ f (x) = x3−2x+2 = 0 çà íåïîâíèì

ïðàâèëîì Íüþòîíà

Êðîê 1: Çàïèñ ïîëiíîìà ó ïîòðiáíîìó âèãëÿäi

Çàïèøåìî ïîëiíîì ó ñòàíäàðòíîìó âèãëÿäi:

f(x) = x3 + 0x2 − 2x+ 2

Îòæå, ïðîñòi êîåôiöi¹íòè:

a3 = 1, a2 = 0, a1 = −2, a0 = 2

Êðîê 2: Îá÷èñëåííÿ êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ

Ôîðìóëè äëÿ êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ:

Qn = a2n, Qn−1 = a2n−1−anan−2, Qn−2 = a2n−2−an−1an−3, Q0 = a20

Ó íàøîìó âèïàäêó:

Q3 = a23 = 12 = 1

Q2 = a22 − a3a1 = 02 − 1 · (−2) = 2

Q1 = a21 − a2a0 = (−2)2 − 0 · 2 = 4

Q0 = a20 = 22 = 4

Êðîê 3: Àíàëiç ïîñëiäîâíîñòi çíàêiâ

Ïîñëiäîâíiñòü êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ:

Q3, Q2, Q1, Q0 = 1, 2, 4, 4

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

+, +, +, +

Çìií çíàêiâ íåìà¹.
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Âèñíîâîê

Çãiäíî ç íåïîâíèì ïðàâèëîì Íüþòîíà, êiëüêiñòü çìií çíàêó â ïîñëi-
äîâíîñòiQn, Qn−1, . . . , Q0 ¹ íèæíüîþ ìåæåþ äëÿ êiëüêîñòi óÿâíèõ êîðåíiâ
ïîëiíîìà.
Îñêiëüêè çìií çíàêó íåìà¹, ïðàâèëî íå ãàðàíòó¹ íàÿâíîñòi æîäíîãî

óÿâíîãî êîðåíÿ.
Ïðîòå öå íå îçíà÷à¹, ùî ¨õ íåìà¹ � íàñïðàâäi ðiâíÿííÿ

f(x) = x3 − 2x+ 2

íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ, i âñi éîãî êîðåíi ¹ êîìïëåêñíèìè. Ïðîñòî ïðà-
âèëî Íüþòîíà öüîãî íå âèÿâèëî, îñêiëüêè âñi êâàäðàòè÷íi åëåìåíòè äî-
äàòíi.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (x−1)3 = 0 çà òåîðåìîþ Íüþòîíà

Êðîê 1: Çàïèñ ïîëiíîìà ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi

Ðîçêðèâà¹ìî äóæêè:

(x− 1)3 = x3 − 3x2 + 3x− 1⇒ f(x) = x3 − 3x2 + 3x− 1

Êîåôiöi¹íòè:

a3 = 1, a2 = −3, a1 = 3, a0 = −1

Êðîê 2: Îá÷èñëåííÿ êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ

Çà òåîðåìîþ Íüþòîíà:

Q3 = a23 = 12 = 1

Q2 = a22 − a3a1 = (−3)2 − (1)(3) = 9− 3 = 6

Q1 = a21 − a2a0 = 32 − (−3)(−1) = 9− 3 = 6

Q0 = a20 = (−1)2 = 1

Êðîê 3: Àíàëiç çíàêiâ ïîñëiäîâíîñòi Q3, Q2, Q1, Q0

Q3 = 1 (+), Q2 = 6 (+), Q1 = 6 (+), Q0 = 1 (+)

Çìiíè çíàêó: 0

Âèñíîâîê

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Íüþòîíà, ÿêùî íåìà¹ çìií çíàêó, òî:

Ðiâíÿííÿ ìà¹ òiëüêè äiéñíi êîðåíi.

Öå âiäïîâiäà¹ òî÷íîìó ðîçâ'ÿçêó:

x = 1 (òðèêðàòíèé êîðiíü).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (x−1)(x2+x+1) = 0 çà òåîðåìîþ

Íüþòîíà

Êðîê 1: Çàïèñ ïîëiíîìà ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi

Ðîçêðèâà¹ìî äóæêè:

(x− 1)(x2 + x+ 1) = x3 + x2 + x− x2 − x− 1 = x3 − 1.

Îòæå, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

x3 − 1 = 0.

Êðîê 2: Âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ

Ïîëiíîì ìà¹ âèãëÿä:

f(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = x3 + 0x2 + 0x− 1.

Êîåôiöi¹íòè:

a3 = 1, a2 = 0, a1 = 0, a0 = −1.

Êðîê 3: Îá÷èñëåííÿ êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ çà òåîðåìîþ Íüþ-
òîíà

Q3 = a23 = 12 = 1,

Q2 = a22 − a3a1 = 02 − 1 · 0 = 0,

Q1 = a21 − a2a0 = 02 − 0 · (−1) = 0,

Q0 = a20 = (−1)2 = 1.

Êðîê 4: Àíàëiç çíàêiâ ïîñëiäîâíîñòi

Ïîñëiäîâíiñòü:

Q3 = 1 (+), Q2 = 0 (0), Q1 = 0 (0), Q0 = 1 (+).

Çìií çíàêó: 0. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Íüþòîíà:

Ðiâíÿííÿ íå ìiñòèòü îáîâ'ÿçêîâèõ ïàð êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ.
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Êðîê 5: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

Ðiâíÿííÿ ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ìíîæíèêè:

(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0.

• Ïåðøèé êîðiíü: x = 1.

• Äðóãà ÷àñòèíà: x2 + x+ 1 = 0.
Äèñêðèìiíàíò:

D = 12 − 4(1)(1) = −3.

Îñêiëüêè D < 0, ìà¹ìî äâi êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi:

x =
−1± i

√
3

2
.

Âèñíîâîê

Ðiâíÿííÿ ìà¹:

• îäèí äiéñíèé êîðiíü: x = 1,

• îäíó ïàðó êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ êîðåíiâ: x = −1±i
√
3

2 .
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3 Òåîðåìà Øòóðìà

Òåîðåìà Øòóðìà � öå ôóíäàìåíòàëüíèé ðåçóëüòàò 19-ãî ñòîëiòòÿ, ÿêèé
ïîâ'ÿçó¹ êiëüêiñòü äiéñíèõ êîðåíiâ ïîëiíîìà f â iíòåðâàëi ç êiëüêiñòþ
çìií çíàêiâ ó ïîñëiäîâíîñòi îá÷èñëåíü, ïîäiáíèõ äî äiëåííÿ ïîëiíîìiâ.
R[x] � öå ñóêóïíiñòü óñiõ ïîëiíîìiâ âiä çìiííî¨ x1 ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ R[x] ñòåïåíÿ d âèçíà÷à¹ìî ¨¨ ïñåâäîçàëèøêîâó ïî-
ñëiäîâíiñòü (òàêîæ âiäîìó ÿê ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà) ÿê Pf := (ρ0, ..., ρd),
äå ρ0 := f , ρ1 := f ′ (ïîõiäíà f), ρi := qi+1ρi+1−ρi+2 äëÿ âñiõ i ∈ 0, ..., d− 2,
à qi+1 òà −ρi+2 � öå âiäïîâiäíî ÷àñòêà òà îñòà÷à, îòðèìàíi âiä äiëåííÿ
ρi íà ρi+1. Òàêîæ âèçíà÷èìî Pf(c) := (ρ0(c), ..., ρd(c)) äëÿ áóäü-ÿêîãî
c ∈ R, à Vf(c) � öå êiëüêiñòü çìií çíàêiâ ó ïîñëiäîâíîñòi Pf(c). Çîêðåìà,
êiëüêiñòü çìií çíàêiâ ó äîâiëüíié ïîñëiäîâíîñòi (s0, ..., sd) � öå ïðîñòî
êiëüêiñòü j ∈ 0, ..., d− 1 òàêèõ, ùî iñíó¹ k > 0 ç sjsj+k òà sl = 0 äëÿ âñiõ
l ç j < l < j + k. Ïiäñóìîâóþ÷è, íåõàé σ : R → −1, 0, 1 áóäå ôóíêöi¹þ
çíàêà, ÿêà âiäîáðàæà¹ âñi äîäàòíi (âiäïîâiäíî âiä'¹ìíi) ÷èñëà â 1 (âiäïî-
âiäíî −1) òà 0 â 0. Ïðèðîäíèì ÷èíîì ïðîäîâæó¹ìî σ íà ïîñëiäîâíîñòi
çà äîïîìîãîþ σ(s) := (σ(s0), ..., σ(sd)).

Òåîðåìà 3.1 (Óòî÷íåíà òåîðåìà Øòóðìà). Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈
R[x1] 0 òà áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë a òà b ç a ≤ b, íåõàé Nf(a, b] ïî-
çíà÷à¹ êiëüêiñòü êîðåíiâ ôóíêöi¨ f ó íàïiââiäêðèòîìó iíòåðâàëi (a, b].
Òîäi

1. ßêùî íi a, íi b íå ¹ êðàòíèìè êîðåíÿìè, òî Nf(a, b] = Vf(a)−Vf(b).

2. ßêùî f(c) = f ′(c) = 0, òî Vf(c) = 0.

Çîêðåìà, çàóâàæèìî, ùî ìîæåìî ðàõóâàòè êîðåíi â (a, b], íàâiòü êîëè
îäíà àáî îáèäâi êiíöåâi òî÷êè ¹ êîðåíÿìè f � çà óìîâè, ùî â æîäíié ç
êiíöåâèõ òî÷îê íåìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ. Ïîòðiáíî óíèêàòè êðàòíèõ êîðå-
íiâ ó êiíöåâèõ òî÷êàõ ïiä ÷àñ âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè Øòóðìà, îñêiëüêè,
iíôîðìàöiÿ, ùî ïåðåäà¹òüñÿ çìiíàìè çíàêiâ Pf(c), ïîâíiñòþ âòðà÷à¹òüñÿ,
êîëè c ¹ êðàòíèì êîðåíåì.

Äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Îñêiëüêè ρ0(c) = f(c) òà ρ1(c) = f ′(c), ðåêóðåí-
òíiñòü, ùî âèçíà÷à¹ ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà, îäðàçó æ îçíà÷à¹, ùî
ρj(c) äëÿ âñiõ j ≥ 2.
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Òâåðäæåííÿ 3.2. ßêùî a = b, àáî f � íåíóëüîâà êîíñòàíòà, òî î÷å-
âèäíî, ùî Nf(a, b] = Vf(a) − Vf(b) = 0. Îòæå, ïðèïóñòèìî, ùî a < b,
i ùî f ìà¹ äîäàòíèé ñòåïiíü d.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî îêðåìèõ âèïàäêiâ, êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi
óìîâè:

1. (a, b] ìiñòèòü íå áiëüøå 1 êîðåíÿ f , ïðè÷îìó b íåâèðîäæåíèé, ÿêùî
âií ¹ êîðåíåì f .
Äëÿ öüîãî, ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî f ìà¹ êîðåíi â (a, b], i ùî, ó
ñòðîãî çðîñòàþ÷îìó ïîðÿäêó, öå ñàìå ς1, ..., ςm. Ïîêëàäåìî c1, ..., cm
íà áóäü-ÿêó ïîñëiäîâíiñòü, ùî çàäîâîëüíÿ¹

a < c1 < ς1 < c2 < ς2 < · · · < cm < ςm < b,

ìè áà÷èìî, ùî Vf(a)− Vf(b) äîðiâíþ¹ ñàìå

(Vf(a)−Vf(c1))+(Vf(c1)−Vf(c2))+· · ·+(Vf(cm−1)−Vf(cm))+(Vf(cm)−Vf(b)).

Îñêiëüêè, çà âèçíà÷åííÿì, Nf(a, b] ¹ ñàìå

Nf(a, c1] +Nf(c1, c2] + · · ·+Nf(cm−1, cm] +Nf(cm, b],

òî, î÷åâèäíî, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

Nf(a, c1] = Vf(a)− Vf(c1), Nf(c1, c2] = Vf(c1)− Vf(c2), . . . ,

. . . , Nf(cm−1, cm] = Vf(cm−1)−Vf(cm) òà Nf(cm, b] = Vf(cm)−Vf(b).

2. (a, b] ìiñòèòü íå áiëüøå 1 êîðåíÿ f , i áóäü-ÿêèé êîðiíü f â (a, b] ¹
ïðîñòèì.
Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî g := ÍÑÄ(f, f ′) ∈ R[x1] òà äëÿ âñiõ
i ∈ 1, ...,m, f/g äiëèòüñÿ íà x− ςi, àëå íå äiëèòüñÿ íà (x− ςi)2. Îòæå,
f òà f/g ìàþòü îäíàêîâi äiéñíi êîðåíi, çà âèíÿòêîì òîãî, ùî âñi äié-
ñíi êîðåíi f/g ¹ ïðîñòèìè. Îòðèìó¹ìî, ùî σ(Pf(c)g(c)) = Pf/g(c) i,
òàêèì ÷èíîì, σ(Pf(c)) = σ(g(c))σ(Pf/g(c)) äëÿ âñiõ äiéñíèõ c. Çîêðå-
ìà, Vf(c) = Vf/g(c), ÿêùî c íå ¹ êðàòíèì êîðåíåì.
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3.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü ìåòîäîì Øòóðìà

x2 + 1 = 0

Êðîê 1. Ïîáóäîâà ëàíöþãà Øòóðìà

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = x2 + 1 áóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà:

f0(x) = x2 + 1,

f1(x) = f ′(x) = 2x.

Äàëi âèêîíó¹ìî äiëåííÿ f0(x) íà f1(x) ç îñòà÷åþ (çàëèøîê áåðåìî çi
çíàêîì ìiíóñ):

f0(x) = q1(x)f1(x)− f2(x).

Âèêîíó¹ìî äiëåííÿ:

x2 + 1 =
(x

2

)
(2x)− f2(x).

Çâiäñè:

f2(x) = −
[
x2 + 1−

(x
2

)
(2x)

]
= −1.

Îòæå, ëàíöþã Øòóðìà âèãëÿäà¹ òàê:


f0(x) = x2 + 1,

f1(x) = 2x,

f2(x) = −1.

Êðîê 2. Îá÷èñëåííÿ êiëüêîñòi çìií çíàêó

Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ íà íåñêií÷åííîñòÿõ.
Ïðè x = −∞:

f0(−∞) > 0, f1(−∞) < 0, f2 = −1 < 0.
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Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

(+), (−), (−).

Êiëüêiñòü çìií çíàêó:

V (−∞) = 1.

Ïðè x = +∞:

f0(+∞) > 0, f1(+∞) > 0, f2 = −1 < 0.

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

(+), (+), (−).

Êiëüêiñòü çìií çíàêó:

V (+∞) = 1.

Êðîê 3. Çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Øòóðìà

Êiëüêiñòü äiéñíèõ êîðåíiâ íà iíòåðâàëi (−∞,+∞) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ:

N = V (−∞)− V (+∞) = 1− 1 = 0.

Âèñíîâîê

Ðiâíÿííÿ

x2 + 1 = 0

íå ìà¹ æîäíîãî äiéñíîãî êîðåíÿ.
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x3 − 2x+ 2 = 0

Êðîê 1. Ïîáóäîâà ëàíöþãà Øòóðìà

Íåõàé

f0(x) = x3 − 2x+ 2.

Îá÷èñëþ¹ìî ïîõiäíó:

f1(x) = 3x2 − 2.

Âèêîíó¹ìî äiëåííÿ f0(x) íà f1(x) ç îñòà÷åþ (çìiíþ¹ìî çíàê îñòà÷i):

q1(x) =
1

3
x,

q1(x)f1(x) = x3 − 2

3
x.

Âiäíiìà¹ìî:

f2(x) = − [f0(x)− q1(x)f1(x)] =
4

3
x− 2.

Êðîê 2. Äðóãèé çàëèøîê

Äiëèìî f1(x) íà f2(x):

q2(x) =
9

4
x,

q2(x)f2(x) = 3x2 − 9

2
x.

Âiäíiìà¹ìî:

r(x) = f1(x)− q2(x)f2(x) =
9

2
x− 2.

Äiëèìî r(x) íà f2(x):

q3 =
9
2x
4
3x

=
27

8
,
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q3f2(x) =
9

2
x− 27

4
.

Âiäíiìà¹ìî:

f3(x) = −
(

9

2
x− 2−

(
9

2
x− 27

4

))
= −

(
27

4
− 2

)
= −19

4
.

Êðîê 3. Ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà

Îòæå, ìà¹ìî:

f0(x) = x3 − 2x+ 2,

f1(x) = 3x2 − 2,

f2(x) =
4

3
x− 2,

f3(x) = −19

4
.

Êðîê 4. Çíàêè íà íåñêií÷åííîñòÿõ

Ïðè x→ −∞:

f0(−∞) = −∞, f1(−∞) = +∞, f2(−∞) = −∞, f3 = −19

4
< 0.

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

(−), (+), (−), (−).

Êiëüêiñòü çìií çíàêó:

V (−∞) = 2.

�
Ïðè x→ +∞:

f0(+∞) = +∞, f1(+∞) = +∞, f2(+∞) = +∞, f3 = −19

4
< 0.

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

(+), (+), (+), (−).

Êiëüêiñòü çìií çíàêó:

V (+∞) = 1.
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Êðîê 5. Âèñíîâîê

Êiëüêiñòü äiéñíèõ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:

N = V (−∞)− V (+∞) = 2− 1 = 1.

Îòæå, ðiâíÿííÿ

x3 − 2x+ 2 = 0

ìà¹ îäèí äiéñíèé êîðiíü.
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(x− 1)3 = 0

Êðîê 1. Ïîáóäîâà ëàíöþãà Øòóðìà

Ðîçêðè¹ìî äóæêè:

f0(x) = (x− 1)3 = x3 − 3x2 + 3x− 1.

Çíàõîäèìî ïîõiäíó:

f1(x) = f ′0(x) = 3x2 − 6x+ 3.

Òåïåð äiëèìî f0(x) íà f1(x) ç îñòà÷åþ (çàëèøîê áåðåìî çi çíàêîì ìi-
íóñ).
Âèêîíó¹ìî äiëåííÿ:
1) Ïåðøèé ÷ëåí ÷àñòêè:

q1(x) =
1

3
x.

2) Ìíîæèìî íàçàä:

q1(x)f1(x) =
1

3
x(3x2 − 6x+ 3) = x3 − 2x2 + x.

3) Âiäíiìà¹ìî:

f0(x)− q1(x)f1(x) = (x3−3x2 +3x−1)− (x3−2x2 +x) = −x2 +2x−1.

Çìiíþ¹ìî çíàê çàëèøêó:

f2(x) = x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2.

Êðîê 2. Íàñòóïíèé çàëèøîê

Äiëèìî f1(x) íà f2(x):
1) ×àñòêà:

q2(x) = 3.

2) Ìíîæèìî íàçàä:

q2(x)f2(x) = 3(x2 − 2x+ 1) = 3x2 − 6x+ 3.

Âiäíiìà¹ìî:

f3(x) = − (f1(x)− q2(x)f2(x)) = −(3x2 − 6x+ 3− 3x2 + 6x− 3) = 0.

Ïiñëÿ íóëüîâîãî çàëèøêó ïðîöåñ çàêií÷ó¹òüñÿ.
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Êðîê 3. Ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà

Îòæå, ìà¹ìî:


f0(x) = x3 − 3x2 + 3x− 1,

f1(x) = 3x2 − 6x+ 3,

f2(x) = (x− 1)2.

Êðîê 4. Çíàêè íà íåñêií÷åííîñòÿõ

Äëÿ x→ −∞:
- f0(−∞) = −∞, - f1(−∞) = +∞, - f2(−∞) = +∞.
Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

(−), (+), (+).

Êiëüêiñòü çìií çíàêó:

V (−∞) = 1.

Äëÿ x→ +∞:
- f0(+∞) = +∞, - f1(+∞) = +∞, - f2(+∞) = +∞.
Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

(+), (+), (+).

Êiëüêiñòü çìií çíàêó:

V (+∞) = 0.

Êðîê 5. Âèñíîâîê

Êiëüêiñòü äiéñíèõ êîðåíiâ:

N = V (−∞)− V (+∞) = 1− 0 = 1.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ

(x− 1)3 = 0

ìà¹ îäèí äiéñíèé êîðiíü (ç êðàòíiñòþ 3) � öå x = 1.
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(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0

Ðîçêðè¹ìî äóæêè:

f0(x) = x3 + x2 + x− 1.

Êðîê 1. Ïîáóäîâà ëàíöþãà Øòóðìà

Çíàéäåìî ïîõiäíó:

f1(x) = 3x2 + 2x+ 1.

Êðîê 2. Äiëåííÿ f0 íà f1

Äiëèìî f0(x) íà f1(x) (ç îñòà÷åþ).
1) Ïåðøèé ÷ëåí ÷àñòêè:

q1(x) =
1

3
x.

2) Ìíîæèìî:

q1(x)f1(x) =
1

3
x(3x2 + 2x+ 1) = x3 +

2

3
x2 +

1

3
x.

3) Âiäíiìà¹ìî:

f0(x)−q1(x)f1(x) = (x3+x2+x−1)−
(
x3 +

2

3
x2 +

1

3
x

)
=

1

3
x2+

2

3
x−1.

Çìiíþ¹ìî çíàê çàëèøêó:

f2(x) = −
(

1

3
x2 +

2

3
x− 1

)
= −1

3
x2 − 2

3
x+ 1.
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Êðîê 3. Äiëåííÿ f1 íà f2

Äiëèìî f1(x) íà f2(x).
1) Ïåðøèé ÷ëåí ÷àñòêè:

q2(x) = −9.

2) Ìíîæèìî:

q2(x)f2(x) = −9

(
−1

3
x2 − 2

3
x+ 1

)
= 3x2 + 6x− 9.

3) Âiäíiìà¹ìî:

f1(x)− q2(x)f2(x) = (3x2 + 2x+ 1)− (3x2 + 6x− 9) = −4x+ 10.

Çìiíþ¹ìî çíàê çàëèøêó:

f3(x) = 4x− 10.

Êðîê 4. Äiëåííÿ f2 íà f3

Äiëèìî f2(x) íà f3(x).
1) Ïåðøèé ÷ëåí ÷àñòêè:

q3(x) = − 1

12
x.

2) Ìíîæèìî:

q3(x)f3(x) = − 1

12
x(4x− 10) = −1

3
x2 +

5

6
x.

3) Âiäíiìà¹ìî:

f2(x)−q3(x)f3(x) =

(
−1

3
x2 − 2

3
x+ 1

)
−
(
−1

3
x2 +

5

6
x

)
= −2

3
x+1−5

6
x = −3

2
x+1.

Çìiíþ¹ìî çíàê:

f4(x) =
3

2
x− 1.
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Êðîê 5. Äiëåííÿ f3 íà f4

Äiëèìî f3(x) = 4x− 10 íà f4(x) = 3
2x− 1.

1) ×àñòêà:

q4 =
4x
3
2x

=
8

3
.

2) Ìíîæèìî:

q4f4(x) =
8

3

(
3

2
x− 1

)
= 4x− 8

3
.

3) Âiäíiìà¹ìî:

f3(x)− q4f4(x) = (4x− 10)− (4x− 8

3
) =

8

3
− 10 = −22

3
.

Çìiíþ¹ìî çíàê:

f5(x) =
22

3
.

Êðîê 6. Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ íà íåñêií÷åííîñòÿõ

Ïðè x→ −∞:
- f0(−∞) = −∞, - f1(−∞) = +∞, - f2(−∞) = −∞, - f3(−∞) = −∞,

- f4(−∞) = −∞, - f5 = 22
3 > 0.

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

(−), (+), (−), (−), (−), (+).

Êiëüêiñòü çìií çíàêó:

V (−∞) = 2.

Ïðè x→ +∞:
- f0(+∞) = +∞, - f1(+∞) = +∞, - f2(+∞) = −∞, - f3(+∞) = +∞,

- f4(+∞) = +∞, - f5 = 22
3 > 0.
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Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

(+), (+), (−), (+), (+), (+).

Êiëüêiñòü çìií çíàêó:

V (+∞) = 2.

Êðîê 7. Âèñíîâîê

Êiëüêiñòü äiéñíèõ êîðåíiâ:

N = V (−∞)− V (+∞) = 2− 2 = 0.

Àëå íàñïðàâäi ðiâíÿííÿ ìà¹ àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè:
- x = 1 (äiéñíèé êîðiíü), - x2 + x+ 1 = 0 (êîìïëåêñíi êîðåíi).
Îòæå, äiéñíèõ êîðåíiâ � 1, ç êðàòíiñòþ 1.
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4 Ïðàâèëî çíàêiâ Äåêàðòà

Ó ìàòåìàòèöi ïðàâèëî çíàêiâ Äåêàðòà, îïèñàíå Ðåíå Äåêàðòîì ó éî-
ãî ïðàöi �Ãåîìåòðiÿ�, ïiäðàõîâó¹ êîðåíi ìíîãî÷ëåíà, äîñëiäæóþ÷è çìiíè
çíàêiâ éîãî êîåôiöi¹íòiâ. Êiëüêiñòü äîäàòíèõ äiéñíèõ êîðåíiâ íå áiëüøå
íiæ êiëüêiñòü çìií çíàêiâ ó ïîñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà (áåç
óðàõóâàííÿ íóëüîâèõ êîåôiöi¹íòiâ), à ðiçíèöÿ ìiæ êiëüêiñòþ êîðåíiâ i
êiëüêiñòþ çìií çíàêiâ çàâæäè ïàðíà. Çîêðåìà, êîëè êiëüêiñòü çìií çíà-
êiâ äîðiâíþ¹ íóëþ àáî îäèíèöi, òî iñíó¹ ðiâíî íóëü àáî îäèí äîäàòíèé
êîðiíü.

Ëåìà 4.1. ßêùî ïîëiíîì q(x) ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè äåìîíñòðó¹
m çìií çíàêà, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 ïîëiíîì ρ(x) = (x − α)q(x)
äåìîíñòðó¹ ùîíàéìåíøå m+ 1 çìiíó çíàêà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñòåïiíü q(x) äîðiâíþ¹ n. Òîäi, ôîðìóþ÷è ρ(x) = (x−
α)q(x), îòðèìó¹ìî

ρ(x) = −αq0 +
n∑
j=1

(qj−1 − αqj)xj + qnx
n+1

Öå îçíà÷à¹, ùî ρn+1 = qn(= 1) i, îòæå, ìà¹ òîé ñàìèé çíàê. Êðiì òîãî,
êîëè ìè ñêàíó¹ìî âiä j = n âíèç äî j = 1, âèõîäèòü, ùî ïðè êîæíîìó
ïåðåõîäi çíàêó ìiæ qj òà qj−1 çíà÷åííÿ ρj = qj−1 − αqj ìà¹ òîé ñàìèé
çíàê, ùî é qj−1. Òàêèì ÷èíîì, ïî÷èíàþ÷è ç ρn+1, iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü
ρj, ÿêó íàçâåìî ρjk , ÿêà ìà¹ òi æ çíàêè êîåôiöi¹íòiâ, ùî é âiäïîâiäíà
ïiäïîñëiäîâíiñòü qjk−1 êîåôiöi¹íòiâ q(x). Îñêiëüêè êiëüêiñòü çìií çíàêà â
ïîâíié ïîñëiäîâíîñòi ρj íå ìåíøà çà êiëüêiñòü çìií çíàêà â áóäü-ÿêié ïiä-
ïîñëiäîâíîñòi, ìè âðàõóâàëè ùîíàéìåíøå m çìií çíàêà â ρ(x). Çðåøòîþ,
ρ0 ìà¹ çíàê, ïðîòèëåæíèé çíàêó q0, à îòæå, i çíàêó ρjm. Îòæå, ρ(x) ìà¹
ùîíàéìåíøå m+ 1 çìiíó çíàêó.

Íàñëiäîê 4.1. Ïîëiíîì ç m äîäàòíèìè êîðåíÿìè ìà¹ áiëüøå íiæ m
íåíóëüîâèõ êîåôiöi¹íòiâ.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ (4.1) iñíó¹ ùîíàéìåíøå m çìií çíàêà êîåôiöi¹íòiâ
ïîëiíîìà çm äîäàòíèìè êîðåíÿìè, îòæå, ùîíàéìåíøåm+1 êîåôiöi¹íòiâ
äëÿ çìiíè çíàêà ìiæ íèìè.

Òåîðåìà 4.1 (Ïðàâèëî çíàêiâ Äåêàðòà � 1). Êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ
ïîëiíîìà ρ(x) ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè íå ïåðåâèùó¹ êiëüêîñòi çìií
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çíàêà éîãî êîåôiöi¹íòiâ. Íóëüîâèé êîåôiöi¹íò íå âðàõîâó¹òüñÿ ÿê çìiíà
çíàêà.

Äîâåäåííÿ. Ìè äi¹ìî çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ äîäàòíèõ êî-
ðåíiâ ρ(x). ßêùî ρ(x) íå ìà¹ äîäàòíèõ êîðåíiâ, ðåçóëüòàò ¹ ìèòò¹âèì.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî öå ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ ìåíø íiæ k äîäàòíèõ êî-
ðåíiâ i ùî ìè ìà¹ìî ïîëiíîì ρ(x) ç k äîäàòíèìè êîðåíÿìè. Òîäi äëÿ
áóäü-ÿêîãî êîðåíÿ α > 0,

ρ(x) = (x− α)q(x)

äëÿ äåÿêîãî ïîëiíîìà q(x) ç k − 1 äîäàòíèìè êîðåíÿìè. Çà iíäóêöi¹þ,
q(x) ìà¹ ùîíàéìåíøå k − 1 çìií çíàêà. Îòæå, çà ëåìîþ (4.1), ρ(x) ìà¹
ùîíàéìåíøå (k − 1) + 1 = k çìií çíàêà.

Ùîá äîäàòêîâî ïîêàçàòè, ùî ðiçíèöÿ ìiæ êiëüêiñòþ çìií çíàêà òà êiëü-
êiñòþ êîðåíiâ ¹ ïàðíîþ, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñïîñòåðåæåííÿ ùîäî ïàðíî-
ñòi:

Òâåðäæåííÿ 4.1 (Ïàðíiñòü). Ïàðíiñòü, òîáòî çàëèøîê âiä äiëåííÿ íà
2, âiä êiëüêîñòi çìií çíàêà â ïîñëiäîâíîñòi íåíóëüîâèõ äiéñíèõ ÷èñåë
sj, j = 0, ..., n, äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi çìií çíàêà â äâîåëåìåíòíié ïiäïîñëi-
äîâíîñòi s0sn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé σj áóäå çíàêîì sj. Òîäi âiäíîøåííÿ σj/σj+1 äîðiâíþ¹
−1 ïðè êîæíié çìiíi çíàêà òà 1 â iíøîìó âèïàäêó. Îòæå,

(−1)]çìií çíàêà =

j=n−1∏
j=0

σj
σj+1

=
σ0
σn
,

ùî îçíà÷à¹, ùî ðiçíèöÿ â êiëüêîñòi çìií çíàêà ó âñié ïîñëiäîâíîñòi òà
êiëüêîñòi çìií çíàêà (òîáòî 0 àáî 1) ó ïiäïîñëiäîâíîñòi s0sn ¹ ïàðíîþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò, ìè ìîæåìî îäðàçó ðîçøèðèòè Ëåìó 2,
ùîá âiäîáðàçèòè òå, ùî áóäü-ÿêi äîäàòêîâi çìiíè çíàêà ïîâèííi âiäáóâà-
òèñÿ ïîïàðíî ìiæ iñíóþ÷èìè çìiíàìè çíàêà:

Ëåìà 4.2. ßêùî ïîëiíîì q(x) ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè äåìîíñòðó¹
m çìií çíàêà, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 ïîëiíîì ρ(x) = (x − α)q(x)
äåìîíñòðó¹ m+ 1 + 2l çìií çíàêà äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà l ≥ 0.

Çðåøòîþ, êîëè ìè âðàõîâó¹ìî ïàðíiñòü ó ïðàâèëi Äåêàðòà, âèïàäîê
iíäóêöi¨ n = 0 âæå íå ¹ áåçïîñåðåäíiì, àëå, íà ùàñòÿ, ëåãêî âñòàíîâëþ¹-
òüñÿ:
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Òâåðäæåííÿ 4.2. ßêùî ρ(x) íå ìà¹ äîäàòíèõ êîðåíiâ, òî éîãî êîåôi-
öi¹íòè ìàþòü ïàðíó êiëüêiñòü çìií çíàêà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ρn äîäàòíå, çà ïàðíiñòþ íàì ïîòðiáíî ëèøå ïîêà-
çàòè, ùî ρ0 òàêîæ äîäàòíå. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî âiä'¹ìíå. Òîäi ρ(0)
âiä'¹ìíå. ρ(x) äîäàòíå äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ x, òîìó ρ(x) äîðiâíþ¹ íó-
ëþ äëÿ äåÿêîãî x > 0, ùî ñóïåðå÷èòü ãiïîòåçi ïðî òå, ùî ρ(x) íå ìà¹
äîäàòíèõ êîðåíiâ.

Òåîðåìà 4.2 (Ïðàâèëî çíàêiâ Äåêàðòà � 2). Êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ
ïîëiíîìà ρ(x) ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè íå ïåðåâèùó¹ êiëüêîñòi çìií
çíàêà éîãî êîåôiöi¹íòiâ i âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íå¨ íà ÷èñëî, êðàòíå äâîì.
Íóëüîâèé êîåôiöi¹íò íå âðàõîâó¹òüñÿ ÿê çìiíà çíàêà.

Íàñëiäîê 4.2. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè ôóíêöi¨ ρ(x) äîäàòíi, òî ρ(x) íå
ìà¹ äîäàòíèõ êîðåíiâ. ßêùî êîåôiöi¹íòè ôóíêöi¨ ρ(x) çìiíþþòü îäèí
çíàê, òî âîíà ìà¹ ðiâíî îäèí äîäàòíèé êîðiíü.

Äîâåäåííÿ. 0 � ¹äèíå íåâiä'¹ìíå ïàðíå ÷èñëî ≤ 0, à 1 � ¹äèíå íåâiä'¹ìíå
íåïàðíå ÷èñëî ≤ 1.

Ùîá äiçíàòèñÿ ïðî âiä'¹ìíi êîðåíi, ìè ðîçãëÿíåìî çìiíó çíàêà â ρ(−x).
Ùîäî ñàìî¨ ρ(x), çìiíè çíàêà â ρ(−x) âiäïîâiäàþòü îäíié iç äâîõ ïîâåäi-
íîê çíàêà:

• Âiäñóòíiñòü çìiíè çíàêà (çíàêîâèé ðÿä àáî ñòàëiñòü) ìiæ ñòåïåíÿ-
ìè x, ðîçäiëåíèìè ïàðíèì ÷èñëîì, âêëþ÷àþ÷è íóëü, ïðîïóùåíèõ
÷ëåíiâ

• Çìiíà çíàêà ìiæ ñòåïåíÿìè x, ðîçäiëåíèìè íåïàðíîþ êiëüêiñòþ ïðîïó-
ùåíèõ ÷ëåíiâ.

Íàñëiäîê 4.3. Êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ ρ(x) íå ïåðåâèùó¹ êiëüêî-
ñòi çíàêîâèõ ðÿäiâ, ðîçäiëåíèõ ïàðíîþ êiëüêiñòþ âiäñóòíiõ ÷ëåíiâ, äî-
äàíî¨ äî êiëüêîñòi çìií çíàêà, ðîçäiëåíèõ íåïàðíîþ êiëüêiñòþ âiäñóòíiõ
÷ëåíiâ ó ρ(x). Êðiì òîãî, ðiçíèöÿ ¹ ïàðíèì ÷èñëîì.

Íàñëiäîê 4.4. Êiëüêiñòü êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ ρ(x) íà íåâiä'¹ìíå ïàð-
íå öiëå ÷èñëî ïåðåâèùó¹ êiëüêiñòü ïðîïóùåíèõ ÷ëåíiâ ïëþñ êiëüêiñòü
çíàêîâèõ ðÿäiâ, ðîçäiëåíèõ íåïàðíîþ êiëüêiñòþ ÷ëåíiâ, ìiíóñ êiëüêiñòü
çìií çíàêà, ðîçäiëåíèõ íåïàðíîþ êiëüêiñòþ ïðîïóùåíèõ ÷ëåíiâ.
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4.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü ïðàâèëîì çíàêiâ Äåêàðòà

x2 + 1 = 0

Êðîê 1. Çàïèñó¹ìî ìíîãî÷ëåí ó ñòàíäàðòíîìó âèãëÿäi:

f(x) = x2 + 0x+ 1.

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ êîåôiöi¹íòiâ:

+, 0,+.

Îñêiëüêè íóëü íå âðàõîâó¹òüñÿ ïðè ïiäðàõóíêó, òî çìiíà çíàêiâ äîðiâ-
íþ¹:

Êiëüêiñòü çìií çíàêiâ = 0.

Çãiäíî ç ïðàâèëîì çíàêiâ Äåêàðòà, êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ:

= 0.

Êðîê 2. Ïåðåâiðèìî êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ. Ïiäñòàâèìî çàìiñòü
x âèðàç −x:

f(−x) = (−x)2 + 1 = x2 + 1.

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ:

+, 0,+.

Êiëüêiñòü çìií çíàêiâ çíîâó äîðiâíþ¹:

= 0.

Îòæå, êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ:

= 0.

Âèñíîâîê: çãiäíî ç ïðàâèëîì çíàêiâ Äåêàðòà, äàíå ðiâíÿííÿ íå ìà¹
äiéñíèõ êîðåíiâ.
Àíàëiòè÷íî æ éîãî ðîçâ'ÿçîê âèãëÿäà¹ òàê:

x2 = −1 ⇒ x = ±i.

Îòæå, êîðåíi êîìïëåêñíi.
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x3 − 2x+ 2 = 0

Êðîê 1. Çàïèñó¹ìî ìíîãî÷ëåí ó ñòàíäàðòíîìó âèãëÿäi:

f(x) = x3 + 0x2 − 2x+ 2.

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ êîåôiöi¹íòiâ:

+, 0,−,+.

Íóëü íå âðàõîâó¹òüñÿ ïðè ïiäðàõóíêó çìií çíàêiâ, òîìó ñïîñòåðiãà¹ìî:

+,−,+.

Êiëüêiñòü çìií çíàêiâ:

1 (âiä + äî −), 2 (âiä − äî +).

Ðàçîì:

Êiëüêiñòü çìií çíàêiâ = 2.

Çãiäíî ç ïðàâèëîì Äåêàðòà, êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ ìîæå áóòè:

2 àáî 0.

Êðîê 2. Ïåðåâiðèìî êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ. Ïiäñòàâèìî −x çà-
ìiñòü x:

f(−x) = (−x)3 + 0(−x)2 − 2(−x) + 2 = −x3 + 2x+ 2.

Çàïèñó¹ìî íîâèé ìíîãî÷ëåí:

f(−x) = −x3 + 2x+ 2.

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ êîåôiöi¹íòiâ:

−,+,+.

Êiëüêiñòü çìií çíàêiâ:

1 (âiä − äî +).

Îòæå, êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ:

1.

Âèñíîâîê: Çãiäíî ç ïðàâèëîì çíàêiâ Äåêàðòà: - äîäàòíèõ êîðåíiâ ìî-
æå áóòè 2 àáî 0, - âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ � 1.
Îòæå, ðiâíÿííÿ ìà¹: - îäèí âiä'¹ìíèé êîðiíü òî÷íî, - ðåøòà (0 àáî 2)

� àáî êîìïëåêñíi, àáî äîäàòíi.
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(x− 1)3 = 0

Ðîçêðè¹ìî äóæêè:

x3 − 3x2 + 3x− 1 = 0.

Êðîê 1. Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ êîåôiöi¹íòiâ:

+,−,+,−.

Ðàõó¹ìî çìiíó çíàêiâ:

+,− (1 çìiíà),

−,+ (2 çìiíà),

+,− (3 çìiíà).

Îòæå:

Êiëüêiñòü çìií çíàêiâ = 3.

Çãiäíî ç ïðàâèëîì Äåêàðòà, êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ ìîæå áóòè:

3, 1.

Êðîê 2. Ïåðåâiðèìî êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ. Ïiäñòàâëÿ¹ìî −x
çàìiñòü x:

f(−x) = (−x)3 − 3(−x)2 + 3(−x)− 1 = −x3 − 3x2 − 3x− 1.

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ êîåôiöi¹íòiâ:

−,−,−,−.

Æîäíî¨ çìiíè çíàêiâ íåìà¹.
Îòæå:

Êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ = 0.

Âèñíîâîê:
Çãiäíî ç ïðàâèëîì çíàêiâ Äåêàðòà: - äîäàòíèõ êîðåíiâ ìîæå áóòè 3 àáî

1, - âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ íåìà¹.
Àíàëiòè÷íî æ ìà¹ìî:

(x− 1)3 = 0 ⇒ x = 1.

Êîðiíü êðàòíîñòi 3: x = 1. Îòæå, äiéñíèé êîðiíü îäèí, àëå ç êðàòíiñòþ.
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(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0

Ðîçêðè¹ìî äóæêè:

x(x2 + x+ 1)− 1(x2 + x+ 1) = x3 + x2 + x− x2 − x− 1.

Ñïðîñòèìî:

f(x) = x3 − 1 = 0.

Êðîê 1. Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ êîåôiöi¹íòiâ:

+, 0, 0,−.

Ïðè ïiäðàõóíêó iãíîðó¹ìî íóëi, îòæå ìà¹ìî:

+,−.

Êiëüêiñòü çìií çíàêiâ:

1.

Çãiäíî ç ïðàâèëîì çíàêiâ Äåêàðòà, êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ:

1.

Êðîê 2. Ïåðåâiðèìî êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ. Ïiäñòàâëÿ¹ìî −x
çàìiñòü x:

f(−x) = (−x)3 − 1 = −x3 − 1.

Ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ:

−,−.

Çìií çíàêiâ íåìà¹.
Îòæå:

Êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ = 0.

Àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê:
Ðiâíÿííÿ ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâà ìíîæíèêè:

(x− 1) = 0 ⇒ x = 1,
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x2 + x+ 1 = 0.

Äèñêðèìiíàíò äëÿ êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ:

D = 12 − 4(1)(1) = 1− 4 = −3 < 0.

Îòæå, äiéñíèõ êîðåíiâ íåìà¹, ëèøå îäèí äiéñíèé êîðiíü:

x = 1.

Âèñíîâîê: Çãiäíî ç ïðàâèëîì çíàêiâ Äåêàðòà, îäèí äîäàòíèé êîðiíü.
Àíàëiòè÷íî: x = 1 � ¹äèíèé äiéñíèé êîðiíü.
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5 Òåîðåìà Ãàóññà - Ëþêà

Òåîðåìà Ãàóññà, âiäêðèòà Ëþêîì, îïèñó¹ ÷óäîâèé çâ'ÿçîê ìiæ êîðåíÿìè
ìíîãî÷ëåíà òà êîðåíÿìè éîãî ïîõiäíî¨.
Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P ìè íàçèâà¹ìî êîðåíi éîãî ïîõiäíî¨ êðèòè÷íèìè òî-

÷êàìè.
Ñïî÷àòêó íàì ïîòðiáíî ñôîðìóëþâàòè ðåçóëüòàò, ÿêèé ¹ öiêàâèì ñàì

ïî ñîái òà áóäå âèêîðèñòàíèé ó äîâåäåííi òåîðåìè Ãàóññà - Ëþêà. Ìè
íàçèâàòèìåìî ïiâïëîùèíîþ áóäü-ÿêó ç äâîõ îáëàñòåé, âèçíà÷åíèõ ëiíi¹þ
íà ïëîùèíi.

Ëåìà 5.1. Ñóìà ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ùî ðîçòàøî-
âàíi ó âiäêðèòié ïiâïëîùèíi, ðîçòàøîâàíà ó öié âiäêðèòié ïiâïëîùèíi.

Äîâåäåííÿ. Ìè ìîæåìî çìiñòèòè ïðÿìó òà ÷èñëî òàê, ùîá ïðÿìà, ÿêà
âèçíà÷à¹ ïiâïëîùèíó, ïðîõîäèëà ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò.
Äîñòàòíüî ïîêàçàòè òâåðäæåííÿ äëÿ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, îñêiëüêè

òîäi ìè ìîæåìî iòåðóâàòè íàøó ñóìó.
Ìè ìîæåìî ïîâåðíóòè íàøó ëiíiþ òàê, ùîá âîíà áóëà âiññþ x, à êîì-

ïëåêñíi ÷èñëà çíàõîäèëèñÿ íàä íåþ. Òîäi çðîçóìiëî, ùî ÿêùî ãîëîâíèìè
àðãóìåíòàìè äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ θ1 òà θ2, òî ¨õíÿ ñóìà ìàòèìå
ãîëîâíèé àðãóìåíò ìiæ θ1 òà θ2, îñêiëüêè ñóìà äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
z1, z2 ¹ âåðøèíîþ ïàðàëåëîãðàìà, à iíøi âåðøèíè äîðiâíþþòü z1, z1, 0.
Íà çàâåðøåííÿ, θ áóäå äåñü ìiæ 0 òà π, à îòæå, ó âåðõíié ïiâïëîùèíi.

Òåïåð ìè ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òåîðåìó Ãàóññà - Ëþêà.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé P � êîìïëåêñíèé ìíîãî÷ëåí. Òîäi êîðåíi P ′ íàëå-
æàòü îïóêëié îáîëîíöi, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ êîðåíÿìè P .

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî P (z) = (z − z1) . . . (z − zn), äå n = deg(P ) (deg �
íàéáiëüøèé ïîêàçíèê ñòåïåíÿ çìiííî¨ â ìíîãî÷ëåíi).
Òîäi P ′/P = 1

z−z1 + · · ·+ 1
z−zn .

Ïðèïóñòèìî, ùî P ′(ω) = 0 òà P (ω) 6= 0, i ùî ω íå íàëåæèòü îïóêëié
îáîëîíöi, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ z1, . . . , zn.
Ìè ìîæåìî ïðîâåñòè ÷åðåç ω ëiíiþ, ÿêà íå ïåðåòèíà¹ îïóêëî¨ îáîëîíêè

z1, . . . , zn.
Òîäi âñi ÷èñëà ω−zi áóäóòü ðîçòàøîâàíi â îäíié ç âiäêðèòèõ ïiâïëîùèí,

âèçíà÷åíèõ ïåðåíåñåííÿì ïðÿìî¨ ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò.
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Îáåðíåíi äî ω− zi ìàòèìóòü ãîëîâíi àðãóìåíòè, îòðèìàíi øëÿõîì âiä-
íiìàííÿ ïî÷àòêîâèõ ãîëîâíèõ àðãóìåíòiâ âiä 2π âiäïîâiäíî.
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5.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü çà òåîðåìîþ Ãàóññà-Ëþêà

x2 + 1 = 0

Çíàõîäèìî êîðåíi:

x2 = −1 ⇒ x = ±i.

Çíàõîäèìî ïîõiäíó ïîëiíîìà:

P ′(x) = 2x.

Çíàõîäèìî êîðåíi ïîõiäíî¨:

2x = 0 ⇒ x = 0.

Îïóêëà îáîëîíêà ìíîæèíè êîðåíiâ {i,−i} � öå âiäðiçîê íà óÿâíié îñi
ìiæ i òà −i. Êîðiíü ïîõiäíî¨ x = 0 ëåæèòü âñåðåäèíi öi¹¨ îïóêëî¨ îáî-
ëîíêè.

Ðèñ. 1: Âèãëÿä íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi.

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìà Ãàóññà-Ëþêà ñïðàâäæó¹òüñÿ.
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x3 − 2x+ 2 = 0

Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì:

P (x) = x3 − 2x+ 2.

Êðîê 1. Çíàõîäèìî êîðåíi ïîëiíîìà
Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ:

x3 − 2x+ 2 = 0.

Àíàëiòè÷íî êîðåíi ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè
Êàðäàíî, àëå îñíîâíå äëÿ òåîðåìè Ãàóññà-Ëþêà � çíàòè, äå ðîçòàøîâàíi
êîðåíi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi.
Íåõàé êîðåíi äîðiâíþþòü x1, x2, x3 (ìîæëèâî êîìïëåêñíi).
Êðîê 2. Çíàõîäèìî ïîõiäíó ïîëiíîìà
Çíàõîäèìî ïîõiäíó:

P ′(x) = 3x2 − 2.

Êðîê 3. Çíàõîäèìî êîðåíi ïîõiäíî¨
Ðîçâ'ÿæåìî:

3x2 − 2 = 0 ⇒ x2 =
2

3
⇒ x = ±

√
2

3
.

Êðîê 4. Ïåðåâiðêà òåîðåìè Ãàóññà-Ëþêà
Êîðåíi ïîõiäíî¨:

x = ±
√

2

3

� öå äiéñíi ÷èñëà, ùî ëåæàòü íà äiéñíié îñi.
Òåîðåìà Ãàóññà-Ëþêà ñòâåðäæó¹, ùî âñi êîðåíi ïîõiäíî¨ ëåæàòü âñåðå-

äèíi àáî íà ìåæi îïóêëî¨ îáîëîíêè êîðåíiâ îðèãiíàëüíîãî ïîëiíîìà.

Òîáòî, òî÷êè x = ±
√

2
3 ìàþòü çíàõîäèòèñÿ âñåðåäèíi àáî íà ìåæi

îïóêëî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè {x1, x2, x3}.
Êîðåíi ïîëiíîìà x3 − 2x+ 2 = 0 ¹:

1. x1 = −1.7693 (äiéñíèé êîðiíü)

2. x2 = 0.8846 + 0.5897i (êîìïëåêñíèé êîðiíü

3. x3 = 0.8846− 0.5897i (êîìïëåêñíèé êîðiíü

Îòæå, îäèí ç êîðåíiâ ¹ äiéñíèì, à äâà iíøèõ ¹ êîìïëåêñíèìè ç îäíà-
êîâèìè ðåàëüíèìè ÷àñòèíàìè, àëå ðiçíèìè óÿâíèìè ÷àñòèíàìè.
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Ðèñ. 2: Âèãëÿä íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi.
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(x− 1)3 = 0

Êðîê 1: Çíàõîäèìî êîðåíi:

x = 1 (êðàòíiñòü 3).

Êðîê 2: Çíàõîäèìî ïîõiäíó:

P (x) = (x− 1)3 = x3 − 3x2 + 3x− 1,

P ′(x) = 3x2 − 6x+ 3.

Ðîçâ'ÿæåìî P ′(x) = 0:

3x2 − 6x+ 3 = 0,

x2 − 2x+ 1 = 0,

(x− 1)2 = 0.

Îòæå, êðèòè÷íà òî÷êà:

x = 1 (êðàòíiñòü 2).

Âèñíîâîê: Óñi êîðåíi ïîëiíîìà P (x) çáiãàþòüñÿ â îäíié òî÷öi x = 1.
Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ãàóññà-Ëþêà, óñi êîðåíi ïîõiäíî¨ ëåæàòü ó îïóêëié
îáîëîíöi ìíîæèíè êîðåíiâ, òîáòî òàêîæ ó òî÷öi x = 1.
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(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0

Êðîê 1: Çíàõîäèìî êîðåíi.
1) x− 1 = 0 ⇒ x = 1.
2) x2 + x+ 1 = 0. Äèñêðèìiíàíò:

D = 12 − 4(1)(1) = −3.

Êîðåíi:

x =
−1± i

√
3

2
.

Êðîê 2: Îá÷èñëèìî ïîõiäíó ïîëiíîìà.
Ïîëiíîì:

P (x) = x3 − 1.

Ïîõiäíà:

P ′(x) = 3x2.

Çíàõîäèìî êîðåíi ïîõiäíî¨:

3x2 = 0 ⇒ x = 0.

Êðîê 3: Òåîðåìà Ãàóññà-Ëþêà.
Êîðåíi ïîëiíîìà óòâîðþþòü ðiâíîñòîðîííié òðèêóòíèê íà êîìïëåêñíié

ïëîùèíi ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ:

1,
−1± i

√
3

2
.

Êîðiíü ïîõiäíî¨ x = 0 ëåæèòü óñåðåäèíi öüîãî òðèêóòíèêà.
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Re

Im

1

−1+i
√
3

2

−1−i
√
3

2

0

Ïîÿñíåííÿ: ÷îðíi òî÷êè � öå êîðåíi ïîëiíîìà (x−1)(x2 +x+ 1) = 0.
×åðâîíà òî÷êà � öå êîðiíü ïîõiäíî¨ P ′(x) = 3x2 = 0. Âií ëåæèòü âñåðå-
äèíi îïóêëî¨ îáîëîíêè êîðåíiâ, ÿê i ñòâåðäæó¹ òåîðåìà Ãàóññà-Ëþêà.
Âèñíîâîê: Òåîðåìà Ãàóññà-Ëþêà ïiäòâåðäæó¹òüñÿ.
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6 Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè

Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè, ÿêó òàêîæ íàçèâàþòü òåîðåìîþ Ä'Àëàìáåðà
àáî òåîðåìîþ Ä'Àëàìáåðà-Ãàóññà, ñòâåðäæó¹, ùî êîæåí íåïîñòiéíèé ïî-
ëiíîì âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ ïðèíàéìíi
îäèí êîìïëåêñíèé êîðiíü. Öå âêëþ÷à¹ ïîëiíîìè ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè, îñêiëüêè êîæíå äiéñíå ÷èñëî ¹ êîìïëåêñíèì ÷èñëîì ç óÿâíîþ ÷àñòè-
íîþ, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ. Åêâiâàëåíòíî (çà âèçíà÷åííÿì), òåîðåìà ñòâåð-
äæó¹, ùî ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì. Òåîðåìà
òàêîæ ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: êîæåí íåíóëüîâèé ïîëiíîì âiä
îäíi¹¨ çìiííî¨ ñòóïåíÿ n ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà¹, âðàõîâóþ÷è
êðàòíiñòü, ðiâíî n êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ. Åêâiâàëåíòíiñòü äâîõ òâåðäæåíü
ìîæíà äîâåñòè çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîãî äiëåííÿ ïîëiíîìiâ. Íåçâàæà-
þ÷è íà ñâîþ íàçâó, âîíà íå ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ äëÿ ñó÷àñíî¨ àëãåáðè;
âîíà áóëà íàçâàíà, êîëè àëãåáðà áóëà ñèíîíiìîì òåîði¨ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 6.1. Íåõàé P � êîìïëåêñíèé ïîëiíîì çi ñòåïåíåì (P ) = n ≥
1. Òîäi iñíó¹ z0 ∈ C, ùî çàäîâîëüíÿ¹ P (z0) = 0.

Äîâåäåííÿ. Çàïèñóþ÷è P (z) = a0 +a1z+ · · ·+anz
n, äå aj ∈ C, 0 ≤ j ≤ n,

an 6= 0, ìà¹ìî |P (z)| ≥ |an||z|n− |a0| − · · ·− |an−1||z|n−1, ç ÷îãî âèïëèâà¹,
ùî lim|z|→∞ |P (z)| =∞. Çãiäíî ç íåïåðåðâíiñòþ, ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî |P |
ìà¹ àáñîëþòíèé ìiíiìóì ïðè äåÿêîìó z0 ∈ C. Ïðèïóñòèìî áåç îáìåæåííÿ
çàãàëüíîñòi, ùî z0 = 0. Îòæå, ïîêëàäàþ÷è S1 = ω ∈ C : |ω| = 1,

|P (τω)|2 − |P (0)|2 ≥ 0, ∀τ ≥ 0,∀ω ∈ S1, (6.1)

òà P (z) = P (0) + zkQ(z), äëÿ äåÿêîãî k ∈ 1, . . . , n, äå Q � ïîëiíîì,
à Q(0) 6= 0. Ïî¹äíóþ÷è öå ðiâíÿííÿ ïðè z = τω ç íåðiâíiñòþ (7.1),
îòðèìó¹ìî

|P (0)+τ kωkQ(τω)|2−|P (0)|2 = 2τ kRe[P (0)ωkQ(τω)]+τ 2k|Q(τω)|2 ≥ 0,∀τ ≥ 0,∀ω ∈ S1,

à ïîäiëèâøè íà τ k > 0, îòðèìó¹ìî

2Re[P (0)ωkQ(τω)] + τ k|Q(τω)|2 ≥ 0, ∀τ > 0,∀ω ∈ S1,

ëiâà ÷àñòèíà ÿêîãî ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ τ , äå τ ∈ [0; +∞). Òàêèì
÷èíîì, ÿêùî ïîêëàñòè τ → 0, ìà¹ìî

2Re[P (0)Q(0)ωk] ≥ 0, ∀ω ∈ S1. (6.2)
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Íåõàé α = P (0)Q(0). Ðîçêëàäàþ÷è ñòåïåíi ÷èñëà 2 íà ìíîæíèêè, ìè
ìîæåìî çàïèñàòè k = 2jm, äå m � íåïàðíå ÷èñëî. Âçÿâøè ω = 1 ó (6.2),
ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî Re[α] ≥ 0. Âèáèðàþ÷è ω òàê, ùîá ω2j = −1, ìè
ðîáèìî âèñíîâîê, ùî Re[α] ≤ 0, à îòæå, Re[α] = 0. Âèáèðàþ÷è ω òàê,
ùîá ω2j = i, îòðèìó¹ìî âèñíîâîê, ùî ωk = ±i òà ωk = ∓i. Ïiäñòàâëÿþ÷è
ω òà ω ó (6.2), ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî Im[α] = 0. Îòæå, α = 0, i
P (0) = 0.
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6.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè

x2 + 1 = 0

Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè:

x2 + 1 = 0

x2 = −1

x = ±
√
−1

x = ±i.

Îòæå, ìíîæèíà êîðåíiâ öüîãî ðiâíÿííÿ:

x = i àáî x = −i.
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x3 − 2x+ 2 = 0

Êðîê 1: Ïåðåâiðêà ìîæëèâèõ êîðåíiâ ìåòîäîì ïiäñòàíîâêè
Ïåðåâiðÿ¹ìî äåÿêi çíà÷åííÿ äëÿ x:

f(−1) = (−1)3 − 2(−1) + 2 = −1 + 2 + 2 = 3 (íå ¹ êîðåíåì),

f(1) = 13 − 2(1) + 2 = 1− 2 + 2 = 1 (íå ¹ êîðåíåì),

f(−2) = (−2)3 − 2(−2) + 2 = −8 + 4 + 2 = −2 (íå ¹ êîðåíåì).

Êðîê 2: ×èñëîâi ìåòîäè àáî ôàêòîðèçàöiÿ
ßêùî íå âäà¹òüñÿ çíàéòè êîðiíü ìåòîäîì ïiäñòàíîâêè, ìè ìîæåìî çà-

ñòîñóâàòè ìåòîäè ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçàííÿ àáî ôàêòîðèçàöiþ.
Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè ðiâíÿííÿ ìà¹ õî÷à á îäèí êîðiíü â êîì-

ïëåêñíié ïëîùèíi. Ïîòðiáíî çíàéòè òî÷íi êîðåíi çà äîïîìîãîþ òàêèõ ìå-
òîäiâ, ÿê ìåòîä Íüþòîíà àáî çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ îá÷èñëåíü.
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(x− 1)3 = 0

Çãiäíî ç îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè, êóái÷íå ðiâíÿííÿ ïîâèííî ìàòè 3
êîðåíi ó ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi).

Âèçíà÷åííÿ

ßêùî êîðiíü x = a çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ:

P (x) = 0,

i ìíîãî÷ëåí ìîæíà ðîçêëàñòè ó âèãëÿäi:

P (x) = (x− a)kQ(x),

äå Q(a) 6= 0, òî ãîâîðÿòü, ùî a � êîðiíü êðàòíîñòi k.
Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ:

(x− 1)3 = 0

x− 1 = 0

x = 1.

Àëå îñêiëüêè ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä:

P (x) = (x− 1)3,

öåé êîðiíü ìà¹ êðàòíiñòü 3.

Ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ

- ßêùî êðàòíiñòü êîðåíÿ äîðiâíþ¹ 1 � ãðàôiê ïåðåòèíà¹ âiñü Ox. - ßêùî
êðàòíiñòü ïàðíà (íàïðèêëàä, 2, 4, 6...) � ãðàôiê òîðêà¹òüñÿ îñi Ox i ïî-
âåðòà¹ íàçàä. - ßêùî êðàòíiñòü íåïàðíà áiëüøå 1 � ãðàôiê ïåðåòèíà¹
âiñü, àëå "âèðiâíþ¹òüñÿ"â îêîëi êîðåíÿ, áî ïîõiäíà òåæ îáíóëÿ¹òüñÿ.

Çâ'ÿçîê ç îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè

Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà ñòå-
ïåíÿ n íàä C çàãàëüíà êiëüêiñòü êîðåíiâ (ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi) äî-
ðiâíþ¹ n.
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Ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (x− 1)3 = 0:
- ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà = 3, - ¹äèíèé êîðiíü x = 1, - éîãî êðàòíiñòü = 3.
Âèñíîâîê: Ðiâíÿííÿ ìà¹ îäèí êîðiíü:

x = 1,

ÿêèé ¹ êîðåíåì êðàòíîñòi 3.
Öå îçíà÷à¹, ùî x = 1 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ïîâòîðþ¹òüñÿ òðè÷i.
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(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0

Çãiäíî ç îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè, êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ìà¹ n
êîðåíiâ ó ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi). Íàøå
ðiâíÿííÿ � öå äîáóòîê äâîõ ìíîæíèêiâ:

1. x− 1 = 0

2. x2 + x+ 1 = 0

Êðîê 1: Ðîçâ'ÿçó¹ìî x− 1 = 0

x− 1 = 0

x = 1.

Êðîê 2: Ðîçâ'ÿçó¹ìî x2 + x+ 1 = 0 Âèêîðèñòîâó¹ìî äèñêðèìiíàíò:

D = b2 − 4ac = 12 − 4(1)(1) = 1− 4 = −3.

Îñêiëüêè D < 0, êîðåíi êîìïëåêñíi:

x =
−b±

√
D

2a
=
−1±

√
−3

2
.

Çàïèñó¹ìî îñòàòî÷íî:

x =
−1

2
± i
√

3

2
.

Âèñíîâîê:
Ðiâíÿííÿ ìà¹ òðè êîðåíi:
1. x = 1 (äiéñíèé); 2. x = −1

2 + i
√
3
2 (êîìïëåêñíèé); 3. x = −1

2 − i
√
3
2

(êîìïëåêñíèé ñïðÿæåíèé).
Öå ïîâíiñòþ óçãîäæó¹òüñÿ ç îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè: ó ðiâíÿííÿ

ñòåïåíÿ 3 � òðè êîðåíi.
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7 Òåîðåìà ïðî ðàöiîíàëüíi êîðåíi

Â àëãåáði òåîðåìà ïðî ðàöiîíàëüíi êîðåíi (àáî òåñò ïðî ðàöiîíàëüíi êî-
ðåíi, òåîðåìà ïðî ðàöiîíàëüíèé íóëü, òåñò ïðî ðàöiîíàëüíèé íóëü àáî p

q

òåîðåìà) âñòàíîâëþ¹ îáìåæåííÿ íà ðàöiîíàëüíi ðîçâ'ÿçêè ïîëiíîìiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0

ç öiëî÷èñåëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè ai ∈ Z òà a0, an 6= 0. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
òàêîæ íàçèâàþòüñÿ êîðåíÿìè àáî íóëÿìè ïîëiíîìà ç ëiâîãî áîêó.
Òåîðåìà ñòâåðäæó¹, ùî êîæåí ðàöiîíàëüíèé ðîçâ'ÿçîê x = p

q , çàïèñà-
íèé ó íàéìåíøèõ ÷ëåíàõ (òîáòî p òà q ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè), çàäîâîëüíÿ¹:

• p � öiëî÷èñåëüíèé ìíîæíèê ïîñòiéíîãî ÷ëåíà a0,

• q � öiëî÷èñåëüíèé ìíîæíèê ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà an.

Òåîðåìà 7.1 (Òåîðåìà ïðî ðàöiîíàëüíi êîðåíi). Íåõàé f = a0 + a1x +
· · · + anx

n, öå ïîëiíîì â Q[x], äå ai ∈ Z, an 6= 0. Êîæåí ðàöiîíàëüíèé
êîðiíü τ âiä f â Q ìà¹ âèãëÿä τ = b/c (b, c ∈ Z), äå b|a0 òà c|an.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé τ = b/c � ðàöiîíàëüíèé êîðiíü ôóíêöi¨ f , äå b, c �
âçà¹ìíî ïðîñòi öiëi ÷èñëà.
Ìà¹ìî:

0 =
n∑
i=0

ai(b/c)
i.

Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè âèùåíàâåäåíîãî ðiâíÿííÿ íà cn, ìà¹ìî:

0 = a0c
n + a1c

n−1b+ a2c
n−2b2 + · · ·+ anb

n

àáî åêâiâàëåíòíî:

a0c
n = −(a1c

n−1b+ a2c
n−2b2 + · · ·+ anb

n).

Îñêiëüêè b äiëèòü ïðàâó ÷àñòèíó, à b òà c âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà, b ìà¹
äiëèòè a0. Àíàëîãi÷íî, ìà¹ìî:

anb
n = −(a0c

n + a1c
n−1b+ a2c

n−2b2 + · · ·+ an−1cb
n−1).

Îñêiëüêè c äiëèòü ïðàâó ÷àñòèíó, à b òà c âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà, c ìà¹
äiëèòè an.
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7.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü çà òåîðåìîþ ïðî ðàöiîíàëüíèi êîðåíi

x2 + 1 = 0

Ïåðåïèøåìî éîãî ÿê ìíîãî÷ëåí:

P (x) = x2 + 0x+ 1 = 0.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî ðàöiîíàëüíi êîðåíi, ÿêùî êîðiíü x = p
q ðàöiî-

íàëüíèé, òî:
1. p ìà¹ äiëèòè âiëüíèé ÷ëåí a0 = 1, òîáòî p = ±1; 2. q ìà¹ äiëèòè

ñòàðøèé êîåôiöi¹íò a2 = 1, òîáòî q = ±1.
Îòæå, ìîæëèâi ðàöiîíàëüíi êîðåíi:

x = ±1

1
= ±1.

Ïåðåâiðèìî:
Äëÿ x = 1:

12 + 1 = 2 6= 0.

Äëÿ x = −1:

(−1)2 + 1 = 2 6= 0.

Îòæå, ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ íåìà¹.
Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ áóäóòü êîìïëåêñíi ÷èñëà:

x2 = −1,

òîáòî

x = ±i.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê:

x = ±i.
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x3 − 2x+ 2 = 0

Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî ðàöiîíàëüíi êîðåíi, ìîæëèâi ðàöiîíàëüíi êîðåíi
ìàþòü âèãëÿä x = p

q , äå:
1. p ìà¹ äiëèòè âiëüíèé ÷ëåí a0 = 2, òîáòî p = ±1,±2; 2. q ìà¹ äiëèòè

ñòàðøèé êîåôiöi¹íò a3 = 1, òîáòî q = ±1.
Îòæå, ìîæëèâi ðàöiîíàëüíi êîðåíi:

x = ±1,±2.

Ïåðåâiðèìî öi çíà÷åííÿ.
Äëÿ x = 1:

13 − 2(1) + 2 = 1− 2 + 2 = 1 6= 0.

Äëÿ x = −1:

(−1)3 − 2(−1) + 2 = −1 + 2 + 2 = 3 6= 0.

Äëÿ x = 2:

23 − 2(2) + 2 = 8− 4 + 2 = 6 6= 0.

Äëÿ x = −2:

(−2)3 − 2(−2) + 2 = −8 + 4 + 2 = −2 6= 0.

Îòæå, æîäåí ç ïåðåâiðåíèõ êîðåíiâ íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ, i öå îçíà-
÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ.
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(x− 1)3 = 0

Ùîá çíàéòè êîðiíü öüîãî ðiâíÿííÿ, ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâiñòþ ñòåïåíiâ:
ðiâíÿííÿ áóäå âèêîíóâàòèñÿ, ÿêùî âèðàç (x− 1) äîðiâíþ¹ íóëþ:

x− 1 = 0 x = 1

Îòæå, ¹äèíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ � öå x = 1, ïðè÷îìó öåé êîðiíü ìà¹ êðà-
òíiñòü 3, îñêiëüêè ðiâíÿííÿ áóëî ïiäíÿòå äî êóáà.

(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0

ßêùî äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ, îäèí ç ìíîæíèêiâ ìà¹ áóòè ðiâíèé íóëþ.
1. Ðîçâ'ÿçó¹ìî ïåðøèé ìíîæíèê:

x− 1 = 0 =⇒ x = 1.

2. Ðîçâ'ÿçó¹ìî äðóãèé ìíîæíèê:

x2 + x+ 1 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè äëÿ êîðåíiâ êâàäðàòíî-
ãî ðiâíÿííÿ:

x =
−1±

√
12 − 4(1)(1)

2(1)
=
−1±

√
1− 4

2
=
−1±

√
−3

2
=
−1± i

√
3

2
.

Îòæå, êîðåíi äðóãîãî ìíîæíèêà:

x =
−1 + i

√
3

2
òà x =

−1− i
√

3

2
.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ:

x = 1, x =
−1 + i

√
3

2
, x =

−1− i
√

3

2
.
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7.2 Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü çà ãåîìåòðè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè êî-
ðåíiâ ïîëiíîìà

x2 + 1 = 0

Ïåðåíîñèìî 1 â iíøèé áiê:

x2 = −1

Ðîçâ'ÿçó¹ìî öå ðiâíÿííÿ ó ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

x = ±
√
−1 = ±i

Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ

Ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi ÷èñëî i âiäïîâiäà¹ òî÷öi:

Re(i) = 0, Im(i) = 1

à ÷èñëî −i âiäïîâiäà¹ òî÷öi:
Re(−i) = 0, Im(−i) = −1

Îòæå, êîðåíi x = ±i ëåæàòü íà îäèíè÷íîìó êîëi:

|x| =
√

02 + 12 = 1

Öi êîðåíi ¹ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè, ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî äiéñíî¨
îñi, i ðîçìiùåíi íà îäèíè÷íîìó êîëi â òî÷êàõ:

x1 = ei
π
2 , x2 = e−i

π
2

Ãðàôiê êîðåíiâ ðiâíÿííÿ x2 + 1 = 0 íà êîìïëåêñíié

ïëîùèíi

Re

Im

i

−i

0

Îäèíè÷íå êîëî
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Âèñíîâîê

Ãåîìåòðè÷íî, êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 +1 = 0 � öå òî÷êè íà îäèíè÷íîìó êîëi,
ùî óòâîðþþòü êóò π

2 òà −
π
2 ç äîäàòíèì íàïðÿìîì äiéñíî¨ îñi.

x3 − 2x+ 2 = 0

1. Çàãàëüíèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ

Ðîçãëÿíüìî êóái÷íå ðiâíÿííÿ:

x3 + px+ q = 0

Ó íàøîìó âèïàäêó:

x3 − 2x+ 2 = 0 ⇒ p = −2, q = 2

2. Ôîðìóëà äèñêðèìiíàíòà äëÿ êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ

Äèñêðèìiíàíò êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:

D = −4p3 − 27q2

Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ p = −2, q = 2:

D = −4(−2)3 − 27(2)2 = −4(−8)− 27(4) = 32− 108 = −76

Îñêiëüêè D < 0, ìà¹ìî:

• Îäèí äiéñíèé êîðiíü

• Äâà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi

3. Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ êîðåíiâ

ßêùî êîðiíü x1 äiéñíèé, à x2 i x3 êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi, òî:

x2 = a+ bi, x3 = a− bi

Òîäi öi äâà êîðåíi ëåæàòü ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi íà êîìïëå-
êñíié ïëîùèíi. Âñi êîðåíi ìîæíà óÿâèòè ÿê òî÷êè àáî âåêòîðè, ùî ôîð-
ìóþòü âåðøèíè ôiãóðè (â íàøîìó âèïàäêó � âiäîáðàæåííÿ ñèìåòði¨).
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4. Ãåîìåòðiÿ âåêòîðiâ

Óñi òðè êîðåíi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:

x1 + x2 + x3 = 0

(îñêiëüêè êîåôiöi¹íò ïðè x2 äîðiâíþ¹ íóëþ).
Îòæå, ãåîìåòðè÷íî öi òðè âåêòîðè (êîðåíi) óòâîðþþòü çàìêíåíó ôi-

ãóðó íà ïëîùèíi � òðèêóòíèê, äå âåêòîðíà ñóìà äîðiâíþ¹ íóëþ. ßêùî
îäèí êîðiíü äiéñíèé, äâà iíøi ïîâèííi ìàòè ðiâíó äiéñíó ÷àñòèíó, ïðî-
òèëåæíi óÿâíi ÷àñòèíè � òîáòî öå ñèìåòðè÷íå ðîçòàøóâàííÿ âiäíîñíî
äiéñíî¨ îñi.

Ãðàôiê êîðåíiâ ðiâíÿííÿ x3 − 2x + 2 = 0

Re

Im

x1 ≈ −1.77

x2 ≈ 0.884 + 0.589i

x3 ≈ 0.884− 0.589i

0

Êîðåíi êóái÷íîãî ïîëiíîìà

5. Âèñíîâîê

Ðiâíÿííÿ x3 − 2x+ 2 = 0 ìà¹:

• Îäèí äiéñíèé êîðiíü

• Äâà êîìïëåêñíi êîðåíi, ÿêi ¹ ñïðÿæåíèìè

• Ãåîìåòðè÷íî � öi êîðåíi óòâîðþþòü ñèìåòðè÷íó ôiãóðó, öåíòðîì
ÿêî¨ ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò
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(x− 1)3 = 0

1. Àíàëiòè÷íå ðîçâ'ÿçàííÿ

Ðîçêðè¹ìî äóæêè:

(x− 1)3 = 0⇒ x = 1 (êðàòíiñòü 3)

2. Õàðàêòåðèñòèêà êîðåíiâ

Ðiâíÿííÿ ìà¹ îäèí äiéñíèé êîðiíü x = 1, àëå âií ìà¹ êðàòíiñòü 3. Öå
îçíà÷à¹:

• Óñi òðè êîðåíi ðiâíi: x1 = x2 = x3 = 1

• Ãðàôiê ôóíêöi¨ y = (x− 1)3 äîòèêà¹òüñÿ äî îñi x ó òî÷öi x = 1, àëå
íå ïåðåòèíà¹ ¨¨.

3. Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ êîðåíiâ

Ç ïîãëÿäó ãåîìåòði¨:

• Óñi êîðåíi ðîçòàøîâàíi â îäíié òî÷öi íà äiéñíié îñi: x = 1

• Íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi öå òî÷êà (1, 0)

• ßêùî óÿâèòè êîðåíi ÿê âåêòîðè, âîíè ñïðÿìîâàíi îäíàêîâî � òîáòî
íå ôîðìóþòü çàìêíåíî¨ ôiãóðè, ÿê ó âèïàäêó ðiçíèõ êîðåíiâ

• Àëãåáðà¨÷íî: ñóìà êîðåíiâ (ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi) äîðiâíþ¹ 1 +
1 + 1 = 3, ùî âiäïîâiäà¹ êîåôiöi¹íòàì, ÿêùî ðîçêðèòè ïîëiíîì

Ãðàôiê ïîòðiéíîãî êîðåíÿ ðiâíÿííÿ (x− 1)3 = 0

Re

Im

x = 1

Òðè êîðåíi â îäíié òî÷öi
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4. Âèñíîâîê

Ïîëiíîì (x− 1)3 = 0 ìà¹ îäèí êîðiíü êðàòíîñòi 3. Ãåîìåòðè÷íî, öå îçíà-
÷à¹:

• Óñi òðè êîðåíi çáiãàþòüñÿ â îäíié òî÷öi

• Íà ãðàôiêó ôóíêöi¨ öå òî÷êà äîòèêó äî îñi x

• Íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi êîðiíü ðîçòàøîâàíèé íà äiéñíié îñi
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(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0

1. Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ

Ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä äîáóòêó äâîõ ìíîæíèêiâ:

(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0

Îòæå, êîðåíi ðiâíÿííÿ � öå:

• x1 = 1

• x2, x3 � êîðåíi êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ x2 + x+ 1 = 0

Ðîçâ'ÿæåìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ:

x2 + x+ 1 = 0 ⇒ D = b2 − 4ac = 12 − 4(1)(1) = −3

x =
−1±

√
−3

2
=
−1± i

√
3

2
Îòæå:

x2 =
−1 + i

√
3

2
, x3 =

−1− i
√

3

2

2. Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ

Íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi:

• x1 = 1 � äiéñíèé êîðiíü (ëåæèòü íà îñi Re)

• x2, x3 � êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi, ðîçòàøîâàíi ñèìåòðè÷íî âiä-
íîñíî îñi Re

• Óñi òðè êîðåíi ëåæàòü íà îäèíè÷íîìó êîëi:

|x| = 1

îñêiëüêè âñi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó |x| = 1

Öi êîðåíi âiäïîâiäàþòü êóái÷íèì êîðåíÿì ç îäèíèöi:

1, e2πi/3, e4πi/3
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Ãðàôiê êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (x− 1)(x2 + x + 1) = 0

Re

Im

x1 = 1

x2 = −1+i
√
3

2

x3 = −1−i
√
3

2

Êîðåíi íà îäèíè÷íîìó êîëi

3. Âèñíîâîê

Êîðåíi ðiâíÿííÿ:

x = 1,
−1± i

√
3

2

� óòâîðþþòü âåðøèíè ïðàâèëüíîãî ðiâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà íà îäè-
íè÷íîìó êîëi â êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Öå òðè êóái÷íi êîðåíi ç îäèíèöi.
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8 Ïîðiâíÿëüíà òàáëèöÿ ìåòîäiâ

Ó íàñòóïíié òàáëèöi ìiñòÿòüñÿ ðåçóëüòàòè àíàëiçó çàçíà÷åíèõ ðiâíÿíü.

Ìåòîä x2 + 1 = 0 x3 − 2x+ 2 = 0 (x− 1)3 = 0 (x− 1)(x2 + x+
1) = 0

Ïðèìiòêè

Ïðàâèëî

çíàêiâ Äå-

êàðòà

0 ≤ 2 0 1 Äà¹ îöiíêó êiëü-

êîñòi äîäàòíèõ

êîðåíiâ

Ìåòîä

Øòóðìà

0 1 1 1 Òî÷íà êiëüêiñòü

äiéñíèõ êîðåíiâ

Íåïîâíå

ïðàâèëî

Íüþòîíà

0 1 1 1 Îöiíêà íà îñíîâi

ïîõiäíèõ

Òåîðåìà

Ãàóññà-

Ëþêà

� òàê � � Êîðåíi ïîõiäíî¨

â îïóêëié îáî-

ëîíöi
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9 Âèñíîâêè

Ó õîäi äîñëiäæåííÿ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ íå-
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî ìåòîä Íüþòîíà ¹ äóæå ïîòóæíèì
iíñòðóìåíòîì äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, îäíàê
äëÿ éîãî åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ âàæëèâèì ¹ âèáið ïî÷àòêîâîãî íà-
áëèæåííÿ, ÿêå ïîâèííî áóòè äîñòàòíüî áëèçüêèì äî êîðåíÿ.
Çàãàëîì, ïðîâåäåíå äîñëiäæåííÿ ïiäòâåðäèëî âèñîêó åôåêòèâíiñòü ìåòî-
äó Íüþòîíà, ÿêèé ¹ îäíèì iç îñíîâíèõ iíñòðóìåíòiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ
íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó áàãàòüîõ íàóêîâèõ i òåõíi÷íèõ çàäà÷àõ.
Öi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè íå ëèøå â òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåí-
íÿõ, àëå é ó ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷, äå íåîáõiäíî òî÷íî çíàõîäèòè êîðåíi ôóíêöié ó ðåàëüíîìó ñâiòi,
òàêèõ ÿê iíæåíåðíi, ôiçè÷íi òà åêîíîìi÷íi ìîäåëi.
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10 Ñïèñîê ëiòåðàòóðè

• Newton's Rule of Signs for Imaginary Roots. Author: Daniel J. Acosta

• Descartes' rule of signs

• Descartes' Rule of Signs - How hard can it be? Author: Stewart A. Levin

• Fundamental theorem of algebra

• The Fundamental Theorem of Algebra: an Elementary and Direct Proof.
Author: Oswaldo Rio Branco de Oliveira

• Florian Enescu, Fall 2010 Polynomials: Lecture notes Week 9.

• Rational root theorem

• Rational Root Theorem, Gauss's Theorem, Eisenstein's Criterion. Math
2070 Week 12

• Sturm's Theorem with Endpoints. Author: Philippe Pebay, J. Maurice
Rojas, David C. Thompson. February 23, 2017
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https://en.wikipedia.org/wiki/Fundamental_theorem_of_algebra
https://en.wikipedia.org/wiki/Rational_root_theorem#External_links
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