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Вступ
Глибина Тьюкi є фундаментальним поняттям у багатовимiрнiй статистицi, що дозволяє
вимiрювати центральнiсть точки в багатовимiрному просторi даних. Завдяки своїй стiй-
костi до викидiв, вона є потужним iнструментом у статистичному аналiзi.

Мета та завдання. Мета роботи — поглибити розумiння глибини Тьюкi та розробити
практичнi iнструменти для її обчислення в робастнiй статистицi й аналiзi даних.

Об’єкт i предмет дослiдження. Ця дипломна робота присвячена дослiдженню теорети-
чних i обчислювальних аспектiв глибини Тьюкi, зосереджуючись на її властивостях, явних
формах для певних розподiлiв та алгоритмiчних методах її обчислення.

Структура роботи. Робота складається з трьох роздiлiв: перший аналiзує теоретичнi
основи та явнi форми глибини, другий розглядає аналiтичнi вирази та чисельнi апро-
ксимацiї, а третiй присвячений рандомiзованому методу апроксимацiї.
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Роздiл 1

Теоретичнi основи глибини Тьюкi

Глибина напiвпростору, запропонована Тьюкi в 1975 роцi, є потужним iнструментом ба-
гатовимiрної статистики (6), який визначає, наскiльки центрально розташована точка в
багатовимiрному просторi. Глибина пропонує надiйну альтернативу традицiйним мiрам
центральностi, таким як середнє або медiана. Ця секцiя надає всебiчну теоретичну основу
для глибини напiвпростору, охоплюючи її визначення, ключовi властивостi та аналiти-
чнi вирази для конкретних розподiлiв популяцiї: двовимiрний гаусiвський, двовимiрний
розподiл Кошi та рiвномiрний розподiл на квадратi. Ми розширюємо цi результати на
вищi розмiрностi, де це можливо, закладаючи основу для вивчення розподiлiв, таких як
гiперкуб у Rd.

1.1 Визначення та позначення
Визначення 1 (Глибина напiвпростору для емпiричного розподiлу). Для скiнченного на-
бору даних Xn = {x1, . . . ,xn} ⊂ Rd i точки θ ∈ Rd глибина напiвпростору визначається
як

HD(θ, Xn) =
1

n
min
∥u∥=1

#
(
Hθ,u ∩Xn

)
,

де Hθ,u = {x ∈ Rd : uTx ≥ uTθ} — замкнений напiвпростiр з одиничним нормальним
вектором u. Позначення #(A) означає потужнiсть множини A.

Iнакше кажучи, найменша мiра пiвпросторiв, що мiстять задану точку θ. Точки за межами
опуклої оболонки Xn мають нульову глибину; чим центральнiшою є точка всерединi хмари
даних, тим вона глибша.

Визначення 2 (Глибина напiвпростору для теоретичного розподiлу). Нехай P — ймовiрнi-
сний розподiл на Rd (тобто P (Rd) = 1). Для точки θ ∈ Rd глибина напiвпростору визна-
чається як

HDP (θ) = inf
∥u∥=1

P
(
Hθ,u

)
.

Оскiльки P може бути атомарною, inf не завжди досягається; проте для неперервних
розподiлiв вiн збiгається з мiнiмумом. Значення HDP (θ) належить iнтервалу [0, 1].

Визначення 3 (Множини рiвня та медiана Тьюкi). Для α ≥ 0 визначимо множину рiвня

Dα =
{
θ ∈ Rd : HD(θ) ≥ α

}
.

Медiаною Тьюкi називається точка θ∗, що максимiзує функцiю глибини: HD(θ∗) = supθ HD(θ).
Якщо множина Dα∗ при α∗ = supθ HD(θ) не є зв’язною, за медiану беруть центр ваги Dα∗ .
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Множини Dα є вкладеними (α′ > α =⇒ Dα′ ⊆ Dα) та допомагають вiзуалiзувати кон-
тури розподiлу. Медiана Тьюкi забезпечує робастну оцiнку положення, покладаючись на
геометрiю напiвпросторiв, а не на моменти.

1.2 Властивостi
Глибина напiвпростору має низку математичних властивостей, що пiдсилюють її практи-
чну цiннiсть у статистичному аналiзi. У цьому пунктi властивостi, отриманi з першодже-
рела (8), подано з докладними поясненнями i, де доречно, зi стислими ескiзами доведень,
якi прояснюють їхню сутнiсть.

Твердження 1 (Афiнна iнварiантнiсть). Глибина напiвпростору є афiнно iнварiантною.
Для афiнного перетворення g(x) = Ax + b, де A ∈ Rd×d з det(A) ̸= 0 та b ∈ Rd, i мiри µ,
маємо

HD(g(θ), µg) = HD(θ, µ),

де µg(B) = µ(g−1(B)) для будь-якої борелiвської множини B ⊂ Rd.

Короткий виклад доведення. Розглянемо напiвпростiр Hg(θ),u = {y : u⊤y ≥ u⊤(Aθ + b)}.
Пiд час перетворення g це вiдповiдає напiвпростору в початковому просторi з нормаллю
v = A⊤u/∥A⊤u∥. Мiра µg(Hg(θ),u) = µ(g−1(Hg(θ),u)) дорiвнює мiрi вiдповiдного напiвпро-
стору в початковому просторi, зберiгаючи iнфiмум.

Афiнна iнварiантнiсть гарантує, що глибина лишається незмiнною за масштабуван-
ня, обертання та паралельного перенесення, тож вона коректно працює з розподiлами з
довiльним рiвнем коварiацiї.

Твердження 2 (Квазiувiгнутiсть). Для будь-якої позитивної мiри µ, функцiя глибини HDµ

є квазiувiгнутою, тобто для θ1,θ2 ∈ Rd та 0 ≤ γ ≤ 1,

HDµ(γθ1 + (1− γ)θ2) ≥ min{HDµ(θ1),HDµ(θ2)}.

Наслiдок 1. Для будь-якого α ≥ 0, область глибини Dα є опуклою.

Квазiувiгнутiсть означає, що функцiя глибини не зменшується занадто швидко вздовж
вiдрiзкiв прямих, що гарантує опуклiсть областей глибини та полегшує визначення цен-
тральних регiонiв.

Твердження 3 (Верхня напiвнеперервнiсть). Для будь-якого ймовiрнiсного розподiлу P ,
функцiя глибини HD(θ) є верхньою напiвнеперервною. Якщо P має щiльнiсть вiдносно
мiри Лебега, то HD(θ) також є нижньою напiвнеперервною, а отже, неперервною.

Верхня напiвнеперервнiсть гарантує, що малi змiни в θ не викликають рiзких зростань
HD, тодi як неперервнiсть для розподiлiв iз щiльнiстю спрощує аналiтичнi та обчислю-
вальнi пiдходи.

Твердження 4 (Обмеженiсть). Для будь-якого ймовiрнiсного розподiлу P та α > 0, мно-
жина Dα є обмеженою та компактною.

Короткий виклад доведення. Оскiльки P (Rd) = 1, iснує куля Bm = {x : ∥x∥ ≤ m} з
P (Bm) > 1 − α. Для θ /∈ Bm, роздiляюча гiперплощина визначає напiвпростiр Hθ,u з
P (Hθ,u) < α, тому θ /∈ Dα. Отже, Dα ⊂ Bm, а компактнiсть випливає iз замкненостi
(завдяки верхнiй напiвнеперервностi).
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Твердження 5 (Представлення множин рiвняDα). Для будь-якого ймовiрнiсного розподiлу
P та α > 0,

Dα =
⋂

{H : H — замкнений напiвпростiр, для якого P (Hc) < α}.

Еквiвалентно,

Dα =
⋂

{H : H — замкнений напiвпростiр, для якого P (H) > 1− α}.

Це представлення пiдкреслює геометричну природу множин рiвня глибини як перети-
нiв напiвпросторiв, що узгоджується з iнтуїтивним поняттям центральностi.

Твердження 6 (Iснування максимальної глибини). Для будь-якої ймовiрнiсної мiри P на
Rd, iснує принаймнi одна точка θ∗, для якої

HD(θ∗) = sup
θ

HD(θ).

Короткий виклад доведення. Нехай α∗ = supθ HD(θ) ≤ 1. Для α < α∗, Dα є непорожньою,
замкненою та обмеженою. Перетин D =

⋂
0<α<α∗ Dα є непорожнiм, i будь-яка θ ∈ D має

HD(θ) ≥ α∗, отже, HD(θ) = α∗.

Твердження 7 (Теорема про базис променiв). Якщо iснує точка θ∗ та набiр одиничних
векторiв J = {u1, . . .}, таких що

P (Hθ∗,uj
) = HD(θ∗) ∀j, i

⋃
j∈J

Hθ∗,uj
= Rd,

то HD(θ∗) = maxθ HD(θ). Набiр J можна вибрати так, щоб вiн мiстив не бiльше d + 1
елементiв.

Ця теорема встановлює достатню умову для того, щоб точка була медiаною Тьюкi,
використовуючи геометричне покриття Rd напiвпросторами.

Твердження 8 (Нижня межа максимальної глибини). Для будь-якої ймовiрнiсної мiри P
на Rd,

max
θ

HD(θ) ≥ 1

d+ 1
.

Короткий виклад доведення. За теоремою Хеллi (3), для будь-якого α∗ = maxθ HD(θ),
iснують d+ 1 напiвпростори Hj з P (Hc

j ) < α∗ + ϵ, такi що їхнiй перетин порожнiй. Отже,
1 = P (Rd) ≤

∑d+1
j=1 P (H

c
j ) < (d+ 1)(α∗ + ϵ), що означає α∗ ≥ 1/(d+ 1) при ϵ→ 0.

В сукупностi цi властивостi видiляють глибину напiвпростору як надiйну, геометрично
iнтуїтивну та математично обґрунтовану мiру багатовимiрної центральностi. Нижня оцiн-
ка максимальної глибини гарантує, зокрема, що навiть у високих розмiрностях найглибша
точка охоплює iстотну частку маси розподiлу.

1.3 Аналiтичнi вирази для деяких розподiлiв
Далi наведемо приклад функцiй глибину напiвпростору для трьох двовимiрних розподi-
лiв: стандартного двовимiрного гаусiвського, двовимiрного розподiлу Кошi та рiвномiрно-
го розподiлу на квадратi (4-кутнику) (8). Узагальнення на Rd наведенi для полегшення
вивчення аналогiв у вищих розмiрностях (наприклад гiперкуб).
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Двовимiрний гаусiвський розподiл
Стандартний двовимiрний гаусiвський розподiл у R2 має щiльнiсть

f(x, y) =
1

2π
exp
(
−x2+y2

2

)
.

За властивiстю радiальної симетрiї глибина у точцi (x, y) залежить лише вiд r =
√
x2 + y2.

Твердження 9 (Глибина для стандартного двовимiрного гаусiвського розподiлу).

HD(x, y) = 1− Φ
(√

x2 + y2
)
,

де Φ — функцiя розподiлу стандартного нормального розподiлу. Область HD визначається
як

Dα = {(x, y) : x2 + y2 ≤ [Φ−1(1− α)]2}.

Максимальний HD дорiвнює 1/2, а медiана Тьюкi — (0, 0).

Доведення. Для точки (r, 0) розглянемо напiвплощину H = {(x, y) : x ≥ r}. Тодi

P (H) =

∫ ∞

r

1√
2π
e−x2/2 dx = 1− Φ(r).

За симетрiєю це є мiнiмумом серед усiх напiвплощин, що проходять через (r, 0). Для за-
гального (x, y) покладемо r =

√
x2 + y2.

Рис. 1.1: Поверхня напiвпросторової глибини для стандартного двовимiрного гаусiвського
розподiлу HD(x, y) = 1− Φ

(√
x2 + y2

)
. Центральний пiк вiдповiдає максимальнiй глиби-

нi 1/2, а круговi контури вiдображають рiвнi глибини.
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Твердження 10 (Глибина для двовимiрного гаусiвського розподiлу з коварiацiєю Σ). Не-
хай X ∼ N2(µ,Σ) з додатно-визначеною коварiацiйною матрицею Σ. Позначимо радiус
Махаланобiса

δ(x) =
√

(x− µ)⊤Σ−1(x− µ).

Тодi
HD(x) = 1− Φ

(
δ(x)

)
, Dα =

{
x : δ(x) ≤ Φ−1(1− α)

}
.

Максимальна HD досягається в µ та залишається рiвною 1/2.

Доведення. Застосуємо афiнне вiдображення z = Σ−1/2(x−µ), яке переводить N2(µ,Σ) у
стандартний двовимiрний гаусiвський розподiл. HD є афiнно iнварiантним, тому HD(x) =
HD(z) = 1− Φ(∥z∥2), а ∥z∥2 = δ(x).

Зауваження 1 (Узагальнення на Rd). Для X ∼ Np(µ,Σ) (Σ ≻ 0), позначимо δ(x) =
∥Σ−1/2(x− µ)∥2. Тодi

HD(x) = 1− Fχp

(
δ(x)

)
, Dα =

{
x : δ(x) ≤ F−1

χp
(1− α)

}
.

Максимальний HD становить 1/2 i досягається в µ. Контури глибини є колами, коли
Σ = I2, i елiпсами, орiєнтованими за власними векторами Σ у загальному випадку.

Зауваження 2. Зв’язок мiж вiдстанню Махаланобiса та напiвпросторовою глибиною є клю-
човою особливiстю елiптично-симетричних розподiлiв, таких як двовимiрний нормальний.
Ця властивiсть дозволяє ранжувати точки за центральнiстю для надiйних наближень. Цей
зв’язок використовується в обчислювальних методах, таких як (2).

Двовимiрний розподiл Кошi
Двовимiрний розподiл Кошi, утворений незалежними одновимiрними змiнними Кошi X
та Y , має щiльнiсть

f(x, y) =
1

π2

(
1

1 + x2

)(
1

1 + y2

)
.

Його важкi хвости призводять до унiкальних контурiв HD порiвняно з гаусiвським розпо-
дiлом.

Твердження 11 (Глибина для двовимiрного розподiлу Кошi). Для двовимiрного розподiлу
Кошi функцiя напiвпросторова глибина має вигляд

HD(x, y) =
1

2
− 1

π
arctan (max{|x|, |y|}) .

Контури HD є квадратами з центром у початку координат, тобто

Dα = {(x, y) : max{|x|, |y|} ≤ tan

(
π

(
1

2
− α

))
}.

Максимальна глибина становить 1/2, а медiана Тьюкi — (0, 0).

Доведення. Розглянемо (u, v) з 0 ≤ u < v та напiвплощину Ha,b = {(x, y) : ax + by ≥
au+ bv}, a, b > 0. Лема P (aX + bY ) = P ((|a|+ |b|)X) означає

P (Ha,b) = P

(
X ≥ au+ bv

a+ b

)
= P (X ≥ ãu+ (1− ã)v),

де ã = a/(a + b). Оскiльки u < v, вираз максимiзується при ã = 0, що дає P (X ≥ v) =
1
2
− 1

π
arctan(v). Симетрiя розширює це на max{|x|, |y|}.
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Рис. 1.2: Контури напiвпросторової глибини для двовимiрного розподiлу Кошi, що описую-
ться формулою HD(x, y) = 1

2
− 1

π
arctan

(
max{|x|, |y|}

)
. Рiвнi глибини утворюють вкладенi

квадрати (суцiльнi лiнiї)

Зауваження 3 (Узагальнення на Rd). Для d-вимiрного розподiлу Кошi з незалежними
стандартними компонентами Кошi функцiя HD має вигляд

HD(x) =
1

2
− 1

π
arctan (∥x∥∞) ,

де ∥x∥∞ = maxi=1,...,p |xi|. Множини рiвня визначаються як

Dα = {x : ∥x∥∞ ≤ tan

(
π

(
1

2
− α

))
},

що є гiперкубом у Rd. Максимальна глибина становить 1/2 та досягається в точцi 0.

Квадратнi контури виникають через важкi хвости розподiлу Кошi, що контрастує з
круговими контурами гаусiвського розподiлу та пiдкреслює вплив поведiнки хвостiв на
HD.

Рiвномiрний розподiл на квадратi (4-кутнику)
Рiвномiрний розподiл на квадратi Q = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2 має щiльнiсть

f(x, y) = I((x, y) ∈ Q).

Правильний чотирикутник є зручним базовим прикладом для аналiзу рiвневих контурiв
глибини, коли розподiл має обмежену (многокутну) опору.
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Твердження 12 (HD для рiвномiрного розподiлу на квадратi). Для рiвномiрного розподiлу
на Q = [0, 1]× [0, 1], функцiя HD має вигляд

HD(x, y) = 2min(x, 1− x)min(y, 1− y) для (x, y) ∈ Q,

i HD(x, y) = 0 поза Q. Область HD визначається як

Dα = {(x, y) ∈ Q : min(x, 1− x)min(y, 1− y) ≥ α

2
}.

Максимальна HD становить 1/2, та досягається в точцi (1/2, 1/2).

Короткий виклад доведення. Квадрат можна розглядати як перетин чотирьох напiвпро-
сторiв. Для (x, y) ∈ Q, мiнiмальна ймовiрнiсна маса в напiвплощинi досягається при роз-
рiзi вздовж координатних осей, що дає добуток вiдстаней до меж. Поза Q, принаймнi одна
напiвплощина має нульову масу.

Функцiя HD формує гiперболiчний параболоїд у кожному квадрантi квадрата, з гре-
бенями вздовж x = 1/2 та y = 1/2. Контури згладжують кути квадрата, створюючи
характерний вiзерунок.

Зауваження 4 (Узагальнення на Rd). Для рiвномiрного розподiлу на гiперкубi Q = [0, 1]p ⊂
Rd з щiльнiстю

f(x) = I(x ∈ Q),

функцiя глибини має вигляд

HD(x) = 2p
p∏

i=1

min(xi, 1− xi) для x ∈ Q,

i HD(x) = 0 поза Q. Область HD визначається як

Dα =

{
x ∈ Q :

p∏
i=1

min(xi, 1− xi) ≥
α

2p

}
.

Максимальний глибина становить 1/2 i досягається в (1/2, . . . , 1/2).

1.4 Висновки
1. Визначення глибини Тьюкi. Найменша мiра пiвпросторiв, що мiстять задану точку
x. Глибина Тьюкi (або напiвпросторова глибина HD) показує, наскiльки точка є ти-
повою як значення випадкового вектора з розподiлом µ.

2. Ключовi властивостi. Глибина є афiнно iнварiантною, квазiувiгнутою, верхньо-(а для
неперервних мiр — й нижньо-) напiвнеперервною; множини Dα опуклi й компактнi.
Доведено iснування медiани Тьюкi та унiверсальну нижню межу max

θ
HD(θ) ≥ 1

d+1
,

що гарантує змiстовнiсть поняття «найглибшої» точки навiть у високих розмiрно-
стях.

3. Аналiтичнi формули для репрезентативних розподiлiв.
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Рис. 1.3: Контури напiвпросторової глибини для рiвномiрного розподiлу на квадратi, що
описуються формулою HD(x, y) = 2min(x, 1−x)min(y, 1−y), утворюють форму вкладених
згладжених квадратiв.

• Гаусiвський. HD(x, y) = 1 − Φ(r) (або 1 − Φ(δ) для довiльної Σ); контури —
концентричнi кола / елiпси.

• Кошi. HD(x, y) = 1
2
− 1

π
arctan

(
max{|x|, |y|}

)
; контури — квадрати (гiперкуби у

Rd).

• Рiвномiрний на квадратi. HD(x, y) = 2min(x, 1− x)min(y, 1− y); контури згла-
джують вершини й вирiвнюються вздовж x = 1

2
, y = 1

2
.

В усiх трьох випадках максимальна глибина дорiвнює 1/2 i досягається в центрi
симетрiї.
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Роздiл 2

Обчислення глибини для ймовiрнiсних
розподiлiв

2.1 Узагальнення глибини Тьюкi в рiвномiрно розподiленiй оди-
ничнiй кулi в Rd

2.1.1 Глибина Тьюкi для рiвномiрної мiри на Bd

Нехай Bd = {x ∈ Rd | ∥x∥ ≤ 1} — замкнена одинична куля у Rd. Розглядаємо рiвномiрну
(iзотропну) ймовiрнiсну мiру: для будь-якої вимiрної множини A ⊂ Bd

F (A) =
Vold(A)

Vold(Bd)
,

де Vold(·) - d-вимiрна мiра Лебега.
.

Для точки θ ∈ Rd та мiри F визначимо

HDF (θ) = inf
u∈Sd−1

F
(
{x ∈ Rd : ⟨x− θ, u⟩ ≥ 0}

)
,

тобто мiнiмальну ймовiрнiсть пiвпростору, вiдмежованого гiперплощиною ⟨x− θ, u⟩ = 0.

2.1.2 Геометрiя пiвпросторiв у кулi
Щоб проiлюструвати iдею, розглянемо одиничний диск B2 iз центром O i точкою θ все-
рединi нього (з ∥θ∥ < 1). Мiра замкненого пiвпростору H(u, θ) ∩B2 залежить вiд перпен-
дикулярної вiдстанi вiд O до гiперплощини ⟨x− θ, u⟩ = 0. Для заданого напрямку u ∈ S1

(одиничне коло) ця вiдстань дорiвнює

l = |⟨θ, u⟩|.

Серед усiх напрямкiв u, якi забезпечують θ ∈ H(u, θ), мiнiмальний об’єм H(u, θ) ∩ B2

досягається, коли l максимiзується. Геометрично ця оптимальна ситуацiя виникає, коли u
вибирається паралельним до вектора вiд початку координат до θ, тобто

u =
θ

∥θ∥
.
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У цьому випадку гранична гiперплощина має вигляд

⟨x, θ⟩ = ∥θ∥2,

а вiдповiдний пiвпростiр задається як

H

(
θ

∥θ∥
, θ

)
=
{
x ∈ R2 : ⟨x, θ⟩ ≥ ∥θ∥2

}
.

Глибина Тьюкi точки θ визначається як вiдношення площi шапки H
(

θ
∥θ∥ , θ

)
∩ B2 до за-

гальної площi B2:

HDF(θ) =
Vol
(
H
(

θ
∥θ∥ , θ

)
∩B2

)
Vol(B2)

.

Рис. 2.1: Одинична куля з центром у точцi O та внутрiшня точка, позначимо її як θ.
Серед усiх напiвпросторiв, чия гранична площина проходить через θ, оптимальним є той,
чия площина є ортогональною до вектора Oθ; вона розташована якнайдалi вiд початку
координат i, отже, вiдсiкає найменшу сферичну шапку вiд кулi. Вiдносний об’єм цiєї шапки
(щодо всiєї кулi) i дорiвнює напiвпросторовiй глибинi точки θ.

2.1.3 Iнтегральна форма для об’єму сегмента кулi
Без втрати загальностi, скориставшись iнварiантнiстю вiдносно обертання, ми можемо
сумiстити θ з першою координатною вiссю. Тодi умова ⟨x, θ⟩ ≥ ∥θ∥2 спрощується до

x1 ≥ ∥θ∥,
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де x1 — перша координата вектора x. Вiдтак{
x ∈ Bd : ⟨x, θ⟩ ≥ ∥θ∥2

}
=
{
x : ∥x∥ ≤ 1, x1 ≥ ∥θ∥

}
.

Щоб обчислити його об’єм, розiб’ємо одиничну кулю ∥x∥ ≤ 1 на гiперплощиннi перерiзи
за кожного фiксованого r ∈ [∥θ∥, 1]. Кожен такий перерiз є (d−1)-вимiрною кулею радiуса√
1− r2. Отже

Vol
(
H(θ) ∩Bd

)
=

∫ 1

∥θ∥
vol
(
Bd−1

)
(1− r2)

d−1
2 dr.

2.1.4 Остаточна формула для глибини
Ми починаємо з виразу

HD(θ;F ) =
1

Vol(Bd)

∫ 1

∥θ∥
vol
(
Bd−1

) (
1− r2

)d−1
2 dr,

де загальний об’єм d-вимiрної кулi та (d− 1)-вимiрної кулi задано як

Vol(Bd) =
π

d
2

Γ
(

d
2
+ 1
) i vol

(
Bd−1

)
=

π
d−1
2

Γ
(

d−1
2

+ 1
) .

Пiдставляючи цi вирази у формулу HD, отримуємо

HD(θ;F ) =
Γ
(

d
2
+ 1
)

π
d
2

π
d−1
2

Γ
(

d−1
2

+ 1
) ∫ 1

∥θ∥

(
1− r2

)d−1
2 dr.

Цей множник спрощується до
Γ
(

d
2
+ 1
)

Γ
(

d−1
2

+ 1
) 1

π1/2
.

Щоб обчислити iнтеграл, ми пiдставляємо u = r2, так що du = 2r dr, а отже

dr =
du

2
√
u
,

з межами iнтегрування, що змiнюються вiд r = ∥θ∥ до u = ∥θ∥2 i вiд r = 1 до u = 1. Таким
чином, iнтеграл перетворюється на∫ 1

∥θ∥

(
1− r2

)d−1
2 dr =

1

2

∫ 1

∥θ∥2
u−

1
2
(
1− u

)d−1
2 du.

За визначенням неповної бета-функцiї,

Bz(a, b) =

∫ z

0

t a−1 (1− t) b−1 dt,

з a = 1
2

та b = d+1
2

, наведений iнтеграл можна записати як∫ 1

∥θ∥2
u−

1
2
(
1− u

)d−1
2 du = B

(
1
2
, d+1

2

)
−B∥θ∥2

(
1
2
, d+1

2

)
.
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Отже, ∫ 1

∥θ∥

(
1− r2

)d−1
2 dr =

1

2

[
B
(

1
2
, d+1

2

)
−B∥θ∥2

(
1
2
, d+1

2

)]
.

Далi, використаємо тотожнiсть, яка пов’язує бета-функцiю з гамма-функцiями:

B(a, b) =
Γ(a) Γ(b)

Γ(a+ b)
.

Отже,

B
(

1
2
, d+1

2

)
=

Γ
(

1
2

)
Γ
(

d+1
2

)
Γ
(

d
2
+ 1
) .

Регуляризована неповна бета-функцiя визначається як

Iz(a, b) =
Bz(a, b)

B(a, b)
.

Поєднуючи цi спiввiдношення, ми виражаємо iнтеграл як∫ 1

∥θ∥

(
1− r2

)d−1
2 dr =

1

2
B
(

1
2
, d+1

2

)[
1− I∥θ∥2

(
1
2
, d+1

2

)]
.

Пiдставляючи назад у вираз для HD(θ;F ), отримуємо

HD(θ;F ) =
Γ
(

d
2
+ 1
)

Γ
(

d−1
2

+ 1
) 1

π1/2
· 1
2
B
(

1
2
, d+1

2

)[
1− I∥θ∥2

(
1
2
, d+1

2

)]
.

Пiдставимо бета-функцiю через гамма-функцiї:

1

2
B
(

1
2
, d+1

2

)
=

1

2

Γ
(

1
2

)
Γ
(

d+1
2

)
Γ
(

d
2
+ 1
) .

Пiсля скорочення Γ
(

d
2
+ 1
)
:

HD(θ;F ) =
1

2

Γ
(

1
2

)
Γ
(

d+1
2

)
Γ
(

d−1
2

+ 1
)
π1/2

[
1− I∥θ∥2

(
1
2
, d+1

2

)]
.

Оскiльки Γ
(

1
2

)
=

√
π, отримуємо остаточний вираз у замкненiй формi:

HD(θ;F ) =
1

2

[
1− I∥θ∥2

(
1
2
, d+1

2

)]
, для ∥θ∥ < 1.

Аналiтична формула явно демонструє, як об’єми (d − 1)- та d-вимiрних куль (що вклю-
чають π та Γ-функцiї) поєднуються з iнтегральним виразом, щоб у пiдсумковiй формулi
отримати регуляризовану неповну бета-функцiю.
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2.1.5 Приклади
Випадок d = 1. Одинична «куля» тут — iнтервал B1 = [−1, 1]. Для точки θ ∈ [−1, 1]
напiвпростiр мiнiмальної ймовiрностi — промiнь H = {x ≥ θ} (якщо θ > 0), довжина
якого дорiвнює 1− θ. Iмовiрнiсть (вiдношення довжин)

HD(θ) =
1− |θ|

2
, θ ∈ [−1, 1].

Випадок d = 2. Нехай θ ∈ B2 з радiусом r = ∥θ∥ ∈ [0, 1). Завдяки обертовiй iнварiантностi
спрямуємо θ уздовж осi x. Оптимальний напiвпростiр обмежує пряма x = r; вона вiдтинає
вiд одиничного диска круговий сегмент площею

Acap(r) = 2

∫ 1

r

√
1− t2 dt = arccos r − r

√
1− r2.

Оскiльки Vol(B2) = π, маємо

HD(θ) =
Acap(r)

π
=

arccos r − r
√
1− r2

π
, 0 ≤ r ≤ 1.

Максимальна глибина дорiвнює 1/2 (досягається у центрi).

Випадок d = 3. Для θ ∈ B3 позначимо r = ∥θ∥ ∈ [0, 1). Площина x = r (ортогональна до
Oθ) вiдсiкає вiд кулi сферичний сегмент висоти h = 1− r i об’єму

Vcap(r) =
πh2(3− h)

3
=
π(1− r)2(2 + r)

3
.

Оскiльки Vol(B3) = 4π/3,

HD(θ) =
Vcap(r)

4π/3
=

(1− r)2(2 + r)

4
, 0 ≤ r ≤ 1.

Як i ранiше, maxHD = 1/2 у точцi O.

2.2 Глибина Тьюкi для α-стiйких розподiлiв

2.2.1 Постановка задачi для двовимiрного випадку
Симетрична α-стiйка випадкова величина X має характеристичну функцiю

φX(t) = exp
(
−|t|α

)
, 0 < α ≤ 2.

X ∼ S(α, 0, 1, 0)

з характеристичною функцiєю
φX(t) = exp(−|t|α).

Нехай незалежнi X, Y ∼ S(α, 0, 1, 0). Тодi для будь-яких констант a, b лiнiйна комбiнацiя

Z = aX + bY
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матиме характеристичну функцiю

φZ(t) = exp
[
−
(
|a|α + |b|α

)
|t|α
]
,

що вказує на те, що

Z ∼ S
(
α, 0, c′, 0

)
, де c′ =

(
|a|α + |b|α

)1/α
.

Ця властивiсть масштабування дозволяє стандартизувати задачу так, що

P
(
aX + bY ≥ ax+ by

)
= P

(
aX + bY

c′
≥ ax+ by

c′

)
.

Для стислостi ми позначимо

c =
ax+ by

c′
,

та назвемо його є порогом спрямованостi.

2.2.2 Аналiз порогу спрямованостi
Ми дослiджуємо функцiю, визначену як

c(a, b) =
a x+ b y(

|a|α + |b|α
)1/α ,

яка є однорiдною функцiєю першого степеня:

|a|α + |b|α = 1.

Введемо наступну параметризацiю:

a = t1/α, b = (1− t)1/α, t ∈ [0, 1],

функцiя набуває вигляду:
c(t) = x t1/α + y (1− t)1/α.

Увiгнутiсть проти опуклостi. Характер вiдображення t 7→ t1/α є ключовим:

• Для α > 1: Оскiльки 1/α < 1, функцiя t1/α є увiгнутою. Таким чином, c(t) є увiгнутою
функцiєю на (1, 2] i ї ї максимум досягається в єдинiй внутрiшнiй точцi.

• Для α ≤ 1: Тут 1/α ≥ 1, тому t1/α є опуклою; отже, c(t) є опуклою на (0, 1], i
максимум досягається в однiй iз граничних точок.

Випадок 1: 1 < α ≤ 2

Диференцiюючи c(t) i прирiвнюючи c′(t) = 0, швидко отримуємо(
1− t

t

)α−1
α

=
y

x
,
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що дає оптимальне значення
t∗ =

1

1 +
(

y
x

) α
α−1

.

Пiдставляючи t∗ у f(t), отримуємо

cmax = x

[
1 +

(y
x

) α
α−1

]α−1
α

.

Визначаючи
β =

α

α− 1
,

це спрощується до вигляду

cmax =
(
xβ + yβ

)1/β
.

Випадок 2: 0 < α ≤ 1

Коли 0 < α ≤ 1, функцiя c(t) є опуклою, i тому її максимум досягається в однiй iз
граничних точок iнтервалу. Отже, у цьому випадку маємо

cmax = max{x, y}.

2.2.3 Iнтегральне представлення для формули глибини
Пiсля визначення cmax, ми обчислюємо ймовiрнiсть для стандартної симетричної стiйкої
змiнної наступним чином. Для

Z ∼ S(α, 0, 1, 0),

за формулою iнверсiї Гiля–Пелаеза (5) маємо функцiю розподiлу:

F (z) =
1

2
+

1

π

∫ ∞

0

sin(tz)

t
exp(−tα) dt.

Отримуємо:

P (Z ≥ z) = 1− F (z) =
1

2
− 1

π

∫ ∞

0

sin(tz)

t
exp(−tα) dt.

Пiдставивши у формулу порiг спрямованостi, ймовiрнiсть, що нас цiкавить, дорiвнює:

P
(
aX + bY ≥ ax+ by

)
= P

(
Z ≥ c

)
,

де

c =
ax+ by(

|a|α + |b|α
)1/α .

Пiдставляючи оптимальний порiг cmax (який тепер залежить вiд спiввiдношення значень
x i y та вiд α), отримуємо остаточну формулу для HD:

HD(x, y) = P
(
aX + bY ≥ ax+ by

)
=

1

2
− 1

π

∫ ∞

0

sin
(
t cmax

)
t

exp(−tα) dt.

Тут зауважимо, що:

• Для 1 < α ≤ 2: cmax =
(
xβ + yβ

)1/β, де β = α
α−1

.

• Для 0 < α ≤ 1: cmax = max{x, y}.
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2.2.4 Вiзуалiзацiя контурiв глибини
Розглянемо два сценарiї:

• 0 < α ≤ 1 (наприклад, α = 0.8), функцiя f(t) = x t1/α + y (1 − t)1/α є опуклою,
тому максимум досягається в однiй iз граничних точок. Отже, оптимальний порiг
становить

cmax = max{x, y}.

• 1 < α ≤ 2 (наприклад, α = 1.3), оптимум визначається як

cmax =
(
xβ + yβ

)1/β
, β =

1.3

1.3− 1
≈ 4.33.

На рисунку 2.2 показано контури глибини для α = 0.8 та α = 1.3. Для 1 < α ≤ 2
контури мають бiльш округлу форму, тодi як для 0 < α ≤ 1 - залежать лише вiд бiльшої
координати, що призводить до виродженого випадку - завжди квадратних форм контурiв.
Цi приклади узгоджується з вiдомими розподiлами: для α = 1 (розподiл Кошi) отримуємо
cmax = max{x, y} з ймовiрнiстю

P (Z ≥ z) =
1

2
− 1

π
arctan(z),

а для α = 2 (гауссiвський розподiл) з β = 2, порiг стає

cmax =
√
x2 + y2,

що є знайомою евклiдовою нормою та частиною формули глибини для стандартного га-
уссiвського розподiлу. Цi особливi випадки разом iз контурними графiками яскраво iлю-
струють геометричну поведiнку функцiї глибини при змiнi α.

Рис. 2.2: Контури глибини для рiзних значень параметра α.
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2.2.5 Узагальнення для Rd

Нехай x = (x1, . . . , xd) — випадковий вектор iз незалежними однаково розподiленими ком-
понентами xi ∼ Sα(0, 1, 0). Для будь-якого вектора a = (a1, . . . , ad) ̸= 0 визначимо порiг
прямованостi як:

c(a) =

d∑
i=1

aixi(∑d
i=1 |ai|α

)1/α .
Оскiльки i чисельник, i знаменник є однорiдними функцiями першого степеня, ми можемо
нормалiзувати, накладаючи умову

d∑
i=1

|ai|α = 1.

Таким чином, задача оптимiзацiї набуває вигляду

max
a

d∑
i=1

aixi за умови
d∑

i=1

|ai|α = 1.

Нерiвнiсть Гельдера (1 < α ≤ 2)

Нехай β =
α

α− 1
, так що 1

α
+ 1

β
= 1. За нерiвнiстю Гельдера,

d∑
i=1

aixi ≤
( d∑

i=1

|ai|α
)1/α( d∑

i=1

|xi|β
)1/β

= ∥x∥β,

i рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли

|ai|α =
|xi|β
d∑

j=1

|xj|β
.

Враховуючи знак xi, такi значення a⋆i будуть максимiзувати лiнiйну комбiнацiю:

a⋆i =
|xi|β−1 sgn(xi)(∑d

j=1 |xj|β
)1/α , i = 1, . . . , d,

Оптимальне значення cmax є Lβ-нормою

cmax = ∥x∥β =
( d∑

i=1

|xi|β
)1/β

.

Рiшення, з використанням граничного значення 0 < α ≤ 1

Коли 0 < α ≤ 1, вiдображення t 7→ |t|α є опуклим, тому множина обмежень є опуклим тi-
лом, а цiльова функцiя

∑
aixi — лiнiйна. За опуклiстю можна стверджувати, що максимум

досягається в екстремумi, тобто коли всi |ai|, крiм одного, дорiвнюють нулю. Отже,

cmax = ∥x|∞ = max
1≤i≤d

|xi| .
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2.3 Глибина Тьюкi для двовимiрного експоненцiйного розподiлу

2.3.1 Обчислення I(k)
Розглянемо двi незалежнi випадковi величини X ∼ Exp(λ1) та Y ∼ Exp(λ2), iз щiльнiстю,
заданою як

fX,Y (x, y) = λ1λ2e
−λ1x−λ2y, x, y ≥ 0.

У двовимiрному просторi через точку (a, b) проходить пряма з нахилом k = tan θ,
видiляючи двi комплементарнi областi:

• Нижче прямої: I(k) = P (Y ≤ k(X − a) + b).

• Вище прямої: 1− I(k) = P (Y ≥ k(X − a) + b).

Таким чином, глибину Тьюкi можна переписати як:

D(a, b) = inf
k
min{I(k), 1− I(k)}.

Ми розрiзняємо три випадки для I(k):

• Випадок I (Трикутник): Точки перетину з осями x та y додатнi, тобто x0 = a− b
k
> 0

i y0 = b− ka > 0. Область утворює трикутник, обмежений прямою та осями.

• Випадок II: Вiд’ємний перетин з вiссю x i додатний перетин з вiссю y, тобто x0 < 0
i y0 > 0.

• Випадок III: Додатний перетин з вiссю x i вiд’ємний перетин з вiссю y, тобто x0 > 0
i y0 < 0.

Рис. 2.3: Вiзуалiзацiя областей, визначених прямими через (a, b): Випадок I показує три-
кутну область (обидва перетини додатнi), Випадок II — область, коли перетин з вiссю x
вiд’ємний, i Випадок III — коли перетин з вiссю y вiд’ємний.

Випадки II i III можна об’єднати, оскiльки область iнтегрування в першому квадрантi
подiбна. Для унiфiкованого пiдходу ми визначаємо

A = max

{
0, a− b

k

}
.
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Таким чином, ймовiрнiсна маса нижче прямої задається як

I(k) =

{
I1(k) якщо x0 > 0 i y0 > 0 (Випадок I),
I2(k) в iншому випадку (Випадки II i III),

де:

I1(k) =

∫ x0

0

∫ k(x−a)+b

0

λ1λ2e
−λ1x−λ2y dy dx,

I2(k) =

∫ ∞

A

∫ k(x−a)+b

0

λ1λ2e
−λ1x−λ2y dy dx.

Обчислюючи внутрiшнiй iнтеграл за y,∫ k(x−a)+b

0

λ2e
−λ2y dy = 1− e−λ2[k(x−a)+b],

ми отримуємо для Випадку I:

I1(k) =

∫ x0

0

λ1e
−λ1x

[
1− e−λ2[k(x−a)+b]

]
dx,

i для Випадкiв II та III:

I2(k) =

∫ ∞

A

λ1e
−λ1x

[
1− e−λ2[k(x−a)+b]

]
dx.

Цi iнтеграли не можна обчислити аналiтично. Для Випадку I найближчий вираз за-
критого вигляду має вигляд

I1(k) =
[
1− e−λ1(a− b

k)
]
− e−λ2(ka−b) λ1

λ1 + λ2k

[
1− e−(λ1+λ2k)(a− b

k)
]
,

а для Випадкiв II та III:

I2(k) = e−λ1A

[
1− λ1

λ1 + λ2k
eλ2k(a−A)−λ2b

]
.

Для визначення оптимального нахилу k∗, який мiнiмiзує обидвi форми I(k), ми могли
б диференцiювати по k. Межi iнтегрування залежать вiд k, тому необхiдно застосовувати
правило Лейбнiца для диференцiювання пiд знаком iнтеграла. Через складнiсть виразiв
ми покладаємося лише на чисельнi методи (рис. 2.4), якi будуть детально розглянутi в
наступному роздiлi, або асимптотичнi наближення для знаходження k∗.

2.3.2 Асимптотичний аналiз оптимального нахилу
Ми дослiджуємо оптимальне k∗ у двох режимах на основi функцiї g(x) = k(x− a) + b.

Режим малих значень Коли g(x) є достатньо малим у межах областi iнтегрування, ми
застосовуємо наближення:

1− e−λ2g(x) ≈ λ2g(x) = λ2[k(x− a) + b].

Пiдставляючи в I(k) i оптимiзуючи, отримуємо:
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Рис. 2.4: Чисельна апроксимацiя для двовимiрного експоненцiального розподiлу з незале-
жними координатами (λ1 = λ2 = 1).

k∗ ≈ λ1
λ2
.

За умови a− bλ2

λ1
> 0, об’єднана область (Випадки II i III) дає:

I2(k
∗) ≈ 1

2
e
−λ1

(
a− bλ2

λ1

)
.

Це наближення вказує на нижчу ймовiрнiсну масу в цьому режимi, хоча точна мiнiмi-
зацiя вимагає оцiнки всiх випадкiв по k.

Режим великих значень Коли g(x) є великим, окрiм як поблизу межi, iнтеграл визнача-
ється вузькою областю, що дає:

k∗ ≈ λ1
λ2

(
1 +

1

c
ln
λ1
λ2

)
,

де c вiдображає масштаб поблизу межi, враховуючи швидкий експоненцiйний спад.
Примiтка: Цi асимптотичнi формули можуть бути корисними, але здебiльшого - дуже

наближеними i непрактичними. Повний аналiз вимагає оцiнки як Випадку I, так i Випадкiв
II/III для всiх k, щоб точно визначити мiнiмальну ймовiрнiсну масу.

2.4 Глибина Тьюкi для двовимiрного t-розподiлу
У цьому роздiлi ми коротко вiдмiтимо аналiтичнi та обчислювальнi властивостi глибини
Тьюкi для двовимiрного t-розподiлу, з якими ми стикнулися в ходi дослiдження.

По-перше, аналiтична форма для проекцiї iснує в iнтегральному виглядi (9); пiдiнте-
гральна функцiя включає в себе бета-функцiю та тригонометричну степеневу функцiю.
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Хоча точна формула є складною i тут не наводиться, її iснування забезпечує теоретичну
основу для вивчення функцiї глибини.

По-друге, елiптична симетрiя t-розподiлу забезпечує значну перевагу. Ця властивiсть
дозволяє визначити оптимальний напрямок проекцiї для точки x як − x

∥x∥ . Це контрастує
з розподiлами, такими як двовимiрний експоненцiйний, якi не мають елiптичної симетрiї,
що робить неможливим аналiтично визначити оптимальний напрям. Завдяки цьому об-
числення глибини Тьюкi можна звести до моделювання Монте-Карло, використовуючи
iнтегральне представлення функцiї щiльностi в точцi.

Проте в цьому дослiдженнi контури глибини були обчисленi за допомогою чисельних
методiв, а не симуляцiй Монте-Карло. Точнiсть цих контурiв буде перевiрена в наступному
роздiлi. Для випадку, коли v = 1, що вiдповiдає двовимiрному розподiлу Кошi, обчисленi
контури глибини збiгаються з теоретичними контурами, очiкуваними для цього розподiлу.

Рис. 2.5: Контурнi графiки глибини Тьюкi для бiварiатного t-розподiлу з v = 1 (розподiл
Кошi). Чисельно обчисленi контури вiдповiдають теоретичним очiкуванням для випадку
Кошi.
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Роздiл 3

Рандомiзована глибина Тьюкi

3.1 Основнi визначення
Метою цього роздiлу є оцiнка ефективностi рандомiзованої оцiнки для глибини Тьюкi

HDk(x) = min
1≤j≤k

P
(
⟨uj, X⟩ ≤ ⟨uj, x⟩

)
як наближення до точної глибини Тьюкi

HD(x) = inf
u∈Sd−1

P
(
⟨u,X⟩ ≤ ⟨u, x⟩

)
,

де {uj}kj=1 — це незалежнi однаково розподiленi рiвномiрнi напрямки на одиничнiй сферi.
Ми розглядаємо регiон промiжної глибини

Iε =
{
x : ε1 < HD(x) < 1

2
− ε2

}
, ε1, ε2 → 0.

Ця множина виключає як екстремальнi викиди, так i точки, близькi до медiани, забезпе-
чуючи збалансовану основу для висновкiв на основi глибини.

Попереднi теоретичнi роботи встановлюють, що на всiй областi

sup
x∈Rd

(
HDk(x)−HD(x)

)
= O

((
ln k
k

) 2
d−1

)
(7).

i що досягнення фiксованої точностi на Iε вимагає експоненцiйних витрат за d:

k ≳ exp(c d) [1.

У наших експериментах ми використовуємо максимум, вiдбираючи скiнченну множину
з Ntest точок у Iε та вимiрюючи

max
i=1,...,Ntest

(
HDk(xi)−HD(xi)

)
.

Цей максимум над тестовою вибiркою апроксимує теоретичний супремум i забезпечує
простi емпiричнi порiвняння.
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3.2 Збiжнiсть за мiрою Гаусса P

3.2.1 Вибiрка точок за глибиною
Пригадаємо формули глибини Тьюкi для стандартного двовимiрного нормального розпо-
дiлу. Якщо

X ∼ N (0, I2), x = (x1, x2) ∈ R2,

то (див. Rousseeuw & Ruts (8))

HD(x) = inf
u∈S1

P
(
⟨u,X⟩ ≤ ⟨u, x⟩

)
= 1− Φ

(
∥x∥2

)
.

У загальному випадку X ∼ N (0,Σ) евклiдову норму замiнюють на норму Махаланобiса

∥x∥Σ =
√
x⊤Σ−1x,

тому
HD(x) = 1− Φ

(
∥x∥Σ

)
.

Для генерацiї точок, чия глибина Тьюкi належить до ψ ∈ (ε1, 0.5− ε2), виконуємо:

1. Вибираємо ψ ∼ Unif(ε1, 0.5− ε2).

2. Обчислюємо r = Φ−1(1− ψ).

3. Вибираємо Z ∼ N (0, Id), задаємо u = Z/∥Z∥2.

4. Формуємо z = r u, а потiм x = Lz, де LL⊤ = Σ.

Ця схема вибiрки на основi глибини вiдрiзняється вiд пiдходу з iстинною розмiрнiстю в
(7), оскiльки вона навмисно нацiлена на велику кiлькiсть «проблемних» точок промiжної
глибини (1). Була отримана густина радiусу Махаланобiса R = ∥X∥Σ

fR(r) =
ϕ(r)

Φ(rmax)− Φ(rmin)
1{rmin ≤ r ≤ rmax},

де ϕ(r) — щiльнiсть стандартного нормального розподiлу, а rmin = Φ−1(1 − ε1), rmax =
Φ−1(1− 0.5 + ε2). Отже, вибiрка за глибиною концентрує точки ближче до центру (меншi
∥x∥Σ) i недостатньо представляє справжнi гауссовi хвости. Але по значенню глибини ψ
точки будуть представленi рiвномiрно.

3.2.2 Дизайн експерименту
В ходi кожної з Niter = 100 симуляцiй ми вводимо параметризацiю, подiбно до (7), за
допомогою

{Niter, Ntest, k, ε1, ε2, d, Σ, seed}.

1. Згенерувати Ntest точок з Iε.

2. Вибрати k напрямкiв на Sd−1.

3. Обчислити точну глибину HD(xi) та рандомiзовану глибину HDk(xi) для кожної
точки.
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4. Вимiряти maxi |HDk(xi)−HD(xi)|.

Нашi емпiричнi результати (Таблиця 3.1, Таблиця 3.2, Рисунок 3.1) пiдтверджують, що
помилки для [0, 0.5] та для промiжної глибини вiдрiзняються менш нiж на 3%. Для k ∈
{102, 103, 104} логарифмiчно-логарифмiчний графiк медiанної помилки дає два локальнi
нахили:

β̂100→1000 ≈ −0.93, β̂1000→10000 ≈ −0.60,

що дають середнiй емпiричний показник βemp ≈ −0.76. Таким чином ми фiксуємо значно
швидше спадання похибки, нiж асимптотична оцiнка β = − 2

d−1
= −0.222 для d = 10,

отримане з обмеження

sup
i
(HDk(xi)−HD(xi)) = O

(
(ln k/k)2/(d−1)

)
.

Таким чином, нашi данi перебувають у преасимптотичному режимi: помилка все ще змен-
шується швидше, нiж передбачає остаточний закон (ln k/k)2/(d−1), i буде спiвмiрною лише
тодi, коли k стане експоненцiально великим вiдносно d.

Рис. 3.1: Середнє значення та стандартна похибка для введеної похибки-максимума
maxi

(
HDk(xi) − HD(xi)

)
для Niter = 100 повторень, розподiленi за регiонами глибини

(Низька, Промiжна, Висока та увесь промiжок [0, 0.5]) для d = 10, kdirs = 1000, Ntest = 500.

Табл. 3.1: Медiанне значення maxi
(
HDk(xi)−HD(xi)

)
залежно вiд розмiрностi простору

d ∈ {2, 5, 10, 20}, порiвняння двох стратегiй вибiрки — увесь промiжок (ψ ∈ (0, 0.5)) та
Промiжна Глибина (ψ ∈ (10−4, 0.5− 10−4)) — обчислено за Niter = 100 повторень, кожне з
Ntest = 500 точками та kdirs = 1000 випадковими напрямками, використовуючи аналiтичнi
гауссовi формули для HD i HDk.

$d$ Full Median Int. Median Theory ∆ Full (%) ∆ Int (%)

2 0.000 0.000 0.000 -76.136 -76.128
5 0.021 0.021 0.040 -46.619 -46.614

10 0.074 0.074 0.122 -38.993 -38.996
20 0.139 0.139 0.219 -36.392 -36.392
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Табл. 3.2: Порiвняння медiани та 90-го перцентиля maxi
(
HDk(xi) − HD(xi)

)
для рi-

зної кiлькостi випадкових напрямкiв k ∈ {100, 1000, 10000} у Промiжнiй Глибинi (ψ ∈
(10−4, 0.5 − 10−4)), оцiнено при розмiрностi простору d = 10 з Ntest = 500 та Niter = 100.
Стовпцi мiстять змодельовану медiанну похибку, змодельовану 90-перцентильну похибку,
теоретичну межу похибки та вiдносну рiзницю мiж змодельованими та теоретичними зна-
ченнями.

$k$ Median Error 90th Percentile Theory Error Diff (%)

100 0.034 0.065 0.270 -87.310
1000 0.004 0.005 0.122 -96.936

10000 0.001 0.001 0.065 -98.719

3.2.3 Адаптивний вибiр випадкових напрямкiв
У цьому дослiдженнi ми провели два експерименти, щоб поглибити наше розумiння того,
як необхiдна кiлькiсть випадкових напрямкiв k∗ залежить як вiд розмiрностi простору,
вiд бажаної точностi та для заданого рiвня глибини.

Опис алгоритму Алгоритм залишається таким же, як i ранiше: для кожної точки x з
iстинною глибиною Тьюкi ψ, починаємо з k = k0, вибираємо ui ∼ Unif(Sd−1), обчислюємо
HDk(x) i подвоюємо k, доки

HDk(x)− ψ ≤ ε або k = kmax.

Експеримент 1 (Варiювання розмiрностi) Ми фiксуємо ε = 10−2, k0 = 32, kmax = 218, i
вибираємо Nper = 1000 точок у кожному з п’яти iнтервалiв глибини:

(0, 10−4), [10−4, 0.1), [0.1, 0.3), [0.3, 0.5− 10−4), (0.5− 10−4, 0.5).

Для кожного d ∈ {2, 4, 6, 8, 10}, ми рiвномiрно вибираємо ψ в iнтервалi, перетворюємо на
радiуси через Φ−1(1−ψ), генеруємо x ∼ N (0, Id) i обчислюємо медiанне значення k∗(ψ, d).

Експеримент 2 (Варiювання допустимого рiвня похибки) Ми фiксуємо d = 5, k0 = 32,
kmax = 218, Nper = 1000, i виконуємо те саме групування на iнтервали, змiнюючи лише

ε ∈ {5× 10−3, 3.775× 10−3, 2.55× 10−3, 1.325× 10−3, 10−4}.

Як i в попередньому експериментi ми записуємо лише медiанне значення k∗ у кожному
iнтервалi.

3.2.4 Результати
Малюнок 3.2 показує, що середнi затрати на вибiр k∗ залишаються нижчими для крайнiх
iнтервалiв (0, 10−4) та (0.5−10−4, 0.5) для всiх d, порiвняно з iнтервалами промiжної глиби-
ни. Примiтно, що навiть «легкi для обчислення» iнтервали демонструють експоненцiальну
тенденцiю в d, хоча й зi зменшою швидкiстю.

Таблиця 3.3 кiлькiсно описує цю поведiнку:

• Iнтервали низької та високої глибини зберiгають медiанне k∗ на рiвнi 101–102, навiть
коли d зростає.
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• Iнтервали промiжної глибини демонструють чiтке експоненцiальне зростання медi-
анного k∗ з d, що пiдтверджує, що цi точки cтворюватимуть найбiльшу похибку при
обчисленнях.

Рис. 3.2: Експеримент 1: медiанне k∗(ψ, d) на логарифмiчнiй шкалi залежно вiд iнтервалу
глибини для d ∈ {2, 4, 6, 8, 10} при ε = 10−2, Nper = 1000.

Табл. 3.3: Експеримент 1: медiанне k∗(ψ, d) за iнтервалами глибини та розмiрнiстю про-
стору d.

d (0, 10−4) (10−4, 0.1) (0.1, 0.3) (0.3, 0.5− 10−4) (0.5− 10−4, 0.5)

2 32 32 32 32 32
4 64 64 128 128 64
6 512 1 024 1 024 1 024 512
8 4 096 8 192 16 384 16 384 4 096

10 65 536 131 072 262 144 131 072 65 536

Результати експерименту 2 показано у таблицi 3.4:

• Зменшення ε теж експоненцiйно пiдвищує медiанне k∗ у всiх iнтервалах.

• Розрив мiж «легкими» (низька/висока глибина) та «складними» (промiжна глибина)
iнтервалами зменшується, коли ε стає бiльш жорстким.

• У граничному випадку ε→ 0, вiдмiнностi, специфiчнi для глибини, зникають, i всi iн-
тервали сходяться до однаково великих значень k∗, що вказує на те, що надзвичайно
висока точнiсть часто нiвелює обчислювальнi переваги для iнтервалiв низької/висо-
кої глибини.

Цi розширенi результати пiдтверджують наш головний висновок: точки промiжної гли-
бини спричиняють найшвидше зростання обчислювальних витрат iз d, але за бiльш жорс-
тких допускiв навiть найбiльш «швидкi» точки вимагають великої кiлькостi напрямкiв,
що нiвелює перевагу, засновану на глибинi.
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Табл. 3.4: Експеримент 2: медiанне k∗(ψ, d) за iнтервалами глибини та допустимим рiвнем
похибки ϵ.

$(0, 1e-4)$ (1e-4, 0.1) (0.1, 0.3) (0.3, 0.5-1e-4) (0.5-1e-4, 0.5)

512.000 1024.000 2048.000 1024.000 512.000
1024.000 2048.000 2048.000 2048.000 1024.000
2048.000 4096.000 8192.000 4096.000 2048.000
8192.000 8192.000 16384.000 16384.000 8192.000

262144.000 262144.000 262144.000 262144.000 262144.000

3.2.5 Короткий висновок
Адаптивна схема допомагає видiлити витрати на апроксимацiю глибини Тьюкi в рiзних
iнтервалах глибини. Нашi експерименти показують:

• Хвостовi та глибокi точки: припускалося, що вони потребують лише полiномiально
малу кiлькiсть напрямкiв, але в ходi експерименту це не вдалося пiдтвердити — було
виявлено експоненцiальне зростання k.

• Точки промiжної глибини вимагають k∗, яке теж зростає експоненцiально з розмiр-
нiстю d.

• Вибiр наступної гiбридної реалiзацiї — запуск невеликого рiвномiрного k, а потiм
адаптивне пiдсилення лише для промiжних точок буде забезпечувати майже опти-
мальну помилку.

3.3 Збiжнiсть на гауссiвських вибiрках

Налаштування. Нехай X1:n
iid∼ Nd(0, Id). Для будь-якої точки x ∈ Rd ми вибираємо k ви-

падкових напрямкiв u1, . . . , uk
iid∼ (Sd−1) i обчислюємо випадкову глибину Тьюкi точки x

вiдносно вибiрки:

HD
(n)
k (x) = min

1≤j≤k

1

n

n∑
i=1

1
{
⟨uj, Xi⟩ ≤ ⟨uj, x⟩

}
.

Тут 1(·) — це iндикаторна функцiя.
Глибина обчислюється точно на вибiрцi за допомогою алгоритму без напрямкiв, опи-

саного в (4), який розв’язує задачу глибини напiвпростору з машинною точнiстю. Ми
позначаємо це як HD(n)(x).

Паралельно ми також пiдраховуємо теоретичну гауссiвську глибину

HD(x) = 1− Φ
(
∥x∥2

)
,

щоб ми могли порiвняти:

∆emp(x) =
∣∣HD(n)

k (x)−HD(n)(x)
∣∣, ∆th(x) =

∣∣HD(n)
k (x)−HD(x)

∣∣.
Для кожної конфiгурацiї (d, n, k) ми проводимо Niter=10 незалежних випробувань.
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Етап 1: вплив n та k для d = 2, 3, 4

Ми провели два варiювання параметрiв:

• Варiювання напрямкiв: змiнюємо k ∈ {50, 100, 200, 400}, залишаючи n = 1000 фiксова-
ним (Рис. 3.3);

• Варiювання розмiру вибiрки: змiнюємо n ∈ {250, 500, 1000, 2000}, залишаючи k = 250
фiксованим (Рис. 3.4).

Усi результати представленi на логарифмiчно-логарифмiчних осях; пунктирна блакитна
лiнiя — теоретична похибка, пунктирна червона — емпiрична.

Рис. 3.3: Етап 1a: похибка залежно вiд кiлькостi напрямкiв k (логарифмiчно-логарифмiчна
шкала) при n = 1000

Варiювання напрямкiв. Для всiх d емпiрична похибка стабiльно зменшується з ростом
k, але теоретична похибка залишається на одному i тому ж рiвнi (Малюнок 3.3). При
d = 4 червона крива при k = 400 становить приблизно третину вiд блакитної. Лiнiйнi
наближення на логарифмiчно-логарифмiчнiй шкалi для d = 4 дають локальнi нахили

β̂50→100 ≈ −0.56, β̂100→200 ≈ −0.66, β̂200→400 ≈ −0.60,

тобто βemp ≈ −0.61 (близько до −2/(d − 1) = −2/3 ≈ −0.667), що пiдтверджує преасим-
птотичну узгодженiсть теоретичної межi.
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Рис. 3.4: Етап 1b: похибка залежно вiд розмiру вибiрки n (логарифмiчно-логарифмiчна
шкала) при k = 250.

Варiювання розмiру вибiрки. При фiксованому k = 250 i n ∈ {250, 500, 1000, 2000} (див.
Мал. 3.4). Апроксимацiя логарифмiчно-логарифмiчних лiнiй дає βemp(d) ≈ (−0.48, −0.45, −0.50)
для d = 2, 3, 4. Цi результати пiдтверджують, що збiльшення n ефективно зменшує шум
вибiрки, але при фiксованому k залишкова помилка напрямкiв зрештою обмежує загальну
точнiсть.

Етап 2: похибки, розподiленi за глибиною, при d = 4

Фiксуємо (d, k, n) = (4, 250, 1000) i використовуємо тi самi m = 100 тестових точок. Для
кожної точки ми обчислюємо емпiричну та теоретичну точковi похибки, як визначено
вище. Малюнок 3.5 показує цi похибки залежно вiд теоретичної глибини HD(x).

Спостерiгаємо двi типовi поведiнки для точок:

1. Стабiльнiсть емпiричної похибки. Синi точки залишаються в межах [0.05, 0.10]; мiл-
кi (HD ≈ 10−4) та центральнi (HD ≈ 0.5 − 10−4) вiдрiзняються лише приблизно на
40%. Оскiльки обидвi глибини використовують ту саму вибiрку, спiльний шум зберiгає
рiзницю малою.

2. Зростання теоретичної похибки. Червонi точки зростають вiд 0.05 при низькiй глибинi
до 0.15 поблизу HD = 0.5. З лише k = 250 напрямками в d = 4, багато критичних
гiперплощин для центральних точок пропускаються, що спричиняє систематичне недо-
оцiнювання HD(x).

32



Рис. 3.5: Етап 2: точкова похибка залежно вiд теоретичної глибини для (4, 250, 1000). Синi
точки - емпiрична похибка; червонi трикутники - теоретична

Висновки для дослiдження емпiричного Гаусса.

1. Емпiрична оцiнка завжди перевершує теоретичну у наших експериментах.

2. Збiльшення вибiрки зменшує похибку зi швидкiстю n−1/2, але не може повнiстю ком-
пенсувати зростання розмiрностi при d ≥ 4.

3. Регiони промiжної глибини залишаються найскладнiшими для оцiнки: теоретична по-
хибка зростає втричi, тодi як емпiрична залишається стабiльною.
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Роздiл 4

Висновки

Ця дипломна робота дослiдила глибина Тьюкi з теоретичної та обчислювальної перспе-
ктив, розкриваючи її властивостi, явнi форми та методи апроксимацiї через три основнi
роздiли.

Перший роздiл заклав теоретичну основу, надаючи формальне визначення глибини
Тьюкi та аналiзуючи її ключовi властивостi, описанi в лiтературi [8] . Ескiзи доведень
сприяли кращому розумiнню цих властивостей. Для трьох ймовiрнiсних розподiлiв — га-
уссiвського розподiлу, розподiлу Кошi та рiвномiрного розподiлу на квадратi — було ви-
ведено явнi вирази функцiї глибини у заданiй точцi. Контури глибини для кожного з цих
розподiлiв було описано та вiзуалiзовано.

Другий роздiл розширив цi результати; ми обчислили аналiтичнi вирази функцiї глиби-
ни для рiвномiрного розподiлу на кулi та α-стiйких розподiлiв. Цi вирази супроводжували-
ся доведеннями та вiдповiдними вiзуалiзацiями для кращого розумiння. У випадках, коли
аналiтичнi рiшення були неможливi, зокрема для двовимiрного експоненцiйного розподiлу
з незалежними координатами та двовимiрного t-розподiлу, застосовувалися чисельнi апро-
ксимацiї для оцiнки контурiв глибини. Було детально описано послiдовнiсть дiй, надано
рекомендацiї щодо вибору оптимальних напрямкiв i аналiзу асимптотичної поведiнки, а
також представлено вiзуалiзацiї апроксимованих контурiв.

Третiй роздiл зосередився на рандомiзованому методi апроксимацiї глибини Тьюкi,
порiвнюючи його з точним обчисленням iз практичної точки зору. Особливу увагу при-
дiлено iнтервалу промiжної глибини. Дослiдження гауссiвського розподiлу з теоретичною
мiрою P та емпiричним гаусiвським розподiлом показало спiвмiрнi коефiцiєнти збiжностi
похибок (-0.76 проти -0.61), попри рiзнi розмiрностi (d = 10 та d = 4). Емпiричний ана-
лiз виявив парадокс: бiльшiсть точок мають низьку глибину, що може бути пов’язано з
формою опуклої оболонки точок, на яких будується глибина. Адаптивний метод пiдбору
кiлькостi напрямкiв k для гауссiвського розподiлу з теоретичною мiрою P показав, що для
всiх iнтервалiв глибини (малої, високої, промiжної) потрiбна експоненцiйна кiлькiсть на-
прямкiв для досягнення якiсної апроксимацiї. При заданому малому рiвнi похибки ϵ → 0
рiзниця мiж iнтервалами зникає, i кiлькiсть напрямкiв стає однаковою для всiх випадкiв.

Ця робота внесла вклад у робастну статистику, запропонувавши новi iнструменти для
аналiзу багатовимiрних даних. Подальшi дослiдження можуть бути спрямованi на вирiше-
ння обчислювальних викликiв у високих розмiрностях та вдосконалення алгоритмiчних
методiв.
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