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ЗАДАЧА ЛАПЛАСА

О.I. КЛЕСОВ

Багато фундаментальних результатiв з теорiї ймовiрностей та стати-
стики увiйшли у монографiю П.-С.Лапласа [1]. Два роки потому вийшла
iнша його монографiя [2], яку iнодi називають полегшеним варiантом [1].
Так квалiфiкувати монографiю [2] можна хiба що через те, що за обсягом
вона у кiлька разiв є меншою за [1].

Обговорюючи принципи (саме такий термiн вживає Лаплас) теорiї ймо-
вiрностей у главi III з [2], у якостi iлюстрацiї сьомого принципу, Лаплас
аналiзує задачу про ймовiрнiсть сходження сонця завтра при наявностi
iнформацiї, що воно до цього сходило кожного ранку 182623 днiв поспiль
(5000 рокiв), вiн отримує вiдповiдь, базуючись на теоремi Баєса, як ми
її зараз називаємо. Варто пiдкреслити, що сама задача, її розв’язання та
вiдповiдь до неї, що отримав Лаплас, були для нього прикладом застосу-
вання принципiв теорiї ймовiрностей, а не твердженням про закон приро-
ди. Тим не менше, багато з читачiв сприймали його текст саме як спробу
аналiзувати природний феномен i висмiювали його вiдповiдь як абсурдну.
Не менше було i таких, хто надавав гуманiтарно-фiлософського характе-
ру цьому прикладу, тим бiльше, що назва твору «Фiлософськi нариси про
ймовiрнiсть» нiби пiдштовхувала до цього. Посилання таких авторiв на
Лапласа варто сприймати як паразитування на його iменi, оскiльки нi-
чого гуманiтарного вiн не мав на увазi. Третiй шар читачiв його твору
намагались розширити його обговорення про iндуктивний спосiб означе-
ння ймовiрностi.

У цiй доповiдi зроблено спробу проаналiзувати пiдхiд Лапласа до «зна-
ходження ймовiрностi майбутнiх подiй» (вислiв самого Лапласа), що
сучасною мовою можна висловити як «розв’язання задачi про прогноз».

Буде також наведено кiлька iсторичних та евристичних прикладiв про-
гнозування.

Лiтература

[1] Laplace P.-S. Théorie analytique des probabilités. — Paris: Gauthier-Villars — 1812.
[2] Laplace P.-S. Essai philosophique sur les probabilités. — Paris: — 1814.
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IТЕРАЦIЙНI МЕТОДИ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ
ОПТИМIЗАЦIЇ З ВИКОРИСТАННЯМ МЕТОДУ

ДИСКРЕТНИХ ФУНКЦIОНАЛЬНИХ ЧАСТИНОК

I.М. АВДЄЄНКО

Вступ. Метод дискретних функцiональних частинок (DFPM, Discrete
Functional Particle Method) є ефективним iтерацiйним пiдходом для роз-
в’язання задач необумовленої оптимiзацiї. Вiн базується на аналiзi зату-
хаючих динамiчних систем другого порядку, що дозволяє уникати обме-
жень, пов’язаних iз виродженiстю задач або сингулярнiстю коварiацiйної
матрицi.

DFPM вже показав свою ефективнiсть у фiнансовому моделюваннi,
зокрема в задачах оптимального вибору портфеля активiв у випадку син-
гулярної коварiацiйної матрицi Σ, що часто виникає при малiй кiлькостi
спостережень або високiй колiнеарностi активiв.

У данiй роботi цей метод буде використаний для розв’язання задачi
прогнозування оптимального товарного набору для певної категорiї в ме-
режi магазинiв. Така задача зводиться до задачi мiнiмiзацiї функцiоналу,
що вiдображає сукупний прогнозований ризик (наприклад, вiдсутнiсть
продажiв або втрати прибутку) з урахуванням ряду обмежень (сезон-
нiсть, попит, бюджет, наявнiсть товарiв тощо).

Перевага DFPM полягає в здатностi ефективно працювати з недооб-
умовленими моделями, якi включають високу розмiрнiсть, пропущенi да-
нi та корельованi фактори. Це дозволяє застосовувати DFPM у практи-
чних системах пiдтримки рiшень у сферi торгiвлi та логiстики, де необхi-
дно формувати найкращий набiр товарiв, адаптований до ринкових умов.

Постановка задачi для товарного набору для певної категорiї.
Розглянемо класичну задачу вибору портфеля з 𝑘 категорiй з мiнiмiзацi-
єю ризику:

min
w

w𝑇Σw за умов w𝑇1 = 1, w𝑇𝜇 = 𝑞, (1)

де 𝜇 ∈ R𝑘 — вектор середнiх прибутковостей, Σ ∈ R𝑘×𝑘 — коварiацiйна
матриця, w ∈ R𝑘 — вектор ваг кожної категорiї, 𝑞 — задана очiкувана
дохiднiсть.

У випадку сингулярної Σ, задача (1) стає виродженою, i класичнi ме-
тоди не дають єдиного розв’язку. У таких умовах застосовують iтерацiйнi
регуляризацiйнi пiдходи.

Секцiя 1. Математичного аналiзу, теорiї ймовiрностей, диференцiальних рiвнянь
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Метод DFPM як пiдхiд до регуляризацiї. DFPM розв’язує задачу:

min
u∈R𝑛

𝑉 (u),

використовуючи динамiчну систему другого порядку:

ü(𝑡) + 𝜂u̇(𝑡) = −∇𝑉 (u(𝑡)), 𝜂 > 0.

Чисельна реалiзацiя здiйснюється за допомогою симплектичних методiв
(наприклад, Euler або Verlet), що забезпечують стабiльнiсть та швидку
збiжнiсть методу.
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ПОБУДОВА АСИМПТОТИЧНОГО РОЗВ’ЯЗКУ
ДВОТОЧКОВОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ ЛIНIЙНОГО
СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОГО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО

РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

М.I. АЙКАЛО, С.П. ПАФИК

Використовуючи асимптотичнi методи, дослiджено питання побудови
формального розв’язку двоточкової крайової задачi для лiнiйного сингу-
лярно збуреного диференцiального рiвняння другого порядку вигляду:

𝜀2
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝜀𝑎(𝑡; 𝜀)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑏(𝑡; 𝜀)𝑥 = 0, (1)

𝛼11𝑥(0; 𝜀) + 𝛼12𝑥(𝑇 ; 𝜀) = 𝑏1(𝜀), 𝛼21
𝑑𝑥(0; 𝜀)

𝑑𝑡
+ 𝛼22

𝑑𝑥(𝑇 ; 𝜀)

𝑑𝑡
= 𝑏2(𝜀), (2)

в якiй 𝑥(𝑡, 𝜀) — шукана функцiя, 𝑎(𝑡, 𝜀), 𝑏(𝑡, 𝜀) — вiдомi функцiї дiйсної
змiнної, 𝜀 — малий дiйсний параметр, 𝑏1(𝜀), 𝑏2(𝜀) — вирази залежнi вiд
малого параметра 𝜀, 𝛼𝑖𝑗 — деякi дiйснi числа, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], 𝑇 > 0,
𝜀 ∈ (0; 𝜀0], 𝜀0 ≪ 1.

Задачу (1), (2) було дослiджено при виконаннi наступних умов:
1∘. Функцiї 𝑎(𝑡, 𝜀), 𝑏(𝑡, 𝜀) i вирази 𝑏1(𝜀), 𝑏2(𝜀) представляються у виглядi

асимптотичних розвинень за степенями малого параметра 𝜀:

𝑎(𝑡; 𝜀) =
∑︁

𝑛≥0

𝜀𝑛𝑎𝑛(𝑡), 𝑏(𝑡; 𝜀) =
∑︁

𝑛≥0

𝜀𝑛𝑏𝑛(𝑡),

𝑏1(𝜀) =
∑︁

𝑛≥0

𝜀𝑛𝑏(1)𝑛 , 𝑏2(𝜀) =
∑︁

𝑛≥0

𝜀𝑛𝑏(2)𝑛 .

2∘. Функцiї 𝑎𝑛(𝑡), 𝑏𝑛(𝑡), 𝑛 = 0, 1, . . . — нескiнченно диференцiйовнi на
вiдрiзку [0;𝑇 ].

3∘. Рiвняння 𝜆20(𝑡) + 𝑎0(𝑡)𝜆0(𝑡) + 𝑏0(𝑡) = 0 має два рiзних розв’язки
𝜆
(1)
0 (𝑡), 𝜆(2)0 (𝑡) такi, що 𝜆(1)0 (𝑡) ̸= 𝜆

(2)
0 (𝑡), ∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ].

4∘. 𝑏0(𝑡) ̸= 0,∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
5∘. 𝑅𝑒(𝜆(𝑖)0 (𝑡)) < 0, 𝑖 = 1, 2,∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
В результатi було доведено наступну теорему.
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Теорема 1. Якщо виконуються умови 1∘ – 5∘, то крайова задача (1),
(2) має формальний розв’язок

𝑥(𝑡; 𝜀) = 𝐶1(𝜀) exp

(︂
1

𝜀

∫︁ 𝑡

0

𝜆(1)(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏

)︂
+ 𝐶2(𝜀) exp

(︂
1

𝜀

∫︁ 𝑡

0

𝜆(2)(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏

)︂
,

(3)
який є асимптотичним розвиненням точного розв’язку крайової задачi
(1), (2) при прямуваннi малого параметра 𝜀 до нуля.

Зауваження 1. Функцiї 𝜆(1)(𝑡, 𝜀), 𝜆(2)(𝑡, 𝜀) в формулi (3) визначаються
через коефiцiєнти рiвняння (1) та початковi умови (2).
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REINFORCEMENT LEARNING FOR BANDWIDTH
ESTIMATION IN REAL TIME COMMUNICATIONS

O.O. BEDZIR, I.V. ROZORA

Accurate bandwidth estimation for Real-Time Communication is a key fac-
tor that defines Quality of Experience. Traditional algorithmic approach such
as Google Congestion Control [1] has exhausted their potential for improve-
ments. Because of this, Reinforcement Learning has become popular and has
achieved good results recently. The main approach of Offline RL becomes
Deep Q-Learning. Model-free algorithm that tries to maximize Q function,
by next formula

𝑄(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)← 𝑄(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) + 𝛼
[︁
𝑟𝑡+1 + 𝛾max

𝑎′
𝑄(𝑠𝑡+1, 𝑎

′)−𝑄(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)
]︁

(1)

We compared 3 offline reinforcement learning algorithms:
(1) Delayed deep deterministic policy gradient algorithm plus behavior

cloning
(2) Conservative Q-Learning
(3) Implicit Q-Learning

Our analyzes show that Implicit Q-Learning shows the best results for this
problem under certain conditions.
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ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ДЛЯ СКЛАДУ МАЛИХ БЛОКIВ
ПРОЦЕСУ КИТАЙСЬКОГО РЕСТОРАНУ

О.А. ГАЛГАНОВ

Нехай 𝒫𝑛, 𝑛 ∈ N — послiдовнiсть розбиттiв {1, ..., 𝑛}, утворена процесом
китайського ресторану з параметром 𝜃 > 0 — CRP(𝜃) (напр., [1]). Для
довiльного 𝑁 ∈ N на просторi

X𝑁 =
{︀

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 , 𝑦) ∈ [0,+∞)𝑁+1 : 𝑥1 ≤ . . . ≤ 𝑥𝑁 ≤ 𝑦
}︀

визначимо послiдовнiсть точкових процесiв

Ξ(𝑁)
𝑛 =

∑︁

1≤𝑘1<...<𝑘𝑁<𝑚
𝛿(︁ 𝑘1

𝑛 ,...,
𝑘𝑁
𝑛 ,𝑚𝑛

)︁1l𝐴(𝑘1,...,𝐾𝑁 ,𝑚), (1)

де подiя 𝐴(𝑘1, . . . ,𝐾𝑁 ,𝑚) = {{𝑘1, . . . , 𝑘𝑁 ,𝑚} ∈ 𝒫𝑚}, по сутi, описує про-
цес утворення довiльного блоку розмiру 𝑁 за 𝐾𝑁 крокiв та його перетво-
рення на блок розмiру 𝑁 + 1 на 𝑚-тому кроцi CRP(𝜃).

Теорема. Послiдовнiсть точкових процесiв Ξ
(𝑁)
𝑛 при 𝑛→∞ збiгається

за розподiлом в грубiй топологiї до пуассонiвської точкової мiри Ξ(𝑁) на
X𝑁 з мiрою iнтенсивностi d𝜇(𝑁) = 𝜃 𝑁 !

𝑦𝑁+1 d𝑥1 . . . d𝑥𝑁 d𝑦.

За допомогою теореми про неперервне вiдображення отримано низку
функцiональних граничних теорем в просторi Скорохода 𝒟((0,+∞)) для
деяких статистик 𝒫⌊𝑛𝑡⌋. Скiнченновимiрнi розподiли вiдповiдних грани-
чних càdlàg-процесiв записано в явному виглядi.
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КОНСИСТЕНТНIСТЬ КВАЗIПЕРIОДОГРАМНОЇ ОЦIНКИ
ПАРАМЕТРIВ ЧИРПОВАНОГО СИГНАЛУ

В.В. ГЛАДУН

Моделi чирпованих сигналiв, тобто сигналiв з лiнiйною частотною мо-
дуляцiєю, мають важливе прикладне значення. Такi сигнали широко ви-
користовуються в радарних системах, а також у прикладному аналiзi да-
них, де спостерiгаються гармонiйнi коливання з лiнiйним приростом ча-
стоти. У зв’язку з цим актуальною є задача отримання консистентних
оцiнок невiдомих параметрiв чирпованого сигналу. У роботi [1] було до-
ведено консистентнiсть оцiнки найменших квадратiв. Проте на практицi
доцiльно мати кiлька рiзних консистентних оцiнок. У цiй роботi розгля-
нуто iншу оцiнку, яка називається квазiперiодограмною (див. означення
нижче). Для неперервного чирпованого сигналу, що спостерiгається на
фонi адитивного гауссiвського шуму, доведено властивiсть сильної конси-
стентностi квазiперiодограмної оцiнки.

Нехай спостерiгається випадковий процес

𝑋(𝑡) = 𝐴0 cos(𝜑0𝑡+ 𝜓0𝑡2) + 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

де 𝐴0 > 0, 𝜃0 = (𝜑0, 𝜓0) ∈ Φ × Ψ = (𝜑, 𝜑) × (𝜓,𝜓), 0 < 𝜑 < 𝜑 < +∞,
0 < 𝜓 < 𝜓 < +∞; 𝜀 = {𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R} – випадковий шум, що задовольняє
наступнiй вимозi.

A. 𝜀 – вибiрково неперервний стацiонарний гауссiвський випадковий
процес з нульовим середнiм та коварiацiйною функцiєю 𝐵(𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡)𝜀(0),
𝑡 ∈ R, що задовольняє одну з умов:

(i) 𝐵(𝑡) = 𝐿(|𝑡|)|𝑡|−𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1), де 𝐿 – неспадна повiльно змiнна на
нескiнченностi функцiя;

(ii) 𝐵(·) ∈ 𝐿1(R).
Надамо означення квазiперiодограмної оцiнки.

Означення. Квазiперiодограмною оцiнкою параметра 𝜃0 будемо назива-
ти такий випадковий вектор 𝜃𝑇 ∈ Φ𝑐 ×Ψ𝑐, для якого

𝜃𝑇 = max
𝜃∈Φ𝑐×Ψ𝑐

𝑄𝑇 (𝜃),

𝑄𝑇 (𝜃) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

2

𝑇

𝑇∫︁

0

𝑋(𝑡)𝑒𝑖(𝜑𝑡+𝜓𝑡
2)𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

2

.
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У той же час, оцiнку амплiтуди будемо шукати як значення 𝐴𝑇 = 𝑄
1
2

𝑇 (𝜃𝑇 ).

Сформулюємо теорему про консистентнiсть квазiперiодограмної оцiн-
ки параметрiв чирпованого сигналу, що є основним результатом даної
роботи.

Теорема. Нехай виконується умова A. Тодi оцiнка 𝜃𝑇 є сильно конси-
стентною в тому сенсi, що 𝐴𝑇 → 𝐴0, 𝑇 (𝜑𝑇 − 𝜑0)→ 0, 𝑇 2(𝜓𝑇 − 𝜓0)→ 0
м.н. при 𝑇 →∞.

Доведення цiєї теореми спирається на схему, запропоновану в роботi [2],
а також використовує результати, отриманi в [1], зокрема рiвномiрнi по-
силенi закони великих чисел. Вiдповiдно до цих результатiв, для процесу
𝜀, що задовольняє умову A, виконуються такi збiжностi:

sup
(𝜑,𝜓)∈R2

𝑇−1

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑇∫︁

0

cos(𝜑𝑡+ 𝜓𝑡2)𝜀(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒→ 0,

sup
(𝜑,𝜓)∈R2

𝑇−1

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑇∫︁

0

sin(𝜑𝑡+ 𝜓𝑡2)𝜀(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒→ 0,

м.н. при 𝑇 →∞.
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ПОБУДОВА I ДОСЛIДЖЕННЯ ОПТИМАЛЬНОГО
ПОРТФЕЛЯ IНВЕСТОРА ЗА РIЗНИМИ КРИТЕРIЯМИ

ОПТИМАЛЬНОСТI

Є.А. ДАНИЛЮК

В умовах сучасного фiнансового ринку iнвестори стикаються з необхi-
днiстю приймати рiшення, що забезпечують оптимальне поєднання при-
бутковостi та ризику. У цьому контекстi особливо актуальним є дослi-
дження методiв побудови оптимальних iнвестицiйних портфелiв, що до-
зволяють рацiонально розподiляти капiтал мiж активами. У класичнiй
постановцi оптимальний портфель Марковiца визначається як такий, що
мiнiмiзує ризик у виглядi середньоквадратичного вiдхилення (волатиль-
ностi) при фiксованому очiкуваному прибутку. Також дослiджується дво-
їста задача — максимiзацiя дохiдностi скоригованої на ризик. Незважа-
ючи на практичну цiннiсть цих пiдходiв, вони не дають повної картини
можливих екстремальних втрат, що може бути критично важливим для
iнвестора.

Актуальною є постановка задачi, що запропонована Alexander та Bapti-
sta [1, 2], у якiй в якостi критерiю оптимальностi портфеля використову-
ється Value at Risk (VaR) замiсть волатильностi:

VaR𝛼 → min, за умов:
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 = 1,

де 𝑥𝑖 — частка iнвестицiй в 𝑖-ий актив. Пiд 𝑉 𝑎𝑅 при рiвнi довiри 𝛼 ∈
(0.5; 1) неформально розумiється така дохiднiсть, нижче якої цiна порт-
фелю з ймовiрнiстю 1 − 𝛼 не опуститься. Бiльш точно 𝑉 𝑎𝑅 це квантиль
рiвня 1−𝛼 для функцiї розподiлу випадкової величини збиткiв 𝑌 . Такий
пiдхiд дозволяє враховувати не лише середнi коливання дохiдностi, а й
iмовiрнiсть настання суттєвих фiнансових втрат. Використання VaR, як
критерiю оптимальностi, вiдкриває новi можливостi для побудови iнве-
стицiйних стратегiй iз пiдвищеним контролем ризикiв в умовах невизна-
ченостi [3].

У роботi проведено побудову оптимальних портфелiв на основi реаль-
них фiнансових даних для декiлькох активiв. Обчислення показника VaR
виконано двома пiдходами –— iсторичним методом, що базується на зi-
браних даних, та параметричним методом за припущенням нормального
розподiлу дохiдностей. Результати дослiдження демонструють переваги

Секцiя 1. Математичного аналiзу, теорiї ймовiрностей, диференцiальних рiвнянь

19



та вiдмiнностi в методах побудови портфеля iнвестора при використаннi
рiзних критерiїв оптимальностi.
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АСИМПТОТИЧНА НОРМАЛЬНIСТЬ ПЕРIОДОГРАМНИХ
ОЦIНОК У ПОЛЬОВIЙ ТРИГОНОМЕТРИЧНIЙ МОДЕЛI

РЕГРЕСIЇ

О.В. ДИКИЙ, О.В. IВАНОВ, I.М. САВИЧ

Позначимо x𝜙, 𝑡y “
𝑀ř
𝑙“1

𝜙𝑙𝑡𝑙, }𝑡} “
ax𝑡, 𝑡y для векторiв 𝜙 “ p𝜙1, ..., 𝜙𝑀 q,

𝑡 “ p𝑡1, ..., 𝑡𝑀 q , 𝑀 ě 3. Розглянемо модель спостережень

𝑋p𝑡q “ 𝐴0 cos
`x𝜙0, 𝑡y˘` 𝜀 p𝑡q , 𝑡 P r0,8s𝑀 ,

де 𝐴0 ą 0, 𝜙0 P Φ “
𝑀Ś
𝑚“1

´
𝜙
𝑚
, 𝜙𝑚

¯
, 0 ă 𝜙

𝑚
ă 𝜙𝑚 ă 8, 𝑚 “ 1,𝑀 . Припу-

скаємо, що 𝜙0
𝑚, 𝑖 “ 1,𝑀 — рiзнi числа, а випадковий шум 𝜀 задовольняє

наступнi умови.
С. 𝜀 — вибiрково неперервне однорiдне гауссiвське поле з нульовим

середнiм та коварiацiйною функцiєю 𝐵 p𝑡q “ E𝜀 p𝑡q 𝜀 p0q , 𝑡 P R𝑀 , причому
виконується одне з припущень:

(i) 𝜀 — iзотропне поле i 𝐵 p𝑡q “ r𝐵 p}𝑡}q “ 𝐿 p}𝑡}q {}𝑡}𝛼,
𝛼 P p0,𝑀´“

𝑀
2

‰q, з неспадною повiльно змiнною на нескiнченностi
функцiєю 𝐿;

(ii) 𝐵 p¨q P 𝐿1

`
R𝑀

˘
.

S. За умови C(i) випадковий шум 𝜀 має спектральну щiльнiсть

𝑓p𝜆q “ 𝑓p}𝜆}q “ 𝑐p𝛼q}𝜆}𝛼´𝑀𝐿𝑠
ˆ

1

}𝜆}
˙
,

де 𝑐p𝛼q “ Γp𝑀´𝛼
2 q

2𝛼𝜋Γp𝛼
2 q , 𝛼 збiгається з 𝛼 з C(i), 𝐿𝑆 є локально обмеженою

повiльно змiнною на нескiнченностi функцiєю такою, що 𝑓 неперервна на
множинi R𝑀zt0u i 𝑓p𝑟q Ò 8, при 𝑟 Ñ 0.

За умови C(ii) неперервна обмежена спектральна щiльнiсть 𝑓 p𝜆q поля
𝜀 iснує автоматично.

Для забезпечення правильностi подальших формулювань ми вводимо
необтяжливу умову для всiх спектральних щiльностей у нашому текстi.

S`. 𝑓 p𝜆q ą 0, 𝜆 P Φ.
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Лема 1. Якщо виконуються умови C, S, S`, то вектор 𝑇
𝑀
2 ´1∇𝑄𝑇

`
𝜙0

˘

асимптотично при 𝑇 Ñ8 нормальний 𝑁 p0,𝐾3q, де

𝐾3 “ 2

3
p2𝜋q𝑀 `

𝐴0
˘2
𝑓
`
𝜙0

˘
I𝑀 .

Лема 2. Якщо виконуються умови леми 1, тодi

𝑇´2𝐻 p𝑄𝑇 p𝜙𝑇 qq PÝÑ ´1

6

`
𝐴0

˘2 I𝑀 при 𝑇 Ñ8,
𝐻 – матриця других похiдних 𝑄𝑇 у промiжних точках 𝜙𝑇 мiж 𝜙0 i 𝜙𝑇 .

Теорема 1. За умов C, S, S` вектор 𝑇
𝑀
2 `1

`
𝜙𝑇 ´ 𝜙0

˘
асимптотично

при 𝑇 Ñ8 нормальний 𝑁 p0,𝐾4q, де 𝐾4 “ 24 p2𝜋q𝑀 `
𝐴0

˘´2
𝑓
`
𝜙0

˘
I𝑀 .

Теорема 2. Якщо виконуються умови C, S, S`, величина 𝑇
𝑀
2

`
𝐴𝑇 ´𝐴0

˘

асимптотично при 𝑇 Ñ8 нормальна 𝑁
`
0, 𝜎2

𝐴

˘
, де 𝜎2

𝐴 “ 2 p2𝜋q𝑀 𝑓
`
𝜙0

˘
.

Теорема 3. Якщо виконуються умови C, S, S`, то вектор
𝜁𝑇 “

´
𝑇

𝑀
2

`
𝐴𝑇 ´𝐴0

˘
, 𝑇

𝑀
2 `1

`
𝜙1𝑇 ´ 𝜙0

1

˘
, ..., 𝑇

𝑀
2 `1

`
𝜙𝑀𝑇 ´ 𝜙0

𝑀

˘¯
асимпто-

тично при 𝑇 Ñ8 нормальний 𝑁 p0,𝐾5q, де

𝐾5 “ p2𝜋q𝑀 𝑓
`
𝜙0

˘

»
———–

2 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 24
`
𝐴0

˘´2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
. . .

...
0 0 ¨ ¨ ¨ 24

`
𝐴0

˘´2

fi
ffiffiffifl .

Сформульованi твердження узагальнюють результати роботи [1] для
випадку 𝑀 “ 2 та використовують деякi результати робiт [2], [3] для
𝑀 ě 3.
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ГАРМОНIЧНI КОЛИВАННЯ ПРУЖНО ЗАКРIПЛЕНОЇ
КРУГЛОЇ МЕМБРАНИ

Б.О. ЄВДОКИМЕНКО

Розглянемо задачу: знайти поперечнi коливання круглої однорiдної
мембрани радiуса 𝑅, викликанi неперервно розподiленою по мембранi си-
лою щiльностi 𝑓(𝑡) = 𝑞 sin𝜔𝑡, що дiє з моменту 𝑡 = 0, якщо край мембрани
пружно закрiплений.

Математична постановка цiєї задачi наступна: знайти розв’язок мiша-
ної задачi

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2
(︂
𝑢𝑟𝑟 +

1

𝑟
𝑢𝑟

)︂
+
𝑞

𝜌
sin𝜔𝑡, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 𝑡 > 0,

|𝑢(0, 𝑡)| < +∞, 𝑢𝑟(𝑅, 𝑡) + ℎ𝑢(𝑅, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑟, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑟, 0) = 0, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅.

(1)

Будемо шукати розв’язок задачi (1) у виглядi розвинення 𝑢(𝑟, 𝑡) =
∞∑︀
𝑘=1

𝑇𝑘(𝑡)𝑅𝑘(𝑟) у ряд Фур’є за власними функцiями 𝑅𝑘(𝑟) задачi Штурма–

Лiувiлля.
Функцiї 𝑅𝑘(𝑟) задовольняють задачу Штурма–Лiувiлля для рiвняння

Бесселя нульового порядку

𝑅′′
𝑘(𝑟) +

1

𝑟
𝑅′
𝑘(𝑟) + 𝜆2𝑅𝑘(𝑟) = 0,

|𝑅𝑘(0)| < +∞, 𝑅′
𝑘(𝑟) + ℎ𝑅𝑘(𝑟) = 0,

(2)

а функцiї 𝑇𝑘(𝑡) задовольняють задачi Кошi

𝑇 ′′
𝑘 (𝑡) + 𝑎2𝜆2𝑇𝑘(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡), 𝑇𝑘(0) = 0, 𝑇 ′

𝑘(0) = 0, 𝑘 ∈ N, (3)

де 𝑓𝑘(𝑡) — коефiцiєнти розкладу функцiї 𝑓(𝑡) у ряд Фур’є за власними
функцiями 𝑅𝑘(𝑟).

Розв’язуючи (2), знаходимо, що власнi значення 𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N — це коренi
рiвняння

ℎ𝐽0(𝜆𝑅) = 𝜆𝐽1(𝜆𝑅).

Поклавши 𝜇𝑘 = 𝜆𝑘𝑅, отримаємо, що вiдповiднi власнi функцiї рiвнi

𝑅𝑘(𝑟) = 𝐽0

(︁𝜇𝑘
𝑅
𝑟
)︁
,
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i є ортогональними з вагою 𝑟. Квадрат норми власних функцiй рiвний

‖𝑅𝑘(𝑟)‖2 =
𝑅2𝐽2

0 (𝜇𝑘)

2𝜇2
𝑘

(𝜇2
𝑘 +𝑅2ℎ2).

Розклавши функцiю
𝑞

𝜌
sin𝜔𝑡 у ряд Фур’є за власними функцiями 𝑅𝑘(𝑟),

знайшовши коефiцiєнти розкладу 𝑓𝑘(𝑡), та розв’язавши задачi Кошi (3),
знаходимо, що

𝑇𝑘(𝑡) =
2𝑞𝑅2𝐽1(𝜇𝑘)

(︁
𝜔𝑅 sin

𝑎𝜇𝑘
𝑅

𝑡− 𝑎𝜇𝑘 sin𝜔𝑡
)︁

𝜌𝑎(𝜇2
𝑘 +𝑅2ℎ2)(𝜔2𝑅2 − 𝑎2𝜇2

𝑘)𝐽
2
0 (𝜇𝑘)

.

Звiдси отримуємо, що розв’язок задачi (1) у випадку вiдсутностi резо-
нансу (тобто 𝜔 ̸= 𝑎𝜇𝑘

𝑅 , 𝑘 ∈ N) рiвний

𝑢(𝑟, 𝑡) =
2𝑞𝑅2

𝜌𝑎

∞∑︁

𝑘=1

𝐽1(𝜇𝑘)
(︁
𝜔𝑅 sin

𝑎𝜇𝑘
𝑅

𝑡− 𝑎𝜇𝑘 sin𝜔𝑡
)︁

(𝜇2
𝑘 +𝑅2ℎ2)(𝜔2𝑅2 − 𝑎2𝜇2

𝑘)𝐽
2
0 (𝜇𝑘)

𝐽0

(︁𝜇𝑘
𝑅
𝑟
)︁
. (4)

Розв’язок задачi за наявностi резонансу (тобто ∃𝑘0 ∈ N: 𝜔 = 𝜔𝑘0 =
𝑎𝜇𝑘0
𝑅

) можна отримати з розв’язку (4) граничним переходом при 𝜔 → 𝜔𝑘0 :

𝑢(𝑟, 𝑡) =
𝑞𝜇𝑘0𝐽1(𝜇𝑘0)(sin𝜔𝑘0𝑡− 𝜔𝑘0𝑡 cos𝜔𝑘0𝑡)

𝜌𝜔2
𝑘0
(𝜇2
𝑘0

+𝑅2ℎ2)𝐽2
0 (𝜇𝑘0)

𝐽0

(︁𝜇𝑘0
𝑅
𝑟
)︁
+

+
2𝑞𝑅2

𝜌𝑎

∞∑︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑘0

𝐽1(𝜇𝑘)
(︁
𝜔𝑘0𝑅 sin

𝑎𝜇𝑘
𝑅

𝑡− 𝑎𝜇𝑘 sin𝜔𝑘0𝑡
)︁

(𝜇2
𝑘 +𝑅2ℎ2)(𝜔2

𝑘0
𝑅2 − 𝑎2𝜇2

𝑘)𝐽
2
0 (𝜇𝑘)

𝐽0

(︁𝜇𝑘
𝑅
𝑟
)︁
.
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ПОБУДОВА МОДЕЛI ПОТОЧНОГО ПРОГНОЗУВАННЯ
ДЛЯ РЕГIОНАЛЬНИХ ЕКОНОМIЧНИХ ПОКАЗНИКIВ

УКРАЇНИ З ВИКОРИСТАННЯМ КОРОТКИХ ДАНИХ ТА
ЗМIШАНОЇ ЧАСТОТНОСТI VAR

А.Д. ЖУРАВЛЬОВА

У задачi nowcasting економiчної активностi ми маємо справу з даними,
якi надходять з рiзною частотою — наприклад, щоквартальнi iндикатори
𝑦𝑡 та щомiсячнi або щотижневi короткi iндикатори 𝑧𝑟𝑡 , що доступнi лише
для окремих регiонiв 𝑟 i лише з певного моменту часу 𝑇 𝑟0 < 𝑇 . Типовою
проблемою є так званий «рваний край» (ragged edge), коли на момент
прогнозування 𝑡 деякi змiннi вже спостерiгаються, а iншi ще нi, а також
ситуацiя, коли деякi регiональнi данi мають дуже коротку iсторiю спо-
стережень.

Цi труднощi виникають у багатьох країнах iз затримками в офiцiй-
нiй статистицi та стають особливо критичними при прогнозуваннi таких
агрегованих показникiв, зокрема валової доданої вартостi (ВДВ), яка є
основою для обчислення ВВП. Для обробки такого типу даних використо-
вуються моделi змiшаної частотностi типу MF-VAR, якi можуть комбiну-
вати рiзночастотнi ряди, заповнювати пропущенi значення та враховува-
ти iнформацiю з коротких iндикаторiв за допомогою побудови латентних
факторiв.

У данiй роботi розглядається модель nowcasting на базi змiшаночасто-
тної факторної VAR (MF-FAVAR), що враховує короткi та нерiвномiрно
наявнi регiональнi економiчнi данi України. Нехай 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 — iндекс
часу, 𝑟 = 1, . . . , 𝑅 — регiони, де один з них — мiсто Київ. Позначимо: 𝑌 𝑈𝐴𝑡

— ВДВ України, 𝑦𝑈𝐴𝑡 = log 𝑌 𝑈𝐴𝑡 −log 𝑌 𝑈𝐴𝑡−1 — її квартальне зростання. Для
регiону 𝑟: 𝑌 𝑟𝑡 — регiональна ВДВ, 𝑦𝑟𝑡 = log 𝑌 𝑟𝑡 − log 𝑌 𝑟𝑡−1.

Рiчне значення та рiчне зростання визначаються як:

𝑌 𝑟,𝐴𝑡 = 𝑌 𝑟𝑡 + 𝑌 𝑟𝑡−1 + 𝑌 𝑟𝑡−2 + 𝑌 𝑟𝑡−3, 𝑦𝑟,𝐴𝑡 = log 𝑌 𝑟,𝐴𝑡 − log 𝑌 𝑟,𝐴𝑡−4 .

Обмеження:

𝑦𝑟,𝐴𝑡 = 1
4𝑦
𝑟
𝑡 + 1

2𝑦
𝑟
𝑡−1 + 3

4𝑦
𝑟
𝑡−2 + 𝑦𝑟𝑡−3 + 3

4𝑦
𝑟
𝑡−4 + 1

2𝑦
𝑟
𝑡−5 + 1

4𝑦
𝑟
𝑡−6,

𝑦𝑈𝐴𝑡 ≈ 1

𝑅

𝑅∑︁

𝑟=1

𝑦𝑟𝑡 .
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VAR-модель:
𝐵𝑦𝑡 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝜀𝑡, 𝜀𝑡 ∼ 𝒩 (0,Σ)

де 𝑥𝑡 — лаги 𝑦𝑡, 𝐵 — нижньотрикутна матриця. У MF-FAVAR розширен-
ня: 𝑦𝑡 = (𝑦𝑈𝐴𝑡 , 𝑦𝑄𝑡 , 𝑓𝑡), де 𝑓𝑡 — вектор регiональних факторiв iз коротких
iндикаторiв 𝑍𝑟𝑡 .

Методи побудови факторiв:
∙ EMPCA — iтеративний метод з PCA та EM для заповнення про-

пускiв;
∙ TW (Tall-Wide) — неiтеративний метод, що показав найкращу

якiсть прогнозу;
∙ TP (Tall-Project) — регресiйне заповнення пропускiв на основi

<tall блоку.
Для регуляризацiї використовуються Adaptive Lasso. Для порiвняння

також була оцiнена модель BVAR:

𝑦𝑡 = Φ1𝑦𝑡−1 + · · ·+ Φ𝑝𝑦𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡,

що показала найкращу точнiсть за метрикою MSCE серед усiх моделей.
Запропонована модель може бути використана для оперативного пла-

нування на регiональному рiвнi, що дозволить уряду та бiзнесу приймати
швидкi та обґрунтованi рiшення. Також модель може бути адаптована
для аналiзу економiчної активностi в iнших країнах iз подiбними обмеже-
ннями у доступностi даних.
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ОДИН КЛАС ФУНКЦIЙ, ЩО Є РОЗВ’ЯЗКОМ СИСТЕМИ
ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

A.O. КОСЯНЧУК

Функцiї, множини особливостей рiзного роду яких є фракталами в ши-
рокому чи вузькому сенсi, ми вiдносимо до фрактальних функцiй (фун-
кцiй з фрактальними властивостями). До таких множин вiдносять мно-
жину значень, множину визначення, множини рiвнiв, множини точок ро-
сту функцiї тощо.

Сьогоднi iснує кiлька пiдходiв до задання та дослiдження функцiй з
фрактальними властивостями. Один з таких пiдходiв є задання системою
функцiональних рiвнянь. Серед вiдомих прикладiв фрактальних фун-
кцiй, означених з допомогою системи функцiональних рiвнянь, є сингу-
лярна (неперервна, вiдмiнна вiд константи, похiдна якої рiвна нулю май-
же скрiзь у розумiннi мiри Лебега) функцiя Салема [1]:

{︃
𝑓(𝑞0𝑥) = 𝑝0𝑓(𝑥),

𝑓(𝑞0 + 𝑞1𝑥) = 𝑝0 + (1− 𝑝0)𝑓(𝑥),
де 𝑝0 ∈ (0; 1), 𝑞0 ∈ (0; 1).

Нехай (0; 1) ∋ 𝑞0 — фiксований параметр, 𝑞1 ≡ 1 − 𝑞0. Розглядається
система функцiональних рiвнянь{︃

𝑓(𝑞1𝑥) = 𝑞0𝑓(𝑥− 𝑞0
𝑞1
),

𝑓(𝑞0𝑥) = 𝑞1𝑓(𝑥) + 𝑞0.
(1)

Теорема 1. В просторi неперервних обмежених функцiй, визначених на
вiдрiзку [0; 1], розв’язком системи функцiональних рiвнянь (1) є лiнiйна
функцiя, якщо 𝑞0 = 1

2 , i сингулярна функцiя, якщо 𝑞0 ̸= 1
2 .

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних та ди-
ференцiальних властивостей функцiї 𝑓 .
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ОЦIНЮВАННЯ ЙМОВIРНОСТI БАНКРУТСТВА ДЛЯ
БIНОМIАЛЬНО-𝜙-СУБГАУССОВОЇ МОДЕЛI РИЗИКУ

А.Ю. КРАВЕЦЬ

(1) 𝑁𝑡 — випадковий процес, що описує кiлькiсть страхових подiй
вiдповiдно до бiномiального розподiлу 𝑃 (𝑁𝑡 = 𝑘) =

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝜃(𝑡)𝑘(1 −

𝜃(𝑡))𝑛−𝑘, де 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, |𝜃(𝑡)− 𝜃(𝑠)| ≤ 𝜇|𝑡− 𝑠| для деякого 𝜇 > 0,
(2) 𝑌𝑖 є незалежними мiж собою випадковими величинами, що мають

однаковий закон розподiлу, E(𝑌𝑖) = 0,
(3) 𝑁𝑡 та послiдовнiсть випадкових величин (𝑌1, 𝑌2, . . .) є незалежни-

ми,
(4) випадковi величини 𝑌𝑖 належать простору Sub𝜙(Ω).

Теорема 1. Нехай 𝑋(𝑡) = 𝑆(𝑡)−𝑓(𝑡), де
{︂
𝑆(𝑡) =

𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ 𝐵
}︂

— випад-

ковий процес для якого виконуються умови (1)–(4) та 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2 , 𝑥 ∈ R.
Тодi для всiх 𝑝 ∈ (0; 1) справджуються нерiвностi:

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑥

}︃
≤ 𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) < −𝑥
}︃
≤ 𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑥

}︃
≤ 2𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

де

𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥) ≤ inf
𝑝∈(0,1)

𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼×

× inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝;𝛽) +

𝑛𝛽2 (𝜆𝜏𝜙(𝑌1))
2
𝑝3

2E𝑌 2
1 (1− 𝑝)2 +

𝜆𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

− 𝜆𝑥
}︃
,

𝑊 (𝜆; 𝑝;𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
+

+ sup
𝑢∈[0,1]

[︂
𝑛

𝜈
ln

(︂
𝑢 · exp

{︂
(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))2

2

}︂
+ 1− 𝑢

)︂
− 𝜆𝑐𝑢

]︂)︃
.
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Теорема 2. Нехай 𝑋(𝑡) = 𝑆(𝑡)−𝑓(𝑡), де
{︂
𝑆(𝑡) =

𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ 𝐵
}︂

— випад-

ковий процес для якого виконуються умови (1)-(4) та 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔
𝜔 , 𝑥 ∈ R

коли 1 < 𝜔 ≤ 2. Тодi для всiх 𝑝 ∈ (0; 1) справджуються нерiвностi:

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑥

}︃
≤ 𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) < −𝑥
}︃
≤ 𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑥

}︃
≤ 2𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥),

де

𝑍𝑟(𝑝;𝛽;𝑥) ≤ inf
𝑝∈(0,1)

𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼×

× inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝;𝛽) +

𝑛𝛽2(𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|)𝜔
𝜔E𝑌 2

1

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
+

+
𝜆𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

− 𝜆𝑥
}︃
,

𝑊 (𝜆; 𝑝;𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
+

+ sup
𝑢∈[0,1]

[︂
𝑛

𝜈
ln

(︂
𝑢 · exp

{︂
(𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|)𝜔

𝜔

}︂
+ 1− 𝑢

)︂
− 𝜆𝑐𝑢

]︂)︃
.
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ВЕКТОРНИЙ ПОТЕНЦIАЛ СОЛЕНОЇДАЛЬНОГО ПОЛЯ

I.С. ЛАСКIН, О.Г. БIЛИЙ

Твердження 1. Рiвнiсть F = ∇𝑢 надає умову того, що векторне по-
ле, породжене F, де 𝑢 — деяка скалярна функцiя, є потенцiальним, а 𝑢
— його потенцiалом. Якщо таке поле задано, то знайти його дуже ва-
жливу характеристику 𝑢, використовуючи незалежнiсть вiдповiдного
криволiнiйного iнтеграла вiд шляху iнтегрування, а значить i того, що
диференцiальна форма F · 𝑑r є повним диференцiалом, зовсiм нескладно.

Твердження 2. Iнша ситуацiя iз соленоїдальним полем. Знову iз рiв-
ностi F = ∇ × a випливає, що поле, породжене F, де a — вектор, є
соленоїдальним, а a — його векторним потенцiалом, знайти який зна-
чно складнiше.

Дiйсно, маємо таку систему диференцiальних рiвнянь у координа-
тнiй формi: ⎧

⎪⎨
⎪⎩

𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑦 −

𝜕𝑎𝑦
𝜕𝑧 = 𝑃,

𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑧 − 𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑥 = 𝑄,
𝜕𝑎𝑦
𝜕𝑥 − 𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑦 = 𝑅.

Зауваження 1. Якщо iснує вектор a, що задовольняє цим умовам, то
i вектор a + ∇𝑢 для будь-якої неперервно диференцiйованої скалярної
функцiї 𝑢 також задовольняє системi, бо ∇× (∇𝑢) = 0. Це означає, що
векторний потенцiал соленоїдального поля визначається неоднозначно,
так само як i потенцiал 𝑢 для потенцiального поля.

Вiдмiтимо також той факт, що будь-яке векторне поле F можна подати
у виглядi:

F = U+V,

де U — потенцiальне поле, а V — соленоїдальне. А якщо поле задоволь-
няє одночасно умовам ∇ × F = 0 та ∇ · F = 0, то воно називається
гармонiчним.

Приклад 1. Задано поле: F = 3𝑥2𝑦 i− 2𝑥𝑦2 j− 2𝑥𝑦𝑧 k.
Перевiримо, що поле є соленоїдальним:

∇ · F =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅

𝜕𝑧
= 6𝑥𝑦 − 4𝑥𝑦 − 2𝑥𝑦 = 0.

Покладемо 𝑎𝑧 = 𝑧4.
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Маємо систему:
⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑃 = 3𝑥2𝑦 = −𝜕𝑎𝑦𝜕𝑧 ,
𝑄 = −2𝑥𝑦2 = 𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑧 ,

𝑅 = −2𝑥𝑦𝑧 = 𝜕𝑎𝑦
𝜕𝑥 − 𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑦 .

Звiдки, iнтегруючи, знаходимо:

𝑎𝑥 = −2𝑥𝑦2𝑧, 𝑎𝑦 = −3𝑥2𝑦𝑧.
Отже,

a = −2𝑥𝑦2𝑧 i− 3𝑥2𝑦𝑧 j+ 𝑧4 k.

Приклад 2. Задано поле: F = 8𝑥𝑦 i+ (3𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑦) j+ (𝑧 + 𝑥2𝑦)k.
Представимо його як F = U+V, де U — потенцiальне, а V — солено-

їдальне.
Знайдемо ротор:

∇× F = ∇×V =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
i j k
𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑧
8𝑥𝑦 3𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑦 𝑧 + 𝑥2𝑦

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ = 𝑥2 i− 2𝑥𝑦 j− 2𝑥k.

Система для V = 𝑉𝑥 i+ 𝑉𝑦 j+ 𝑉𝑧 k, при 𝑉𝑦 = −𝑦2:
⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑦 = 𝑥2,
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧 − 𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑥 = −2𝑥𝑦,
−𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑦 = −2𝑥.
Звiдки:

𝑉𝑥 = 2𝑥𝑦, 𝑉𝑦 = −𝑦2, 𝑉𝑧 = 𝑥2𝑦.

Отже:

V = 2𝑥𝑦 i− 𝑦2 j+ 𝑥2𝑦 k, U = F−V = 6𝑥𝑦 i+ (3𝑥2 − 2𝑦) j+ 𝑧 k.

Перевiрка:
∇×U = 0, ∇ ·V = 0.

Лiтература

[1] Пiльтяй С.I. Електродинамiка та поширення радiохвиль. Практикум: навчальний
посiбник для студентiв спецiальностi 172 «Телекомунiкацiї та радiотехнiка». —
Київ: НТУУ «КПI iм. Iгоря Сiкорського», 2021. — 54 с.

[2] Фiхтенгольц Г.М. Курс диференцiального та iнтегрального числення. Т.1, Т.2. —
[iнтернет–джерело], 2022–2023. — 1302 с.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: laskin100@gmail.com

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: belyi.oleksandr@gmail.com

Секцiя 1. Математичного аналiзу, теорiї ймовiрностей, диференцiальних рiвнянь

31



КЕРОВАНI МАРКОВСЬКI ПОЛЯ ТА ЇХНI
ЗАСТОСУВАННЯ В ЕКОНОМIЦI

Н.Ю. МАГДИЧ

Керованi поля Маркова є iнструментом для побудови моделей, що до-
зволяють врахувати вплив випадкових процесiв на систему та зовнiшнє
управлiння, що здiйснюється агентами [1]. Таким чином, щоб визначити
кероване поле Маркова необхiдно визначити марковське випадкове поле
та керування у вершинах.

Означення 1. Марковське випадкове поле — випадкова величина 𝜉, ви-
значена на (Ω,𝐹 ,𝑃 ) просторi, що залежить вiд часу 𝑡 та задовольняє умо-
ву:

𝑃 (𝜉
(𝑡+1)
𝑘 = 𝑦′𝑘 | 𝜉𝑡(𝑉−𝑘) = 𝑥𝑡(𝑉−𝑘), ...) = 𝑃 (𝜉

(𝑡+1)
𝑘 = 𝑦𝑘 | 𝜉𝑡(𝑁(𝑘)) = 𝑥𝑡(𝑁(𝑘)))

В роботi [2] доведено iснування оптимальної стратегiї з множини ло-
кальних, стацiонарних, детермiнованих стратегiй, що є вiдображеннями
множини станiв околу вершини на множину допустимих дiй агента у вер-
шинi.

Означення 2. Марковська локальна, детермiнована стратегiя — вiдпо-
вiднiсть 𝛿𝑘 мiж значенням випадкової величини 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑘)

в повному околi
вершини 𝑘 та елементом 𝑢𝑡𝑘 з множини можливих дiй в вершинi 𝑘;

Модель дозволяє прогнозувати та оптимiзувати процеси управлiння в
умовах невизначеностi та ризику. Дослiдження спирається на теорети-
чнi вiдомостi про контрольованi поля Маркова з локальною, синхронною
взаємодiєю [2]. Ця робота зосереджена на побудовi моделей економiчних
процесiв. Головним обмеженням для моделi є складнiсть обчислень, тому
розглянута оцiнка складностi пошуку оптимального локального керуван-
ня.
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ФУНКЦIОНАЛЬНI РIВНЯННЯ КОШI ДЛЯ
КОМПЛЕКСНОЗНАЧНИХ ФУНКЦIЙ

I.В. МАНАЄНКО, В.В. ПАВЛЕНКОВ

Доповiдь буде присвячена функцiональним рiвнянням типу Кошi для
комплекснозначних функцiй:

𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦), 𝑥 ∈ C, 𝑦 ∈ C, (1)

якi природнiм чином узагальнюють звичайне (експоненцiйне) функцiо-
нальне рiвняння Кошi.

Зрозумiло, що функцiї

𝑓(𝑧) = 𝑒𝜁𝑧, 𝑧 ∈ C,
де 𝜁 — деяке фiксоване комплексне число, є розв’язками (1).

Виявляється, що iснують i неаналiтичнi вимiрнi розв’язки рiвняння (1).
Це контрастує з дiйснозначним випадком, де вимiрнi розв’язки є нескiн-
ченно диференцiйованими.

Теорема 1. Нехай вимiрна функцiя 𝑓 : C → C є розв’язком функцiо-
нального рiвняння (1). Тодi iснують комплекснi сталi 𝜁 та 𝜉, такi, що

𝑓(𝑧) = exp{𝜁𝑧 + 𝜉𝑧}, 𝑧 ∈ C.
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СТАТИСТИЧНА ОЦIНКА ТА ПЕРЕВIРКА ГIПОТЕЗ ДЛЯ
IМПУЛЬСНОЇ ПЕРЕХIДНОЇ ФУНКЦIЇ

А.О. МЕЛЬНИК, I.В. РОЗОРА

Розглянемо лiнiйну однорiдну систему з дiйснозначною iмпульсною пе-
рехiдною функцiєю (IПФ) 𝐻(𝜏), визначеною на вiдрiзку [0,Λ]. Вихiдний
сигнал 𝑌 (𝑡) пов’язаний з вхiдним сигналом 𝑋(𝑡) через згорткове iнте-
гральне рiвняння:

𝑌 (𝑡) =

∫︁ Λ

0

𝐻(𝜏)𝑋(𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R,

де 𝐻(𝜏) ∈ 𝐿2([0,Λ]).
Задача полягає у статистичному оцiнюваннi 𝐻(𝜏) на основi спостере-

жень 𝑋(𝑡) та 𝑌 (𝑡). Припустимо, що 𝑋(𝑡) — стацiонарний гауссiвський
процес з нульовим математичним сподiванням. Для наближення 𝑋(𝑡) ви-
користовується скiнченний тригонометричний ряд:

𝑋𝑁 (𝑢) =

√︂
2

Λ

𝑁∑︁

𝑘=1

(︂
𝜉𝑘 cos

(︂
2𝑘𝜋𝑢

Λ

)︂
+ 𝜂𝑘 sin

(︂
2𝑘𝜋𝑢

Λ

)︂)︂
,

де 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 — некорельованi гауссiвськi випадковi величини.
Оцiнку IПФ у точцi 𝜏 > 0 визначимо у виглядi сумiсної емпiричної

корелограми:

�̂�(𝜏) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑌 (𝑡)𝑋(𝑡− 𝜏) 𝑑𝑡,

де 𝑇 > 0 — параметр усереднення. Такий пiдхiд розглянуто в [1, 2].
Розглянемо наступнi умови:
Умова A. Функцiя𝐻(𝜏) має двiчi неперервну похiдну на [0,Λ], а також

виконуються: 𝐼0 =
∫︀ Λ

0
|𝐻(𝜏)| 𝑑𝜏 < ∞, 𝐼1 =

(︁∫︀ Λ

0
|𝐻 ′(𝜏)|2 𝑑𝜏

)︁1/2
< ∞, 𝐼2 =

∫︀ Λ

0
|𝐻 ′′(𝜏)| 𝑑𝜏 <∞.
Умова B. Виконується рiвнiсть:𝐻(0) = 𝐻(Λ). Позначимо 𝑑 = |𝐻 ′(0)|+

|𝐻 ′(Λ)|.
Лема. [3] Нехай виконуються умови A, B. Тодi справедливi оцiнки:

|𝐻*(𝜏)− E[�̂�(𝜏)]| ≤ Λ(𝑑+ 𝐼2)

2𝜋2𝑁
, Var[�̂�(𝜏)] ≤ Λ3(Λ + 2)𝐼21

𝜋4𝑇 2

(︂
2− 1

𝑁

)︂2

,
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де 𝐻*(𝜏) = 𝐻(𝜏)− 𝑎0, 𝑎0 = 1√
Λ

∫︀ Λ

0
𝐻(𝜏) 𝑑𝜏 .

При 𝑇,𝑁 →∞ оцiнка �̂�(𝜏) є асимптотично незмiщеною та конзистен-
тною.

Теорема. Нехай виконуються умови A, B. Тодi для

𝜀 ≥
(︂(︂

𝑝√
2

+

√︂(︁𝑝
2

+ 1
)︁
𝑝

)︂
Λ

1
𝑝 𝛾0 + Λℎ*𝑁,Λ

)︂𝑝

справедлива оцiнка

𝑃

{︃∫︁ Λ

0

|𝐻*(𝜏)− �̂�(𝜏)|𝑝 𝑑𝜏 > 𝜀

}︃
≤ 2

⎯⎸⎸⎷1 +
(𝜀

1
𝑝 − Λℎ*𝑁,Λ)

√
2

Λ
1
𝑝 𝛾0

𝑒
−

𝜀1/𝑝−Λℎ*
𝑁,Λ√

2Λ1/𝑝𝛾0 .

Отриманi результати дозволяють побудувати критерiй перевiрки гiпо-
тез про форму IПФ. Нехай 𝐻0: 𝐻(𝜏) = 𝐻0(𝜏) —– нульова гiпотеза. Тодi
статистика тесту має вигляд деякої функцiї вiд вiдхилення мiж 𝐻(𝜏) та
�̂�(𝜏) на iнтервалi вiд 0 до Λ, яка порiвнюється з критичним значенням 𝜀*.
Це критичне значення вiдповiдає заданому рiвню значущостi 𝛿.

У числовому експериментi розглядалася функцiя 𝐻(𝜏) = 𝜏(𝑒−𝜏 − 𝑒−Λ).
Було дослiджено залежнiсть мiнiмального значення параметра 𝑇 вiд ви-
браної точностi 𝜀, рiвня значущостi 𝛿 та кiлькостi членiв ряду 𝑁 . Резуль-
тати пiдтверджують, що зi зростанням 𝑁 значення 𝑇 можна зменшити,
що узгоджується з теоретичними оцiнками [4].

Запропонований пiдхiд придатний для аналiзу лiнiйних систем у рi-
зних прикладних задачах, зокрема в обробцi сигналiв, автоматичному
керуваннi, економетрицi та океанологiї.
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СТОХАСТИЧНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ У МОДИФIКОВАНIЙ
ЗАДАЧI ПОШУКУ НАЙКРАЩОГО СЕКРЕТАРЯ

Д.Л. МЕЛЬНИК

У класичнiй задачi оптимальної зупинки [1] з деякої скiнченної мно-
жини альтернатив 𝐷 = {𝑑1, . . . , 𝑑𝑁} необхiдно обрати найкращу, перегля-
даючи їх послiдовно без можливостi повернення. Оптимальна стратегiя
передбачає вiдхилення перших 𝑟 кандидатiв iз запам’ятовуванням най-
кращого серед них, пiсля чого — вибiр першого, хто кращий за всiх попе-
реднiх. Вiдомо, що максимальна ймовiрнiсть успiху 𝑃 ≈ 0.37 досягається
при 𝑟 ≈ 𝑁/𝑒 [1].

Проте, у рядi прикладних завдань мета вибрати найкращу альтернати-
ву може виявитися надмiрною. Достатньо використати оптимальну стра-
тегiю, що буде обирати альтернативу, близьку до найкращої (модифiко-
вана задача). Для цього вводиться поступка ∆ ≥ 0, i перевiряється, щоб
обрана альтернатива 𝑑* вiдрiзнялась вiд найкращої 𝑑* за деяким супер-
критерiєм 𝑥0 не бiльше, нiж на ∆ [2, 4]:

⃒⃒
⃒𝑥0(𝑑*)− 𝑥0(𝑑*)

⃒⃒
⃒ ≤ ∆.

Для розв’язання даної задачi доречно використати статистичний експе-
римент. Правильно органiзований статистичний експеримент — ефектив-
ний метод дослiдження поведiнки об’єкта у випадкових умовах, який до-
зволяє за допомогою методу Монте-Карло [3] та моделювання оцiнити ха-
рактеристики об’єкта. У цьому експериментi генерується велика кiлькiсть
вибiрок при рiзних значеннях поступок ∆, на основi чого визначаються
оптимальнi кроки зупинки [4].

Крiм класичного рiвномiрного розподiлу, також розглядаються iншi
типи, зокрема нормальний та експоненцiйний, що дозволяє оцiнити вплив
форми розподiлу на ймовiрнiсть успiшного вибору.
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ЕРГОДИЧНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ СДР, КЕРОВАНИХ
ПРОЦЕСОМ ЛЕВI

Я.Г. МОКАНУ

Доповiдь присвячено достатнiм умовам ергодичностi розв’язкiв СДР,
керованих процесом Левi,

𝑋𝑡 = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

0

ℓ(𝑋𝑠−)𝑑𝑠+
∫︁ 𝑡

0

𝑄(𝑋𝑠−)𝑑𝐵(𝑠)

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁

�̸�=0

𝑘(𝑋𝑠−, 𝑢)1l|𝑘(𝑋𝑠−,𝑢)|≤1 (𝒩 (𝑑𝑢, 𝑑𝑠)− 𝜈(𝑑𝑢)𝑑𝑠))

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁

�̸�=0

𝑘(𝑋𝑠−, 𝑢)1l|𝑘(𝑋𝑠−,𝑢)|>1𝒩 (𝑑𝑢, 𝑑𝑠),

де ℓ : R𝑑 → R𝑑, 𝑘 : R𝑑×
(︀
R𝑑 ∖ {0}

)︀
→ R𝑑, 𝑄 : R𝑑 → R𝑑×𝑑 — деяка невiд’ємно

визначена матриця, 𝒩 (𝑑𝑢, 𝑑𝑠) — випадкова мiра Пуассона з компенсато-
ром 𝜈(𝑑𝑢)𝑑𝑠.

Для доведення використовуються аналiтичнi методи, а саме перевiря-
ється умова Ляпунова для розширеного генератора напiвгрупи, побудо-
ваної за процесом 𝑋𝑡.

Означеннi умови надаються в термiнах мiри Левi вiдповiдного процесу
та можуть бути застосованi до випадку вiдсутностi дрiфту.

Доповiдь спирається на результати сумiсної працi з В.П. Кноповою.
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Matters III), Cham 2013.

[2] Knopova V., Mokanu Y. On Lyapunov condition for the solution to a Lévy-driven SDE
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ПОБУДОВА АСИМПТОТИЧНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI
КОШI ДЛЯ ЛIНIЙНОГО НЕОДНОРIДНОГО

СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОГО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО
РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

А.В. НЕХАЙ, С.П. ПАФИК

Використовуючи асимптотичнi методи, дослiджено питання побудови
загального розв’язку задачi Кошi для лiнiйного неоднорiдного сингулярно
збуреного диференцiального рiвняння другого порядку вигляду:

𝜀2
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝜀𝑎(𝑡; 𝜀)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑏(𝑡; 𝜀)𝑥 = 𝑓(𝑡; 𝜀), (1)

𝑥(𝑡0; 𝜀) = 𝑝(𝜀),
𝑑𝑥(𝑡0; 𝜀)

𝑑𝑡
= 𝑑(𝜀), (2)

в якiй 𝑥(𝑡, 𝜀) — шукана функцiя, 𝑎(𝑡, 𝜀), 𝑏(𝑡, 𝜀), 𝑓(𝑡, 𝜀) — вiдомi функцiї
дiйсної змiнної, 𝜀 — малий дiйсний параметр, 𝑝(𝜀), 𝑑(𝜀)- вирази залежнi
вiд малого параметра 𝜀, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], 𝑇 > 0, 𝜀 ∈ (0; 𝜀0], 𝜀0 ≪ 1.

Задачу (1), (2) було дослiджено при виконаннi наступних умов:
1∘. Функцiї 𝑎(𝑡𝜀), 𝑏(𝑡, 𝜀), 𝑓(𝑡, 𝜀) i вирази 𝑝(𝜀), 𝑑(𝜀) представляються у

виглядi асимптотичних розвинень за степенями малого параметра 𝜀:

𝑎(𝑡; 𝜀) =
∑︁

𝑘≥0

𝜀𝑘𝑎𝑘(𝑡), 𝑏(𝑡; 𝜀) =
∑︁

𝑘≥0

𝜀𝑘𝑏𝑘(𝑡), 𝑓(𝑡; 𝜀) =
∑︁

𝑘≥0

𝜀𝑘𝑓𝑘(𝑡),

𝑝(𝜀) =
∑︁

𝑘≥0

𝜀𝑘𝑝𝑘, 𝑑(𝜀) =
∑︁

𝑘≥0

𝜀𝑘𝑑𝑘.

2∘. Функцiї 𝑎𝑘(𝑡), 𝑏𝑘(𝑡), 𝑓𝑘(𝑡), 𝑘 = 0, 1, . . . — нескiнченно диференцiйовнi
на вiдрiзку [0;𝑇 ].

3∘. Рiвняння 𝜆20(𝑡) + 𝑎0(𝑡)𝜆0(𝑡) + 𝑏0(𝑡) = 0 має два рiзних розв’язки
𝜆
(1)
0 (𝑡), 𝜆(2)0 (𝑡) такi, що 𝜆(1)0 (𝑡) ̸= 𝜆

(2)
0 (𝑡), ∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ].

4∘. 𝑏0(𝑡) ̸= 0,∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
5∘. 𝑅𝑒(𝜆𝑖0(𝑡)) < 0, 𝑖 = 1, 2,∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
В результатi було доведено наступну теорему.
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Теорема 1. Якщо виконуються умови 1∘ – 5∘, то задача Кошi (1), (2)
має формальний розв’язок

𝑥(𝑡; 𝜀) = 𝐶1(𝜀) exp

(︂
1

𝜀

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆(1)(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏

)︂
+𝐶2(𝜀) exp

(︂
1

𝜀

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆(2)(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏

)︂
+𝑥(𝑡; 𝜀),

(3)
який є асимптотичним розвиненням точного розв’язку задачi Кошi (1),
(2) при прямуваннi малого параметра 𝜀 до нуля.

Зауваження 1. Функцiї 𝜆(1)(𝑡, 𝜀), 𝜆(2)(𝑡, 𝜀), 𝑥(𝑡; 𝜀) в формулi (3) визнача-
ються через коефiцiєнти рiвняння (1) та початковi умови (2).
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ПIДГОТОВКА ДАНИХ ЩОДО ЕПIДЕМIЇ ВIЛ/СНIД ДЛЯ
АКТУАРНОГО ДОСЛIДЖЕННЯ

Є.М. ОКУНЄВ, О.I. ВАСИЛИК

Для проведення актуарного дослiдження нам потрiбнi данi про стан
епiдемiї ВIЛ/СНIД в Українi. Хоча цi данi є у вiдкритому доступi, їхнiй
формат не є придатним для iмпорту в R, MS Excel або Wolfram Mathemati-
ca. Тож данi потребують попередньої обробки та стандартизацiї.

Основнi кроки:
∙ OCR-зчитування (використано ABBYY для зчитування табличної

структури)
∙ Стандартизацiя таблиць
∙ Усунення помилок OCR
∙ Оцiнка регiональних популяцiй
∙ Виявлення й виправлення помилок у початкових таблицях
∙ Заповнення клiтинок зi значеннями NA, де це можливо

PDF-файли пiсля OCR було вручну перенесено до шаблонної таблицi
з такими колонками:

∙ HIV.N / AIDS.N — новi випадки ВIЛ / СНIД за мiсяць.
∙ HIV.N.100K.POP / AIDS.N.100K.POP — те саме, на 100 тис. на-

селення.
∙ AIDS.D — смертнiсть вiд СНIДу за мiсяць.
∙ AIDS.D.100K.POP — смертнiсть вiд СНIДу на 100 тис. населення.
∙ HIV.T / AIDS.T — кiлькiсть осiб з ВIЛ / СНIДом пiд медичним

наглядом на кiнець мiсяця.
∙ HIV.T.100K.POP / AIDS.T.100K.POP — те саме, на 100 тис. насе-

лення.
Серед типових OCR-помилок —– зчитування цифр 0 i 3 як лiтер «о»

та «з» вiдповiдно, а також зчитування нерозривних пробiлiв як звичай-
них. Для їхнього усунення застосовано макрос iз глобальною замiною у
числових полях.

Для оцiнки регiональних популяцiй, яких немає у звiтах, використано
формулу:

𝑃𝑂𝑃 =
𝑋

𝑋.100𝐾.𝑃𝑂𝑃
· 105,

де 𝑋 — будь-яка змiнна, доступна як в абсолютних одиницях, так i на 100
тис. населення.
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У деяких звiтах значення змiнних HIV.T, HIV.T.100K.POP, AIDS.T,
AIDS.T.100K.POP не оновлювались i повторювалися з попереднього звi-
тного мiсяця. Було введено iндикатор повтору. Для вiдновлення даних
використано такi формули:

𝐻𝐼𝑉.𝑇 (𝑛) = 𝐻𝐼𝑉.𝑇 (𝑛− 1) +𝐻𝐼𝑉.𝑁(𝑛)−𝐴𝐼𝐷𝑆.𝑁(𝑛), (1)

𝐻𝐼𝑉.𝑇.100𝐾.𝑃𝑂𝑃 (𝑛) =
𝐻𝐼𝑉.𝑇 (𝑛)

𝑃𝑂𝑃 (𝑛)
· 105, (2)

𝐴𝐼𝐷𝑆.𝑇 (𝑛) = 𝐴𝐼𝐷𝑆.𝑇 (𝑛− 1) +𝐴𝐼𝐷𝑆.𝑁(𝑛)−𝐴𝐼𝐷𝑆.𝐷(𝑛),
(3)

𝐴𝐼𝐷𝑆.𝑇.100𝐾.𝑃𝑂𝑃 (𝑛) =
𝐴𝐼𝐷𝑆.𝑇 (𝑛)

𝑃𝑂𝑃 (𝑛)
· 105 (4)

Цi ж формули використовувалися для заповнення пропущених значень
(NA) в колонках, що стосуються нових випадкiв ВIЛ/СНIД та спричине-
них ними смертей.

Зауваження 1. На основi звiтiв також була побудована таблиця про ста-
тистику способiв передачi ВIЛ.

Подальше дослiдження передбачає наступнi кроки:
∙ Знаходження i обробка iнформацiї про загальну смертнiсть та

оцiнювання сили декрементiв (СНIД та iншi причини);
∙ Дослiдження адекватностi моделювання процесiв ВIЛ/СНIД, як

напiвмаркiвського ланцюга;
∙ Оцiнювання нетто-премiй для страхової угоди пов’язаної iз

ВIЛ/СНIД;
∙ Побудова мартингалу на основi процесу капiталу портфелю

ВIЛ/СНIД;
∙ Оцiнювання ймовiрностi банкрутства для страхового портфелю

ВIЛ/СНIД.
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РОЗВ’ЯЗКИ ЛIНIЙНОГО ОПЕРАТОРНОГО РIВНЯННЯ В
ПРОСТОРI ℓ𝑝

А.О. ОХРЕМЧУК, А.В. СИРОТЕНКО

Розглядається задача побудови розв’язку лiнiйного операторного рiв-
няння

𝐴𝑋 −𝑋𝐵 = 𝑌, (1)

де 𝐴,𝐵, 𝑌 ∈ ℒ(ℓ𝑝), 𝑋 ∈ ℒ(ℓ𝑝), 1 ≤ 𝑝 < ∞. Оператори 𝐴 i 𝐵 задаються
у виглядi дiагональних операторiв, спектри яких складаються з попарно
рiзних чисел. Оператор 𝑌 — обмежений оператор зсуву.

Нехай
𝐴(𝑥1, 𝑥2, . . . ) = (2𝑥1, 3𝑥2, 2𝑥3, 3𝑥4, . . . ),
𝐵(𝑥1, 𝑥2, . . . ) = (7𝑥1, 11𝑥2, 7𝑥3, 11𝑥4, . . . ),

тобто

𝑎𝑛 =

{︃
2, 𝑛 непарне,
3, 𝑛 парне,

𝑏𝑛 =

{︃
7, 𝑛 непарне,
11, 𝑛 парне.

Оператор 𝑌 : ℓ𝑝 → ℓ𝑝 визначено як зважений оператор зсуву:

𝑌 (𝑥)𝑛 =

⎧
⎨
⎩

0, 𝑛 = 1,
1

𝑛− 1
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Оскiльки спектри операторiв 𝐴 i 𝐵 не перетинаються, для розв’язку
рiвняння (1) можна застосувати iнтегральну формулу:

𝑋 = − 1

4𝜋2

∮︁

Γ𝐴

∮︁

Γ𝐵

(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑌 (𝐵 − 𝜇𝐼)−1

𝜆− 𝜇 𝑑𝜆 𝑑𝜇,

де Γ𝐴, Γ𝐵 — замкненi контури в комплекснiй площинi, що охоплюють
спектри 𝐴 i 𝐵 вiдповiдно.

Резольвенти операторiв мають вигляд:

(𝐴− 𝜆𝐼)−1(𝑥)𝑛 =
1

𝑎𝑛 − 𝜆
𝑥𝑛, (𝐵 − 𝜇𝐼)−1(𝑥)𝑛 =

1

𝑏𝑛 − 𝜇
𝑥𝑛.

З урахуванням дiї оператора 𝑌 , отримаємо:

𝑋(𝑥𝑛) =
𝑥𝑛−1

(𝑛− 1)(𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛)
.
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Парний випадок. Якщо 𝑛 парне, то 𝑎𝑛−1 = 3, 𝑏𝑛 = 7, отже:

𝑋(𝑥𝑛) = − 1

4(𝑛− 1)
𝑥𝑛−1.

Непарний випадок. Якщо 𝑛 непарне, то 𝑎𝑛−1 = 2, 𝑏𝑛 = 11, отже:

𝑋(𝑥𝑛) = − 1

9(𝑛− 1)
𝑥𝑛−1.

Звiдси остаточно:

𝑋(𝑥𝑛) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

− 1

4(𝑛− 1)
𝑥𝑛−1, 𝑛 парне,

− 1

9(𝑛− 1)
𝑥𝑛−1, 𝑛 непарне.

Отриманi формули демонструють, як спектральна структура операто-
рiв та форма правої частини впливають на вигляд розв’язку. Узагальне-
ння результатiв буде представлено в магiстерськiй роботi.
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ГЛИБИНА ТЬЮКI ДЕЯКИХ БАГАТОВИМIРНИХ
IМОВIРНIСНИХ РОЗПОДIЛIВ

В.Є. ПАНАСКО

Функцiя глибини Тьюкi, вперше запропонована в [1], є однiєю з най-
вживанiших мiр центральностi в багатовимiрному статистичному аналiзi.
Для ймовiрнiсного розподiлу 𝜇 на R𝑑 вона визначається як

𝐷𝜇(𝑥) = inf
𝐻∋𝑥

𝜇(𝐻),

де iнфiмум береться по всiх замкнених пiвпросторах 𝐻 ⊂ R𝑑, що мiстять
точку 𝑥. Значення 𝐷𝜇(𝑥) характеризує ступiнь “центральностi” або “ти-
повостi” точки 𝑥 вiдносно розподiлу 𝜇: ця величина набуває найбiльших
значень в центральнiй частинi розподiлу i спадає до нуля при ‖𝑥‖ → ∞.
Детальний огляд властивостей функцiї 𝐷𝜇 наведено в [2].

Аналiтичне обчислення функцiї глибини Тьюкi, як правило, є скла-
дним i можливе лише для окремих класiв розподiлiв. У двовимiрному ви-
падку точнi вирази вiдомi для низки розподiлiв, зокрема наведених у [2].
В нашiй роботi ми узагальнюємо цi результати на новi класи багатовимiр-
них розподiлiв: рiвномiрний розподiл на кулях у R𝑑 (що фактично вклю-
чає також елiпсоїди завдяки аффiннiй еквiварiантностi функцiї 𝐷𝜇) та
розподiли з незалежними симетричними 𝛼-стiйкими координатами. Крiм
того, для деяких iнших двовимiрних розподiлiв — експоненцiального та
закону Стьюдента з незалежними координатами — аналiтичний опис гли-
бини є недоступним; у цих випадках ми дослiджуємо геометрiю вiдпо-
вiдних верхнiх рiвневих множин чисельно та вивчаємо вплив параметрiв
розподiлiв на форму контурiв.
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СТОХАСТИЧНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ В
МОДЕЛЮВАННI ДИНАМIКИ ПОПУЛЯЦIЙ

О.В. ПАНIЧЕК, О.А. ТИМОШЕНКО

Прогнозування демографiчної динамiки, зокрема рiвнiв смертностi й
народжуваностi, є ключовим iнструментом оцiнки популяцiйних змiн. Осо-
бливу роль у цьому вiдiграє моделювання епiдемiологiчних процесiв як
окремого випадку популяцiйної динамiки. В умовах вiйни в Українi епiде-
мiологiчна ситуацiя iстотно ускладнилася, що пiдкреслює потребу в ефе-
ктивних математичних методах її аналiзу. Найпоширенiшими моделями
поширення iнфекцiй є SIR- та SIRV-моделi на основi систем диференцi-
альних рiвнянь (див. [1], [2]).

Для врахування випадкових факторiв i часової змiнностi параметрiв
запропоновано модифiковану SIRV-модель у формi системи стохастичних
диференцiальних рiвнянь (СДР). Такий пiдхiд дозволяє моделювати ви-
падковi збурення, притаманнi реальним епiдемiологiчним процесам, i пiд-
вищити точнiсть прогнозiв (див. [3]). Розглянемо систему СДР:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆 =
[︁
(1− 𝑝)𝜃(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑉 + 𝛼(𝑡)𝑅− 𝜇1(𝑡)𝑆 − 𝛽𝑐(𝑡)𝐼

𝑁 𝑆
]︁
𝑑𝑡+ 𝜎1(𝑡)𝑆𝑑𝑊1,

𝑑𝑉 =
[︁
𝑝𝜃(𝑡)− 𝛾𝛽𝑐(𝑡)𝐼

𝑁 𝑉 − (𝑏(𝑡) + 𝜇1(𝑡))𝑉
]︁
𝑑𝑡+ 𝜎2(𝑡)𝑉 𝑑𝑊2,

𝑑𝐼 =
[︁
𝛽𝑐(𝑡)𝐼
𝑁 𝑆 + 𝛾𝛽𝑐(𝑡)𝐼

𝑁 𝑉 − (𝜇1(𝑡) + 𝜇2(𝑡) + 𝑟(𝑡))𝐼
]︁
𝑑𝑡+ 𝜎3(𝑡)𝐼𝑑𝑊3,

𝑑𝑅 = [𝑟(𝑡)𝐼 − 𝛼(𝑡)𝑅− 𝜇1(𝑡)𝑅] 𝑑𝑡+ 𝜎4(𝑡)𝑅𝑑𝑊4,

(1)
де 𝑆(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝐼(𝑡) та 𝑅(𝑡) — це кiлькiсть сприйнятливих, вакцинованих,
iнфiкованих та одужалих вiдповiдно, а𝑁(𝑡) = 𝑆(𝑡)+𝑉 (𝑡)+𝐼(𝑡)+𝑅(𝑡) — за-
гальна чисельнiсть. Початковий стан задається як (𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)) ∈
R4

+. Клас 𝑆(𝑡) поповнюється через народжуванiсть, втрату iмунiтету ва-
кцинованими та тими, хто одужав; зменшується — внаслiдок iнфiкування
та смертностi. Вакцинованi 𝑉 (𝑡) з’являються через вакцинацiю новона-
роджених, втрачаються через зараження, зниження iмунiтету та смерть.
Клас 𝐼(𝑡) збiльшується за рахунок заражень, зменшується внаслiдок оду-
жання та смертностi. Одужалi𝑅(𝑡) переходять у цей стан пiсля лiкування,
але можуть знову стати сприйнятливими або померти. Стохастичнi впли-
ви моделюються доданками — 𝜎𝑖(𝑡)𝑑𝑊𝑖, де 𝑊𝑖(𝑡) — незалежнi вiнерiвськi
процеси, а 𝜎𝑖(𝑡) — функцiї волатильностi (𝑖 = 1, 2, 3, 4).
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Нехай система (1) має єдиний глобальний розв’язок (𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝑉 (𝑡))
для всiх 𝑡 ≥ 0, який майже напевно залишається в R4

+. Крiм того, якщо
𝐼(0) > 0, то 𝐼(𝑡) > 0 майже напевно (м.н.) для всiх 𝑡 > 0; аналогiчне
твердження справджується для iнших класiв.

Теорема 1. Розглянемо (𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝑉 (𝑡)) ∈ R4
+, 𝑡 ≥ 0 — розв’язок си-

стеми (1) у момент часу 𝑡 з (𝑆(0), 𝐼(0), 𝑅(0), 𝑉 (0)) ∈ R4
+. Припустимо,

що збiгається ряд
∑︀∞
𝑘=1

1
4𝑘−1

∫︀ 2𝑘+1

0
𝜎2
3(𝑠) 𝑑𝑠 <∞ та

lim
𝑡→∞

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

[𝛽(1 + 𝛾)𝑐(𝑠)− 𝜇1(𝑠)− 𝜇2(𝑠)− 𝑟(𝑠)] 𝑑𝑠 = 0.

Тодi
lim
𝑡→∞

ln 𝐼(𝑡)

𝑡
= 0 м. н.

Наслiдок 1. Розглянемо систему (1), у якiй всi коефiцiєнти є стали-
ми. Тодi iснує додатний розв’язок (𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝑉 (𝑡)) та визначається
репродуктивне число ℛ0 = 𝛽(1+𝛾)𝑐

𝜇1+𝜇2+𝑟
. Якщо ℛ0 < 1, то кiлькiсть iнфiко-

ваних осiб майже напевно прямує до нуля.

Рис. 1. Значення ℛ0 залежно вiд частоти контактiв 𝑐 та
iнтенсивностi природної смертностi 𝜇1
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ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ ЛIНIЙНОЇ
СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ СИСТЕМИ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

С.О. СЕРГIЄНКО, С.П. ПАФИК

Використовуючи асимптотичнi методи, дослiджено питання побудови
розв’язку задачi Кошi для сингулярно збуреної системи диференцiальних
рiвнянь першого порядку вигляду:

𝜀
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑥, (1)

𝑥(𝑡0; 𝜀) = 𝑥(𝜀), (2)

в якiй 𝑥(𝑡, 𝜀) — шуканий 𝑛-вимiрний вектор, 𝐴(𝑡; 𝜀) — квадратна матриця
𝑛-го порядку, елементи якої є функцiї дiйсної змiнної, 𝜀 — малий дiйсний
параметр, 𝑥(𝜀) — вираз залежний вiд малого параметра 𝜀, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], 𝑇 > 0,
𝜀 ∈ (0; 𝜀0], 𝜀0 ≪ 1.

Задачу (1), (2) було дослiджено при виконаннi наступних умов:
1∘. Матриця 𝐴(𝑡; 𝜀) i вектор 𝑥(𝜀) представляються у виглядi асимпто-

тичних розвинень за степенями малого параметра 𝜀:

𝐴(𝑡; 𝜀) =
∑︁

𝑘≥0

𝜀𝑘𝐴𝑘(𝑡), 𝑥(𝜀) =
∑︁

𝑘≥0

𝜀𝑘𝑥𝑘.

2∘. Елементи матрицi 𝐴𝑘(𝑡) нескiнченно диференцiйовнi на вiдрiзку
[0;𝑇 ].

3∘. Рiвняння |𝐴0(𝑡)− 𝜆0𝐸| = 0 має 𝑛 простих коренiв 𝜆(𝑖)0 (𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛,
∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ].

4∘. 𝑅𝑒(𝜆𝑖0(𝑡)) < 0, 𝑖 = 1, 𝑛,∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
В результатi було доведено наступну теорему.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 1∘ – 4∘, то задача Кошi (1), (2)
має формальний розв’язок

𝑥(𝑡; 𝜀) =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝐶𝑖(𝜀)ℎ
(𝑖)(𝑡; 𝜀)(𝜀) exp

(︂
1

𝜀

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆(𝑖)(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏

)︂
, (3)

який є асимптотичним розвиненням точного розв’язку задачi Кошi (1),
(2) при прямуваннi малого параметра 𝜀 до нуля.

Зауваження 1. Функцiї 𝜆(𝑖)(𝑡, 𝜀) та вектори ℎ(𝑖)(𝑡; 𝜀), 𝑖 = 1, 𝑛, в формулi
(3) визначаються через коефiцiєнти рiвняння (1) та початковi умови (2).
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МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМIКИ НЕЛIКВIДНИХ
ФIНАНСОВИХ РИНКIВ

Ф.О. СЕРДЮК, Д.Ю. СЛУЧИНСЬКИЙ

Оцiнка опцiонiв на ринках з обмеженою лiквiднiстю є критично важли-
вою для управлiння ризиками. Проте традицiйнi моделi, зокрема модель
Блека-Шоуза, часто вироджуються за умов нелiквiдностi. Це зумовлює
необхiднiсть використовувати iншi моделi, якi враховують зупинку змiни
цiни та нестабiльну волатильнiсть. Наприклад, субдифузiйнi моделi, що
ґрунтуються на введеннi процесу нового часу 𝐻𝑡.

У роботi розглянуто субдифузiйнi моделi цiноутворення опцiонiв [1] з
урахуванням локальної волатильностi 𝜎𝐻𝑡

для випадку оберненого гау-
сiвського субординатора з параметрами (0, 1). Для цього випадку про-
понуються два методи знаходження справедливої цiни опцiонiв. Перший
метод використовує мартингальний пiдхiд, запропонований Магдiазр [2]:

𝐶𝐻𝑡
(𝑆𝐻𝑡

,𝐾, 𝑇, 𝜎𝐻𝑡
) =

∫︁ ∞

0

𝐶(𝑆𝐻𝑡
,𝐾, 𝑥, 𝜎2

𝐻𝑡
) ·
√
2√
𝜋𝑇

𝑒−
𝑥2

2𝑇 𝑑𝑥, (1)

де:

∙ 𝑆𝐻𝑡
— цiна активу в момент часу 𝐻𝑡,

∙ 𝐾 — цiна страйку,
∙ 𝑇 — час до реалiзацiї опцiону.

Другий — базується на фрактальному рiвняннi Дюперi [3].
Для цих пiдходiв було реалiзовано чисельнi методи i знайдено оцiнку

премiй опцiонiв для реальних ринкових даних з Nasdaq. Проведенi стати-
стичнi та емпiричнi тести для оцiнювання якостi моделi.
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EXPLOSION AND IMPLOSION
OF SEMI-MARKOV BIRTH-DEATH PROCESSES

A.YU. PILIPENKO, V.V. TKACHENKO

Consider a birth-death Markov chain (𝑋𝑘)𝑘≥0 on the state space {0, 1, 2, ...}
with transitional probabilities 𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝑝𝑖, 𝑝𝑖,𝑖−1 = 𝑞𝑖 such that 𝑝0,1 = 1 and
𝑝𝑖, 𝑞𝑖 > 0, 𝑝𝑖 + 𝑞𝑖 = 1 for 𝑖 ≥ 1. Its diagram is given below.

0 1 2 . . .
1

𝑞1

𝑝1

𝑞2

𝑝2

𝑞3

Let {𝜏𝑖}∞𝑖=0 be a sequence of positive random variables. For each 𝜏𝑖 consider
a sequence {𝜏𝑘𝑖 }∞𝑘=0 of its independent copies. Suppose all these sequences and
the Markov chain (𝑋𝑘) are independent of each other. Put 𝑇0 = 0 and define
random moments of jumps recurrently:

𝑇𝑘+1 = 𝑇𝑘 + 𝜏𝑘𝑋𝑘
, 𝑘 ≥ 0.

Definition 1. Let

𝑋(𝑡) = 𝑋𝑘, 𝑡 ∈ [𝑇𝑘, 𝑇𝑘+1), 𝑘 ≥ 0.

Then 𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0 is a semi-Markov process with the embedded Markov chain
(𝑋𝑘) and waiting times {𝜏𝑖}.

Denote by 𝜎𝑛 the first moment when 𝑋 hits 𝑛 ∈ N. Then 𝜎∞ = lim𝑛→∞ 𝜎𝑛
represents the moment of hitting infinity.

Definition 2. The process 𝑋 explodes (to infinity) if 𝜎∞ <∞.

Let {𝑌𝑛}𝑛≥0 be a sequence of independent processes from Definition 1 such
that 𝑌𝑛(0) = 𝑛 for 𝑛 ≥ 0. Define stopping times

𝜃𝑛 = inf{𝑡 ≥ 0 | 𝑌𝑛(𝑡) = 𝑛− 1}, 𝑛 ≥ 1.

Then 𝜃∞ =
∑︀∞
𝑘=1 𝜃𝑘 represents the time of hitting 0 starting from infinity.

Definition 3. The process implodes (from infinity) if 𝜃∞ <∞.

The following Theorems provide a generalization to known results about
regularity for Markov birth-death processes (see [1, IV, §5]). They are also
analogous to classical results about attainability and entrance of boundaries
for one-dimensional diffusions (see, e.g., [2, XV, §6]).
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Introduce the following notation:

𝛿𝑘 =
𝑞1 · · · 𝑞𝑘
𝑝1 · · · 𝑝𝑘

, 𝑘 ≥ 0,

𝜈𝑖 = (1− Ee−𝜏𝑖)
𝑝1 · · · 𝑝𝑖−1

2𝑞1 · · · 𝑞𝑖
, 𝑖 ≥ 0.

Theorem 1 (Explosion condition). Let 𝑋 be a semi-Markov process from
Definition 1. For every initial distribution of 𝑋 the following alternative
holds:

P{𝑋 explodes} = 1 ⇐⇒
∞∑︁

𝑘=1

(︃
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜈𝑖

)︃
𝛿𝑘 <∞,

P{𝑋 explodes} = 0 ⇐⇒
∞∑︁

𝑘=1

(︃
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜈𝑖

)︃
𝛿𝑘 =∞.

Theorem 2 (Implosion condition). Let 𝑋 be a semi-Markov process from
Definition 1. For every initial distribution of 𝑋 the following alternative
holds:

P{𝑋 implodes} = 1 ⇐⇒
∞∑︁

𝑘=1

(︃ ∞∑︁

𝑖=𝑘+1

𝜈𝑖

)︃
𝛿𝑘 <∞ and

∞∑︁

𝑘=1

𝛿𝑘 =∞,

P{𝑋 implodes} = 0 ⇐⇒
∞∑︁

𝑘=1

(︃ ∞∑︁

𝑖=𝑘+1

𝜈𝑖

)︃
𝛿𝑘 =∞ or

∞∑︁

𝑘=1

𝛿𝑘 <∞.
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ SIR В ЕПIДЕМIОЛОГIЇ

А.В. ФЕДОРЦОВА, А.О. КОВАЛЮК, Т.Г. ПРИГАЛIНСЬКА

У 1927 роцi В.О. Кермак i А.Г. Макендрiк опублiкували серiю праць
пiд назвою «Внесок у математичну теорiю епiдемiй», де описали динамiку
передачi захворювання за допомогою системи диференцiальних рiвнянь.
Вже наприкiнцi XX столiття математичне моделювання стало активно
використовуватися у сферi громадського здоров’я. Епiдемiологiчнi мо-
делi покликанi прогнозувати перебiг захворювання, визначати джерела
поширення iнфекцiї та формулювати оптимальнi стратегiї втручання [1].

Вибiр компартментiв (параметрiв) моделi залежить вiд особливостей
конкретного захворювання та цiлей дослiдження. Саме тому iснує велика
кiлькiсть епiдемiологiчних моделей, серед яких найпоширенiшою є 𝑆𝐼𝑅.
Модель 𝑆𝐼𝑅 (англ. Susceptible — сприйнятливi, Infectious — iнфiкованi,
Recovered/Removed — одужавшi/померлi) ґрунтується на подiлi популяцiї
на три групи:

∙ 𝑆 — особи, якi здоровi, але сприйнятливi до iнфекцiї;
∙ 𝐼 — iнфiкованi, тобто тi, хто може передавати хворобу;
∙ 𝑅 — особи, якi перенесли модельоване захворювання, не можуть

бути iнфiкованими повторно та не можуть iнфiкувати iнших, оскi-
льки здобули постiйний iмунiтет, або померли.

Маємо три рiвняння, якi описують нашу модель:
d𝑆

d𝑡
= −𝛽𝐼𝑆

𝑁
,

d𝐼

d𝑡
=
𝛽𝐼𝑆

𝑁
− 𝛾𝐼, d𝑅

d𝑡
= 𝛾𝐼,

де 𝑁 — параметр, що вiдповiдає за кiлькiсть населення. Для опису ди-
намiки переходiв мiж цими групами використовуються такi коефiцiєнти:
𝛽 — середня кiлькiсть ефективних контактiв на особу за день; 𝛾 — оберне-
но пропорцiйна середнiй кiлькостi днiв, протягом яких особа є заразною.

Можна видiлити коефiцiєнт поширення iнфекцiї 𝑅0 (базове репроду-
ктивне число). Цей коефiцiєнт не використовується у рiвняннях, що за-
дають модель, але визначає динамiку iнфекцiйного захворювання:

𝑅0 =
𝛽

𝛾
.

Якщо 𝑅0 > 1, то вважають, що iнфекцiя має потенцiал до пошире-
ння, оскiльки один iнфiкований у середньому заражає бiльше нiж одну
особу [1].
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Система рiвнянь, що лежить в основi моделi 𝑆𝐼𝑅, є нелiнiйною i у
2014 роцi Гарко Т., Лобо Ф. та Мак М. отримали її точний аналiтичний
розв’язок [2]. Важливою властивiстю моделi є збереження сталої загальної
кiлькостi населення у кожен момент часу: 𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡) = const = 𝑁 .

Для аналiзу довгострокової динамiки захворювання необхiдно врахову-
вати демографiчнi чинники, якi не враховує базова, зокрема, народження
та смерть. У модифiкованiй моделi смертнiсть рiвномiрно впливає на всi
категорiї населення з певною сталою швидкiстю, а новонародженi додаю-
ться лише до групи сприйнятливих до iнфекцiї. Припускається, що рiвень
народжуваностi дорiвнює рiвню смертностi, тож загальна чисельнiсть по-
пуляцiї залишається сталою:

d𝑆

d𝑡
= 𝜇− 𝛽𝐼𝑆 − 𝜇𝑆, d𝐼

d𝑡
= 𝛽𝐼𝑆 − 𝛾𝐼 − 𝜇𝐼, d𝑅

d𝑡
= 𝛾𝐼 − 𝜇𝑅.

Припущення щодо сталого темпу оновлення популяцiї призводить до
експоненцiального розподiлу за вiком iз середнiм значенням наближено
рiвним 𝐿 = 1

𝜇 , де 𝜇 — коефiцiєнт смертностi, не пов’язаний iз дiєю вiрусу.
Спрощення є прийнятним для країн, що розвиваються, де умови життя
створюють приблизно однаковий тиск смертностi на всi вiковi групи [3].

Отже, модель 𝑆𝐼𝑅 є базовою у епiдемiологiї. Вона дозволяє зрозумiти
динамiку поширення захворювань, оцiнити вплив ключових параметрiв
на розвиток епiдемiї та визначити необхiднi заходи. Може бути адаптова-
на до складнiших умов шляхом включення демографiчних показникiв. У
сучасному свiтi саме математичнi моделi допомагають описувати реальнi
процеси та формувати стратегiї боротьби з iнфекцiйними загрозами.
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МЕТОД ПIДСУМОВУВАННЯ РОЗБIЖНИХ В
КЛАСИЧНОМУ СЕНСI РЯДIВ

А.В. СИРОТЕНКО, Д.А. ЧАУС

Твердження. Формула
∞∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛 =

∞∑︁

𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)𝐴𝑛, (1)

де 𝐴𝑛 =
∑︀𝑛
𝑘=1 𝑎𝑛 i 𝑏𝑛 монотонно спадає до нуля, може поставити у

вiдповiднiсть ряду число бiльшому класу рядiв нiж класичний метод.

Приклад 1.
∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛−1 =
∞∑︁

𝑛=1

(
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1
)
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑘 =
1

2

Приклад 2.
∞∑︁

𝑛=1

cos𝑛 =
∞∑︁

𝑛=1

(
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1
)
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑘 cos 𝑘 = −1

2

Приклад 3.
∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛 sin𝑛 =

∞∑︁

𝑛=1

(
1

𝑛2
− 1

(𝑛+ 1)2
)

𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘𝑘2 sin 𝑘 = −1

2
tg

1

2

Теорема. Для формули (1) виконуються властивостi лiнiйностi, ста-
бiльностi i регулярностi.

Лiтература

[1] Hardy, G. H. (2000). Divergent Series. American Mathematical Society.
[2] Фихтенгольц, Г. М. (1966). Курс дифференциального и интегрального исчисления.

Рипол Классик.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: antonsyrotenko86@gmail.com

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: droba20020504@gmail.com

XIII Всеукраїнська наукова конференцiя молодих математикiв

56



SWITCHING PROBLEM ON GRAPH

A. PILIPENKO, I. CHULAKOV

A. Skorokhod in 1961 formulated the reflection problem in his work [1],
which subsequently proved to be an effective method for constructing re-
flected diffusions. Based on this reflection problem, a mapping was built that
assigns to a function the solution of Skorokhod’s reflection problem for that
function. This mapping turned out to be useful for solving various problems
in queueing theory (see, for example, [2]). Skorokhod’s reflection problem
has been generalized by different authors. In particular, A. Pilipenko in the
article [3] posed the problem of jump-like reflection, and this work made it
possible to construct Brownian motion with jump-like reflection (see [4]).

The aim of our work is to construct a similar mapping for natural gluing of
functions on a graph. We investigate the properties of this mapping and apply
it to the study of random walks, using the continuous mapping Theorem and
Donsker’s invariance principle.

Definition 1. Let 𝑚 ∈ N. We say that the function �⃗� is a solution to the
graph switching problem for function �⃗� and compensating function �⃗� if for
each 𝑖 ∈ 1,𝑚 the function𝑋𝑖(𝑡) from the vector �⃗�(𝑡) = (𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡), ..., 𝑋𝑚(𝑡))
can be represented as

𝑋𝑖(𝑡) =𝑊𝑖(𝑇𝑖(𝑡)) +𝐻𝑖( ̃︀𝑇 (𝑡))
and there is a sequence {𝑎𝑘, 𝑏𝑘 | 𝑘 ≥ 0} ⊂ R+ such that this sequence and
functions 𝑇𝑖 : R+ ↦→ R+, ̃︀𝑇 : R+ ↦→ R+ satisfy the following conditions:

(1) 0 = 𝑎0 ≤ 𝑏0 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑏1 ≤ ... ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 ≤ ... ≤ +∞; 𝑎𝑘 → +∞.
(2) ̃︀𝑇 is a non-decreasing right-continuous function and ̃︀𝑇 (0) = 0.
(3) For all 𝑖 ∈ 1,𝑚 the function 𝑇𝑖 is a piecewise linear function that has

derivative at each point of R+ except maybe {𝑎𝑘, 𝑏𝑘 | 𝑘 ≥ 0}.
(4) For all 𝑡 ∈ R+ ∖ {𝑎𝑘, 𝑏𝑘 | 𝑘 ≥ 0} and for all 𝑖 ∈ 1,𝑚 we have 𝑇 ′

𝑖 (𝑡) ∈
{0, 1} and 𝑇𝑖(0) = 0.

(5) For all 𝑡 ∈ 𝐴 = ∪∞𝑘=0(𝑎𝑘, 𝑏𝑘) holds
∑︀𝑚
𝑖=1 𝑇

′
𝑖 (𝑡) = 1.

(6)
∫︀∞
0

I𝐴(𝑡) d ̃︀𝑇 (𝑡) = 0.
(7) For 𝐵 = ∪∞𝑘=0(𝑏𝑘, 𝑎𝑘+1) for all 𝑖 ∈ 1,𝑚 holds

∫︀∞
0

I𝐵(𝑡)d𝑇𝑖(𝑡) = 0.

We shall denote that �⃗� is a solution of the graph switch problem for functions
�⃗� , �⃗� in the following way: �⃗� ∈ ℛ(�⃗� , �⃗�).
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Theorem 1. For 𝑛 ∈ N let �⃗�(𝑛) be a function from ℛ(�⃗� (𝑛), �⃗�(𝑛)) and let
the following conditions hold:

(1) The sequence of functions {�⃗� (𝑛)}𝑛≥1 converges locally uniformly to
the function �⃗� from 𝐶(R+,R𝑚) on R+ as 𝑛→∞.

(2) The sequence of functions {�⃗�(𝑛)}𝑛≥1 converges locally uniformly to
the function �⃗� from 𝐶(R+,R𝑚) on R+ as 𝑛→∞.

(3) For all 𝑇 > 0 and ∀𝑖 ∈ 1,𝑚 we have lim inf𝑛→∞ inf𝑡∈[0,𝑇 ]𝑋
(𝑛)
𝑖 (𝑡) ≥ 0.

(4) For all 𝑇 > 0 and ∀𝑖 ∈ 1,𝑚 we have lim sup
𝑛→∞

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]∩𝐵(𝑛)

𝑋
(𝑛)
𝑖 (𝑡) ≤ 0.

(5) The functions 𝐻(𝑛)(𝑡) =
∑︀𝑚
𝑖=1𝐻

(𝑛)
𝑖 (𝑡) converge locally uniformly to

the function 𝑡 on R+ as 𝑛→∞.
(6) The sequence of functions 𝑇 (𝑛)(𝑡) :=

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑇

(𝑛)
𝑖 (𝑡) converges locally

uniformly to the function 𝑡 on R+ as 𝑛→∞.
Then there exists a subsequence 𝑛𝑘 and functions 𝑇𝑖 : R+ ↦→ R, 𝑖 ∈ 1,𝑚 and
̃︀𝑇 : R+ ↦→ R such that for all 𝑖 ∈ 1,𝑚 the functions 𝑋(𝑛𝑘)

𝑖 converge locally
uniformly to the function 𝑋𝑖(·) :=𝑊𝑖(𝑇𝑖(·))+𝐻𝑖( ̃︀𝑇 (·)) as 𝑘 →∞ and for all
𝑖 ∈ 1,𝑚 the functions 𝑇 (𝑛𝑘)

𝑖 converge to 𝑇𝑖 and the functions ̃︀𝑇 (𝑛𝑘) converge
to ̃︀𝑇 locally uniformly. Moreover,

⎧
⎨
⎩

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑇𝑖(𝑡) = 𝑡,

𝑙𝑖(𝑇𝑖) = 𝐻𝑖( ̃︀𝑇 (𝑡)), 𝑖 = 1,𝑚.
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ФУНКЦIОНАЛЬНI РIВНЯННЯ КОШI З ОБМЕЖЕННЯМИ

А.О. ШЕВЧЕНКО, В.В. ПАВЛЕНКОВ

Доповiдь буде присвячена функцiональним рiвнянням Кошi з обмеже-
ннями вигляду

𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ G ⊂ R, (1)

якi природнiм чином узагальнюють звичайне функцiональне рiвняння
Кошi.

Зрозумiло, що будь-який розв’язок звичайного функцiонального рiв-
няння Кошi (адитивна функцiя) є також i розв’язком функцiонального
рiвняння Кошi з обмеженнями (1). Але в доповiдi будуть наведенi при-
клади розв’язкiв функцiональних рiвнянь Кошi з обмеженнями (1), якi
не є розв’язками звичайного функцiонального рiвняння Кошi.

Будуть розглянутi наступнi твердження стосовно функцiональних рiв-
нянь (1):

∙ про властивостi множини G;
∙ про структуру розв’язкiв рiвнянь (1);
∙ про достатнi умови звiдностi функцiональних рiвнянь (1) до зви-

чайного функцiонального рiвняння Кошi.
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ПАРАЛЕЛЬНИЙ РОЗПОДIЛЕНИЙ СОЛВЕР КРИЛОВА
ДЛЯ ЗМIШАНИХ СКIНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТIВ

Б.Ю. ШЕВЧЕНКО

Вступ

Розглядається розробка високопродуктивного паралельного солвера для
задач гiбридизованого змiшаного скiнчено елементного аналiзу трiщин у
газоохолоджуваних ядерних реакторах Великої Британiї.

Такi задачi призводять до надвеликих систем лiнiйних рiвнянь розмi-
ром понад 109 ступенiв вiльностi.

Для розробки менi було надано доступ до ARCHER2 — найпотужнiший
суперкомп’ютер Великої Британiї. Доступна менi пiкова продуктивнiсть
— 1 PFLOPS.

Методи Крилова та обґрунтування їхньої ефективностi

Методи Крилова — це велика група ефективних iтерацiйних алгори-
тмiв для розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь 𝐴x = b та
обчислення власних значень матриць.

Нехай 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 — невироджена матриця, а b ∈ R𝑛 — заданий вектор.
Криловським пiдпростором порядку 𝑚 називається простiр, породжений
векторами:

𝒦𝑚(𝐴,b) = span{b, 𝐴b, 𝐴2b, . . . , 𝐴𝑚−1b}.
Тобто, на кожнiй iтерацiї будується пiдпростiр, який включає b та ре-
зультат послiдовних застосувань оператора 𝐴.

Твердження (мiнiмальний многочлен). Будь-яка матриця 𝐴 за-
довольняє певний мiнiмальний многочлен:

𝑞(𝑡) = 𝑡𝑚 + 𝛼𝑚−1𝑡
𝑚−1 + · · ·+ 𝛼1𝑡+ 𝛼0,

де 𝑚 ≤ 𝑛, такий що
𝑞(𝐴) = 𝐴𝑚 + 𝛼𝑚−1𝐴

𝑚−1 + · · ·+ 𝛼1𝐴+ 𝛼0𝐼 = 0.

Якщо 𝐴 є невиродженою, тобто оберненою, тодi 𝛼0 ̸= 0, i ми можемо
записати:

𝐴−1 = − 1

𝛼0

(︀
𝐴𝑚−1 + 𝛼𝑚−1𝐴

𝑚−2 + · · ·+ 𝛼1𝐼
)︀
.

Тепер, застосовуючи 𝐴−1 до вектора b, отримуємо:
x⋆ = 𝐴−1b ∈ 𝒦𝑚(𝐴,b).

Тобто точний розв’язок знаходиться у пiдпросторi i теоретично буде зна-
йдено за не бiльше нiж 𝑚 iтерацiй, а практично збiжнiсть часто настає
набагато ранiше.
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Метод скiнченних елементiв (FEM)

Метод скiнченних елементiв (FEM) наближує розв’язок 𝑢(𝑥) задачi,
як комбiнацiю простих базисних функцiй 𝑁𝑖(𝑥). На рисунку показано
приклад: функцiю 𝑢(𝑥) апроксимовано на вiдрiзку [0, 1] як суму вiдрiзкiв.

Рис. 1. Апроксимацiя функцiї 𝑢(𝑥) методом скiнченних елементiв.

Реалiзацiя та продуктивнiсть

∙ Розподiл даних. Система 𝐴x = b масштабу 𝑛 ∼ 109 формується
пiдматрицями i пiдвекторами, що зберiгаються на рiзних проце-
сорах суперкомп’ютера, що спiлкуються MPI.

∙ GPU-прискорення. Множення 𝐴x: У кожного процесора є вла-
сний супер GPU, на який копiюється пiдматриця i пiдвектор. Їхнє
множення вiдбувається ефективним алгоримом розподiлення на
густi блоки i використання MAGMA Batched Blas-2. Внутрiшньо-
вузловий збiр: Через роздiлення на густi блоки результати множе-
ння розкиданi по пам’ятi. Вони збираються у пiдвектор результа-
тiв через окримий алгоримт написаний на SYCL.

∙ Апаратна платформа. 16 вузлiв: процесор 32 ядра i GPU AMD
Instinct MI210 32GB, пiкова продуктивнiсть ≈ 1 PFLOPS (FP64).
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ВИЗНАЧЕННЯ ПАРАМЕТРА ХЕРСТА ДРОБОВОГО
БРОУНIВСЬКОГО ПРОЦЕСУ ЗА ДОПОМОГОЮ МЕТОДIВ

МАШИННОГО НАВЧАННЯ

Є.I. ШЕПТУХА, I.В. РОЗОРА

Актуальнiсть роботи пов’язана iз широким застосуванням дробового
броунiвського руху для моделювання процесiв у рiзних сферах, таких
як фiнанси, телекомунiкацiї, бiомедицина та геофiзика [1, 2]. Параметр
Херста є ключовою характеристикою довготривалої залежностi та само-
подiбностi часових рядiв, що робить його оцiнку критично важливою для
аналiзу та якiсного прогнозування таких процесiв.

Традицiйнi методи визначення параметра Херста, такi як R/S-аналiз [2]
або DFA-аналiз (Detrended fluctuation analysis) [3], мають обмеження у то-
чностi та швидкостi обчислень, особливо для коротких або зашумлених
рядiв. Сьогоднi методи машинного навчання демонструють вражаючу
ефективнiсть у таких задачах прогнозування часових рядiв та виокрем-
лення ознак, що вiдкриває новi можливостi для покращення точностi та
ефективностi оцiнки параметрiв випадкових процесiв [1].

У роботi дослiджується ефективнiсть застосування моделей машинно-
го навчання для оцiнки параметра Херста дробового броунiвського про-
цесу. Основна увага придiляється пiдходу до моделювання тренувальних
даних, порiвнянню точностi визначення параметру Херста рiзними мо-
делями машинного навчання (лiнiйнi моделi, дерева рiшень, ансамблевi
моделi, нейроннi мережi), а також порiвнянню ефективностi наведених
алгоритмiв машинного навчання та поширених класичних методiв: R/S-
аналiз та DFA-аналiз.

Для моделювання даних, зокрема траєкторiй дробового броунiвсько-
го процесу, використовувався метод Хоскiнга [4]. Алгоритм моделювання
даних для навчання та валiдацiї моделей мав наступний вигляд:

∙ Випадковим чином обирається значення параметра Херста з про-
мiжку [0.001, 0.999], яке потiм буде використано як значення цi-
льової змiнної;
∙ Генерується дробовий броунiвський процес довжини 1000;
∙ Випадковим чином з змодельованого процесу обирається пiдпо-

слiдовнiсть заданої довжини: 10, 25, 50, 100.
∙ Значення випадкового процесу нормуються на iнтервалi [0, 1].
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Використовуючи змодельованi данi (100000 записiв), було проведено
крос-валiдацiю наступних моделей машинного навчання: лiнiйна регре-
сiя (Ridge, Lasso), дерево рiшень (Decision Tree), випадковий лiс (Random
Forest), LightGBM, XGBoost, Multi-layer Perceptron, RNN, LSTM, одно-
вимiрна CNN. Для цього використовувалася процедура крос-валiдацiї iз
5 частинами у поєднаннi iз процедурою пiдбору гiперпараметрiв моделей
за допомогою алгоритму байєсiвської оптимiзацiї [5]. В якостi метрики
точностi моделювання було використано середньоквадратичну похибку
RMSE.

Для порiвняння ефективностi моделей машинного навчання iз класи-
чними методами (R/S-аналiз та DFA) їх було протестовано на окремо
змодельованих тестових даних (1000 записiв) iз використанням вже пiдi-
браних гiперпараметрiв для моделей машинного навчання.

За результатами моделювання було зроблено висновок, що найкращу
точнiсть визначення параметра Херста для дробового броунiвського про-
цесу показують моделi нейронних мереж, зокрема LSTM та одновимiрна
CNN. Подiбнi результати демонструють моделi LightGBM, XGBoost та
Random Forest, якi є представниками ансамблевих моделей. Лiнiйнi мо-
делi та дерева рiшень показують значно гiршi результати.

Подальший напрямок дослiдження може полягати у бiльш детально-
му аналiзi та пiдборi гiперпараметрiв моделей машинного навчання для
досягнення вищої точностi при визначенi параметра Херста та швидкостi
навчання.
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МОДЕЛЮВАННЯ 𝜙-СУБГАУССОВОГО ДРОБОВОГО
БРОУНIВСЬКОГО РУХУ В ПРОСТОРI 𝐿𝑝([0;𝑇 ])

К.I. ШУРУБУРА

У роботi [1] запропоновано метод моделювання дробового броунiвсько-
го руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]). Викори-
стовуючи результати роботи [2], побудуємо модель строго 𝜙-субгауссового
дробового броунiвського руху в просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]).

Нехай (Ω,Σ, 𝑃 ) — стандартний iмовiрнiсний простiр, а 𝑇 — деяка па-
раметрична множина (𝑇 = [0, 𝑇 ] або 𝑇 = [0,∞]).

Означення 1. Випадковий процес {𝑊𝛼(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається строго
𝜙-субгауссовим дробовим броунiвським рухом iз параметром 𝛼 ∈ (0, 2),
якщо вiн є строго 𝜙-субгауссовим випадковим процесом з кореляцiйною
функцiєю 𝑅(𝑡, 𝑠) = 1

2

(︀
|𝑡|𝛼 + |𝑠|𝛼 − |𝑡− 𝑠|𝛼

)︀
.

Строго 𝜙-субгауссовий дробовий броунiвський рух iз параметром 𝛼 ∈
(0, 2) можна зобразити у такому виглядi (наприклад, див. [3]):

𝑊𝛼(𝑡) =
𝐴√
𝜋

(︂ ∞∫︁

0

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
∞∫︁

0

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂
, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

де 𝜉(𝜆), 𝜂(𝜆) — строго 𝜙-субгауссовi випадковi процеси,

𝐴2 =

{︂
2

𝜋

∞∫︁

0

1− cos(𝜆𝑡)

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂−1

=

{︂
− 2

𝜋
Γ(−𝛼) cos

(︂
𝛼𝜋

2

)︂}︂−1

.

Модель строго 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху 𝑊𝛼 має
наступний вигляд:

𝑆𝑀 (𝑡, 𝜆) =
𝐴√
𝜋

(︂𝑀−1∑︁

𝑖=1

cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

(𝜉(𝜆𝑖+1)− 𝜉(𝜆𝑖))−

−
𝑀−1∑︁

𝑖=1

sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

(𝜂(𝜆𝑖+1)− 𝜂(𝜆𝑖))

)︂
=

=
𝐴√
𝜋

(︂𝑀−1∑︁

𝑖=1

cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

𝑋𝑖 −
𝑀−1∑︁

𝑖=1

sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

𝑌𝑖

)︂
,

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑀 ∈ N,
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де {𝑋𝑖, 𝑌𝑖}, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀 −1, — це незалежнi строго 𝜙-субгауссовi випад-
ковi величини.

Твердження 1. Нехай 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} – строго 𝜙-субгауссовий

випадковий процес, та iнтеграл Лебега
𝑇∫︀
0

(E(𝑋(𝑡))2)
𝑝
2 d𝑡 < ∞ при 𝑝 ≥ 1

(позначимо
𝑇∫︀
0

(E(𝑋(𝑡))2)
𝑝
2 d𝑡 =: 𝑐). Тодi iнтеграл

𝑇∫︀
0

|𝑋(𝑡)|𝑝d𝑡 iснує з iмо-

вiрнiстю 1 та для довiльних 𝜀 > 𝑐𝑝
𝑝
2 справедлива оцiнка

𝑃

{︂ 𝑇∫︁

0

|𝑋(𝑡)|𝑝d𝑡 > 𝜀

}︂
≤ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂(︁𝜀
𝑐

)︁1/𝑝)︂}︂
.

Теорема 1. Модель 𝑆𝑀 наближає процес 𝑊𝛼 iз заданою надiйнiстю 1−𝛿,
0 < 𝛿 < 1, та точнiстю 𝜀 > 0 у просторi 𝐿𝑝([0, 𝑇 ]), 𝑝 ≥ 1, якщо у випадку
𝛼 ∈ (0, 1] виконується умова

𝑇∫︁

0

(︃
2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼𝜆𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁

𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3
3𝜆𝛼+1

𝑖

+

+ (1 + 22−
3
2𝛼)𝑡

3
2𝛼

𝑀−1∑︁

𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2 +2
𝑖

)︃)︃𝑝/2
d𝑡 <

< 𝜀𝑝 ·min

{︂
1

𝑝
𝑝
2

,
1

(𝜙*(−1)(ln( 2
𝛿 )))𝑝

}︂
,

де 𝑀 ∈ N та 0 = 𝜆0 < 𝜆1 < ... < 𝜆𝑀 = 𝜆 — розбиття вiдрiзка [0, 𝜆].
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ОДНА НIДЕ НЕ ДИФЕРЕНЦIЙОВНА ФУНКЦIЯ

Т.Р. БАБИЧ, С.П. РАТУШНЯК

Нехай 𝐴𝑠 = {0, 1, ..., 𝑠 − 1} — алфавiт, 𝐿𝑠 = 𝐴𝑠 × 𝐴𝑠 × ... — простiр
послiдовностей елементiв алфавiту 𝐴𝑠. Вiдомо, що для довiльного числа

𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿𝑠 така, що 𝑥 =
∞∑︀
𝑛=1

𝛼𝑛

𝑠𝑛 ≡ ∆𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

Розклад числа 𝑥 в 𝑠-ковий ряд називається 𝑠-ковим представлення, а за-
пис ∆2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... – його 𝑠-ковим зображення.
У 1986 роцi Працьовитим М.В. була введена в розгляд функцiя 𝑇𝑐:

𝑇𝑐(𝑥 = ∆𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛..., 𝑐 ∈ 𝐴2

де 𝛽1 =

{︃
𝑐, при 𝛼1 = 1,

1− 𝑐, при 𝛼1 ̸= 1,
𝛽𝑛+1 =

{︃
𝛽𝑛, при 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛+1,

1− 𝛽𝑛, при 𝛼𝑛 ̸= 𝛼𝑛+1.

Дана функцiя є неперервною нiде не диференцiйовною функцiєю не-
обмеженої варiацiї [1]. Клас таких функцiй (𝑠 – довiльне) носить назву
Трибiн-функцiй.

Основний об’єкт дослiдження. Розглядається функцiя, означена рiв-
ностями:

𝑓(𝑥 = ∆3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝛿0(𝑇0(𝑥)), якщо 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
3 ,

𝛿1(𝑇0(𝑥)), якщо 1
3 ≤ 𝑥 ≤ 2

3 ,

𝑇1(𝑥), якщо 2
3 ≤ 𝑥 ≤ 1,

де 𝛿𝑖 — оператор припису цифри 𝑖 ∈ 𝐴2, що визначається рiвнiстю

𝛿𝑖(𝑥 = ∆2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆2

𝑖𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... =
1

2
𝑥+

𝑖

2
.

Теорема 1. Функцiя 𝑓 є неперервною нiде не монотонною недиференцi-
йовною функцiєю.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, фра-
ктальних та варiацiйних властивостей функцiї 𝑓 .

Лiтература
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НЕПЕРЕРВНI ПЕРЕТВОРЕННЯ ОДИНИЧНОГО
IНТЕРВАЛУ, ЯКI ЗБЕРIГАЮТЬ ХВОСТИ

НЕСКIНЧЕННОСИМВОЛЬНОГО 𝐵-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

О.I. БОНДАРЕНКО, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Нехай 𝐴 = 𝑍 = {0,±1,±2, ...} — алфавiт (набiр цифр), 𝐿 = 𝐴×𝐴× ...×
𝐴×... — простiр послiдовностей елементiв алфавiту; (Θ𝑛) — послiдовнiсть
додатних дiйсних чисел (𝑛 ∈ 𝑍) така, що

0 <
∞∑︁

𝑛=1

Θ−𝑛 ≡ 𝑢 < 1, 0 <
+∞∑︁

𝑛=0

Θ𝑛 ≡ 𝑣 < 1, 𝑢+ 𝑣 = 1.

Сформуємо iншу двосторонню послiдовнiсть (𝑏𝑛), визначену послiдов-
нiстю (Θ𝑛), а саме

𝑏𝑛 ≡
𝑛−1∑︁

𝑖=−∞
Θ𝑖 = 𝑏𝑛−1 + Θ𝑛−1.

Теорема 1. Для будь-якого числа 𝑥 ∈ (0; 1) iснує єдиний скiнченний
набiр цiлих чисел (𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑚) або єдина послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 такi,
що виконується одна з рiвностей

𝑥 = 𝑏𝛼1
+

𝑚∑︁

𝑘=2

𝑏𝛼𝑘

𝑘−1∏︁

𝑖=1

Θ𝛼𝑖
≡ ∆𝐵

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚(∅), (1)

𝑥 = 𝑏𝛼1
+

∞∑︁

𝑘=2

𝑏𝛼𝑘

𝑘−1∏︁

𝑖=1

Θ𝛼𝑖
≡ ∆𝐵

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
. (2)

Символiчний запис числа 𝑥 рiвнiстю (1) або (2) називатимемо 𝐵-зобра-
женням цього числа, а 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛(𝑥) — 𝑛-ою його цифрою.

Числа, для яких виконується рiвнiсть (1), називаються 𝐵-скiнченними,
а тi, для яких виконується рiвнiсть (2), — 𝐵-нескiнченними.

Нагадаємо [1, 2], що перетворенням множини називається взаємноодно-
значне, тобто бiєктивне, вiдображення цiєї множини на себе. Неперервнi
перетворення одиничного iнтервалу вичерпуються строго зростаючими та
строго спадними функцiями, область визначення i множина значень яких
спiвпадають з даним iнтервалом.

Казатимемо, що зображення 𝐵-нескiнченних чисел 𝑥1 = ∆𝐵
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... i

𝑥2 = ∆𝐵
𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...

мають однаковий хвiст, якщо iснують натуральнi 𝑘 i 𝑚
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такi, що 𝛼𝑘+𝑗 = 𝛽𝑚+𝑗 для всiх натуральних 𝑗, що символiчно записується
𝑥1 ∼ 𝑥2. Вважатимемо, що усi 𝐵-скiнченнi числа мають однаковий хвiст.

Очевидно, що бiнарне вiдношення «мати однаковий хвiст» є вiдношен-
ням еквiвалентностi. Кожен з класiв еквiвалентностi за вiдношенням ∼
називається хвостовою множиною [2, 3]. Легко бачити, хвостова множи-
на є злiченною, а фактор-множина — континуальною.

Означення 1. Функцiєю, що зберiгає хвости 𝐵-зображення чисел нази-
вають таку функцiю, для якої для будь-якого 𝑥 ∈ (0; 1) i йому вiдповiдного
значення 𝑓(𝑥) виконується умова 𝑥 ∼ 𝑓(𝑥), тобто iснують такi номери
𝑘 i 𝑚, що 𝛼𝑛+𝑖(𝑥) = 𝛼𝑚+𝑖(𝑓(𝑥)), 𝑖 ∈ 𝑁 [2, 3].

Очевидно, що оператори лiвостороннього та правостороннього зсувiв є
функцiями, що збергiають хвости 𝐵-зображення чисел.

Оператором лiвосторонього зсуву цифр 𝐵-зображення чисел назива-
ється функцiя 𝜔, означена рiвностями:

𝜔(∆𝐵
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝐵

𝛼2𝛼3...𝛼𝑛..., 𝜔(∆𝐵
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛(∅)) = ∆𝐵

𝛼2𝛼3...𝛼𝑛(∅).

Оператором правостороннього зсуву цифр 𝐵-зображення з параме-
тром 𝑖 ∈ 𝑍 називається функцiя 𝛿𝑖, означена рiвностями:

𝛿𝑖(𝑥 = ∆𝐵
𝛼1𝛼2...) = ∆𝐵

𝑖𝛼1𝛼2..., 𝛿𝑖(𝑥 = ∆𝐵
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛(∅)) = ∆𝐵

𝑖𝛼1𝛼2...𝛼𝑛(∅).

Теорема 2. Множина 𝐺 всiх неперервних бiєкцiй (перетворень) iнтер-
валу (0; 1) в (0; 1), якi зберiгають хвости 𝐵-зображення чисел, вiдносно
операцiї «композицiя перетворень» утворюють континуальну некому-
тативну групу (групу неперервних перетворень, що зберiгають хвости
𝐵-зображення чисел).

В доповiдi буде наведено приклади: нетривiального перетворення, за-
лежного вiд натурального параметра 𝑖, яке зберiгає хвости зображення;
двох перетворень, якi не комутують.
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ПРО ПРОБЛЕМУ ФРАКТАЛЬНОЇ ДОВIРЧОСТI
ЛОКАЛЬНО ТОНКИХ СИСТЕМ ПОКРИТТIВ

̃︀𝑄-ЗОБРАЖЕННЯ ДЛЯ ОБЧИСЛЕННЯ РОЗМIРНОСТI
ХАУСДОРФА-БЕЗИКОВИЧА

В.О. ВАСИЛЕНКО, Г.М. ТОРБIН

Нехай 𝐻𝛼(𝐸,Φ) — 𝛼-мiра Хаусдорфа множини 𝐸 вiдносно фiксованої
локально тонкої системи покриттiв Φ одиничного вiдрiзка (див. [3]).

Означення 1. Розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича множини 𝐸 вiдносно
Φ називається число

dim𝐻(𝐸,Φ) = inf{𝛼 : 𝐻𝛼(𝐸,Φ) = 0}.
Означення 2. Локально тонка система покриттiв Φ називається довiр-
чою системою покриттiв на [0, 1], якщо

dim𝐻(𝐸,Φ) = dim𝐻(𝐸), ∀𝐸 ⊂ [0, 1].

А.С. Безикович довiв довiрчiсть сiм’ї цилiндричних вiдрiзкiв двiйково-
го представлення; P. Billingsley довiв довiрчiсть сiм’ї цилiндричних вiд-
рiзкiв 𝑠-адичного представленням, M.В. Працьовитий довiв довiрчiсть
сiм’ї цилiндричних вiдрiзкiв 𝑄-представленням. Достатнi умови довiрчо-
стi сiм’ї Φ(𝑄*) цилiндричних вiдрiзкiв 𝑄*-представлення знайдено в ро-
ботах S. Albeverio, М. iбрагiма, Г. Торбiна [2], а для Φ(𝑄∞)-представлень
— в роботах S. Albeverio, Ю. Кондратьєва, Р. Нiкiфорова, Г. Торбiна [5].
Критерiй довiрчостi сiм’ї покриттiв, породжених розкладами Кантора,
знайдено у роботi S. Albeverio, Г. Iваненко, М. Лебедя, Г. Торбiна [3].

На сьогоднi вiдкритою залишається проблема знаходження необхiдних
i достатнiх умов довiрчостi для сiмейств покриттiв, що породжуються
𝑄*-представленням. У роботi [4] доведено нову достатню умову довiрчо-
стi сiм’ї цилiндричних вiдрiзкiв 𝑄*-представлення i висловлено гiпотезу
про те, що ця ж умова є необхiдною умовою для довiрчостi сiм’ї Φ(𝑄*)
цилiндрiв.

Нехай ̃︀𝑄-стохастична матриця ̃︀𝑄 = ||𝑞𝑖𝑘|| така, що
1) 𝑞𝑖𝑘 > 0, ∀𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 1}, ∀𝑘 ∈ 𝑁 ;

2)
𝑛𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑞𝑖𝑘 = 1, ∀𝑘 ∈ 𝑁 ;

3)
∞∏︀
𝑘=1

max
𝑖
𝑞𝑖𝑘 = 0.
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Теорема 1. Нехай 𝑄𝑘 := 𝑞1 · 𝑞2 · ... · 𝑞𝑘, де 𝑞𝑘 := max
𝑖
{𝑞𝑖𝑘}, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑘 − 1.

Припустимо, що ∀𝛿 > 0 виконуються умови

lim
𝑘→∞

𝑛𝑘 ·𝑄𝛿𝑘 = 0; (1)
∞∑︁

𝑘=1

𝑄𝛿𝑘 < +∞. (2)

Тодi сiм’я Φ( ̃︀𝑄) цилiндрiв ̃︀𝑄-зображення [1] є довiрчою для обчислення
розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1].

Наслiдок 1. Якщо 𝑛𝑘 = 𝑠, тобто ̃︀𝑄-зображення є 𝑄*-зображенням, то
для довiрчостi сiм’ї Φ( ̃︀𝑄) цилiндрiв достатньо виконання умови (2).
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ДЕЯКI ЗАСТОСУВАННЯ СИСТЕМ ЧИСЛЕННЯ З
НАТУРАЛЬНОЮ ОСНОВОЮ I ДВОМА

НАДЛИШКОВИМИ ЦИФРАМИ

С.О. ВАСЬКЕВИЧ, Ю.Ю. ВОВК, Я.В. ГОНЧАРЕНКО

Нехай 2 < 𝑟 — фiксоване натуральне число, 𝐴𝑟 ≡ {0, 1, ..., 𝑟} — алфавiт
(набiр цифр), 𝐿𝑟 ≡ 𝐴𝑟 × 𝐴𝑟 × ... — простiр (множина) послiдовностей
елементiв алфавiту, тобто 𝐿𝑟 = {(𝛼𝑛) : 𝛼𝑛 ∈ 𝐴𝑟}.

Розглядаються вирази виду

𝛼1

𝑠
+
𝛼2

𝑠2
+ . . .+

𝛼𝑛
𝑠𝑛

+ . . . =

∞∑︁

𝑛=1

𝑠−𝑛𝛼𝑛 ≡ ∆𝑟𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., (𝛼𝑛) ∈ 𝐿𝑟. (1)

Означення 1. Якщо число 𝑥 є сумою ряду (1), то цей ряд називається йо-
го 𝑟𝑠-представленням, а символiчний запис ∆𝑟𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... – 𝑟𝑠-зображенням
числа 𝑥.

Лема 1. Якщо натуральне число 𝑝 задовольняє умову 𝑝𝑠−1 ≤ 𝑟, то має
мiсце рiвнiсть

𝑠− 1

𝑠𝑘
+
𝑠− 1

𝑠𝑘+1
=
𝑠− 𝑝
𝑠𝑘

+
𝑝𝑠− 1

𝑠𝑘+1

i взаємозамiна пар

(𝑠− 1, 𝑠− 1)↔ (𝑠− 𝑝, 𝑝𝑠− 1),

зокрема (𝑠− 1, 𝑠− 1)↔ (𝑠− 2, 2𝑠− 1).

Теорема 1. Кожне 𝑟𝑠-рацiональне число iнтервалу (0; 𝑟
𝑠−1 ) має нескiн-

ченну множину рiзних 𝑟𝑠-зображень, причому
1) континуальну, якщо 𝑟 ≥ 2𝑠− 1,
2) злiченну, якщо 𝑠 ≤ 𝑟 < 2𝑠− 1.

Лема 2. Число 𝑥 = ∆𝑟𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘(𝑎)

має 𝑟𝑠-зображення:

1) 𝑥 = ∆𝑟𝑠
𝛼1...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘+1](𝑎+1−𝑠), якщо 𝑎 ≥ 𝑠− 1;

2) ∆𝑟𝑠
𝛼1...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](𝑎−1+𝑠), якщо 𝑎 ≤ 𝑟 − 𝑠 i 𝛼𝑘 ̸= 0.

Лема 3. Якщо деяке 𝑟𝑠-зображення ∆𝑟𝑠
𝛼1...𝛼𝑛... числа 𝑥 мiстить нескiн-

ченну кiлькiсть лише цифр 0 i 𝑠 − 1, то це число має континуальну
множину рiзних 𝑟𝑠-зображень.
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У доповiдi пропонуються результати дослiдження тополого-метричної
теорiї 𝑟𝑠-зображення, її геометрiї (геометричного змiсту цифр, власти-
востей цилiндрiв, зокрема специфiки їхнiх перекриттiв, метричних спiв-
вiдношень), а також зв’язку 𝑟𝑠-зображення з множинами неповних сум
рядiв.
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КАНТОРВАЛИ, ПОВ’ЯЗАНI З СИСТЕМАМИ ЧИСЛЕННЯ
З НАДЛИШКОВИМ АЛФАВIТОМ

О.Я. ВИННИШИН

Для абсолютно збiжного числового ряду 𝑟0 = 𝑢1 + 𝑢2 + . . . + 𝑢𝑘 + . . .
розглядаються числа виду

𝑥 = 𝑥(𝐵) =
∑︁

𝑘∈𝐵⊆N
𝑢𝑘 =

∞∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘𝑢𝑘,

де 𝛼𝑘 = 1 при 𝑘 ∈ 𝐵 i 𝛼𝑘 = 0 при 𝑘 /∈ 𝐵.

Означення 1. Множина 𝐸 всiх таких чисел називається множиною не-
повних сум (пiдсум) даного ряду.

Означення 2. Розклад числа 𝑥 ∈ [0; 𝑟
𝑠−1 ], 1 < 𝑠 ∈ 𝑁 в ряд

𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘𝑠
−𝑘 ≡ ∆𝑟𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., де 𝛼𝑘 ∈ 𝐴 ≡ {0, 1, ..., 𝑟}, 𝑟 ≥ 𝑠,

називається його 𝑟𝑠-представленням (а запис ∆𝑟𝑠
𝛼1...𝛼𝑛... – 𝑟𝑠-зображенням)

у системi числення з основою 𝑠 i надлишковим алфавiтом 𝐴.

Розглядається збiжний додатний ряд, аналогiчний ряду Гатрi-Нiмана,
а саме

5

8
+

4

8
+

2

8
+

5

82
+

4

82
+

2

82
+ . . .+

5

8𝑛
+

4

8𝑛
+

2

8𝑛
+ . . . (1)

Теорема 1. Множина 𝐸 неповних сум ряду (1) мiстить вiдрiзок [ 58 , 1]
та не є скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв, тобто є канторвалом.

Для множини 𝐸 пiдсум даного ряду дослiджуються її структурнi та
тополого-метричнi властивостi.

На множину 𝐸 пiдсум ряду (1) можна дивитись як на множину чисел,
якi у системi зображення чисел з основою 8 та надлишковим алфавi-
том {0, 1, ..., 11}, використовують лише цифри {0, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, тобто
є множиною, що визначається забороною на використання цифр у цiй
системi зображення чисел.

Розглядається узагальнення, а саме ряди виду
∞∑︁

𝑘=1

(
2𝑛+ 1

𝑝𝑘
+

2𝑛

𝑝𝑘
+

2𝑛− 2

𝑝𝑘
+ . . .+

4

𝑝𝑘
+

2

𝑝𝑘
), де 𝑝 = 𝑛2 + 𝑛+ 2. (2)
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Теорема 2. Множина 𝐸 неповних сум ряду (2) є канторвалом. Також
множина 𝐸 мiстить 2𝑛 попарно неперетинних iзометричних копiй са-
мої себе з коефiцiєнтом подiбностi 1

𝑛2+𝑛+2 .

У доповiдi пропонуються результати дослiдження тополого-метричних
та фрактальних властивостей множини пiдсум ряду (2).
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ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН
З НЕЗАЛЕЖНИМИ СИМВОЛАМИ РОЗКЛАДIВ КАНТОРА

ТА ЇХНI ЗАСТОСУВАННЯ

Ю.П. ВОЛОШИН, Г.М. ТОРБIН

Нехай {𝑛𝑘} : 𝑛𝑘 ∈ 𝑁,𝑛𝑘 ≥ 2. Нехай {𝜉𝑘} — послiдовнiсть незалежних
випадкових величин, якi набувають значень 0, 1, ..., 𝑛𝑘−1 з iмовiрностями
𝑝0𝑘, 𝑝1𝑘, ..., 𝑝(𝑛𝑘−1)𝑘 вiдповiдно.

Означення 1. Випадкову величину виду

𝜉 =

∞∑︁

𝑘=1

(︂
𝜉𝑘

𝑛1 + 𝑛2 + ...+ 𝑛𝑘

)︂
,

називають випадковою величиною з незалежними символами розкладiв
Кантора.

У данiй доповiдi розглядаються властивостi випадкових величин з не-
залежними символами розкладiв Кантора, зокрема розмiрнiсть мiри dim𝐻 𝜇𝜉,
розмiрнiсть спектра dim𝐻 𝑆𝜉 та їхнi застосування до DP-перетворень.

Питання фрактальних властивостей 𝜇𝜉 все ще не вивчено у повному об-
сязi. Невiдомi загальнi формули нi для розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича
спектра 𝑆𝜉, нi для розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича мiри dim𝐻 𝜇𝜉, де
dim𝐻 𝜇𝜉 = inf𝜇𝜉(𝐸)=1{dim𝐻(𝐸)}.

Фрактальнi властивостi спектра та тонкi фрактальнi властивостi мiри
𝜇𝜉 дослiджувались в роботах S. Albeverio, М. Лебедя, Г. Торбiна та iнших.
Зокрема, вiдомi наступнi твердження.

Теорема 1. [1] Нехай
∞∑︁

𝑘=1

(︂
ln(𝑛𝑘)

ln(𝑛1 · 𝑛2 · ... · 𝑛𝑘−1)

)︂2

< +∞.

Тодi
dim𝐻 𝜇𝜉 = lim

𝑘→∞

ℎ1 + ℎ2 + ...+ ℎ𝑘
ln(𝑛1 · 𝑛2 · ... · 𝑛𝑘)

,

де ℎ𝑘 — ентропiя випадкової величини {𝜉𝑘}, тобто ℎ𝑘 = −∑︀𝑛𝑘−1
𝑖=0 𝑝𝑖𝑘 ln 𝑝𝑖𝑘.

Теорема 2. [1] Нехай
∞∑︁

𝑘=1

(︂
ln(𝑛𝑘)

ln(𝑛1 · 𝑛2 · ... · 𝑛𝑘−1)

)︂2

< +∞.
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Тодi
dim𝐻 𝑆𝜉 = lim

𝑘→∞

ln(𝑚1 ·𝑚2 · ... ·𝑚𝑘)

ln(𝑛1 · 𝑛2 · ... · 𝑛𝑘)
, (1)

де 𝑚𝑘 — кiлькiсть ненульових ймовiрностей 𝑝0𝑘, 𝑝1𝑘, ..., 𝑝(𝑛𝑘−1)𝑘.

Чи правильна формула (1) без додаткових обмежень? Покажемо, що
вiдповiдь негативна.

Приклад 1. Нехай 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 3, 𝑛𝑘 = 62
𝑘−3

, ∀𝑘 ≥ 3 та випадкова
величина 𝜉 =

∑︀∞
𝑘=1

(︁
𝜉𝑘

𝑛1+𝑛2+...+𝑛𝑘

)︁
, де

𝜉 0 1 ...
√
𝑛𝑘 − 1

√
𝑛𝑘 ... 𝑛𝑘 − 1

1√
𝑛𝑘

1√
𝑛𝑘

... 1√
𝑛𝑘

0 ... 0

В даному випадку dim𝐻 𝑆𝜉 ≤ 1
4 <

1
2 = lim𝑘→∞

ln(𝑚1·𝑚2·...·𝑚𝑘)
ln(𝑛1·𝑛2·...·𝑛𝑘)

Теореми про dim𝐻 𝜇𝜉 дозволяють обчислити dim𝐻 𝑆𝜉 та мають засто-
сування до DP-перетворень.

Означення 2. 𝑓 (𝑥) називається DP-перетворенням на [0;1], якщо

∀𝐸 ⊂ [0; 1] : dim𝐻(𝐸) = dim𝐻(𝑓(𝐸)).

Використовуючи вказанi вище результати та результати роботи [2], ми
отримали такий результат.

Теорема 3. Нехай 𝐹𝜉 — функцiя розподiлу випадкової величини з не-
залежними символами розкладiв Кантора. Якщо послiдовнiсть {𝑛𝑘} —
обмежена i iснує 𝑝0 > 0 : 𝑝𝑖𝑘 ≥ 𝑝0 > 0, ∀𝑘 ∈ 𝑁, ∀𝑖 ∈ {0, 1, ..., 𝑛𝑘 − 1},
то 𝐹𝜉 є DP-перетворенням тодi i тiльки тодi, коли dim𝐻 𝜇𝜉 = 1.
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КРИВI ВIЯЛОВОГО ТИПУ

М.В. ЕМАЙКIН

Трикутний килим Серпiнського один з найпопулярнiших елементiв фра-
ктальної геометрiї, який є прикладом кривої павутинного типу. Дану фi-
гуру можна задати кiлькома способами: 1) як множину точок евклiдової
площини

𝑆 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = ∆2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝑦 = ∆2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 ≤ 1, 𝑛 ∈ 𝑁},

де ∆2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... =

∞∑︀
𝑛=1

𝛼𝑛

2𝑛 , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1};
2) як множину значень комплекснозначної функцiї

𝑓(𝑡 = ∆3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) =

∞∑︁

𝑖=1

𝜀𝛼𝑖

2𝑖
, 𝛼𝑛 ∈ {0, 1, 2}, (1)

де 𝜀0 = 1, 𝜀1 = − 1
2 +

√
3
2 𝑖, 𝜀2 = − 1

2 −
√
3
2 𝑖, 𝑡 = ∆3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... =
∞∑︀
𝑛=1

3−𝑛𝛼𝑛.

Останнє задання дозволяє вивчати килим Серпiнського за допомогою
методiв математичного аналiзу. Аналогiчним чином (з використанням
п’ятiркової системи числення) можна означити фрактал Вiчека, що є
фрактальною кривою вiялового типу. Ми цiкавимось множинами значень
комплекснозначиних функцiй виду (1). Розглядається функцiя 𝑓 , означе-
на рiвнiстю

𝑓(𝑡 = ∆8
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) =

∞∑︁

𝑘=1

𝜀𝛼𝑘
𝑟𝑛 (2)

де 𝑡 = ∆8
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... =

∞∑︀
𝑛=1

𝛼𝑛

8𝑛 — вiсiмкова система зображення чисел, 𝛼𝑛 ∈

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, 𝑟 =

√
2−

√
2

2+
√

2−
√
2
, 𝜀𝛼𝑘

= cos( 2𝜋𝛼𝑘

8 ) + 𝑖 sin( 2𝜋𝛼𝑘

8 ) — коренi

8-го степеня з 1.
В першу чергу нас цiкавить множина значень даної функцiї, та її фра-

ктальнi властивостi. Розглянемо значення функцiї вiд 𝑡𝑗 = ∆8
𝑗𝛼2...𝛼𝑛...

𝑓(𝑡𝑗) = 𝑓(∆8
𝑗𝛼2...𝛼𝑛...) = 𝜀𝑗𝑟 +

∞∑︁

𝑘=2

𝜀𝛼𝑘
𝑟𝑘 = 𝜀𝑗𝑟 + 𝑓(∆8

𝛼2...𝛼𝑛...),
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тобто точка 𝑡𝑗 переходить в 𝑥′ + 𝑖𝑦′, де
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑥′ = 𝑟𝑥+ 𝑟 · Re(𝜀𝑗) +
∞∑︀
𝑘=2

Re(𝜀𝛼𝑘
)𝑟𝑘,

𝑦′ = 𝑟𝑦 + 𝑟 · Im(𝜀𝑗) +
∞∑︀
𝑘=2

Im(𝜀𝛼𝑘
)𝑟𝑘,

𝑗 ∈ {0, 1, ..., 7}. (3)

Теорема 1. Множина 𝑆 значень функцiї 𝑓(𝑡) є самоподiбною множиною
з самоподiбною структурою

𝑆 = 𝑓0(𝑆) ∪ 𝑓1(𝑆) ∪ 𝑓2(𝑆) ∪ 𝑓3(𝑆) ∪ 𝑓4(𝑆) ∪ 𝑓5(𝑆) ∪ 𝑓6(𝑆) ∪ 𝑓7(𝑆),

де

𝑓𝑗 :

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑥′ = 𝑟𝑥+ 𝑟 cos

(︂
2𝜋𝑗

8

)︂
,

𝑦′ = 𝑟𝑦 + 𝑟 sin

(︂
2𝜋𝑗

8

)︂
,

𝑗 ∈ {0, 1, ..., 7}, (4)

i з самоподiбною розмiрнiстю log𝑟 0.125.

Зауваження 1. Криву виду 𝑆 вiдносять до кривих вiялового типу.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження фрактальних вла-
стивостей множини значень однiєї комплекснозначної функцiї 𝑓 .
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ФУНКЦIЇ РАДЕМАХЕРА I РЯДИ УОЛША ДЛЯ
НЕГА-ДВIЙКОВОГО ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

В.О. ЄЛАГIН

Нехай 𝐴 ≡ {0; 1} — алфавiт двiйкової системи числення, 𝐿 ≡ 𝐴 ×
𝐴×· · · — множина (простiр) послiдовностей елементiв алфавiту (простiр
послiдовностей 0 та 1).

Нагадаємо, що функцiями Радемахера 𝑟𝑘(𝑥) для класичного двiйкового
зображення називаються функцiї з перiодом (1), визначенi на пiввiдрiзку
[0; 1) так:

𝑟0(𝑥) =

{︃
1, при 𝑥 ∈ [0; 1

2 ),

−1, при 𝑥 ∈ [ 12 ; 1],

де 𝑟𝑘(𝑥) = 𝑟0({2𝑘𝑥}), 𝑘 = 1, 2, . . . .
Функцiї Уолша є всеможливими добутками функцiй Радемахера.
Доповiдь присвячена аналогам функцiй Радемахера та Уолша для нега-

двiйкового зображення чисел. а саме

𝑥 =
2

3
+

∞∑︁

𝑛=1

𝛼𝑛
(−2)𝑛

=
2

3
−
(︁𝛼1

2
− 𝛼2

22
+
𝛼3

23
− · · ·

)︁
≡ ∆−2

𝛼1𝛼2𝛼3..., 𝛼𝑛 ∈ 𝐴

Цилiндром рангу 𝑛 з основою 𝑐1𝑐2 · · · 𝑐𝑛, що вiдповiдає нега-двiйковому
зображенню чисел вiдрiзку [0; 1], називають множину

∆−2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 = 𝑥 = ∆−2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝛽1𝛽2...
, (𝛽𝑛) ∈ 𝐿.

Означення 1. На пiввiдрiзку [0;1) означимо послiдовнiсть функцiй (𝑟𝑛)∞𝑛=0:

𝑟0(𝑥) =

{︃
1, якщо 𝛼1(𝑥) = 0,⇔ 𝑥 ∈ [ 23 ; 1)

−1 якщо 𝛼1(𝑥) = 1⇔ 𝑥 ∈ [0; 2
3 ),

𝑟𝑛(𝑥) = 𝑟0(∆−2
𝛼𝑛+1𝛼𝑛+2...), 𝑛 ∈ N.

Теорема 1. Для довiльного набору (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛) ∈ 𝐿 для функцiї 𝑟𝑛 має
мiсце рiвнiсть:

∫︁

𝑥∈Δ−2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0 =

1∫︁

0

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥
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Теорема 2. Система функцiй 𝑟𝑛(𝑥) є ортогональною, а саме для 𝑚 ̸= 𝑛:
1∫︁

0

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0

В доповiдi пропонуються рiзноплановi застосування аналогiв функцiй
Радемахера та Уолша.
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ТОПОЛОГО-МЕТРИЧНI ВЛАСТИВОСТI МНОЖИНИ
НЕПОВНИХ СУМ ОДНОГО РЯДУ

Б.С. КАЛЮЖНИЙ

Розглядається збiжний знакододатний ряд:
∞∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + ...+ 𝑎𝑛 + 𝑟𝑛, 𝑟𝑛 = 𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛+2 + ... (1)

Нехай 𝑀 — довiльна пiдмножина множини натуральних чисел. Тодi

𝑥 = 𝑥(𝑀) =
∑︁

𝑛∈𝑀⊂N
𝑎𝑛 =

∞∑︁

𝑛=1

𝜀𝑛𝑎𝑛, де 𝜀𝑛 =

{︃
1, якщо 𝑛 ∈𝑀,

0, якщо 𝑛 /∈𝑀.

називається неповною сумою (пiдсумою) ряду (1).
Множина 𝐸{𝑎𝑛} = {𝑥 : 𝑥 =

∑︀
𝑛∈𝑀

𝑎𝑛, 𝑀 ∈ 2N}, де 2N — множина всiх

пiдмножин N, називається множиною неповних сум ряду (1).
Рiзнi вченi займались дослiдженням тополого-метричних властивостей

множин неповних сум рядiв. Зокрема, в роботi [1] автори сформулювали
теорему, яку остаточно доведено в [2]. Нагадаємо її.

Теорема (Ґатрi–Нiман–Сеїнз). Множина 𝐸{𝑎𝑛} неповних сум ряду (1)
є однiєю з наступних:

∙ скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв;
∙ гомеоморфною множинi Кантора;
∙ канторвалом.

Об’єктом дослiдження є збiжний додатний ряд:

1

4
+

4

4
+

1

42
+

4

42
+ · · ·+ 1

4𝑛
+

4

4𝑛
+ · · · =

∞∑︁

𝑛=1

(︂
1

4𝑛
+

4

4𝑛

)︂
. (2)

Топологiчнi властивостi множини неповних сум ряду (2) не змiняться,
якщо переставити доданки на парних i непарних мiсцях, а також вiдки-
нути перший доданок. Тому розглядатимемо множину неповних сум для

наступного ряду:
∞∑︀
𝑛=1

( 1
4𝑛 + 1

4𝑛 ), тобто множину

𝐸 = {𝑥 : 𝑥 =

∞∑︁

𝑘=1

(︁𝛼2𝑘−1

4𝑘
+
𝛼2𝑘

4𝑘

)︁
, 𝛼𝑛 ∈ {0, 1}}. (3)
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Теорема 1. Множина неповних сум ряду (3) є множиною канторiв-
ського типу, тобто нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

На множинi 𝐸 задамо операцiю * наступним чином: для довiльних
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, таких що

𝑥 =

∞∑︁

𝑘=1

(︁𝛼2𝑘−1

4𝑘
+
𝛼2𝑘

4𝑘

)︁
, 𝑦 =

∞∑︁

𝑘=1

(︂
𝛽2𝑘−1

4𝑘
+
𝛽2𝑘
4𝑘

)︂
, 𝛼𝑖 ∈ {0, 1}, 𝛽𝑖 ∈ {0, 1},

𝑧 = 𝑥 * 𝑦 =

∞∑︁

𝑘=1

(︁𝛾2𝑘−1

4𝑘
+
𝛾2𝑘
4𝑘

)︁
, 𝛾𝑛 = 𝛼𝑛 ∘ 𝛽𝑛.

де ∘ — бiнарна операцiя на множинi {0; 1}, тобто 𝛼𝑛 ∘ 𝛽𝑛 = 𝛾𝑛 ∈ {0, 1}.
Теорема 2. Множина чисел 𝐸 разом з операцiєю * утворює нескiнченну
комутативну групу, якщо поелементна операцiя ∘ визначається насту-
пним чином:

𝛼𝑛 ∘ 𝛽𝑛 = |𝛼𝑛 − 𝛽𝑛| або 𝛼𝑛 ∘ 𝛽𝑛 = 1− |𝛼𝑛 − 𝛽𝑛| .
У доповiдi пропонуються результати дослiдження тополого-метричних

властивостей множини пiдсум заданого ряду.
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ФУНКЦIЇ З ФРАКТАЛЬНИМИ МНОЖИНАМИ
ОСОБЛИВОСТЕЙ

A.I. КОРНIЙЧУК, С.П. РАТУШНЯК

Нехай 2 ≤ 𝑠 — натуральне число, 𝐴𝑠 = {0, 1, ..., 𝑠 − 1} — алфавiт,
𝐿 = 𝐴∞ — простiр послiдовностей елементiв 𝐴. Тодi для довiльного числа

𝑥 ∈ [0; 1] iснує (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 така, що 𝑥 =
∞∑︀
𝑛=1

𝛼𝑛

𝑠𝑛 = ∆𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛.... Розклад числа

𝑥 в 𝑠-ковий ряд називається 𝑠-ковим представлення, а запис ∆𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... —

𝑠-ковим зображення. 𝑠-ковi системи зображення i їм топологiчно еквiва-
лентнi є ефективним засобом для задання та дослiдження фрактальних
функцiй.

Розглядається функцiя, означена рiвнiстю

𝑓(𝑥 = ∆𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝑚

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛..., 𝑚 ≤ 𝑠,
де 𝛽𝑛 = 𝜙𝑛(𝛼1, 𝛼2, ...., 𝛼𝑛), 𝜙 — фiнiтна функцiя така, що 𝐴𝑛𝑚

𝜙𝑛→ 𝐴𝑠.
Можна довести, що функцiя 𝑓 є неперервною тодi i тiльки тодi, коли

вона коректно означена у точках, що мають два формально рiзнi зобра-
ження ∆𝑠

𝛼1...𝛼𝑛−1𝑖(𝑠−1) = ∆𝑠
𝛼1...𝛼𝑛−1[𝑖+1](0), 𝑖 ∈ 𝐴𝑠−1.

Якщо 𝑚 = 2, 𝛽1 = 0, коли 𝛼1 = 0, i 𝛽1 ̸= 0 у рештi випадкiв, а

𝛽𝑛+1 =

{︃
𝛽𝑛, якщо 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛+1,

1− 𝛽𝑛, якщо 𝛼𝑛 ̸= 𝛼𝑛+1,
то функцiя 𝑓 є вiдомою нiде не дифе-

ренцiйовною Трибiн-функцiєю [1]. Якщо 𝑚 = 3, 𝑠 = 5, а 𝛽𝑛 визначаються
рiвностями [2], то 𝑓 є недиференцiйовною функцiєю Серпiнського.

У доповiдi пропонуються результати фрактального аналiзу деяких пред-
ставникiв класу функцiй 𝑓 та їхнiх суперпозицiй.
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МНОЖИНИ КАНТОРIВСЬКОГО ТИПУ

Ю.Ю. КУШНIР

Нехай 𝐴𝑠 = {0, 1, ..., 𝑠 − 1} — алфавiт, 𝐿𝑠 = 𝐴𝑠 × 𝐴𝑠 × ... — простiр
послiдовностей елементiв алфавiту 𝐴𝑠. Вiдомо, що для довiльного числа
𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿𝑠 така, що

𝑥 =
∞∑︁

𝑛=1

𝛼𝑛
𝑠𝑛
≡ ∆𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

Розклад числа 𝑥 в 𝑠-ковий ряд називається 𝑠-ковим представлення, а
запис ∆𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... — його 𝑠-ковим зображення. 𝑠-кова система числення
використовується для задання та дослiдження фрактальних множин та
функцiй. Зокрема, одним iз найвiдомiших прикладiв фрактальних мно-
жин, означений в термiнах трiйкової системи числення, є досконала нiде
не щiльна нуль-множина Кантора. Вiдомо, що вона є самоподiбною мно-
жиною з самоподiбною розмiрнiстю log3 2.

Розглядається множина виду

𝐶[5;𝑉𝑛] = {𝑥 ∈ [0; 1] : 𝑥 = ∆5
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝑉𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁}.

Вiдомо, що множина 𝐶 є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега,
якщо 𝑉𝑛 = 𝑉 ⊂ 𝐴5, 𝑉 ̸= ∅.

Ми цiкавимось арифметичною сумою 𝐶 ⊕ 𝐶.
Нагадаємо, що арифметичною сумою числових множин 𝐴 i 𝐵 назива-

ється множина 𝐶 = {𝑥 : 𝑥 = 𝑎+ 𝑏, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}.
Приклад 1. Якщо 𝑉𝑛 = {0, 1, 3, 4} для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 , то арифмети-
чна сума 𝐶 ⊕ 𝐶 = [0; 2].
Приклад 2. Якщо 𝑉𝑛 = {0, 4} для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 , то арифметична
сума 𝐶⊕𝐶 є досконалою нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, тополого-
метричних та фрактальних властивостей арифметичних сум множин 𝐶 в
залежностi вiд множин 𝑉𝑛.
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ПРО ОДИН КЛАС ФРАКТАЛЬНИХ МНОЖИН ЗАДАНИХ
В ТЕРМIНАХ ЛАНЦЮГОВОГО 𝐴2-ПРЕДСТАВЛЕННЯ

О.П. МАКАРЧУК

Нехай 0 < 𝛼1 < 𝛼2, 𝛼1𝛼2 = 1
2 . Вiдомо [1], що для кожного числа

𝑡 ∈ [𝛼1;𝛼2] iснує послiдовнiсть (𝑏𝑛) така, що 𝑏𝑛 ∈ {𝛼1;𝛼2} для кожного
натурального 𝑛 та виконується рiвнiсть:

𝑡 = [0; 𝑏1, ..., 𝑏𝑘, ...],

де [0; 𝑏1, ..., 𝑏𝑘, ...] позначає значення нескiнченного ланцюгового дробу з
елементами з (𝑏𝑛) вiдповiдно. Вiдповiдне зображення числа 𝑡 ∈ [𝛼1;𝛼2]
називається ланцюговим 𝐴2-зображенням з алфавiтом {𝛼1;𝛼2}.

Вiдомо [1], що iснує зчисленна множина чисел, якi називаються 𝐴2-
бiнарними, кожне з яких має два 𝐴2-зображення виду:

[0; 𝑏1, ..., 𝑏𝑛, 𝛼1(𝛼1, 𝛼2)] = [0; 𝑏1, ..., 𝑏𝑛, 𝛼2(𝛼2, 𝛼1)],

де круглi дужки символiзують перiод. З iншого боку, всi iншi числа вiд-
рiзку [𝛼1;𝛼2] мають єдине 𝐴2-зображення i їх називають 𝐴2-унарними.

Нехай 𝜌 ∈ (0; 1), розглянемо множину:

𝐴(𝛼1; 𝜌) = {𝑥 = [0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...]| lim
𝑘→+∞

#{1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘|𝑎𝑗 = 𝛼1}
𝑘

= 𝜌}.

Деякi оцiнки для розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича 𝛼0(𝐴(𝛼1; 𝜌)) мно-
жини 𝐴(𝛼1; 𝜌) були отриманi в роботi [2]. Новою є наступна оцiнка:

Теорема 1. Для кожного 𝜌 ∈ (0; 1) виконується нерiвнiсть

𝛼0(𝐴(𝛼1; 𝜌)) ≥ −
𝜌 ln(𝜌) + (1− 𝜌) ln(𝜌)

2𝜌 ln

(︂
𝛼1+
√
𝛼2

1+4

2

)︂
+ (2− 2𝜌) ln

(︂
𝛼2+
√
𝛼2

2+4

2

)︂ .
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ПРО ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI РОЗПОДIЛIВ
ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН, ПОРОДЖЕНИХ

СУБГЕОМЕТРИЧНИМИ РОЗКЛАДАМИ КАНТОРА

В.В. МЕТIЛЬ

Нехай {𝑛𝑘} – послiдовнiсть натуральних чисел, 𝑛𝑘 ≥ 2.
Розклад числа 𝑥 ∈ [0; 1] у ряд виду

𝑥 =

∞∑︁

𝑘=1

𝛾𝑘(𝑥)

𝑛1 · 𝑛2 · ... · 𝑛𝑘
, (1)

де 𝛾𝑘(𝑥) ∈ {0, 1, ..., 𝑛𝑘−1}, називається розкладом Кантора числа 𝑥 (див. [1]).

Означення 1. Розклад Кантора називається субгеометричним, якщо
iснує 𝑞 ∈ 𝑁 таке, що 𝑛𝑘 ≤ 𝑞𝑘, ∀𝑘 ∈ 𝑁 .

Якщо {𝑛𝑘} утворює арифметичну чи геометричну прогресiю, то вiдпо-
вiдний розклад Кантора є, очевидно, субгеометричним.

Проблема фрактальної довiрчостi системи Φ(𝑐) цилiндрiв розкладу Кан-
тора дослiджена в роботi [2], де знайдено критерiй довiрчостi для роз-
кладiв Кантора: Φ(𝑐) є довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-
Безиковича на одиничному вiдрiзку тодi i тiльки тодi, коли

lim
𝑘→∞

ln(𝑛𝑘)

ln(𝑛1 · 𝑛2 · ... · 𝑛𝑘−1)
= 0. (2)

Теорема 1. Якщо {𝑛𝑘} утворює арифметичну або геометричну прогре-
сiю, то Φ(𝑐) є довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича
на [0; 1].

Очевидно, що при досить швидко зростаючих послiдовностях {𝑛𝑘} (на-
приклад 𝑛𝑘 = 22

𝑘

) вiдповiдна сiм’я цилiндрiв Φ(𝑐) не є довiрчою.

Теорема 2. Iснують субгеометричнi розклади Кантора, для яких Φ(𝑐)
не є довiрчою.

Нехай {𝜂𝑘} – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набу-
вають значень 0, 1, ..., 𝑛𝑘−1 з iмовiрностями 𝑝0𝑘, 𝑝1𝑘, ..., 𝑝(𝑛𝑘−1)𝑘 вiдповiдно.

Розглянемо випадкову величину

𝜂 =
∞∑︁

𝑘=1

𝜂𝑘
𝑛1 · ... · 𝑛𝑘

.
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Теорема 3. Якщо {𝑛𝑘} утворюють арифметичну прогресiю, то

dim𝐻 𝜇𝜉 = lim
𝑘→∞

ℎ1 + ...+ ℎ𝑘
ln(𝑛1 · 𝑛2 · ... · 𝑛𝑘)

,

де

ℎ𝑘 := −
𝑛𝑘−1∑︁

𝑖=0

𝑝𝑖𝑘 ln 𝑝𝑖𝑘,

dim𝐻 𝜇𝜉 = inf {dim𝐻 𝐸,𝜇𝜉(𝐸) = 1} — розмiрнiсть Хаусдорфа мiри 𝜇𝜉.
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АНАЛОГ ТРИБIН-ФУНКЦIЇ ДЛЯ 𝐿-ЗОБРАЖЕННЯ
ЧИСЕЛ

Н.А. МИЦКО

Нехай 𝐿 = 𝑁 × 𝑁 × ... — простiр послiдовностей елементiв алфавiту
(простiр послiдовностей натуральних чисел). Вiдомо [1], що для ∀𝑥 ∈ (0; 1]
∃(𝑑𝑛) ∈ 𝐿 така, що

𝑥 =
1

𝑑1 + 1
+

∞∑︁

𝑛=2

1

𝑑1(𝑑1 + 1)...𝑑𝑛−1(𝑑𝑛−1 + 1)(𝑑𝑛 + 1)
≡ ∆𝐿

𝑑1𝑑2...𝑑𝑛....

Розклад числа 𝑥 в ряд Люрота називається 𝐿-представлення, а запис
∆𝐿
𝑑1𝑑2...𝑑𝑛...

— його 𝐿-зображення. Зображення чисел рядами Люрота є
одним з представникiв нескiнченносимвольного самоподiбного зображен-
ня з екстранульовою надлишковiстю.

Розглядається функцiя 𝑓 , означена рiвнiстю

𝑓(𝑥 = ∆𝐿
𝑑1𝑑2...𝑑𝑛...) =

∞∑︁

𝑛=1

𝑏𝑛
2𝑛
≡ ∆2

𝑏1𝑏2...𝑏𝑛..., 𝑏𝑛 ∈ {0, 1},

де 𝑏1 = 0, якщо 𝑑1 = 1 i 𝑏1 = 1 в рештi випадкiв, 𝑏𝑛+1 = 𝑏𝑛, якщо 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1

i 𝑏𝑛+1 ̸= 𝑏𝑛 в рештi випадкiв.

Теорема 1. Функцiя 𝑓 є неперервною нiде не монотонною функцiєю не-
обмеженої варiацiї. Якщо у 𝐿-зображеннi точки 𝑥0 немає перiоду (1),
то функцiя 𝑓(𝑥) не має скiнченної похiдної в цiй точцi.

Дана функцiя є аналогом вiдомої нiде не диференцiйовної Трибiн-функ-
цiї [2] для нескiнченносимвольного зображення чисел.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, варiа-
цiйних, iнтегро-диференецiльних властивостей функцiї 𝑓 .
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ПРО ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI РОЗПОДIЛIВ
ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН З НЕЗАЛЕЖНИМИ

СИМВОЛАМИ ФАКТОРIАЛЬНОГО РОЗКЛАДУ ТА ЇХНЄ
ЗАСТОСУВАННЯ

В.В. МIСЬКИЙ

Означення 1. Розклад дiйсного числа 𝑥 ∈ [0; 1] у виглядi

𝑥 =

∞∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘(𝑥)

(𝑘 + 1)!
, (1)

де 𝛼𝑘 = 𝛼𝑘(𝑥) ∈ {0, 1, . . . , 𝑘}, називається факторiальним розкладом чи-
сла 𝑥.

Зауважимо, що факторiальний розклад є частковим випадком розкла-
дiв Кантора [1] при 𝑛𝑘 = 𝑘 + 1. Зчисленна кiлькiсть чисел з [0; 1] має два
рiзнi розклади у виглядi (1). Всi iншi числа мають єдиний факторiальний
розклад.

Нехай {𝜉𝑘} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi на-
бувають значень 0, 1, . . . , 𝑘 з iмовiрностями 𝑝0𝑘, 𝑝1𝑘, . . . , 𝑝𝑘𝑘, вiдповiдно
(𝑝𝑖𝑘 ≥ 0,

∑︀
𝑖

𝑝𝑖𝑘 = 1).

Випадкова величина 𝜉 =
∞∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘
(𝑘+1)! називається випадковою величиною

з незалежними символами факторiального розкладу.

Теорема 1. Розподiл випадкової величини 𝜉 має чистий тип, причому
чисто дискретний ⇔

∞∏︁

𝑘=1

max
𝑖
𝑝𝑖𝑘 > 0. (2)

чисто абсолютно неперервний ⇔
∞∏︁

𝑘=1

(
1√
𝑘 + 1

·
𝑘∑︁

𝑖=1

√
𝑝𝑖𝑘) > 0. (3)

чисто сингулярно неперервний ⇔ нескiнченнi добутки (2) i (3) розбiга-
ються до 0.

Нехай 𝑆𝜉 — спектр випадкової величини 𝜉.
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Теорема 2. Нехай 𝑚𝑘 — кiлькiсть ненульових елементiв серед чисел
𝑝0𝑘, 𝑝1𝑘, . . . , 𝑝𝑘𝑘. Тодi

dim𝐻 𝑆𝜉 = lim
𝑘→∞

ln(𝑚1𝑚2 . . .𝑚𝑘)

ln (𝑘 + 1)!
.

Нехай 𝑁𝑖(𝑥, 𝑘) — кiлькiсть цифр «𝑖» у факторiальному розкладi числа
𝑥 до k-го мiсця включно. Якщо lim

𝑘→∞
𝑁𝑖(𝑥,𝑘)

𝑘 iснує, то її називають часто-

тою цифри «𝑖» i позначають 𝜈𝑖(𝑥). Число називають суттєво анормальним
(для факторiальної системи числення), якщо не iснує lim

𝑘→∞
𝑁𝑖(𝑥,𝑘)

𝑘 ,∀𝑖.
Вперше дослiдження фрактальних властивостей суттєво анормальних

чисел проведено в роботi [2], де показано суперфрактальнiсть множини
суттєво анормальних чисел для s-адичної системи числення.

Теорема 3. 1) Для майже всiх (в сенсi мiри Лебега) дiйсних чисел з
[0; 1]: 𝜈𝑖(𝑥) = 0,∀𝑖.

2) Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини всiх суттєво анор-
мальних чисел (для факторiальної системи числення) дорiвнює 1.
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КОНТРПРИКЛАД ДО ГIПОТЕЗИ ПРО ТОПОЛОГIЧНИЙ
ТИП МНОЖИНИ НЕПОВНИХ СУМ ПРОМIЖНОГО РЯДУ

М.П. МОРОЗ

Множиною неповних сум збiжного додатного ряду
∑︀∞
𝑛=1 𝑢𝑛 називає-

ться множина

𝐸(𝑢𝑛) =

{︃ ∞∑︁

𝑛=1

𝜀𝑛𝑢𝑛, 𝜀𝑛 ∈ {0, 1}
}︃

=

{︃ ∞∑︁

𝑛∈𝐴
𝑢𝑛, 𝐴 ⊂ N

}︃
.

Вiдомо [2, 4], що 𝐸(𝑢𝑛) є множиною одного з трьох топологiчних типiв:
∙ скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв;
∙ множиною канторiвського типу (гомеоморфною множинi Канто-

ра, що в той же час є множиною неповних сум ряду
∑︀∞
𝑛=1

2
3𝑛 );

∙ канторвалом (гомеоморфною множинi Гатрi-Нiмана, що є множи-
ною неповних сум ряду

∑︀∞
𝑛=1 𝑢𝑛, де 𝑢2𝑘 = 2

4𝑘
та 𝑢2𝑘−1 = 3

4𝑘
).

У випадку, коли кожна з нерiвностей 𝑢𝑛 > 𝑟𝑢𝑛 =
∑︀∞
𝑖=𝑛+1 𝑢𝑖 та 𝑢𝑛 ≤ 𝑟𝑢𝑛

виконується для нескiнченної кiлькостi номерiв 𝑛, визначити топологi-
чний тип множини 𝐸(𝑢𝑛) зазвичай досить складно. З метою часткового
вирiшення цiєї проблеми, М.В. Працьовитий та Д.М. Карвацький у ро-
ботi [5] висловили гiпотезу про множину неповних сум промiжного ряду,
засновану на аналогiї з теоремою про три послiдовностi.

Гiпотеза ([5, Працьовитий, Карвацький]). Нехай
∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 та

∑︀∞
𝑛=1 𝑏𝑛

— два збiжних доданих ряди з однаковими топологiчними типами мно-
жин неповних сум. Тодi якщо послiдовностi (𝑎𝑛)∞𝑛=1, (𝑏𝑛)∞𝑛=1 та (𝑐𝑛)

∞
𝑛=1

задовольняють умови

𝑎𝑛 ≤ 𝑐𝑛 ≤ 𝑏𝑛 та

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

𝑏𝑛 ≤ 𝑟𝑎𝑛 =

∞∑︁

𝑖=𝑛+1

𝑎𝑖,

𝑟𝑏𝑛 =

∞∑︁

𝑖=𝑛+1

𝑏𝑖 < 𝑎𝑛

для всiх 𝑛 ∈ N, то множина неповних сум 𝐸(𝑐𝑛) ряду
∑︀∞
𝑛=1 𝑐𝑛 має той

же топологiчний тип, що й множини 𝐸(𝑎𝑛) та 𝐸(𝑏𝑛).

Проте нам вдалося показати, що вказаних умов недостатньо, щоб за-
безпечити очiкуваний результат.
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Контрприкладом слугує трiйка рядiв
∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛,

∑︀∞
𝑛=1 𝑏𝑛 та

∑︀∞
𝑛=1 𝑐𝑛, де

𝑎2𝑘−1 =𝑎2𝑘 =
𝛼

4𝑘
, 𝛼 = 1.95;

𝑏2𝑘−1 =
4𝛽

4𝑘
, 𝑏2𝑘 =

3𝛽

4𝑘
, 𝛽 = 0.8;

𝑐2𝑘−1 =
3

4𝑘
, 𝑐2𝑘 =

2

4𝑘
.

Множини неповних сум 𝐸(𝑎𝑛) та 𝐸(𝑏𝑛) є множинами канторiвського типу,
а множина 𝐸(𝑐𝑛) є канторвалом.
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[4] Nymann J.E., Sáenz R.A. On the paper of Guthrie and Nymann on subsums of infinite
series. Colloquium Mathematicae 83(1), 1–4 (2000).

[5] Pratsiovytyi M., Karvatskyi D. Cantorvals as sets of subsums for a series related with
trigonometric functions. Proceedings of the International Geometry Center 16(3-4),
262–271 (2023).

Iнститут математики НАН України, Київ, Україна
Email address: moroznik22@gmail.com

XIII Всеукраїнська наукова конференцiя молодих математикiв

94



НЕВIДОМI КАНТОРВАЛИ. ПРИКЛАДИ НОВИХ
СIМЕЙСТВ КАНТОРВАЛIВ

М.Г. МОСКАЛЬКО

Нехай 𝐴 = {0, 1} — алфавiт, 𝐿 = 𝐴×𝐴×𝐴× . . . — простiр послiдовно-

стей елементiв алфавiту. Якщо
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 — збiжний додатний ряд з сумою

𝑟0, а (𝜉𝑛) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають
значень 0 i 1 з ймовiрностями 𝑝0𝑛 та 𝑝1𝑛 вiдповiдно (𝑝𝑖𝑛 ≥ 0, 𝑝0𝑛+𝑝1𝑛 = 1),

то розподiл суми 𝜉 випадкового ряду 𝜉 =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝜉𝑛 називають [2] нескiнчен-

ною згорткою Бернуллi, керованою рядом
∑︀
𝑎𝑛. Зрозумiло, що розподiл

випадкової величини 𝜉 зосереджений на [0; 𝑟0].
В залежностi вiд ряду (властивостей ряду) спектр 𝑆𝜉 розподiлу 𝜉 мо-

же мати рiзнi топологiчнi властивостi, в переважнiй бiльшостi «проди-
ктованi» властивостями множини неповних сум (пiдсум) ряду, а саме

𝐸 = {𝑥 : 𝑥 =
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝑎𝑛, (𝜀𝑛) ∈ 𝐿}. Якщо у матрицi ‖𝑝𝑖𝑛‖ нулiв немає,

то очевидно, що 𝑆𝜉 = 𝐸(𝑎𝑛). Якщо iснують нулi, то 𝐸(𝑎𝑛) ̸= 𝑆𝜉 ⊂ 𝐸(𝑎𝑛).
Вiдносно недавно встановлено, що iснує лише три топологiчнi типи

множин неповних сум: 1) вiдрiзок або скiнченне об’єднання вiдрiзкiв;
2) нiде не щiльна множина; 3) канторвал. Останнiй тип є своєрiдною «су-
мiшшю» двох попереднiх типiв. Математики Бартошевич, Фiлiпчак та
Шимонiк [3] описали сiмейства рядiв, якi мiстять бiльшiсть вiдомих при-
кладiв пiдсум, якi є канторвалами. Ми наведемо ще одне сiмейство рядiв,
яке дає новi приклади множин неповних сум ряду, якi є канторвалами.

Передусiм, згадаємо, як можна визначити множину Кантора. Ми ре-
курсивно визначаємо такi пiдмножини вiдрiзку [0; 1]:

𝐶1 =

(︂
1

3
,
2

3

)︂
; 𝐶𝑛 =

𝐶𝑛−1

3
∪
(︂
2

3
⊕ 𝐶𝑛−1

3

)︂
, для 𝑛 ≥ 2.

Тодi множина Кантора 𝐶 = [0; 1] ∖
(︀ ∞⋃︀
𝑛=1

𝐶𝑛
)︀
. Або множина неповних сум

ряду
∞∑︀
𝑛=1

2
3𝑛 .

Тепер дамо визначення канторвалу. Канторвал — це пiдмножина𝑅, яка

є гомеоморфною 𝐶 ∪ (
∞⋃︀
𝑛=1

𝐶2𝑛−1). При обговореннi канторвалiв наступна
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рiвнiсть множин може бути корисною:

𝐶 ∪
(︃ ∞⋃︁

𝑛=1

𝐶2𝑛−1

)︃
= [0, 1] ∖

(︃ ∞⋃︁

𝑛=1

𝐶2𝑛

)︃
.

Досить вiдомим прикладом ряду, множина неповних сум якого є кан-

торвалом, є ряд Гатрi-Нiмана:
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛, де 𝑎2𝑛−1 = 3
4𝑛 , 𝑎2𝑛 = 2

4𝑛 , 𝑛 ∈ 𝑁 .

Але вже множина неповних сум ось такого ряду
∞∑︀
𝑛=1

𝑢𝑛, 𝑢2𝑛−1 = 10
11𝑛 ,

𝑢2𝑛 = 1
11𝑛 , 𝑛 ∈ 𝑁 , не дивлячись на те, що вiзуально вони схожi, буде

гомеоморфна множинi Кантора 𝐶 i не буде канторвалом. Для збiжного
додатного ряду невiдомi умови, якi гарантують канторвальнiсть множи-
ни його пiдсум. Бартошевич, Фiлiпчак та Шимонiк описують сiмейства
рядiв, якi мiстять бiльшiсть приклади рядiв, для яких множина пiдсум є
канторвалом. Зокрема, вони розглядають мультигеометричнi ряди i бу-
дують сiмейство таких рядiв, множини пiдсум яких є канторвалами.

Нехай 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚 та 𝑞 є константами з 0 < 𝑞 < 1. Тодi послiдовнiсть

(𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚, 𝑘1𝑞, 𝑘2𝑞, . . . , 𝑘𝑚𝑞, 𝑘1𝑞
2, 𝑘2𝑞

2, . . . , 𝑘𝑚𝑞
2, . . . )

називається мультигеометричною послiдовнiстю i позначається
(𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚; 𝑞), а її множина пiдсум — 𝐸(𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚; 𝑞). Взагалi ка-
жучи, мультигеометрична послiдовнiсть — це «комбiнацiя» декiлькох гео-
метричних послiдовностей, кожна з яких має свiй початковий елемент
(𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚), але загальний знаменник прогресiї (𝑞).

Приклад 1. (17, 15, 13, 11, 9, 1; 𝑞) є канторвалом, якщо 1
10 < 𝑞 < 4

37 .

Приклад 2. (41, 37, 33, 29, 25, 21, 2; 𝑞) є канторвалом, якщо 1
12 < 𝑞 < 19

207 .
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ОДИН КЛАС ФУНКЦIЙ, ОЗНАЧЕНИХ В ТЕРМIНАХ
𝑄*
𝑆-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

В.В. НАЗАРЧУК, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Нехай 𝐴𝑠 ≡ {0, 1, ..., 𝑠−1} — 𝑠-ковий алфавiт, 𝐿𝑠 = 𝐴𝑠×𝐴𝑠×... – простiр

послiдовностей елементiв 𝐴𝑠; ‖𝑞𝑖𝑛‖— матриця, така що
𝑠−1∑︀
𝑖=0

𝑞𝑖𝑛 = 1 ∀𝑛 ∈ 𝑁 ,

𝑞𝑖𝑛 > 0 i
∞∏︀
𝑛=1

max
𝑖∈𝐴𝑠

{𝑞𝑖𝑛} = 0. Тодi [1] ∀ 𝑥 ∈ [0; 1] ∃ (𝛼𝑛) ∈ 𝐿𝑠:

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︁

𝑛=2

𝛽𝛼𝑛𝑛

𝑛−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝑗 ≡ ∆
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛽𝛼𝑛𝑛 =

𝛼𝑛−1∏︁

𝑖=0

𝑞𝑖𝑛. (1)

Розклад 𝑥 в ряд (1) називається 𝑄*
𝑠-представленням, a запис ∆

𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

— 𝑄*
𝑠-зображенням. Якщо усi 𝑞𝑖𝑛 = 1

𝑠 , то 𝑄*
𝑠-зображенням спiвпадає з

𝑠-ковим зображенням: 𝑥 =
∞∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖

𝑠𝑖 . Множина чисел виду ∆
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝛼1𝛼2...,

де (𝛼𝑛) ∈ 𝐿𝑠, називається цилiндром рангу 𝑚 з основою 𝑐1𝑐2...𝑐𝑚. Оче-

видно, що ∆
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 =

𝑠−1⋃︀
𝑐=0

∆
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑐 =

𝑠−1⋃︀
𝑖=0

[∆
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖(0)
; ∆

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖(𝑠−1)].

Числа, що є кiнцями цилiндра та мають два формально рiзнi зображен-
ня ∆

𝑄*
𝑠

𝑐1...𝑐𝑚𝑖(𝑠−1) = ∆
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚𝑖[𝑠−1](0), називають 𝑄*
𝑠-бiнарними. Решта чисел

мають єдине 𝑄*
𝑠-зображення i називаються 𝑄*

𝑠-унарними.
Розглядається функцiя 𝑓𝑎, означена рiвнiстю

𝑓𝑎(𝑥 = ∆
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆

𝑄*
𝑠

|𝑎1−𝛼1||𝑎2−𝛼2|...|𝑎𝑛−𝛼𝑛|,

де (𝑎𝑛) цифри 𝑠-кового зображення числа 𝑎 = ∆𝑠
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛..., (𝑎𝑛) ∈ 𝐿𝑠. За

домовленiстю не використовувати одне iз двох 𝑄*
𝑠-бiнарних зображень, а

саме з перiодом (𝑠− 1), означення функцiї є коректним.

Теорема 1. Функцiя 𝑓 є неперервною на усiй областi визначення за ви-
ключення злiченної кiлькостi точок. Функцiя 𝑓 має скiнченнi та конти-
нуальнi рiвнi, причому останнi є нiде не щiльними нульвої мiри Лебега.
Якщо 𝑎 = ∆𝑠

𝑎1𝑎2...𝑎𝑛..., 𝑎𝑛 ∈ {0, 𝑐}, 𝑐 ∈ 𝐴𝑠, то функцiя 𝑓𝑎 зберiгає цифру
𝑐−1
2 (тобто якщо 𝛼𝑛(𝑥) = 𝑐−1

2 , то 𝛽𝑛(𝑦) = 𝑐−1
2 ), коли 𝑐 – непарне; i

зберiгає цифру 𝑐
2 , коли 𝑐 – парне.
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Теорема 2. Нехай 𝑠 – непарне. Функцiя 𝑓𝑎(𝑥 = ∆
𝑄*

𝑠
𝑎1𝑎2𝑎3...) = ∆

𝑄*
𝑠

| 𝑠−1
2 −𝛼1|𝛼2𝛼3...

є кусково лiнiйною, причому лiнiйною на цилiндрах 1-го рангу.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, тополого-
метричних та фрактальних властивостей функцiї 𝑓𝑎.
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ЛАНЦЮГОВЕ 𝐴-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ I ЙОГО
ЗАСТОСУВАННЯ

О.О. НIКОРАК

Розглядається функцiя 𝑓 , означена рiвностями:

𝑓(𝑥 = ∆𝐴5
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝐴3

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
, де

𝛽𝑛(𝛼𝑛, 𝑐𝑛) =

{︃
|𝑐𝑛 − 𝛼𝑛|, якщо 𝛼𝑛 ∈ {0, 1},
|𝑐𝑛 −

[︀
𝛼𝑛

2

]︀
|, якщо 𝛼𝑛 ∈ {2, 3, 4},

𝑐1 = 0, 𝑐𝑛+1 = 𝑐𝑛, якщо 𝛼𝑛 ̸= 2, i 𝑐𝑛+1 = 2−𝑐𝑛, якщо 𝛼𝑛 = 2, де ∆𝐴5
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

i ∆𝐴3

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
— ланцюгове 𝐴5-зображення чисел. Нагадаємо його змiст. Не-

хай 𝐴𝑠 ≡ {𝑒0, 𝑒1, ..., 𝑒𝑠−1} — алфавiт, 0 < 𝑒0 < 𝑒1 < ... < 𝑒𝑠−1. Тодi ланцю-
говим 𝐴𝑠-дробом називається вираз виду

1

𝑎1
+

1

𝑎2
+ ...+

1

𝑎𝑛
+ ... ≡ [0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...], (𝑎𝑛) ∈ 𝐿𝑠.

Теорема 1. [2] Для множини E значень ланцюгових 𝐴𝑠-дробiв має мiсце
min
𝑎𝑛∈𝐴𝑠

{𝐸} = [0; (𝑒𝑠−1, 𝑒0)] ≡ 𝑑0, max
𝑎𝑛∈𝐴𝑠

{𝐸} = [0; (𝑒0, 𝑒𝑠−1)] ≡ 𝑑1. Якщо 𝑒𝑖 =

𝑒𝑖−1 + 𝑑, 𝑖 = 1, 𝑠− 1, де 𝑑 = 𝑑1 − 𝑑0, то для довiльного 𝑥 ∈ [𝑑0, 𝑑1] iснує
послiдовнiсть 𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑠, така що 𝑥 = [0; 𝑎1, ..., 𝑎𝑛, ...]

𝐴𝑠 .

Запис [0; 𝑎1, ..., 𝑎𝑛, ...]
𝐴𝑠 називається ланцюговим 𝐴𝑠-зображенням чи-

сла 𝑥. Ввiвши перекодування 𝛼𝑛 = 𝑒𝛼𝑛
, де 𝛼𝑛 ∈ {0, 1, ..., 𝑠−1}, ми отримає-

мо ланцюгове 𝐴𝑠-зображення засобами класичного алфавiту ∆𝐴𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

Теорема 2. Функцiя 𝑓 є неперервною нiде не монотонною функцiєю не-
обмеженої варiацiї.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження фрактальних, стру-
ктурних та варiацiйних властивостей функцiї 𝑓 , що є аналогом узагаль-
нення функцiї Серпiнського запропоноване в [1].
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ПРО СУПЕРФРАКТАЛЬНIСТЬ МНОЖИНИ СУТТЄВО
АНОРМАЛЬНИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ АРИФМЕТИЧНИХ
РОЗКЛАДIВ КАНТОРА ТА ЇХНIХ УЗАГАЛЬНЕНЬ

Д.М. ПИХТАР

Нехай {𝑛𝑘} — послiдовнiсть натуральних чисел, 𝑛𝑘 ≥ 2. Як вiдомо ([1]),
довiльне дiйсне число 𝑥 ∈ [0, 1] можна зобразити у виглядi

𝑥 =

∞∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘(𝑥)

𝑛1𝑛2 · · ·𝑛𝑘
=: ∆𝐶𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥) . . . 𝛼𝑘(𝑥) . . . , (1)

де 𝑎𝑘(𝑥) ∈ {0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 1}. Розклад (1) називається розкладом Кантора
числа 𝑥.

Якщо {𝑛𝑘} утворює арифметичну прогресiю, то розклад (1) називає-
ться арифметичним розкладом Кантора.

Нехай 𝑁𝑖(𝑥, 𝑘) — кiлькiсть появ цифри 𝑖 серед перших 𝑘 цифр розкладу
Кантора числа 𝑥. Якщо iснує границя

lim
𝑘→∞

𝑁𝑖(𝑥, 𝑘)

𝑘
,

то її називають частотою появи цифри 𝑖 в розкладi Кантора числа 𝑥.
Нормальнi властивостi розкладiв Кантора суттєво залежать вiд послi-

довностi основ {𝑛𝑘}. Зокрема, якщо 𝑛𝑘 = 𝑘 + 1 (факторiальна система
числення), то для майже всiх (в сенсi мiри Лебега) дiйсних чисел вико-
нується:

𝜈0(𝑥) = 𝜈1(𝑥) = . . . = 𝜈𝑘(𝑥) = . . . = 0.

Означення 1. Число 𝑥 називається суттєво анормальним для розкладу
Кантора, якщо не iснує жодної з границь

lim
𝑘→∞

𝑁𝑖(𝑥, 𝑘)

𝑘
, ∀ 𝑖.

Дослiдження фрактальних властивостей множин суттєво анормальних
чисел для рiзних систем числення висвiтленi в роботах [2, 3, 4].

Позначимо множину суттєво анормальних чисел через 𝐿(𝐶).

Теорема 1. Якщо {𝑛𝑘} утворює арифметичну прогресiю, то

dim𝐻(𝐿(𝐶)) = 1,

де dim𝐻(𝐿(𝐶)) — розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини 𝐿(𝐶).
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Теорема 2. Якщо iснує така арифметична прогресiя {𝑎𝑘}, де 𝑎𝑘 ∈ N,
що

𝑎𝑘 ≤ 𝑛𝑘 ≤ 𝑎𝑘+1,

то
dim𝐻(𝐿(𝐶)) = 1.
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ФРАКТАЛЬНI ФУНКЦIЇ ДВОХ ЗМIННИХ

В.I. ПЛАКИДА, О.М. ПРАЦЬОВИТИЙ, I.М. ЛИСЕНКО

Нехай 𝐴2 ≡ {0, 1}— алфавiт, 𝐿2 = 𝐴2×𝐴2×...— простiр послiдовностей
елементiв 𝐴2; ‖𝑞𝑖𝑛‖ – матриця, така що 𝑞0𝑛 + 𝑞1𝑛 = 1 ∀𝑛 ∈ 𝑁 , 𝑞𝑖𝑛 > 0 i
∞∏︀
𝑛=1

max{𝑞0𝑛, 𝑞1𝑛} = 0. Тодi ∀ 𝑥 ∈ [0; 1] ∃ (𝛼𝑛) ∈ 𝐿2:

𝑥 = 𝛿𝛼1
+

∞∑︁

𝑛=2

𝛿𝛼𝑛𝑛

𝑛−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝑗 ≡ ∆
𝑄*

2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛿𝛼𝑛𝑛 =

𝛼𝑛−1∏︁

𝑖=0

𝑞𝑖𝑛. (1)

Розклад 𝑥 в ряд (1) називається 𝑄*
2-представленням, a запис ∆

𝑄*
2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

— 𝑄*
2-зображенням. Якщо 𝑞𝑖𝑛 = 1

2 ∀𝑛 ∈ 𝑁 , то 𝑄*
2-зображення є класи-

чним двiйковим зображенням: 𝑥 =
∞∑︀
𝑛=1

𝛼𝑛

2𝑛 = ∆2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛.... Iснують числа

(𝑄*
2-бiнарнi), що мають два 𝑄*

2-зображення: ∆
𝑄*

2

𝛼1...𝛼𝑛−10(1)
= ∆

𝑄*
2

𝛼1...𝛼𝑛−11(0)
.

Решта чисел мають єдине 𝑄*
2-зображення (𝑄*

2-унарнi).
Розглядається функцiя, означена рiвнiстю

𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑧(∆2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...,∆

2
𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...) = ∆

𝑄*
2

𝜙1(𝛼1,𝛽1)𝜙2(𝛼2,𝛽2)...𝜙𝑛(𝛼𝑛,𝛽𝑛)...
,

де 𝜙𝑛(𝛼𝑛, 𝛽𝑛) ∈ 𝐴2.

Лема 1. Функцiя 𝑧, за умови сталостi послiдовностi функцiй 𝜙𝑛, є
неперервною тодi i тiльки тодi, коли 𝑧 є коректно означеною в точках,
що мають два формально рiзнi зображення.

Теорема 1. Якщо 𝜙𝑛(𝛼𝑛, 𝛽𝑛) = 1− 𝛼𝑛 для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 , то 𝑧 є не-
перервною фрактальною функцiєю, множини рiвнiв якої є сингулярними
лiнiями, коли 𝑞0𝑛 ̸= 1

2 для нескiнченної кiлькостi 𝑛.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, тополого-
метричних та фрактальних властивостей функцiї 𝑧 для рiзних (𝜙𝑛).
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КРИВI ПАВУТИННОГО ТИПУ

Л.А. ПОВАР

Нехай 𝐴 = {0, 1, 2, ..., 9} — десятковий алфавiт, 𝐿 = 𝐴×𝐴×... — простiр
послiдовностей елементiв алфавiту. Тодi для довiльного 𝑥 ∈ [0; 1] iснує

послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 така, що 𝑥 =
∞∑︀
𝑛=1

𝛼𝑛

10𝑛 ≡ ∆10
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

Розглядається функцiя 𝑓 , означена рiвнiстю:

𝑓(𝑡 = ∆10
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) =

∞∑︁

𝑛=1

𝑐𝑛𝜀𝛼𝑛(𝑡),

де 𝜀𝑘 = cos 2𝜋𝑘
10 + 𝑖 sin 2𝜋𝑘

10 , 𝑘 = 0, 1, ..., 9.

Лема 1. Якщо 𝑐 = sin 180

1+sin 180 , то множина значень функцiї 𝑓 є кривою
павутинного типу.

Теорема 1. Множина значень функцiї 𝑓 є самоподiбною множиною

𝐸𝑓 =
9⋃︁

𝑘=0

𝐸𝑘 =
9⋃︁

𝑘=0

𝑔𝑘(𝐸),

𝑔𝑘 :

{︃
𝑥′ = 𝑐𝑥+ 𝑐 · cos 2𝜋𝑘

10 ,

𝑦′ = 𝑐𝑦 + 𝑐 · sin 2𝜋𝑘
10 ,

де 𝑘 ∈ 𝐴.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження фрактальних та стру-
ктурних властивостей функцiї та її множини значень.
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АНАЛОГ ТРИБIН-ФУНКЦIЇ ДЛЯ 𝑞∞0 -ЗОБРАЖЕННЯ
ЧИСЕЛ

I.I. ПРОДАН

Нехай 𝐴 = {0, 1} — алфавiт, 𝐿 = 𝐴× 𝐴× ... — простiр послiдовностей
елементiв алфавiту, (𝑞0, 𝑞1) — стохастичний вектор, 𝑞0 > 0, 𝑞1 > 0. Тодi [1]
для довiльного числа 𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿, така що

𝑥 = 𝛼1𝑞[1−𝛼1] +

∞∑︁

𝑘=2

𝛼𝑘𝑞[1−𝛼𝑘]

𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗
≡ ∆𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

Розклад числа 𝑥 в ряд називається 𝑄2-представлення, а запис ∆𝑄2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

– його 𝑄2-зображення. Якщо здiйснити перекодування

∆𝑄2

11...1⏟  ⏞  
𝑎1−1

011..1⏟ ⏞ 
𝑎2−1

0...11...1⏟  ⏞  
𝑎𝑛−1

0...
= ∆

𝑞∞0
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛..., 𝑎𝑛 ∈ 𝑁,

то отримаємо нескiнченносимвольне 𝑞∞0 -зображення чисел промiжку [0; 1):

𝑥 = 𝑞𝑎11 +

∞∑︁

𝑛=1

𝑞𝑛0 𝑞
𝑎1+𝑎2+...+𝑎𝑛+1−𝑛
1 ≡ ∆

𝑞∞1
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛....

Розглядається функцiя 𝑓 : 𝑓(𝑥 = ∆
𝑞∞0
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...) = ∆𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., де

𝛼1 =

{︃
0, при 𝑎1 = 1,

1, при 𝑎1 ̸= 1,
𝛼𝑛+1 =

{︃
𝛼𝑛, при 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1,

1− 𝛼𝑛, при 𝑎𝑛 ̸= 𝑎𝑛+1.

Теорема 1. Функцiя 𝑓 є неперервною нiде не монотонною функцiєю нео-
бмеженої варiацiї. Функцiя має одноточковi, злiченнi та континуальнi
множини рiвнi, причому останнi є нiде не щiльними множинами ну-
льової мiри Лебега.

Дана функцiя є аналогом вiдомої нiде не диференцiйовної Трибiн-функ-
цiї [2] для нескiнченносимвольного полiосновного зображення чисел.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, фра-
ктальних та варiацiйних властивостей функцiї 𝑓 .
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ЗОБРАЖЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ У СИСТЕМI З
ОСНОВОЮ 3 I НАДЛИШКОВОЮ ЦИФРОЮ ТА ЇХНI

РIЗНОПЛАНОВI ЗАСТОСУВАННЯ

С.П. РАТУШНЯК, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Нехай 𝑠 i 𝑟 — фiксованi натуральнi параметри, 2 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟,𝐴 = {0, 1, ..., 𝑟}
— алфавiт, 𝐿 = 𝐴×𝐴× ... — множина послiдовностей елементiв 𝐴. Пода-

ння числа 𝑥 ∈ [0; 𝑟
𝑠−1 ] рядом 𝑥 =

∞∑︀
𝑘=1

𝑠−𝑘𝛼𝑘 ≡ ∆𝛼1𝛼2...𝛼𝑘..., ми називаємо

його ∆-зображенням у системi з основою 𝑠 i надлишковим алфавiтом.
Розглядається випадок, коли 𝑠 = 3 = 𝑟. Числа 0 i 3

2 мають єдине
зображення, але не лише вони. Iснують числа, що мають злiченну i навiть
континуальну множину рiзних ∆-зображень. Зауважимо, що iснує три
пари взаємозамiнних пар послiдовних цифр 03 ↔ 10, 13 ↔ 20, 23 ↔ 30 у
зображеннi числа, якi не приводять до змiни його значення.

Теорема 1. Число, ∆-зображення якого мiстить лише цифри 1 i 2, при-
чому кожну з них нескiнченну кiлькiсть разiв, має єдине ∆-зображення.

Теорема 2. Числа, ∆-зображення яких мiстить перiод, довжини 1,
має злiченну множину зображень. Якщо деяке ∆-зображення числа 𝑥
не є перiодичним i мiстить нескiнченну кiлькiсть 0 або 3, то воно має
континуальну множину рiзних зображень.

У доповiдi планується висвiтлення зв’язку розподiлу випадкової ве-

личини 𝜉 =
∞∑︀
𝑘=1

3−𝑘𝜉𝑘 з нескiнченними згортками Бернуллi, керованими

вiдповiдними рядами та ∆-зображеннями чисел.
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ОДНА НЕПЕРЕРВНА НIДЕ НЕ МОНОТОННА ФУНКЦIЯ,
ОЗНАЧЕНА В ТЕРМIНАХ МАРКОВСЬКОГО

ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

Д.М. СЕРГIЙКО

Нехай 𝐴𝑠−1 ≡ {0, 1, . . . , 𝑠 − 1} — алфавiт, 𝐿𝑠 = 𝐴𝑠 × 𝐴𝑠 × ... – простiр
послiдовностей елементiв алфавiту, 𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑠−1 – фiксований набiр до-
датних дiйсних чисел такий, що 𝑞0 + 𝑞1 + . . .+ 𝑞[𝑠−1] = 1 ∀𝑖 ∈ 𝐴𝑠, ||𝑞𝑖𝑗 || —
стохастична матриця, де 𝑞𝑖0 + 𝑞𝑖1 + . . .+ 𝑞𝑖[𝑠−1] = 1,∀𝑖 ∈ 𝐴𝑠, яка не мiстить
нулiв (𝑞𝑖𝑗 > 0). Тодi для довiльного числа iснує послiдовнiсть така, що

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︁

𝑘=1

𝛽𝛼𝑘𝛼𝑘+1

𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝛼𝑗+1
= ∆𝑀𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
, (1)

де 𝛽𝛼𝑘𝛼𝑘+1
≡ 𝑞𝛼1

𝛼𝑘+1−1∑︁

𝑖=0

𝑞𝛼𝑘𝑖, 𝛽0 ≡ 0, 𝛽1 ≡ 𝑞0, 𝛽𝑠−1 ≡
𝑠−2∑︁

𝑖=0

𝑞𝑖, 𝛽𝑠 ≡ 1. Розклад

числа 𝑥 в ряд (1) називається марковським 𝑀𝑠-представлення числа, а
скорочений запис ∆𝑀𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
— його 𝑀𝑠-зображенням.

Розглядається функцiя 𝑓 , яка визначається на вiдрiзку [0; 1] рiвнiстю
𝑓(𝑥 = ∆𝑀𝑠

𝛼1...𝛼𝑛...) = ∆𝑀2
𝛾1...𝛾𝑛..., де

𝛾1 =

{︃
0 при 𝛼1 = 0,

1 при 𝛼1 ̸= 0,
𝛾𝑛+1 =

{︃
𝛾𝑛 при 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛+1,

1− 𝛾𝑛 при 𝛼𝑛 ̸= 𝛼𝑛+1,
𝑛 ∈ N.

Дана функцiя є аналогом неперервної нiде не диференцiйовної Трибiн-
функцiї, означеної у термiнах 𝑄𝑠-зображення чисел [2].

Теорема 1. Функцiя 𝑓 є неперервною нiде не монотонною функцiєю не-
обмеженої варiацiї на усiй областi визначення.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, варiа-
цiйних та фрактальних властивостей функцiї 𝑓 .
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АВТОМОДЕЛЬНI МАТЕМАТИЧНI ОБ’ЄКТИ: МНОЖИНИ,
ФУНКЦIЇ, МIРИ

Д.C. ХIХЛУШКО, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Нехай 𝐺 — множина усiх перетворень площини, тобто бiєктивних вiд-
ображень площини на себе. Тодi фiгура непорожня 𝐹 ⊂ 𝑅2 називається
автомодельною, якщо iснує набiр перетворень 𝑔𝑖 ∈ 𝐺, таких що має мiсце
рiвнiсть:

𝐹 =

𝑛⋃︁

𝑖=1

𝑔𝑖(𝐹 ) =

𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐹𝑖. (1)

Якщо 𝐺 — це множина афiнних перетворень площини, то фiгура 𝐹
називається самоафiнною. Якщо 𝐺 — це множина перетворень подiбностi
площини, то 𝐹 називається самоподiбною.

Розклад (1) називається структурою автомодельностi множини 𝐹 .
Розглядається множина 𝑉 ⊂ 𝑅2, означена рiвнiстю

𝑉 = {(𝑥; 𝑦) : 𝑥 = ∆𝐴3
𝛼1...𝛼𝑛..., 𝑦 = ∆𝐴3

𝛽1...𝛽𝑛...
|𝛼𝑛 − 𝛽𝑛| ≠ 1, 𝑛 ∈ 𝑁}, (2)

де ∆𝐴3
𝛼1...𝛼𝑛... — перекодоване ланцюгове зображення чисел:
[︂

4

9
;

3

4

]︂
∋ 𝑥 = 1/𝑎1 + 1/𝑎2 + ...+ 1/𝑎𝑛 + ... ≡ ∆𝐴3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝑒𝛼𝑛
= 𝑎𝑛,

𝑎𝑛 ∈ 𝐴3 = {0, 1, 2}, 𝑒𝑖 ∈
{︀

8
9 ,

43
36 ,

3
2

}︀
.

Теорема 1. Множина 𝑉 є автомодельною множиною зi структурою
автомодельностi

𝑉 = 𝑉0 ∪ 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪ 𝑉3 ∪ 𝑉4 = 𝑓𝑘(𝑉𝑘),

де 𝑓𝑘 =

{︃
𝑥′ = 1

𝑥 − 1
𝑒𝑖
,

𝑦′ = 1
𝑦 − 1

𝑒𝑗
,

, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴3, |𝑖− 𝑗| ≠ 1.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, тополого-
метричних та фрактальних властивостей множини 𝑉 .
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АРИФМЕТИЧНА СУМА МНОЖИН КАНТОРIВСЬКОГО
ТИПУ

Д.С. ШПИТЮК

Нехай 𝐴3 ≡ {0, 1, 2} — алфавiт; ‖𝑞𝑖𝑛‖ — стохастична матриця: 𝑞0𝑛 +

𝑞1𝑛 + 𝑞2𝑛 = 1 ∀𝑛 ∈ 𝑁 , 𝑞𝑖𝑛 > 0 i
∞∏︀
𝑛=1

max
𝑖∈𝐴3

{𝑞𝑖𝑛} = 0. Тодi [1] для довiльного

числа 𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть 𝛼𝑛 ∈ 𝐴3, така що

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︁

𝑛=2

𝛽𝛼𝑛𝑛

𝑛−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝑗 ≡ ∆
𝑄*

3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛽𝛼𝑛𝑛 =

𝛼𝑛−1∏︁

𝑖=0

𝑞𝑖𝑛.

Розклад числа 𝑥 в ряд називається 𝑄*
3-представленням, a формальний

запис ∆
𝑄*

3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... – 𝑄*

3-зображенням.
Розглядається множина чисел одиничного вiдрiзка, означена рiвнiстю

𝐶[𝑄*
3; {0, 2}] = {𝑥 = ∆

𝑄*
3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ {0, 2}, 𝑛 ∈ 𝑁}.
Якщо 𝑞𝑖𝑛 = 1

3 для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐴3, 𝑛 ∈ 𝑁 , тобто, коли 𝑄*
3-зображення

спiвпадає з класичним трiйковим зображенням чисел, то множина 𝐶 є
множиною Кантора, яка, як вiдомо, є самоподiбною нiде не щiльною мно-
жиною нульової мiри Лебега. Також вiдомо, що арифметична (векторна)
сума двох множин Кантора спiвпадає з вiдрiзком [0; 2]. Ми цiкавимось
множиною, що є арифметичною сумою 𝐶 ⊕ 𝐶.

Теорема 1. Арифметична сума 𝐶 ⊕𝐶 спiвпадає з вiдрiзком [0; 2], якщо

для 𝑛 ∈ 𝑁 виконується система нерiвностей

{︃
𝑞1𝑛 ≤ 𝑞0𝑛,
𝑞1𝑛 ≤ 𝑞2𝑛.

Якщо дана

система виконується для скiнченної кiлькостi 𝑛, то 𝐶⊕𝐶 є об’єднанням
вiдрiзкiв. Якщо 𝑞1𝑛 > 𝑞0𝑛 i 𝑞1𝑛 > 𝑞2𝑛 для усiх 𝑛 починаючи з деякого
номера, то 𝐶 ⊕ 𝐶 є нiде не щiльною множиною.
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ПСЕВДО-ОБЕРНЕНА МАТРИЦЯ ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ У
ПОБУДОВI ОПТИМАЛЬНОГО ПОРТФЕЛЯ IНВЕСТОРА

А.А. БУРДИМ

Незважаючи на те, що теорiя оптимального портфеля Марковiца була
сформульована у 1950-х, вона й досi залишається актуальною i широко
застосовується у банкiвськiй справi, iнвестицiйному аналiзi та фiнансово-
му плануваннi.У класичному формулюваннi задачi побудови оптималь-
ного портфеля Марковiца, пошук оптимальних ваг активiв використовує
обчислення оберненої коварiацiйної матрицi дохiдностей Σ.

Проте для реальних фiнансових даних може виникати ситуацiя, ко-
ли ця матриця є сингулярною, що унеможливлює її стандартну iнверсiю
𝐴−1. В таких випадках ми використовуємо псевдо-обернену матрицю. Ви-
користання псевдо-оберненої матрицi Мура-Пенроза для побудови опти-
мального портфелю було запропоновано в статтi [1].

Ця робота присвячена застосуванню цього пiдходу для реальних фi-
нансових даних. З iсторичних цiн акцiй компанiй Amazon, Apple, Netflix
та Tesla було оцiнено коварiацiйну матрицю розмiрностi 4х4 для порт-
феля iнвестора та середнi дохiдностi для кожної компанiї. На основi цих
оцiнок розраховано оптимальнi ваги портфеля за допомогою програми,
написаної на мовi Python. Програма перевiряє коварiацiйноу матрицю на
сингулярнiсть та враховує можливiсть застосування псевдо-оберненої ма-
трицi. Також у роботi було симульовано стохастичнi представлення для
таких випадкових величин (див. [1]):

∙ �̂�+
𝐸𝑈 : оцiнки очiкуваної дохiдностi портфеля максимiзацiї очiку-

ваної корисностi (Expected Utility Portfolio).
∙ 𝑉 +

𝐸𝑈 : оцiнки дисперсiї (ризику) такого портфеля.

У наступних дослiдженнях планується розглянути побудову VaR — опти-
мального портфелю з урахуванням можливої сингулярностi коварiацiйної
матрицi дохiдностей та знайти стохастичнi представлення для �̂�+

𝐸𝑈 ,
ℎ𝑎𝑡𝑉 +

𝐸𝑈 .
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𝑆4 ВIДОКРЕМЛЮВАНIСТЬ ТА 𝑃 -РОЗБИТТЯ ГРАФА У
ALL-PATH ТА DETOUR ОПУКЛОСТЯХ

В.О. ГАПОНЕНКО

У нашiй роботi ми дослiджуємо властивостi сепарабельностi та подiль-
ностi деяких графових опуклостей. Перш за все, простiр (𝑋, 𝒞) назива-
ють опуклим якщо ∅, 𝑋 ∈ 𝒞, 𝒞 закрита вiдносно перетинiв i вкладених
об’єднань. Опуклий простiр (𝐺, 𝒞), де 𝐺 – граф, є графовим. Ми розгля-
даємо all-path опуклiсть [6] та детурову опуклiсть [1] на графах.

Для опуклого простору (𝑋, 𝒞), розглядають наступнi аксiоми сепара-
бельностi:

(1) 𝑆2 сепарабельний: будь-яка пара елементiв 𝑋 належить рiзним
пiвпросторам;

(2) 𝑆3 сепарабельний: будь-яка множина 𝐴 та елемент 𝑏 /∈ 𝐴 належать
рiзним пiвпросторам;

(3) 𝑆4 сепарабельний: будь-яка пара неперетинних множин належить
рiзним пiвпросторам.

У контекстi сепарабельностi для all-path опуклостi ми охарактеризува-
ли всi сепарабельнi графи:

Теорема 1. Граф 𝐺 є 𝑆2 сепарабельним тодi i тiльки тодi, коли 𝐺 є
деревом.

Теорема 2. Граф 𝐺 є 𝑆3 або 𝑆4 сепарабельним тодi i тiльки тодi, коли
𝐺 є 𝐾2.

Загальна проблема сепарабельностi також породила проблему сепара-
бельностi двох окремих елементiв графа. Так наприклад проблема сепа-
рабельностi двох множин або ж 𝑆4 сепарабельнiсть була розглянута в [2].
Наступний результат показує що проблема будь-якої сепарабельностi у
all-path опуклостi має лiнiйну часову складнiсть.

Теорема 3. З’ясувати чи є двi диз’юнктнi пiдмножини графа 𝐺 сепа-
рабельними в all-path опуклостi можна за лiнiйний час.

Також ми показали пряму залежнiсть мiж кiлькiстю мостiв графа та
його 𝑝-подiльнiстю для all-path опуклостi у наступнiй теоремi.

Теорема 4. Граф 𝐺 може бути розбитим на щонайбiльше 𝑘+1 all-path
опуклих множин, де 𝑘 є числом мостiв 𝐺.
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На вiдмiну вiд all-path опуклостi, проблема сепарабельностi у детуровiй
опуклостi є NP-складною.

Теорема 5. Задача знаходження пiвпросторiв, що роздiляють двi диз’ю-
нктнi пiдмножини 𝐺, є NP-складною.

Нехай 𝐵𝐺 є родиною всiх блокiв графа 𝐺 чий породжений пiдграф не
𝐾2 та𝐾𝐺 — сiм’я блокiв графа𝐺 чий породжений пiдграф є𝐾2. Означимо
функцiю 𝐸𝑥𝐺 : 2𝑉 (𝐺) → R, що вiдповiдає кiлькостi детур екстремальних
вершин у пiдграфi породженому певною пiдмножиною 𝐺.

Теорема 6. Зв’язний граф 𝐺 може бути розбитим на щонайбiльше∑︀
𝐵∈𝐵𝐺

𝐸𝑥𝐺(𝐵) + |𝐾𝐺|+ 1 detour опуклих множин.
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ГIБРИДНИЙ ПIДХIД ДО ВИЯВЛЕННЯ АНОМАЛIЙ У
ЗАШИФРОВАНОМУ ТРАФIКУ НА ОСНОВI БУЛЕВОЇ
ФIЛЬТРАЦIЇ ТА МОДЕЛЕЙ ГЛИБОКОГО НАВЧАННЯ

К.В. ГЛЕГА

Через зростання популярностi протоколiв шифрування та збiльшен-
ня кiлькостi зашифрованих даних, знижується ефективнiсть традицiйних
методiв аналiзу мережевого трафiку, що не передбачають аналiзу вмiсту
пакетiв. Звiдси постає актуальна проблема ефективного виявлення ано-
малiй у зашифрованому трафiку без порушення конфiденцiйностi даних.

Моделi глибокого навчання, наприклад, автоенкодери, можуть ефе-
ктивно виявляти аномалiї у мережевому трафiку без необхiдностi деши-
фрування. Втiм, обробка автоенкодером всього обсягу трафiку є повiль-
ною та потребує великих обчислювальних потужностей.

У зв’язку з цим, доцiльно проводити попереднє фiльтрування трафiку
та вiдбiр пiдозрiлих пакетiв. Таким чином, навантаження на автоенкодер
зменшиться, а ефективнiсть та швидкiсть виявлення аномалiй зростуть.

Будемо вважати булевою фiльтрацiєю метод попереднього вiдбору ме-
режевого трафiку на основi логiчних умов, сформульованих за допомогою
логiчних операторiв AND, OR та NOT. Логiчнi правила застосовуються
до атрибутiв мережевих пакетiв — IP-адреси джерела або призначення,
номеру порту, розмiру пакету тощо — без потреби дешифрувати конфi-
денцiйнi данi.

Нехай 𝑃 — множина всiх пакетiв, а 𝑃 ′ — множина вiдфiльтрованих
пакетiв. Тодi 𝑃 ′ визначається як:

𝑃 ′ = {𝑝 ∈ 𝑃 |𝜑(𝑝) = 𝑡𝑟𝑢𝑒}

де 𝜑(𝑝) — булева функцiя, що визначає умови фiльтрацiї.
Наприклад, умова для вiдбору пакетiв з портом призначення 443 або

8443 та розмiром бiльше нiж 1000 байт одночасно, виглядатиме наступним
чином:

𝜑(𝑝) = (𝑝.𝑝𝑜𝑟𝑡 ∈ 443, 8443) ∧ (𝑝.𝑠𝑖𝑧𝑒 > 1000)

Вiдiбраний пiдозрiлий трафiк надходить на вхiд автоенкодера для ана-
лiзу та перевiрку на наявнiсть аномалiй.

Автоенкодер розглядається як тип штучної нейронної мережi, що скла-
дається з двох компонентiв — енкодера та декодера. Спочатку енкодер
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перетворює вхiднi данi у стислий, прихований простiр, зберiгаючи най-
бiльш важливу iнформацiю та вiдкидаючи усе зайве. Пiсля цього декодер
намагається вiдновити початковi вхiднi данi, виходячи з цього стислого
представлення.

У контекстi виявлення аномалiй, автоенкодер навчається вiдтворювати
нормальнi зразки зашифрованого трафiку. Аномалiї та невiдомi зразки
даних унеможливлюють точну реконструкцiю та призводять до помилки,
яка використовується як iндикатор.

Це — середньоквадратична помилка (Mean Squared Error, MSE), яка є
функцiєю втрат, що описується формулою:

𝐿(𝑥, 𝑥′) = ‖𝑥− 𝑥′‖2

де 𝑥 — вхiдний вектор ознак, а 𝑥′ = 𝑔𝜑(𝑓𝜃(𝑥)) — реконструйований
вихiд, отриманий пiсля проходження через енкодер 𝑓𝜃 та декодер 𝑔𝜑.

Високе значення втрат 𝐿 може вказувати на потенцiйну аномалiю.
Ефективнiсть запропонованого гiбридного методу доводить дослiдже-

ння гiбридного методу виявлення аномалiй, який поєднує статистичну
фiльтрацiю, що є аналогом булевої фiльтрацiї, та композитний автоен-
кодер [3]. Тестування вiдбувалося на датасетi SWaT, а його результати
показали покращення точностi та зменшення часу виконання до 8.03%,
порiвняно iз результатами використання лише автоенкодера.

Гiбридний метод виявлення аномалiй у зашифрованому мережевому
трафiку, що поєднує булеву фiльтрацiю та моделi глибокого навчання,
дозволяє ефективно обробляти великi обсяги даних без порушення кон-
фiденцiйностi даних, забезпечуючи високу точнiсть виявлення аномалiй.

Лiтература

[1] Chan P.K., Mahoney M.V. Network Traffic Anomaly Detection Based on Packet Bytes
// Melbourne: Florida Institute of Technology Technical Report CS-2002-13 — 2002. —
6 с.

[2] Torabi H., Mirtaheri S.L., Greco S. Practical autoencoder based anomaly detection by
using vector reconstruction error. — Tehran: Cybersecurity, 2023. — Т. 6, № 1.— 13 с.

[3] Kwon H.-Y., Kim T., Lee M.-K. Advanced Intrusion Detection Combining Signature-
Based and Behavior-Based Detection Methods. — Electronics, 2022. — Т. 11, № 867. —
19 с.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: katerynaglega54@gmail.com

XIII Всеукраїнська наукова конференцiя молодих математикiв

118



ПОЛIДЕРЕВА ЗI СЛАБКО ЗВ’ЯЗНИМИ РЕБЕРНИМИ
ОРГРАФАМИ

Б.В. ДЕХТЯР, С.О. КОЗЕРЕНКО

Нехай 𝐷 = (𝑉 (𝐷), 𝐴(𝐷)) — орграф. Його реберним орграфом нази-
ватимемо орграф 𝐿(𝐷) з множиною вершин 𝑉 (𝐿(𝐷)) = 𝐴(𝐷) i множиною
дуг 𝐴(𝐿(𝐷)) = {(𝛼, 𝛽) ∈ (𝐴(𝐷))2 : 𝛼 = (𝑎, 𝑏), 𝛽 = (𝑏, 𝑐), де 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑉 (𝐷)}.

Основну iнформацiю про ребернi орграфи можна знайти в оглядi [1].
Для довiльного орграфа 𝐷 вiдповiдний йому неорiєнтований граф по-

значатимемо як [𝐷]. Якщо [𝐷] зв’язний, то 𝐷 називається слабко зв’яз-
ним, або слабким. Полiдеревом називається орграф, який отримує-
ться з неорiєнтованого дерева деякою орiєнтацiєю його ребер.

Витоком називається вершина орграфа, в яку не входить жодна дуга.
Вiдповiдно стоком називається вершина, з якої не виходить жодна дуга.
Якщо в полiдеревi точно один витiк (стiк), називатимемо його коренем
полiдерева, а саме полiдерево — вихiдним (вхiдним). Множину витокiв
полiдерева 𝑇 позначатимемо 𝑆𝑜(𝑇 ), а стокiв — 𝑆𝑖(𝑇 ).

Для дерева𝑋 множину його кiнцевих вершин, себто вершин ступеня
1, позначатимемо як Leaf(𝑋).

Для неорiєнтованого графа 𝐺 число 𝑀1(𝐺) =
∑︀

𝑥∈𝑉 (𝐺)

𝑑2𝐺(𝑥) називається

першим заґребським iндексом 𝐺.

Твердження 1. Нехай 𝑇 є полiдерево з 𝑛 ≥ 2 вершинами. Тодi 𝐿(𝑇 )
мiстить

∑︁

𝑢∈𝑆𝑖(𝑇 )∪𝑆𝑜(𝑇 )

(𝑑[𝑇 ](𝑢)− 1) + 1.

компонент слабкої зв’язности [2].

Твердження 2. Реберний орграф 𝐿(𝑇 ) полiдерева 𝑇 слабкий тодi й тiль-
ки тодi, коли кожен витiк i стiк у 𝑇 є кiнцева вершина в [𝑇 ].

Твердження 3. Нехай 𝑋 є дерево таке, що |𝑉 (𝑋)| ≥ 2 та Leaf(𝑋) =
𝐴 ⊔𝐵 є розбиття його кiнцевих вершин. Тодi iснує орiєнтацiя 𝑇 дерева
𝑋 така, що 𝐴 є множина витокiв i 𝐵 є множина стокiв, тодi й тiльки
тодi, коли 𝐴 й 𝐵 непорожнi.
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Теорема 1. Нехай 𝑋 є дерево з 𝑛 ≥ 3 вершинами. Тодi кiлькiсть орiєн-
тацiй 𝑇 зо слабкими реберними орграфами задається формулою

2 ·
∏︁

𝑢∈𝑉 (𝑋)∖Leaf(𝑋)

(2𝑑𝑋(𝑢)−1 − 1).

Твердження 4. Нехай 𝑇 є вхiдне (або вихiдне) дерево з 𝑛 вершинами,
𝑢 - корiнь 𝑇 . Тодi |𝐴(𝐿(𝑇 ))| = 𝑛− 1− 𝑑[𝑇 ](𝑢).

Наступний результат вiдповiдає на питання: яка найменша можлива
кiлькiсть дуг серед усiх орiєнтацiй дерева 𝑋 зо слабкими реберними ор-
графами?

Теорема 2. Нехай 𝑋 є дерево на 𝑛 ≥ 2 вершин. Тодi найменша кiлькiсть
дуг в 𝐿(𝑇 ) серед орiєнтацiй 𝑇 дерева 𝑋 iз слабким 𝐿(𝑇 ) дорiвнює 𝑛− 2.

Знайдiмо тепер найбiльшу й середню кiлькiстю дуг у ребернiм орграфi
серед усiх орiєнтацiй.

Твердження 5. Нехай 𝑇 є та орiєнтацiя дерева 𝑋, що максимiзує кiль-
кiсть дуг в 𝐿(𝑇 ). Тодi 𝐿(𝑇 ) слабкий.

Теорема 3. Нехай 𝑋 дерево. Тодi найбiльша кiлькiсть дуг в 𝐿(𝑇 ) серед
усiх орiєнтацiй 𝑇 дерева 𝑋 дорiвнює

∑︁

𝑢∈𝑉 (𝑋)

⌊︂
𝑑𝑋(𝑢)

2

⌋︂
·
⌈︂
𝑑𝑋(𝑢)

2

⌉︂
.

Твердження 6. Нехай 𝑋 є дерево на 𝑛 вершин. Тодi середня кiлькiсть
дуг в 𝐿(𝑇 ) серед орiєнтацiй 𝑇 дерева 𝑋 дорiвнює

𝑀1(𝑋)

4
− 𝑛− 1

2
.

Наслiдок 1. Нехай 𝑋 є дерево на 𝑛 вершин. Тодi середня кiлькiсть дуг
в 𝐿(𝑇 ) серед орiєнтацiй 𝑇 дерева 𝑋 не менша вiд 𝑛−2

2 i не бiльша вiд
(𝑛−1)(𝑛−2)

4 .
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ВIДОБРАЖЕННЯ МIЖ ГРАФАМИ, ЩО ЗБЕРIГАЮТЬ
РЕБРА НАЗАД

Ю-Л.В. ДЕХТЯР, С.О. КОЗЕРЕНКО

Гомоморфiзмом графiв 𝐺 i 𝐻 називається вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) −→
𝑉 (𝐻) мiж множинами їхнiх вершин, яке зберiгає ребра: ∀𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) маємо
𝑓(𝑒) ∈ 𝐸(𝐻). У роботi [1] розглядають дуальне поняття, когомомор-
фiзм, а саме, вiдображення у якому прообразом кожного ребра iз образу
графа 𝐺 є ребро у оригiнальному графi.

Природнiм звуженням цього класу вiдображень є клас вiдображень,
якi зберiгають назад усi ребра, а не тiльки ребра з образу. Ми називаємо
їх BEP (backward edge-preserving). Очевидно, що якщо вiдображення є
BEP, то воно мусить бути когомоморфiзмом, але не навпаки.

Для вiдображення 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 та числа 𝑘 ∈ N ∪ {0}, позначатимемо

Im𝑘 𝑓 = {𝑦 ∈ 𝑌 : |𝑓−1(𝑦)| = 𝑘}.
BEP вiдображення мiж графами описуються наступним чином.

Теорема 1. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) мiж двома графами 𝐺 та
𝐻 є BEP тодi i тiльки тодi, коли виконуються три умови:

(1) Кожна вершина 𝑦 ∈ Im 𝑓 , для якої |𝑓−1(𝑦)| ≥ 3, є iзольованою
вершиною у графi 𝐻;

(2) Для кожної зв’язної компоненти 𝐻 ′ графа 𝐻, такої що 𝑉 (𝐻 ′) ∩
Im1 𝑓 ̸= ∅, маємо 𝑉 (𝐻 ′) ⊂ Im1 𝑓 , i звуження 𝑓−1 на 𝑉 (𝐻 ′) є
гомоморфiзмом з 𝐻 ′ у 𝐺;

(3) Для кожної зв’язної компоненти 𝐻 ′ графа 𝐻, такої що 𝑉 (𝐻 ′) ∩
Im1 𝑓 = ∅ та |𝑉 (𝐻 ′)| ≥ 2, множина 𝑉 (𝐻 ′) ∩ Im2 𝑓 є незалежним
вершинним покриттям у 𝐻 ′, i для всiх 𝑦 ∈ 𝑉 (𝐻 ′) ∩ Im2 𝑓 маємо
𝑓−1(𝑦) ∈ 𝐸(𝐺).

У випадку коли граф 𝐻 є зв’язним, це твердження можна уточнити.

Наслiдок 1. Нехай 𝐺 — граф, а 𝐻 — зв’язний граф з принаймнi двома
вершинами. У такому разi вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺)→ 𝑉 (𝐻) є BEP тодi i
тiльки тодi, коли виконується одна з наступних умов:

(1) Образ Im 𝑓 є незалежним вершинним покриттям у 𝐻, i для всiх
𝑦 ∈ Im 𝑓 маємо 𝑓−1(𝑦) ∈ 𝐸(𝐺);

(2) Вiдображення 𝑓 бiєкцiя, причому 𝑓−1 є гомоморфiзмом з 𝐻 у 𝐺.
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Зауваження 1. Нехай 𝑓 : 𝑉 (𝐺)→ 𝑉 (𝐻) — це BEP-вiдображення, яке за-
довольняє першу умову з Наслiдку 1. Тодi множина ребер {𝑓−1(𝑦) : 𝑦 ∈
Im 𝑓} є досконалим паросполученням у графi 𝐺. Крiм того, оскiльки
образ Im 𝑓 є незалежним покриттям вершин у 𝐻, граф 𝐻 обов’язково
має бути двочастковим.
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ВИВЧЕННЯ ОЗНАК ПОДIЛЬНОСТI ЦIЛИХ ЧИСЕЛ В
СИСТЕМI ГУРТКОВОЇ РОБОТИ У ЗАКЛАДАХ

СЕРЕДНЬОЇ ОСВIТИ

М.О. ЖУЛЬЖИК

Протягом багатьох столiть задачi теорiї чисел були улюбленою областю
дослiдження визначних математикiв i багатьох тисяч дилетантiв. В тео-
рiї чисел значне мiсце вiдводиться теорiї подiльностi цiлих чисел, зокре-
ма цiлих додатних натуральних чисел, висновки i результати вивчення
якої поширюються на цiлi вiд’ємнi числа. Отож метою роботи є розро-
бити та проаналiзувати методичну систему вивчення ознак подiльностi
цiлих чисел в умовах гурткової роботи, спрямовану на пiдвищення якостi
математичної пiдготовки учнiв середньої школи, знайти i систематизу-
вати ознаки подiльностi, що дозволяють вирiшити задачi, не вдаючись
до громiздких розв’язань i висновкiв. В умовах оновлення змiсту шкiль-
ної математичної освiти особливого значення набуває формування стiй-
ких знань учнiв з основ арифметики та алгебри. Ознаки подiльностi є
важливим компонентом цiєї пiдготовки, оскiльки вони використовуються
при розв’язуваннi задач на кратнiсть, знаходженнi найбiльшого спiльного
дiльника та найменшого спiльного кратного, розкладаннi чисел на мно-
жники. Як от число 𝑝, яке не дорiвнює одиницi, називається простим,
якщо воно дiлиться лише на себе та на одиницю. Число, яке вiдмiнне вiд
одиницi i не є простим, називається складеним.

Теорема 1. Якщо 𝑎 i 𝑝 — натуральнi числа, то, або 𝑎 кратне 𝑝, або
числа 𝑎 i 𝑝 взаємно простi (найбiльший спiльний дiльник — одиниця).

Теорема 2. Якщо 𝑀 — спiльне кратне 𝑎 i 𝑏, а 𝑚 — їхнє найменше
спiльне кратне, то 𝑀 кратне 𝑚.

Теорема 3. Найменше спiльне кратне двох простих чисел дорiвнює
їхньому добутку.

Теорема 4. Якщо добуток чисел 𝑎 та 𝑏 кратний числу 𝑐, причому числа
𝑏 i 𝑐 взаємно простi, то 𝑎 кратне 𝑐.

Теорема 5. Якщо добуток кiлькох спiвмножникiв дiлиться на просте
число 𝑝, то хоча б один iз спiвмножникiв дiлиться на 𝑝.
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Теорема 6. Основна теорема арифметики: Будь-яке цiле додатне чи-
сло, крiм одиницi, може бути представлене у виглядi добутку простих
спiвмножникiв у єдиному виглядi.

Теорема 7. Для того, щоб числа 𝑎 i 𝑏 були взаємно простими, необ-
хiдно i достатньо, аби жоден з простих спiвмножникiв, якi входять в
канонiчний розклад числа 𝑎, не входив в канонiчний розклад числа 𝑏.

Водночас традицiйне вивчення цiєї теми в межах навчального плану
часто не дозволяє забезпечити глибоке розумiння i стiйке засвоєння. Ви-
користання гурткової форми навчання дає змогу розширити можливостi
педагогiв у формуваннi математичної компетентностi учнiв, розвивати
пiзнавальну активнiсть, критичне мислення та мотивацiю до навчання.
Бiльшiсть ознак виходять iз основних простiших (на 2, 3, 4, 5, 11). Ча-
стина ознак подiльностi мають по 2 та 3 ознаки подiльностi на одне й
те саме число, але рiзнi за змiстом. Знаючи основнi ознаки, ми можемо
вивести iншi (на 12, 25, 14, 28). Французький математик Блез Паскаль
(1623–1662) знайшов загальну ознаку подiльностi. Як наслiдки iз загаль-
ної ознаки Паскаля отримали рiзнi ознаки подiльностi.

Значущiсть роботи полягає у розробцi матерiалiв для системи гурткiв
для школярiв на тему «Подiльнiсть чисел», пiдборi низки задач та при-
кладiв для проведення вiдповiдних занять, та розробцi тестових завдань
для виявлення рiвня засвоєння учнями вiдповiдного матерiалу. Одне з мо-
жливих завдань «Шифрувальники» (iндивiдуально): Кожен учень отри-
мує «закодоване» число для отримання призiв, наприклад 7 890 i має
дописати на мiсцi сонечка таку цифру, щоб дане дiлилось нацiло на 2, 3,
5 i 9 одночасно. За допомогою дослiдження ознак подiльностi дiти змо-
жуть розв’язувати завдання на дiлення чисел набагато швидше i зручнi-
ше, знаючи тiльки табличку множення. Також цi знання формулюють
логiчне мислення i розвивають математичну грамотнiсть.
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СЕРЕДОВИЩЕ ВИКОНАННЯ ДЛЯ
БЛОЧНО-РЕКУРСИВНИХ ТА IТЕРАЦIЙНИХ

МАТРИЧНИХ АЛГОРИТМIВ IЗ ДОДАТКОМ ДО
АЛГОРИТМУ ДIКСОНА ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ СЛАР

О.К. ЗАКОЛЕНКО, Г.I. МАЛАШОНОК

Суперкомп’ютерна середа виконання DAP-SRT призначена для вико-
нання обчислень вiдповiдно до блочно-рекурсивного алгоритму [1], [2].
Обчислювальне дерево такого алгоритму розгортається на кластерi при
рекурсивному переходi до блокiв менших розмiрiв, а при завершеннi об-
числень усi залученi процесори звiльняються.

1. Постановка завдання

Завдання полягає в розширеннi функцiональностi середовища так, щоб
мiж окремими iтерацiями змiнювалися не всi аргументи, а лише їхня ча-
стина.

Важливим прикладом є алгоритм Дiксона для розв’язання систем лi-
нiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) [3]. У цьому алгоритмi багаторазово
виконується множення матрицi на вектор, при цьому матриця залишає-
ться незмiнною, а змiнюється лише вектор.

2. Модель дропа в DAP-SRT

У середовищi DAP-SRT основним об’єктом є дроп. Дроп мiстить по-
ля для вхiдних та вихiдних даних, а також власний блочно-рекурсивний
алгоритм. У процесi обчислень дроп розгортається вiдповiдно до дерева
свого алгоритму: створюються дропи для менших блокiв i передаються
на iншi процесори. Пiсля завершення обчислень обчислювальне дерево
згортається, а всi поля звiльняються.

3. Запропоноване розширення

Пропонується розширити функцiональнiсть дропа шляхом додавання
незмiнних вхiдних полiв. Першi StatNumb вхiдних полiв не змiнюються
мiж iтерацiями — вони вводяться лише на першiй iтерацiї. Iншi вхiднi
поля можуть змiнюватися на кожнiй iтерацiї.

Секцiя 3. Алгебри, дискретної математики, теорiї алгоритмiв, iнформатики

125



У вхiднi данi дропу додається нове поле — ключ стану (state key). Вiн
формується в кореневiй вершинi пiд час запуску чергової iтерацiї. Цей
ключ може набувати одного з 4-х значень:

(0) Простий дроп. Дроп не є iтерацiйним, обчислення виконуються
за стандартною схемою.

(1) Початковий стан. Будується обчислювальне дерево, динамiчно
залучаються процесори. На вiдмiну вiд простого дропа, пiсля за-
вершення обчислень робочi поля та зв’язки мiж процесорами збе-
рiгаються.

(2) Промiжний стан. Новi дропи не створюються. Iснуючi дропи
отримують новi вхiднi данi та обчислюються або пересилаються
iншим процесорам за попередньо визначеними маршрутами. Ди-
намiчний механiзм розподiлу дропiв не використовується.

(3) Фiнальний стан. Обчислення виконуються як у станi 2, але пiсля
завершення обчислень вся використана пам’ять звiльняється, як
у простому дропi (стан 0).

Запропоноване розширення середовища виконання DAP-SRT дозволяє
пiдтримувати iтеративнi обчислення з частковим оновленням вхiдних да-
них, що значно знижує накладнi витрати та пiдвищує ефективнiсть вико-
ристання ресурсiв. Завдяки введенню незмiнних вхiдних полiв та механi-
зму збереження обчислювального дерева мiж iтерацiями стає можливим
уникнути створення нових об’єктiв i пересилань, що критично важливо
для алгоритмiв, таких як метод Дiксона, або проекцiйнi методи вирiшен-
ня СЛАР у просторах Крилова.
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ГРАФОВI АЛГЕБРИ ЛI ФАРБОВАНИХ ГРАФIВ I ГРАФОВI
ВЛАСТИВОСТI

С.В. ЗУБКО

У роботi [1] запропонована конструкцiя алгебри Лi степеня нiльпотен-
тностi 2, побудованої за простим графом без петель та кратних ребер.
Такi алгебри Лi отримали назву графових алгебр Лi простих графiв. У
роботi [2] показано, що графовi алгебри Лi є iзоморфними тодi i тiльки
тодi, коли iзоморфнi вiдповiднi простi графи, за якими вони побудованi.
У роботi [3] запропоноване узагальнення графових алгебр простих гра-
фiв до алгебр Лi до алгебр Лi, степеня нiльпотентностi 2, побудованої
за орiєнтованим графом з розфарбованими ребрами. Дослiдження таких
алгебр Лi були продовженi в [4] та [5]. На вiдмiну вiд конструкцiї для про-
стого графу, для алгебр Лi орiєнтованого графу з фарбованими ребрами,
iзоморфнi алгебри Лi можуть бути у неiзоморфних графiв, тому варто
дослiджувати умови, за яких два неiзоморфних графа з розфарбованими
ребрами мають iзоморфнi графовi алгебри Лi.

Означення 1. Розфарбуванням ребер простого графу Γ = (𝑉,𝐸) нази-
ваємо сюр’єктивне вiдображення col : 𝐸 −→ 𝐶. 𝐶 називаємо множиною
кольорiв, col{𝑣, 𝑤} називаємо кольором ребра {𝑣, 𝑤}.

Означення 2. Для фiксованої множини кольорiв 𝐶 гомоморфiзмом
(Γ1, col1) −→ (Γ2, col2) мiж орiєнтованими фарбованими графами без пе-
тель називаємо гомоморфiзм графiв f : Γ1 −→ Γ2 такий, що iснує пе-
рестановка 𝜎 на 𝐶 така, що для довiльного (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸1 col1(𝑣, 𝑤) =
𝜎(col2(f(𝑣), f(w))).

Для фiксованого орiєнтованого простого графу Γ = (𝑉, or𝐸), де мно-
жина 𝑉 є скiнченною, зафiксуємо порядок на вершинах 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑛}
i для розфарбування його ребер col : 𝑉 −→ 𝐶 зафiксуємо порядок на мно-
жинi його кольорiв 𝐶 = {𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚}.

Для поля K характеристики 0 розглянемо K-векторний простiр ⟨𝑉 ⟩ на
множинi вершин 𝑉 та ⟨𝐶⟩ — на множинi кольорiв 𝐶.

Для зовнiшнього квадрату
⋀︀2⟨𝑉 ⟩ розглянемо пiдпростiр 𝑆𝐸 = ⟨𝑣𝑖∧𝑣𝑗 |

{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ̸∈ 𝐸⟩. Орiєнтацiя фарбованого простого графу природнiм чином
iндукує кососиметричну форму 𝜔 :

⋀︀2⟨𝑉 ⟩ −→ ⟨𝐶⟩, таку, що ker(𝜔) ⊃ 𝑆𝐸 ,
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де 𝜔 задається на базисi
⋀︀2⟨𝑉 ⟩⧸︀𝑆𝐸 як

𝜔(𝑣𝑖 ∧ 𝑣𝑗) =

{︃
col{𝑣𝑖, 𝑣𝑗}, or{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗)

− col{𝑣𝑖, 𝑣𝑗}, or{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} = (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖).

Тодi 𝜔 природним чином визначає дужку Лi [ , ]𝜔 на ⟨𝑉 ⟩ ⊕ ⟨𝐶⟩ таку, що
[(𝑣1, 𝑐1), (𝑣2, 𝑐2)] = [0, 𝜔(𝑣1 ∧ 𝑣2)].

Означення 3. Алгебра Лi Lie(Γ) := (⟨𝑉 ⟩ ⊕ ⟨𝐶⟩, [ , ]𝜔) називається гра-
фовою алгеброю Лi фарбованого простого орiєнтованого графу (Γ, col).

Теорема 1. Нехай розфарбування col1 i col2 є бiєктивними.
Тодi Lie(Γ1) ∼= Lie(Γ2) ⇐⇒ (Γ1, col1) ∼= (Γ2, col2).

Теорема 2. Нехай заданi однокольоровi розфарбування col1 та col2 для
𝐶 = {𝑐1}. 𝐴1 та 𝐴2 — кососиметричнi матрицi iнцидентностi для орi-
єнтованих простих графiв Γ1 та Γ2 вiдповiдно.

Тодi Lie(Γ1) ∼= Lie(Γ2) ⇐⇒ rk(𝐴1) = rk(𝐴2).
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ЗАСТОСУВАННЯ RSA У КIБЕРНЕТИЧНIЙ БЕЗПЕЦI

А.О. КРАМАРЕНКО

Математика — це основа технiчної освiти, адже вона базується в основi
багатьох технологiчних та iнженерних дисциплiн. У технiчному унiверси-
тетi її застосування обiймає численнi галузi: вiд моделювання фiзичних
процесiв до створення алгоритмiв для захисту iнформацiї. Криптографiя,
яка тiсно зв’язана з абстрактною алгеброю, є одним iз прикладних засто-
сувань математики. Вiдiграє ключову роль у сучасному свiтi, де захист
даних є найбiльш важливим. Одним iз найвiдомiших криптографiчних
алгоритмiв є RSA, що базується на складних математичних принципах, а
також використовується для забезпечення цiлiсностi та конфiденцiйностi
iнформацiї.

Алгоритм RSA є основним iнструментом у сучаснiй криптографiї. Вiн
забезпечує високий рiвень захисту даних завдяки використанню складної
задачi факторизацiї великих чисел. Його застосування в основному базує-
ться на асиметричному шифруваннi, у якому використовуються два клю-
чi: вiдкритий для шифрування та секретний для розшифрування. RSA
був розроблений у 1977 роцi i з того часу став незамiнним елементом в
багатьох сферах кiбербезпеки, зокрема для забезпечення конфiденцiйно-
стi, автентичностi та цiлiсностi даних.

Алгоритм RSA мiстить в собi такi етапи як: генерацiї ключiв, шифру-
вання, розшифрування, розповсюдження ключiв.

Для того щоб згенерувати пару ключiв, вибираються два великi про-
стi числа 𝑝 i 𝑞, якi множаться для отримання модуля 𝑛 = 𝑝 × 𝑞. Далi
обчислюється функцiя Ейлера:

𝜙(𝑛) = (𝑝− 1)(𝑞 − 1)

Вибирається цiле число 𝑒, взаємно просте з 𝜙(𝑛), i знаходиться 𝑑, яке
задовольняє рiвнiсть:

𝑒× 𝑑 ≡ 1 mod 𝜙(𝑛)

Вiдкритий ключ: (𝑛, 𝑒).
Секретний ключ: (𝑛, 𝑑).

Шифрування полягає в тому, що вiдправник перетворює повiдомлення
𝑀 в цiле число 𝑚, щоб

0 ≤ 𝑚 < 𝑛,

Секцiя 3. Алгебри, дискретної математики, теорiї алгоритмiв, iнформатики

129



i обчислює шифротекст використавши вiдкритий ключ 𝑒 за рiвнянням (1)

𝑐 = 𝑚𝑒 mod 𝑛 (1)

Розшифрування повiдомлення полягає у тому, що одержувач викори-
стовуючи свiй секрет, обчислює вихiдне повiдомлення за допомогою рiв-
няння (2):

𝑚 = 𝑐𝑑 mod 𝑛 (2)
Припущення RSA полягає в тому, що цей алгоритм є односторонньою

перестановкою. Це означає, що для будь-якого алгоритму 𝐴 ймовiрнiсть
успiшного обернення операцiї 𝑃𝑟[𝐴(𝑛, 𝑒, 𝑐) = 𝑐1/𝑒] є вкрай малою. Iншими
словами, без знання секретної iнформацiї d обернення RSA практично
неможливе.

Застосування алгоритму:
1) У протоколах безпечного обмiну даними, наприклад, SSL/TLS,

для шифрування iнформацiї, що передається мiж клiєнтом i сер-
вером.

2) RSA використовується для створення цифрових пiдписiв, якi пiд-
тверджують, що данi походять вiд конкретного джерела i не були
змiненi.

3) У системах публiчних ключiв RSA забезпечує автентифiкацiю ко-
ристувачiв та управлiння ключами.

4) RSA використовується для пiдпису програмного забезпечення, що
гарантує його справжнiсть i вiдсутнiсть змiн.

5) RSA забезпечує захист платiжних даних у процесi онлайн-транза-
кцiй.
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PAR-FUNCTIONS AND ALGORITHMS ON SQUARE
MATRICES

N.V. PEREPICHKA

New polylinear functions of square matrices [1] are considered, which are
analogues of the determinant and permanent of square matrices. These func-
tions, like the determinant and permanent, are constructed in such a way
that each element of the matrix influences their value. In addition, the par-
function, which is an analogue of the determinant, contains half of the terms
with a plus sign and half with a minus sign. The par-functions are closely
related to the partitions of a natural number into non-negative integer sum-
mands.

A bijection is constructed between the elements of the set of ordered par-
titions 𝐶(𝑛,+) and the subset 𝐶𝑆𝑛 ⊂ 𝑆𝑛, where 𝑆𝑛 is the set of all permu-
tations of the first 𝑛 natural numbers. Using this bijection, the definitions of
the functions par and par+ are given:

par(𝐴𝑛) =
𝑛∑︁

𝑟=1

∑︁

(𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛)𝑟∈𝐶𝑆𝑛

(−1)𝑛−𝑟𝑎1𝑖1𝑎2𝑖2 · · · 𝑎𝑛𝑖𝑛 , (1)

par+(𝐴𝑛) =
𝑛∑︁

𝑟=1

∑︁

(𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛)𝑟∈𝐶𝑆𝑛

𝑎1𝑖1𝑎2𝑖2 · · · 𝑎𝑛𝑖𝑛 . (2)

A theorem is proved that provides efficient linear recurrence [2] algorithms
for computing the values of these functions:

Theorem 1. The following recurrence relations hold:

par(𝐴𝑛) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑖−1∏︁

𝑗=0

(−1)𝑖−1𝑎𝑛−𝑗,𝑛−𝑖+𝑗+1par(𝐴𝑛−𝑖), (3)

par+(𝐴𝑛) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑖−1∏︁

𝑗=0

𝑎𝑛−𝑗,𝑛−𝑖+𝑗+1par+(𝐴𝑛−𝑖), (4)

where 𝑝(𝐴0) = 1 and 𝑝(𝐴<0) = 0.

Connections between the par-function and the determinants of Hessenberg
matrices [4], [3], [5] are established:
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Theorem 2. For the elements 𝑎𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 belonging to some nu-
merical field, the following identity holds:

det(𝐻𝑛) =

det(𝐻𝑛) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

ℎ11 1 0 · · · 0 0
ℎ21 ℎ22 1 · · · 0 0
ℎ31 ℎ32 ℎ33 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
ℎ𝑛−1,1 ℎ𝑛−1,2 ℎ𝑛−1,3 · · · ℎ𝑛−1,𝑛−1 1
ℎ𝑛1 ℎ𝑛2 ℎ𝑛3 · · · ℎ𝑛,𝑛−1 ℎ𝑛𝑛

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

= par

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

... · · ·
...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎠ (5)

where

ℎ𝑖𝑗 =

𝑖−𝑗∏︁

𝑘=0

𝑎𝑖−𝑘,𝑗+𝑘. (6)
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КЛАСИФIКАЦIЯ ЗЛIЧЕННИХ ГРАФIВ КОКСЕТЕРА T5
𝑘,𝑙,∞

ЗI ЗНАЧЕННЯМИ IНДЕКСУ У ПРОМIЖКУ
(︁√︀√

5 + 2; 3
2

√
2
]︁

Е.О. СЕМЕНКО, Л.М. ТИМОШКЕВИЧ

Спектральна теорiя графiв Коксетера має застосування у класифiка-
цiйних теоремах алгебри, зокрема, напiвпростих алгебр Лi, скiнченних
груп Коксетера, та теорiї представлень [1], [2]. Обмеження на iндекс гра-
фа iстотно впливають на його структуру, метричнi властивостi, в певних
випадках можна навести повний перелiк графiв, що задовольняють цим
обмеженням. У роботi [2] знайдено всi злiченнi зв’язнi графи Коксете-
ра, iндекси яких не перевищують

√︀√
5 + 2. У статтi [3] дослiджувалися

скiнченнi графи з iндексами у промiжку
(︁√︀√

5 + 2; 3
2

√
2
]︁
. Актуальною є

задача класифiкацiї злiченних графiв Коксетера зi значеннями iндексу в
зазначеному промiжку. Дослiдження цiєї задачi та доведення низки вла-
стивостей вiдповiдних графiв наведено в роботах [2], [4], [5].

Графом Коксетера G називається впорядкована пара (𝐺, 𝑓), де 𝐺 —
простий неорiєнтований граф, а 𝑓 — вiдображення

𝑓 : 𝐸(𝐺)→ {𝑛 ∈ N | 𝑛 ≥ 3} ∪ {∞}.
Граф Коксетера G зручно зображати за допомогою дiаграми графа 𝐺,

де над кожним ребром 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) написано позначку 𝑓(𝑒). Якщо 𝑓(𝑒) = 3,
така позначка зазвичай опускається.

З кожним скiнченним графом Коксетера G = (𝐺, 𝑓) та нумерацiєю
його вершин натуральними числами вiд 1 до 𝑛, де 𝑛 — порядок графа,
пов’язують матрицю сумiжностi 𝐴(G) = (𝑎𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1, елементи 𝑎𝑖𝑗 якої

визначаються наступним чином: 𝑎𝑖𝑗 = 2 cos
(︀
𝜋
𝑘

)︀
, якщо 𝑓(𝑖, 𝑗) = 𝑘; 𝑎𝑖𝑗 = 2,

якщо 𝑓(𝑖, 𝑗) =∞; 𝑎𝑖𝑗 = 0, якщо вершини 𝑖 i 𝑗 не сумiжнi.
Iндексом скiнченного графа Коксетера G називають найбiльше власне

значення 𝜆G матрицi сумiжностi 𝐴(G) графа G.
Злiченним графом Коксетера G називають граф зi злiченною множи-

ною вершин.
Нехай 𝐹𝑖𝑛(G) — це множина всiх скiнченних пiдграфiв графа G. Iнде-

ксом злiченного графа Коксетера G називають додатне число або символ
∞, визначенi рiвнiстю

indG = sup
Г∈Fin(G)

indГ.

Секцiя 3. Алгебри, дискретної математики, теорiї алгоритмiв, iнформатики

133



Теорема 1. Нехай G — злiченний зв’язний граф Коксетера T5
𝑘,𝑙,∞. Не-

рiвнiсть
√︀√

5 + 2 < indG < 3
2

√
2 виконується тодi та лише тодi, коли

𝑙 + 3 ≤ 𝑘 або 𝑙 = 1 i 𝑘 = 3. Для всiх iнших випадкiв значень 𝑘 та 𝑙:
indG > 3

2

√
2.

. . . . . .

...

𝑘 ≥ 1

𝑙 ≥ 1

5
T5
𝑘,𝑙,∞

Рис. 1

Наведена теорема дозволяє частково завершити розпочате у роботах
[2], [4], [5] дослiдження та навести повний перелiк злiченних зв’язних гра-
фiв Коксетера, якi мають не бiльше однiєї вершини степеня не менше за
3 та зi значеннями iндексу у промiжку

(︁√︀√
5 + 2; 3

2

√
2
]︁
.
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ВIДНОВЛЮЮЧЕ СПЕКТРАЛЬНЕ ЧИСЛО
ГРАФА-ЦИКЛУ 𝐶𝑛

Т.I. СОКОЛОВА, Л.М. ТИМОШКЕВИЧ

Спектральна теорiя графiв є сучасним напрямком математики, який
активно розвивається завдяки широким можливостям практичного за-
стосування в рiзних науках i технологiях.

Важливою складовою спектральної теорiї графiв є рiзноманiтнi зада-
чi вiдновлення графiв: визначення структури графа, його характеристик
на основi спектральних даних. З оглядом обернених спектральних задач
можна ознайомитися за роботою [1].

Дослiдження присвячено оберненiй спектральнiй задачi для зважених
графiв, тобто графiв, на ребрах яких задано додатну функцiю. У робо-
тах [2], [3] вперше введено поняття вiдновлюючого спектрального числа
𝑆𝑟𝑛(𝐺) — мiнiмальної кiлькостi спектрiв iндукованих пiдграфiв, необхi-
дних для однозначного вiдновлення ваг ребер графа, а також знайдено то-
чнi значення та верхнi оцiнки цього параметра для деяких класiв графiв.
Зокрема, встановлено, що 𝑆𝑟𝑛(𝐴𝑛) = 2 для графiв-ланцюгiв 𝐴𝑛 при 𝑛 ≥ 3
та 𝑆𝑟𝑛(𝐾1,𝑛) = 𝑛 для графiв-зiрок, а також отримано оцiнку 𝑆𝑟𝑛(𝐶𝑛) ≤ 3
для графiв-циклiв 𝐶𝑛 при 𝑛 ≥ 5. У роботi [4] доведено, що 𝑆𝑟𝑛(𝐶3) = 3
та 𝑆𝑟𝑛(𝐶4) = 4.

Метою цiєї роботи є знаходження точних значень вiдновлюючого спе-
ктрального числа 𝑆𝑟𝑛(𝐶𝑛) для графiв-циклiв при 5 ≤ 𝑛 ≤ 9. Задача є
складною через нелiнiйний характер залежностi спектральних даних вiд
ваг ребер та високу чутливiсть до змiн у структурi графа.

Розглянемо детальнiше задачу вiдновлення ваг для зважених графiв.
Зваженим графом G називається впорядкована пара (𝐺,𝑤), де 𝐺 — про-
стий неорiєнтований граф, а 𝑤 : 𝐸 → (0,+∞) — вагова функцiя, яка
ставить у вiдповiднiсть кожному ребру 𝑒 додатне число 𝑤(𝑒).

З кожним графом G = (𝐺,𝑤) та нумерацiєю його вершин натураль-
ними числами вiд 1 до 𝑛, де 𝑛 — порядок графа, пов’язують матрицю
сумiжностi 𝐴(G) = (𝑎𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1, в якiй елемент 𝑎𝑖𝑗 𝑖-го рядка та 𝑗-го стов-

пця дорiвнює 𝑤𝑖𝑗 , якщо вершини з номерами 𝑖 та 𝑗 є сумiжними (через
𝑤𝑖𝑗 позначаємо значення ваги ребра (𝑖, 𝑗)), i дорiвнює 0 в iншому випадку.

Спектром графа G називають мультимножину власних значень його
матрицi сумiжностi.
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Нехай граф 𝐺 вiдомий, задача полягає в знаходженнi мiнiмальної кiль-
костi зв’язних iндукованих пiдграфiв графа 𝐺 таких, що за спектрами
вiдповiдних зважених iндукованих пiдграфiв G завжди однозначно вiд-
новлюється вагова функцiя зваженого графа G. Ця кiлькiсть називається
вiдновлюючим спектральним числом графа 𝐺 та позначається 𝑆𝑟𝑛(𝐺).

Теорема 1. 𝑆𝑟𝑛(𝐶𝑛) = 3 для графа-циклу 𝐶𝑛, де 5 ≤ 𝑛 ≤ 9.

До перспектив подальшого дослiдження вiдноситься задача знаходже-
ння точного значення спектрального вiдновлюючого числа для всiх графiв-
циклiв 𝐶𝑛.
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ON REALIZATIONS AND REPRESENTATIONS OF
COMPLEX SIMPLE LIE ALGEBRA sl(2,C)

M. STARYI

The Lie algebra 2×2 is the smallest simple Lie algebra, all other simple
Lie algebras contain it as a subalgebra, therefore it serves as a key building
block in many theories and constructions.

The main aim of this work is to study representations and realizations
of a Lie algebra structure, namely of the well-known simple complex three-
dimensional Lie algebra sl(2,C). This algebra arose as an algebra of 2×2
traceless matrices 𝑒 = ( 0 1

0 0 ), 𝑓 = ( 0 0
1 0 ), ℎ =

(︀
1 0
0 −1

)︀
, which satisfy the com-

mutation relations

[𝑒, 𝑓 ] = ℎ, [ℎ, 𝑒] = 2𝑒, [𝑓, ℎ] = 2𝑓 or (1)
[𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 2𝑒2 for 𝑒=𝑒1, ℎ=−2𝑒2, 𝑓=−𝑒3. (2)

By realization we mean a representation (homomorphism) of a Lie algebra
elements by means of first-order differential operators with smooth coefficients
of the form 𝜉1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) 𝜕

𝜕𝑥1
+ · · ·+ 𝜉𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) 𝜕

𝜕𝑥𝑚
.

We are interested in the list of faithful (with zero kernel) realizations in-
equivalent up to the non-degenerate change of variables and basis automor-
phisms. The main classification result over the field of complex numbers is
given by the following theorem.

Theorem 1. There are only four inequivalent faithful realizations of the Lie
algebra sl(2,C) with the commutation relations (2):

(1) 𝜕1, 𝑥1𝜕1 + 𝑥2𝜕2, 𝑥21𝜕1 + 2𝑥1𝑥2𝜕2 + 𝑥2𝜕3;
(2) 𝜕1, 𝑥1𝜕1 + 𝑥2𝜕2, (𝑥21 + 𝑥22)𝜕1 + 2𝑥1𝑥2𝜕2;
(3) 𝜕1, 𝑥1𝜕1 + 𝑥2𝜕2, 𝑥21𝜕1 + 2𝑥1𝑥2𝜕2;
(4) 𝜕1, 𝑥1𝜕1, 𝑥21𝜕1.

Proof. The proof is provided by the application of complex diffeomorphisms
to the list of all inequivalent realizations of the Lie algebra sl(2,R) obtained
in [2]. �

Yet another task considered in this work is the connection between realiza-
tions and matrix representations. We establish a one-to-one correspondence
between realizations with linear coefficients and matrix representations by the
following lemma.
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Lemma 1. Let g be an 𝑛-dimensional Lie algebra with the structure [𝑒𝑖, 𝑒𝑗 ] =
𝐶𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 and with a representation 𝜙 defined by (𝑚×𝑚) basis
matrices (Φ𝑖)

𝛽
𝛼, 𝛼, 𝛽 = 1, . . . ,𝑚 then the set of first-order differential operators

with the linear coefficients

Ξ𝑖 =
∑︁𝑚

𝛼=1

(︁∑︁𝑚

𝛽=1

(︀
Φ𝑖
)︀𝛽
𝛼
𝑥𝛽

)︁
𝜕𝛼

is a realization of g and vice versa: any realization with linear coefficients
generates the matrix representation of the Lie algebra.

Proof. Proof of this lemma is technical and follows from the commutation
rule for first-order differential operators. �

In general case all irreducible finite-dimensional representations of sl(2,C)
are known, see, e.g., [1].

Let us consider the case of 2×2 natural representation and its corresponding
realization with linear coefficients

Ξ1 = 𝑅(𝑒) = 𝑥1𝜕2, Ξ2 = 𝑅(𝑓) = 𝑥2𝜕1, Ξ3 = 𝑅(ℎ) = 𝑥1𝜕1 − 𝑥2𝜕2.
The realization corresponding to it is

𝑅(𝑒1) = 𝑥2𝜕1, 𝑅(𝑒2) = 1
2𝑥1𝜕1 − 1

2𝑥2𝜕2, 𝑅(𝑒3) = −𝑥1𝜕2.
To find the equivalent realization from the Theorem 1, we reduce the operator
𝑥2𝜕1 to the shift operator 𝜕�̃�1 by the diffeomorphism transformation �̃�1 = 𝑥1,
�̃�2 = 1

𝑥2
2 , then our realization transforms to

�̃�(𝑒1) = 𝜕�̃�1
, �̃�(𝑒2) = �̃�1𝜕�̃�1

+ �̃�2𝜕�̃�2
, �̃�(𝑒3) = �̃�21𝜕�̃�1

+ 2�̃�1�̃�2𝜕�̃�2
.

Therefore, the realization constructed from the natural representation is
equivalent to the nonlinear realization given under number 3 in Theorem 1.
Since the diffeomorphism we constructed is invertible, we can embed the non-
linear realization into a linear space.

The description of Lie algebra representations by vector fields is of great
interest and widely applicable e.g., in integration of differential equations and
in group classification of partial differential equations. In further research, we
plan to establish connections between other realizations and representations
of sl(2,C), as well as to construct deformed representations and realizations
that in the limiting case realize solvable Lie algebras.
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РЕАЛIЗАЦIЯ АЛГОРИТМУ ФАКТОРИЗАЦIЇ
КАНТОРА-ЗАССЕНГАУЗА ТА ПОРIВНЯННЯ З

АЛГОРИТМОМ БЕРЛЕКАМПА

А.М. ТIХОНОВ

1. Вступ

Факторизацiя многочленiв над скiнченними полями є однiєю з клю-
чових задач комп’ютерної алгебри, що знаходить широке застосування
в теорiї чисел, криптографiї та теорiї кодування. Серед найбiльш вiдо-
мих пiдходiв для розв’язання цiєї задачi — алгоритми Берлекампа [1] та
Кантора-Зассенгауза [2], кожен iз яких має свої переваги залежно вiд
структури вхiдного многочлена та розмiру поля. Особливу увагу придi-
лено оцiнцi їхньої продуктивностi у рiзних практичних умовах, зокрема
в середовищi з паралельним виконанням на багатоядерних процесорах.

2. Постановка задачi

Завдання полягає в реалiзацiї послiдовних i паралельних версiй алго-
ритмiв Берлекампа та Кантора–Зассенгауза. Послiдовна реалiзацiя вико-
ристовується як еталон для порiвняння, оскiльки результати попереднiх
дослiджень [3] не є актуальними для поточного апаратного забезпечення
та не беруть до уваги можливостi паралелiзацiї.

У паралельних версiях ми фокусувались на впливi кiлькостi ядер на
ступiнь пришвидшення виконання алгоритмiв. Також оцiнюється асим-
птотична складнiсть обох алгоритмiв за часом та обсягом використаної
пам’ятi.

3. Модель паралелiзму

У межах дослiдження реалiзовано модель паралельного виконання фа-
кторизацiї полiномiв на основi багатоядерного середовища. Для обчислю-
вальних експериментiв було використано пiдхiд, що полягає у виконаннi
основної задачi через розподiл її на максимально можливу кiлькiсть неза-
лежних пiдзадач, таких як пiднесення до степеня та перевiрка дiльникiв,
що природно допускають розпаралелювання.

Основою для керування багатопотоковими обчисленнями було обрано
модель work stealing, яка добре масштабується на системах з великою
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кiлькiстю ядер. У цьому пiдходi кожен обчислювальний потiк пiдтримує
власну чергу задач i, в разi її спорожнення, може "викрасти"задачу з
черги iншого потоку, що дозволяє динамiчно балансувати навантаження
без суттєвих накладних витрат. Такий пiдхiд довiв свою ефективнiсть у
широкому спектрi застосувань як для обчислень, так i виконання iнших
видiв задач [4].

Застосування цiєї моделi дозволяє спростити органiзацiю паралельно-
го виконання, при цьому залишивши мiсце для гнучкого розподiлу пiдза-
дач та ефективного використання обчислювальних ресурсiв процесора та
зменшує час простою потокiв при нерiвномiрному розподiлi пiдзадач.

4. Запропоноване покращення алгоритмiв

У межах реалiзацiї було запропоновано низку оптимiзацiй:
(1) Для алгоритму Берлекампа:

∙ Паралельна побудова стовпцiв матрицi;
∙ Спецiальнi структури для щiльних та розрiджених матриць;

(2) Для алгоритму Кантора–Зассенгауза:
∙ Паралельне знаходження множника з етапу рандомiзованого

пiдбору;
(3) Загальнi:

∙ Паралельне виконання алгоритму швидкого пiднесення до
степеня з одночасним приведенням за модулем;

∙ Work stealing для балансування навантаження;

Лiтература

[1] Berlekamp E R. Factoring polynomials over finite fields // Bell Syst. Tech.
J. –– 1967. –– Vol. 46, no. 8. –– P. 1853–1859.

[2] Cantor David G, Zassenhaus Hans. A new algorithm for factoring poly-
nomials over finite fields // Math. Comput. –– 1981. –– Apr. –– Vol. 36, no.
154. –– P. 587.

[3] Shoup Victor. Factoring Polynomials over Finite Fields: Asymptotic
Complexity vs. Practical Performance // Proceedings of the Interna-
tional IMACS Symposium on Symbolic Computation: New Trends and
Developments. –– Lille, France. –– 1993. –– P. 124–129. –– Access mode:
https://www.shoup.net/papers/lille.pdf.

[4] Blumofe Robert D., Leiserson Charles E. Scheduling Multithreaded Com-
putations by Work Stealing // Journal of the ACM. –– 1999. –– Vol. 46,
no. 5. –– P. 720–748.

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна
Email address: a.tikhonov@ukma.edu.ua

XIII Всеукраїнська наукова конференцiя молодих математикiв

140



SOLVING ARBITRARY SYSTEMS OF
LINEAR ALGEBRAIC EQUATIONS

VIA VARIATIONAL CALCULUS

A.O. TSUKANOVA

Applied linear algebra is rapidly developing branch of mathematics that
allows us to take some different look at many classical problems [2], that is
demonstrated in this paper. It presents some results of comparative analysis
of classical Gauss method [1] and some modifications of optimization gra-
dient method [3] for solving arbitrary systems of linear algebraic equations,
obtained as result of testing our program, written in «Visual Basic for Appli-
cations». Namely, we have combined methods of classical linear algebra and
the following six optimization methods: gradient descent method with adapted
step selection, gradient descent method with adapted step correction, modified
gradient descent method, descent method with adapted step selection, gradient
method of steepest descent, and gradient method of conjugate gradients.

«Optimization» comes from the same root as «optimal», which means
«best», i.e. making something as fully perfect or effective as possible. When
you optimize something, you are «making it best», as best, as you can. But
this «best» can vary. For example, if you’re a football player, you might
want to maximize your running yards and also desire to minimize your fum-
bles. Both maximizing and minimizing are types of optimization problems.
In mathematics any optimization problem is some problem of finding the best
solution from all feasible solutions. Mathematical optimization is sort of art
of finding best solutions to complicated problems, from organizing movements
of planes in large airports to placement of windmills.

Gradient descent methods are rather powerful tools for solving various op-
timization problems. The main disadvantage of these methods is a bit limited
scope of applicability. Using gradient methods, it is possible to find solution
to any problem of nonlinear programming. However, in the most general
case, with the help of these methods it is possible to find the point of local
extremum. Therefore, it is more advisable to use gradient methods to find
solutions to programming problems, where every local extremum is simulta-
neously global. The process of finding a solution with the help of gradient
methods consists in fact that, starting from some certain point, sequential
transition to some other points is carried out until necessary acceptable solu-
tion to original problem under consideration is identified.
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As far as we know, according to the Gauss method of sequential exclusion
of unknowns, when solving an arbitrary matrix system of 𝑚 linear algebraic
equations with 𝑛 unknowns of the form

𝐴�⃗� = �⃗�, 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, �⃗� ∈ R𝑚, 𝑚 ≤ 𝑛,

as result of so-called forward stroke, this system is reduced to equivalent step-
wise form, by which it is possible to determine whether there is any solution,
it is the only one or there are infinitely many of them. Main essence of gra-
dient descent method is that the solution of this system is reduced to finding
extremum (namely, minimum) �⃗�* of the next functional

𝑓(�⃗�) =
(︀
𝐴�⃗�− �⃗�, 𝐴�⃗�− �⃗�

)︀
= ||𝐴�⃗�− �⃗�||2,

𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, �⃗� ∈ R𝑚, 𝑚 ≤ 𝑛.
This minimum is achieved for exact solution �⃗�* ∈ R𝑛 of the system under
consideration.

Formally, this method consists in iterative generation of some sequence of
such points {�⃗�𝑘}𝑘≥0, i.e. some descent trajectory, that is sometimes called a
relaxation trajectory, that converges to our «true» solution �⃗�* while 𝑘 →∞,
that 𝑓(�⃗�𝑘+1) ≤ 𝑓(�⃗�𝑘), 𝑘 ≥ 0, using the following recurrent formula

�⃗�𝑘+1 = �⃗�𝑘 − 𝜆𝑘 · 𝑔𝑟𝑎𝑑
(︀
𝑓(�⃗�𝑘)

)︀
, 𝜆𝑘 > 0, 𝑘 ≥ 0.

In this formula 𝜆𝑘 > 0, 𝑘 ≥ 0, determines the distance between �⃗�𝑘 and �⃗�𝑘+1,
𝑘 ≥ 0. As we see, at each step we have some movement along the vector of
anti-gradient, in the direction of the fastest decrease of 𝑓 , and we finally get
our necessary solution.

The result of variational part of the program is solution of the system un-
der consideration, found by each of six proposed gradient descent methods.
The result of the Gauss method is some conclusion about solvability or un-
solvability of the system, obtained after application of the Kronecker-Capelli
theorem from classical linear algebra to the reduced triangular system.

We suppose the considered software product to become an effective and
progressive intellectual system for studying the course of linear algebra and
large cycle of numerous related disciplines from higher mathematics.
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ВIДНОВЛЮЮЧЕ СПЕКТРАЛЬНЕ ЧИСЛО
ГРАФА-ДIАМАНТА

Л.М. ТИМОШКЕВИЧ, К.С. ЧЕРНЯВСЬКА

Спектральна теорiя графiв активно розвивається завдяки широкому
спектру практичних застосувань у природничих, технiчних та соцiальних
науках. Її методи використовуються, зокрема, для оптимiзацiї архiтекту-
ри згорткових нейронних мереж у машинному навчаннi.

Актуальними є оберненi спектральнi задачi, що полягають у вiдновлен-
нi iнформацiї про граф за його спектральними характеристиками (огляд
див. [1]).

Ключовим поняттям нашої роботи є вiдновлююче спектральне число
графа 𝑆𝑟𝑛(𝐺) — мiнiмальна кiлькiсть спектрiв iндукованих пiдграфiв,
необхiдних для однозначного вiдновлення всiх ваг на ребрах графа 𝐺.
Це поняття було вперше запропоновано у роботi [2], та для деяких кла-
сiв графiв було встановлено точнi значення цього параметра. Подальшi
дослiдження надали верхнi оцiнки 𝑆𝑟𝑛(𝐺) для дерев [3], унiциклiчних
графiв [4, 5] та графiв-кактусiв [6].

Однак задача знаходження точних значень 𝑆𝑟𝑛(𝐺) залишається скла-
дною навiть для графiв малого порядку через нелiнiйний зв’язок спе-
ктральних даних iз вагами ребер та їхню високу чутливiсть до змiн стру-
ктури графа.

Пiд зваженим графом G розумiємо впорядковану пару (𝐺,𝑤), де 𝐺 —
простий неорiєнтований граф, а 𝑤 : 𝐸 → (0,+∞) — вагова функцiя, що
ставить у вiдповiднiсть кожному ребру деяке додатне дiйсне число.

Розглянемо наступну задачу вiдновлення для зважених графiв: нехай
вiдомий граф 𝐺, потрiбно однозначно вiдновити вагову функцiю 𝑤 зваже-
ного графа G = (𝐺,𝑤) за спектрами певних його iндукованих зважених
пiдграфiв. Спектр пiдграфа будемо називати пiдспектром. Мiнiмальну
кiлькiсть таких пiдспектрiв будемо називати вiдновлюючим спектраль-
ним числом графа 𝐺, позначення: 𝑆𝑟𝑛(𝐺).

Метою нашої роботи є знаходження точного значення вiдновлюючого
спектрального числа для графа-дiаманта.

Будемо позначати через 𝐷 граф, одержаний з повного графа 𝐾4 вида-
ленням одного ребра, тобто

𝐷 = 𝐾4 ∖ 𝑒, 𝑒 ∈ 𝐸(𝐾4).
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Доведена наступна теорема.

Теорема 1. 𝑆𝑟𝑛(𝐷) = 4.

Перспективним напрямом подальших дослiджень є знаходження верх-
нiх оцiнок i точних значень вiдновлюючого спектрального числа для пла-
нарних графiв.
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ВЛАСТИВОСТI АНТИПОДАЛЬНИХ ГРАФIВ ДЕЯКИХ
РОДИН ГРАФIВ

К.В. ЯКОВЕНКО

Нехай 𝐺— простий граф, тобто неорiєнтований граф без кратних ребер
i без петель.

Означення 1. Вiдстанню 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) мiж вершинами 𝑢 та 𝑣 графа 𝐺 нази-
вають довжину найкоротшого шляху мiж 𝑢 та 𝑣, якщо 𝑢 ̸= 𝑣. У випадку
𝑢 = 𝑣 вважаємо 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) = 0. Якщо жодного 𝑢-𝑣-шляху не iснує, тодi
𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) =∞.

Означення 2. Дiаметром графа 𝐺 називають максимальну вiдстань
мiж будь-якими двома вершинами графа:

diam(𝐺) = max{𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) | 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺)}.
Означення 3. Антиподальним графом графа 𝐺, який позначається
як 𝐴(𝐺), називають граф, визначений на множинi вершин графа 𝐺, у
якому пари вершин з’єднанi ребром тодi й лише тодi, коли вiдстань мiж
ними в графi 𝐺 дорiвнює дiаметру графа 𝐺.

Iншими словами,

𝐸(𝐴(𝐺)) = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉 (𝐺)× 𝑉 (𝐺) | 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) = diam(𝐺)} .
Нагадаємо, що простим циклом 𝐶𝑛, 𝑛 ∈ N, називається граф, степiнь

кожної вершини якого дорiвнює двом.

Теорема 1. Нехай 𝐶𝑛 — простий цикл на 𝑛 ≥ 3 вершинах, i нехай 𝐴(𝐶𝑛)
— антиподальний граф простого циклу 𝐶𝑛. Тодi:

(i) Якщо 𝑛 = 2𝑘 (парне), то

𝐴(𝐶𝑛) =
𝑘⋃︁

𝑖=1

𝐾2,

тобто 𝐴(𝐶𝑛) є об’єднанням 𝑘 графiв 𝐾2, кожен з яких вiдповiдає
парi антиподальних вершин на вiдстанi 𝑘.

(ii) Якщо 𝑛 = 2𝑘 + 1 (непарне), то

𝐴(𝐶𝑛) ∼= 𝐶𝑛,

тобто антиподальний граф 𝐴(𝐶𝑛) iзоморфний самому графу 𝐶𝑛.
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ЧИСЛА ФIБОНАЧЧI ТА ЗОЛОТИЙ ПЕРЕТИН: АСПЕКТИ
ЗАСТОСУВАННЯ ТА ПРОЯВИ В ПРИРОДI

А.М. БОБОРИКIН, Т.Г. ПРИГАЛIНСЬКА

Першi згадки про послiдовнiсть чисел, вiдомих сьогоднi як послiдов-
нiсть Фiбоначчi, з’явилися у працi iндiйського вченого Пiнгали (300–200
рр. до н.е.). У Європi цi числа стали вiдомими завдяки iталiйському мате-
матику Леонардо Пiзанському, бiльш вiдомому як Фiбоначчi. Вiн описав
цю послiдовнiсть у працi «Liber Abaci» (1202). Згодом послiдовнiсть, яка
починається iз 0 та 1, а кожен її наступний елемент є сумою двох попере-
днiх (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13...), набула широкого розповсюдження не лише у
математицi, а й у природничих науках, мистецтвi, архiтектурi, iнженерiї
та iнших сферах людської дiяльностi.

Iз математичної точки зору, числа Фiбоначчi тiсно пов’язанi iз золотим
перетином — iррацiональним числом 1+

√
5

2 , що приблизно дорiвнює 1.618,
до якого прямує вiдношення сусiднiх чисел Фiбоначчi при необмеженому
зростаннi послiдовностi.

Найбiльш поширене визначення золотого перетину говорить про те, що
при подiлi цiлого менша частина так вiдноситься до бiльшої, як бiльша ча-
стина вiдноситься до всього цiлого. У природi багато структур демонстру-
ють закономiрностi, пов’язанi iз числами Фiбоначчi. Наприклад, фiлота-
ксис — розташування листкiв на стеблi — часто має спiральну структуру з
кiлькiстю виткiв, що вiдповiдають послiдовностi. У соняшниках, шишках,
ананасах та капустi можна побачити кiлькiсть спiралей, яка дорiвнює су-
сiднiм числам послiдовностi. Це пояснюється тим, що таке розташування
забезпечує найефективнiше використання простору. Також кiлькiсть пе-
люсток багатьох квiтiв належить до чисел Фiбоначчi: жовтець, шипшина
мають 5 пелюсток, дельфiнiум — 8, айстра та цикорiй — 21, подорожник
та пiретрум — 34, ромашка — 55 або 89 пелюсток [1, 2].

Числа Фiбоначчi зустрiчаються i в анатомiї. Прийнято вважати, що
краса обличчя корелює з анатомiчною симетрiєю. Одна з головних осо-
бливостей людського обличчя це рот i зуби. У 1973 роцi доктор Рiчард Е.
Ломбардi запропонував використання золотого перетину для створення
естетичної посмiшки. У 1978 роцi доктор Еддi Левiн зазначив, що ширина
верхньощелепного центрального рiзця знаходиться в золотiй пропорцiї до
ширини бiчного рiзця, та розробив спецiальний супорт та дiагностичну
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сiтку для перевiрки пропорцiй i розташування зубiв. Але його практи-
чне використання потребує додаткових дослiджень щодо вдосконалення
iнструментiв для оцiнки естетики зубiв [3].

Iз iнженерної точки зору, числа Фiбоначчi застосовуються в алгори-
тмах сортування, при побудовi дерев даних, в областi обробки сигналiв i
зображень, для розробки високоефективних методiв стиснення та кодува-
ння, а також у криптографiї. Ця числова послiдовнiсть використовується
для оптимiзацiї архiтектури мережевих структур i при аналiзi складностi
алгоритмiв, що демонструє прикладну цiннiсть абстрактних математи-
чних iдей у розробцi сучасних iнформацiйних технологiй [4].

У архiтектурi i дизайнi золотий перетин використовують для досягне-
ння вiзуального балансу та симетрiї. У класичних спорудах, таких як
Парфенон, пропорцiї фасадiв вiдповiдають числам iз послiдовностi. Цей
принцип активно використовували архiтектори епохи Вiдродження, а сьо-
годнi — дизайнери iнтер’єрiв при проектуваннi фасадiв, вiконних прорiзiв,
елементiв внутрiшнього простору, i навiть фахiвцi з UI/UX, якi розробля-
ють iнтерфейси, зручнi для користувачiв [5].

Отже, числа Фiбоначчi та золотий перетин — це однi iз найзагадковi-
ших i водночас найпрекраснiших математичних понять. Сьогоднi наука
знаходить все новi й новi способи їхнього практичного застосування. По-
слiдовнiсть Фiбоначчi є прикладом того, як математична iдея, сформульо-
вана ще в Середньовiччi, зберiгає актуальнiсть i вплив у сучасному свiтi.
Її мiждисциплiнарне застосування свiдчить про унiверсальнiсть матема-
тичних структур та важливiсть iсторичного осмислення таких концепцiй.
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ДИТЯЧI РОКИ АДИ ЛАВЛЕЙС

Ю.Ю. БОНДАРЕНКО, Т.В. МАЛОВIЧКО

Ада Лавлейс (Августа Ада Кiнг, графиня Лавлейс; уроджена Байрон;
10 грудня 1815 – 27 листопада 1852) — англiйська математик i науковиця
в галузi обчислювальної технiки. На прохання Беббiджа, Ада зробила пе-
реклад з французької книги Манабреа, у якiй вiн зробив докладний огляд
аналiтичної машини Беббiджа, доповнивши її своїми записами, через що
її об’єм збiльшився втричi. Алгоритм, поданий Адою у своїх коментарях,
вважається першою комп’ютерною програмою в iсторiї.

Вона була єдиною законною дитиною видатного англiйського поета
лорда Джорджа Гордона Байрона та його дружини Анни Iзабелли Мiл-
бенк. Її мати через пристрасть до точних наук отримала вiд Байрона
iронiчне прiзвисько «Королева паралелограмiв». Проте батько i донька
не пiдтримували стосункiв. Шлюб був жахливим, i Анна Iзабелла пiшла
вiд чоловiка, коли Адi був лише мiсяць.

Мiж Адою та її матiр’ю нiколи не було справжньої близькостi, завжди
iснувала певна вiдраза й недовiра, хоча вони й пишалися одна одною. Ко-
ли Ада була ще зовсiм маленькою, вона спитала: «Мамо, чому в iнших
дiвчаток є тата, а в мене немає?» Ледi Байрон так суворо й загрозли-
во заборонила дочцi коли-небудь знову говорити на цю тему, що дитина
замкнулася в собi й вiдтодi почала вiдчувати страх перед матiр’ю, що
залишався з нею до самої смертi [1].

Ада почала вивчати свої листи вiд матерi, коли їй було майже три роки.
У 1821 роцi мiс Ламонт була призначена тимчасовою гувернанткою. Вона
задокументувала складний графiк: ранковi уроки арифметики, грамати-
ки, орфографiї, читання, музики, кожний не довше чвертi години, а пiсля
обiду уроки географiї, малювання, французької мови, музики, читання.
Все це виконувалося «зi спритнiстю та слухнянiстю» [2].

У 1821 р. у мiс Ламонт писала: «Почала давати вказiвки мiс Байрон...
Перше випробування було з арифметики. Вона з точнiстю додає суми
п’яти чи шести рядкiв цифр; вона обдумана i коректна в процесi, зацiкав-
лена у виконаннi.» [2].

Iнколи Ада виявляла ознаки занепокоєння. Це навряд чи дивно, оскiль-
ки її змушували проводити частину часу, напiвлежачи на дошцi пiд час
урокiв у формi запитань та вiдповiдей. Поза уроками були перiоди, коли
мати вимагала вiд неї лежати зовсiм нерухомо [3].
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У вiсiм рокiв у Ади почалися сильнi головнi болi, якi впливали на зiр,
або, принаймнi, заважали читанню протягом кiлькох мiсяцiв. Головнi болi
лiкували кровопусканням.

Її бабуся померла, коли Адi було шiсть рокiв, а тато через два роки.
Наступного року помер i дiдусь. Смерть чоловiка й хворих батькiв дала
ледi Байрон змогу здiйснити грандiозну подорож Європою разом з Адою.
Вони пробули за кордоном два роки. А через кiлька мiсяцiв пiсля повер-
нення, Ада захворiла на кiр, що викликало серйознi ускладнення. Їй тодi
було тринадцять. З моменту повернення додому вона зацiкавилася астро-
номiєю, але повнiстю втратила здатнiсть стояти й ходити через наслiдки
кору. Те, що такий стан затягнувся на кiлька рокiв, дозволяє припустити,
що її одужання затягнулося через суворий i тривалий постiльний режим,
що сам по собi може послаблювати м’язи. До того додавалися й iншi ви-
снажливi «лiкування», якими захоплювалась ледi Байрон. З листiв Ади
видно, що їй дозволяли сидiти лише пiв години на день, а до кiнця лiта цей
час збiльшили до години. Вона зiзнавалася в «пригнiченому настрої», але
навчання принаймнi вiдновилося — iнодi навiть у лежачому положеннi.
Восени 1831 року вона вже пересувалась на милицях. Нарештi у вереснi
1832 року колишня покоївка її матерi, мiсiс Клермонт, написала листа з
привiтаннями з приводу того, що Ада ходить без «пiдтримки» — хоча її
мати зазначала, що Ада це робила вже за пiв року до того, коли тримала
щось важке в руках, що свiдчить про проблему з рiвновагою. Ще певний
час пiсля цього вона часто почувалася слабкою i запамороченою.

Аду визнали достатньо здоровою, щоб вийти у свiт, пiд час першого
лондонського сезону пiсля її сiмнадцятирiччя. Ада вiдзначила цю подiю
складанням документа, в якому вона намагалася пояснити матерi власне
бачення свобод, якi батьки повиннi дозволяти своїм дорослим дiтям.

Цiкаво, що попри систему виховання, яку запровадила її мати, Ада
зберегла любов до навчання протягом усього життя.
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ЗАДАЧА ПОШУКУ «ПIФАГОРОВИХ ТРIЙОК»

К. БУДОВСЬКИЙ

Теорема 1 (Пiфагора). Сума квадратiв катетiв дорiвнює квадрату гi-
потенузи.

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2. (1)

Означення 1. Пiфагоровi трiйки — це цiлi числа, якi задовiльняють
рiвняння (1).

Якщо розглядати координатну площину, то задача пошуку пiфагоро-
вих трiйок зводиться до пошуку точок з цiлими координатами, назвемо
їх вузлами, вiдстань вiд яких до початку координат є цiлим числом.

Якщо розглядати комплексну площину, то на нiй кожному вузлу буде
вiдповiдати деяке комплексне число 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦.

Для кожного комплексного числа можна знайти таке комплексне чи-
сло, вiдстань вiд якого до початку координат, тобто його модуль, буде
цiлим числом. Для цього зведемо число у квадрат. Така операцiя перед-
бачає множення комплексного числа саме на себе:

(𝑥+ 𝑖𝑦)(𝑥+ 𝑖𝑦) = 𝑥2 + 𝑖𝑥𝑦 + 𝑖𝑥𝑦 − 𝑦2 = (𝑥2 − 𝑦2) + 2𝑖𝑥𝑦.

Зауваження 1. У геометричнiй iнтерпретацiї 𝑥2−𝑦2 та 2𝑥𝑦 вiдповiдають
катетам прямокутного трикутника.

Обчисливши модуль даного числа, отримаємо

|𝑧| =
√︀
(Re 𝑧)2 + (Im 𝑧)2 =

√︀
(𝑥2 − 𝑦2)2 + (2𝑥𝑦)2 = 𝑥2 + 𝑦2.

Зауваження 2. У геометричнiй iнтерпретацiї 𝑥2+𝑦2 вiдповiдає гiпотенузi
прямокутного трикутника.

З геометричної точки зору, зведення комплексного числа в квадрат —
це подвоєння аргументу цього числа та зведення в квадрат його модуля.
Оскiльки першочергово модуль комплексного числа — це квадратний ко-
рiнь з цiлого числа, то результат зведення в квадрат точно буде цiлим
числом.

Перетворимо координатну площину таким чином, щоб кожне компле-
ксне число 𝑧 опинилось в точцi 𝑧2. Таке перетворення можна записати
як

(𝑥; 𝑦) ↦→ (𝑥2 − 𝑦2; 2𝑥𝑦).
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У результатi таких манiпуляцiй координатна сiтка перетвориться у на-
бiр парабол, а в точках перетину цих парабол будуть знаходитись вузли,
якi вiдповiдають пiфагоровим трiйкам.

У даного методу є недолiки: пiсля побудови виявилось, що, наприклад,
трiйка (6, 8, 10) не була отримана. Але натомiсть була отримана трiйка
(3, 4, 5). Перша трiйка кратна другiй. Згадавши, що 6 та 3 — це 𝑥 коорди-
ната, а 8 та 4 — 𝑦, можна зробити висновок, що такi точки будуть лежати
на однiй прямiй. Тому, щоб отримати такi кратнi трiйки, потрiбно про-
вести промiнь з початку координат через кожен вузол, i там, де вiн буде
проходити через цiлочисельнi координати, — будуть знаходитись кратнi
трiйки.

Даним методом можна отримати тривiальнi розв’язки, якi чисто фор-
мально задовольняють поставленi умови, але пiфагоровими трiйками не
являються, бо у такому випадку одна зi сторiн трикутники мала б дорiв-
нювати 0.
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ВИКОРИСТАННЯ ПРОГРАМНОГО ПАКЕТУ GNU OCTAVE
ПРИ ВИВЧЕННI РОЗДIЛУ «ДИФЕРЕНЦIАЛЬНЕ
ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ»

Д.А. ВОЙЦIХ, Ю.П. БУЦЕНКО

У роботi [1] було проаналiзовано основнi питання, що виникають у
зв’язку з проблемою поєднання вивчення курсу вищої математики у те-
хнiчному унiверситетi з отриманням навичок використання спецiалiзова-
них програмних пакетiв. При цьому має бути забезпечене свiдоме засвоєн-
ня студентами математичних понять та результатiв, що є справжньою цi-
ллю такого курсу, уникаючи пiдмiни його використанням онлайн-кальку-
ляторiв, засобiв штучного iнтелекту тощо. Одним iз шляхiв реалiзацiї
такого пiдходу є використання GNU Octave — безкоштовної iнтерактив-
ної програми для чисельних обчислень, яка надає потужнi iнструменти,
наприклад, для задач математичного аналiзу, операцiй над матрицями,
розв’язання складних рiвнянь i вiзуалiзацiї даних. Його синтаксис подi-
бний до MatLab, що робить його зручною альтернативою для тих, хто не
може використовувати платне програмне забезпечення.

Якщо ж порiвнювати цi два пакета для обчислень, можна виокремити
деякi переваги та недолiки кожного з них. З переваг Octave: це безко-
штовна програма, що є альтернативою платному Matlab, має вiдкритий
код, iснує велика кiлькiсть пакетiв для розширення функцiй. З недолi-
кiв: менш зручний iнтерфейс порiвняно з Matlab, деякi функцiї Matlab
не пiдтримуються у Octave, повiльнiший у складних обчисленнях.

Розглянемо функцiї, за допомогою яких GNU Octave може розв’язувати
приклади з теми «Диференцiальне числення функцiй багатьох змiнних»,
на тому рiвнi, як вона розглядається, наприклад, у [2]: Для обчислення
частинних похiдних є функцiя diff(f, x) — вона дозволяє брати похiдну
по конкретнiй змiннiй; обчислення градiєнта — gradient(f, [x, y]); ко-
ли шукаємо екстремуми — використовуємо функцiю fminsearch (метод
без використання похiдних), fminunc (використовує похiднi, бiльш точнi-
ший) для мiнiмуму, а щоб знайти максимум — обертають знак функцiї,
тобто використовують fminsearch(@(x) -f(x)); для випадкiв, коли тре-
ба побудувати якусь поверхню або скласти уявлення про поведiнку фун-
кцiї з геометричної точки зору, можемо використати функцiї meshgrid,
surf або ezsurf.
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Перейдiмо до розв’язання одного з прикладiв у GNU Octave, якi про-
понуються студентам при вивченнi цiєї теми:
𝑢 = ln(𝑥+ 2𝑧𝑦); 𝑑𝑢|𝑀0(1;2;1) =?

Отже, пiдсумуємо. Використання GNU Octave для розв’язання при-
кладiв i задач з диференцiального числення функцiй багатьох змiнних є
доволi доцiльним. Ця система дозволяє автоматизувати обчислення, нао-
чно вiзуалiзувати результати та перевiряти розв’язки. У той же час, слiд
наголосити, що Octave — це не просто онлайн-калькулятор: щоб отримати
правильний результат, потрiбно мати базовi знання з теми, орiєнтуватись
у математичних поняттях i вмiти правильно писати вiдповiдний код. Про-
сто «списати» через нього не вийде — потрiбно чiтко знати, що саме ти
хочеш порахувати, i як це реалiзується у виглядi команди. Насправдi,
базовi знання Octave пiд час вивчення курсу вищої математики прино-
сять подвiйну користь: ми не лише розумiємо, як працює сама програма,
а й глибше занурюємося в тему, краще засвоюємо матерiал i розвиваємо
практичнi навички обчислень.
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МЕТОДОЛОГIЧНI АСПЕКТИ ФОРМУВАННЯ НАВИЧОК
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СЮЖЕТНИХ ЗАДАЧ АНАЛIТИЧНИМ

ТА СИНТЕТИЧНИМ МЕТОДАМИ В УЧНIВ

Л.В. ГАСЮК

Розв’язування сюжетних задач — це творчий процес, що спонукає до
активного мислення та пошуку оптимального способу досягнення бажа-
ного результату. Iснує кiлька основних методiв практичного розв’язання
задач, серед яких найпоширенiшими є аналiтичний та синтетичний.
Вибiр методу залежить передусiм вiд типу задачi (проста чи складена),
її умови та характеру. Часто, для досягнення успiху, доцiльно використо-
вувати обидва методи одночасно.

Аналiтичний метод передбачає початок розв’язання iз завдання за-
дачi. Спочатку з’ясовують, як можна отримати вiдповiдь, та визначають
необхiднi кроки (дiї) для обчислення шуканої величини. Далi задачу по-
дiляють на окремi частини, поступово розкладаючи її на простiшi кроки,
допоки шукане значення не буде виражене через вiдомi данi.

Синтетичний метод полягає в поступовому розв’язаннi задачi, по-
чинаючи з даних величин, з обчислення промiжних значень. Спершу
розв’язують першу просту задачу, використовуючи числовi данi, наве-
денi в умовi. Отриманi результати застосовують у наступному кроцi для
розв’язання наступної пiдзадачi, i так триває доти, доки не буде знайдено
вiдповiдь на основне запитання.

Залежно вiд складностi задачi та особливостей її розв’язання, обидва
методи можуть доповнювати один одного, забезпечуючи ефективне та
структуроване розв’язання. Тодi говорять про аналiтико-синтетичний ме-
тод [2].

Для навчання учнiв аналiтичному методу доречно складати таблицю
(1а), що допомагає структурувати данi та визначити оптимальну страте-
гiю крокiв. Розглянемо приклад такої задачi для 5 класу.

Задача №413 [1]: перша художниця розмальовує 156 ялинкових при-
крас за 3 днi, а друга стiльки само — за 4 днi. За скiльки днiв спiльної
роботи вони розмалюють 364 такi прикраси?

Розв’яжемо цю ж задачу, застосувавши синтетичний метод (будемо
рухатись у своїх мiркуваннях вiд умови до шуканого). Скористаємось
також табличним записом (1б).

Порiвнявши кроки мiркувань в таблицях, учнi помiчають, що при ви-
користаннi синтетичного методу дiї при розв’язуваннi простих задач ви-
конуються паралельно, тодi як в аналiтичному методi вони здiйснюються,
починаючи з кiнцевого результату.
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(а) Таблиця 1

(б) Таблиця 2

Рис. 1. Приклади оформлення таблиць

Отже, завдяки наочному зображенню схем (таблиць) розв’язування
однiєї задачi двома методами, учнi вчаться проаналiзувати та порiвня-
ти цi методи.

Розв’язування задач рiзними методами сприяє розвитку гнучкостi ми-
слення та вибору найбiльш рацiонального способу розв’язання задачi з
них.
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IСТОРIЯ ВIДКРИТТЯ КОМПЛЕКСНИХ ЧИСЕЛ

I.I. ГОЛIЧЕНКО

Iталiйському математику Сципiону дель Ферро (1465–1526) у 15 сто-
лiттi вдалося вивести формулу для коренiв неповного кубiчного рiвняння,
[1], [2]:

𝑥3 = 𝑐𝑥+ 𝑑, 𝑐 > 0, 𝑑 > 0. (1)
Корiнь 𝑥 рiвняння (1) обчислюється за формулою

𝑥 =
3

√︃
𝑑

2
+

√︂
𝑑2

4
− 𝑐3

27
+

3

√︃
𝑑

2
−
√︂
𝑑2

4
− 𝑐3

27
. (2)

Перед смертю дель Ферро подiлився цим результатом iз своїм учнем
Антонiо Марiо Фiорi. У 1535 роцi Фiорi викликав на математичний ду-
ель бiльш досвiдченого iталiйського математика Нiколо Тарталья (1499–
1557). На дуелi Тарталья отримав рiшучу перемогу, розв’язавши всi за-
пропонованi йому задачi та самостiйно вивiвши формулу для розв’язку
неповного кубiчного рiвняння (1). Точнiше, вивiв не формулу, а алгоритм,
покрокову iнструкцiю для розв’язання рiвняння (1). Адже, запис у вигля-
дi формул винайдуть лише через 100 рокiв.

У 1539 роцi мiланський професор Джироламо Кардано (1501–1576), пi-
сля довгих перемовин, переконав Тарталья подiлитись iз ним формулою,
присягнувши зберiгати її у секретi. Однак, одного разу Кардано натра-
пив на роботу дель Ферро, першовiдкривача розв’язку рiвняння (1). Зро-
бивши висновок, що у секретностi немає потреби, Кардано включив цю
формулу у свою книгу, оновлений збiрник з математики, «Велике мисте-
цтво» (1545). Оскiльки результат дель Ферро був вперше опублiкований
у книзi Кардано, то вiн вiдомий як формула Кардано.

Однак, у випадку коли
𝑑2

4
− 𝑐3

27
< 0

формула (2) не працює, оскiльки мiстить коренi з вiд’ємних чисел. На-
приклад, розв’язок рiвняння, [3],

𝑥3 = 15𝑥+ 4, (3)

за формулою (2) має вигляд

𝑥 =
3

√︁
2 +
√
−121 + 3

√︁
2−
√
−121.
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З iншого боку, перевiрка встановлює, що 𝑥 = 4 є розв’язком рiвняння (3).
Кардано не знав що робити iз цiєю проблемою.

Рафаель Бомбеллi (1526–1572), iталiйський математик та учень Карда-
но, у 1572 роцi опублiкував свою головну працю «Алгебра». У нiй автор
розробив формальну алгебру комплексних чисел, з особливою метою при-
ведення виразу

3

√︁
𝑎+ 𝑏

√
−1

до вигляду
𝑐+ 𝑑

√
−1.

Вiн висунув iдею: квадратний корiнь iз вiд’ємного числа залишити ква-
дратним коренем iз вiд’ємного числа i вважати подiбнi числа новим типом
чисел. Повертаючись до розв’язку рiвняння (3), Бомбеллi знайшов, що

3

√︁
2 + 11

√
−1 = 2 +

√
−1 та 3

√︁
2− 11

√
−1 = 2−

√
−1.

Тодi формула Кардано також дає правильний розв’язок рiвняння (3):

𝑥 = 2 +
√
−1 + 2−

√
−1 = 4.

Слiд зауважити, що
√
−1 вiдсутнiй як в умовi задачi, так i у її розв’язку.

Однак, розв’язати задачу можливо лише припустивши iснування
√
−1 та

включивши його у розв’язання.
Комплекснi числа називали «уявними», «неможливими» числами. Че-

рез рокiв 100 пiсля Бомбеллi, Леонард Ейлер (1707–1783) запропонував
використовувати латинську лiтеру 𝑖 для позначення

√
−1, тобто

𝑖 =
√
−1.

Уявнi числа у комбiнацiї iз дiйсними утворюють вiдоме нам зараз ком-
плексне число. Прикладом комплексного числа є число

2 + 𝑖 · 3.
Так кубiчнi рiвняння зумовили появу нових чисел, завдяки яким ми

отримали бiльш ефективну та повнiшу математику, яка може вирiшувати
цiлком реальнi задачi.
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РОЛЬ МАТЕМАТИЧНИХ ГУРТКIВ ТА ОЛIМПIАД У
РОЗВИТКУ МАТЕМАТИЧНИХ ТАЛАНТIВ: IСТОРИЧНИЙ

ОГЛЯД ТА СУЧАСНI ТЕНДЕНЦIЇ

С.П. ГОРБАЧ

Актуальнiсть пiдтримки математично обдарованої молодi в умовах нау-
ково-технiчного прогресу є беззаперечною. Математичнi гуртки та олiм-
пiади iсторично вiдiгравали ключову роль у розвитку їхнiх талантiв, за-
безпечуючи поглиблене навчання та iнтелектуальну конкуренцiю. Метою
даного дослiдження є аналiз ролi математичних гурткiв та олiмпiад у роз-
витку математичної обдарованостi крiзь iсторичну призму та сучаснi тен-
денцiї. Об’єктом виступають зазначенi форми позааудиторної дiяльностi,
предметом — їхнiй вплив на формування математичних здiбностей. Ро-
бота охоплюватиме iсторичний огляд еволюцiї гурткiв та олiмпiад, їхнiй
вплив на наукову спiльноту та сучаснi пiдходи до їхньої органiзацiї для
пiдтримки обдарованої молодi. Становлення математичних талантiв тi-
сно корелює з розвитком позашкiльних освiтнiх iнiцiатив. Виникнення
математичних гурткiв у XIX столiттi стало вiдповiддю на потребу в по-
глибленому вивченнi математичних дисциплiн та розвитку аналiтичного
мислення. Такi неформальнi об’єднання, зокрема пiд керiвництвом П. Л.
Чебишова, сприяли формуванню стiйкого iнтересу до наукової дiяльностi
серед молодi. Паралельно вiдбувалася еволюцiя олiмпiадного руху. Пер-
ша систематизована математична олiмпiада в Угорщинi наприкiнцi XIX
столiття вiдiграла значну роль у виявленнi обдарованих учнiв. Подаль-
ший розвиток призвiв до заснування Мiжнародної математичної олiмпiа-
ди (IMO) у 1959 роцi, яка на початковому етапi об’єднала представникiв
7 країн, а наразi є авторитетним мiжнародним змаганням, що засвiдчує
зростання глобальної зацiкавленостi у математичнiй освiтi.Аналiз бiогра-
фiй багатьох видатних науковцiв, включаючи лауреатiв престижних пре-
мiй, свiдчить про їхню активну участь у зазначених формах позашкiльної
дiяльностi на раннiх етапах становлення. Зокрема, досвiд участi в IMO
Л. Лаффорга пiдкреслює важливiсть олiмпiад як платформи для роз-
витку нестандартного мислення та глибокого розумiння математичних
концепцiй, що є критично важливим для майбутнiх наукових досягнень.
Таким чином, математичнi гуртки та олiмпiади слiд розглядати не лише
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як форму дозвiлля для обдарованих, але й як важливий iнститут пiдго-
товки майбутнiх наукових лiдерiв, здатних здiйснювати iнновацiйнi роз-
робки. Сучасний етап характеризується диверсифiкацiєю форм матема-
тичних гурткiв та олiмпiад, включаючи очнi заняття при освiтнiх закла-
дах та зростання популярностi онлайн-платформ (наприклад, Coursera,
Khan Academy) i дистанцiйних форматiв, що пiдтверджується зроста-
нням кiлькостi зареєстрованих користувачiв та учасникiв дистанцiйних
олiмпiад. Вiдзначається спецiалiзацiя олiмпiад за рiвнем складностi та
предметними галузями (алгебра, геометрiя тощо). Методичне забезпече-
ння гурткiв еволюцiонує в напрямку iнтерактивних занять, проєктної дi-
яльностi та активного використання iнформацiйних технологiй (спецiалi-
зоване програмне забезпечення, вiртуальнi середовища). Онлайн-ресурси
значно розширюють можливостi для самоосвiти та пiдготовки до зма-
гань, а елементи геймiфiкацiї пiдвищують мотивацiю учнiв. Змiцнюється
спiвпраця мiж унiверситетами (наприклад, Київський нацiональний унi-
верситет iменi Тараса Шевченка) та науковими установами, якi iнiцiюють
гуртки та надають переваги переможцям олiмпiад при вступi, що сприяє
залученню талановитої молодi до наукової дiяльностi. Поряд iз позитив-
ними тенденцiями, iснують певнi виклики, такi як забезпечення рiвного
доступу до якiсних позашкiльних математичних програм та залучення
достатньої кiлькостi квалiфiкованих педагогiв, особливо у вiддалених ре-
гiонах. Дослiдження пiдтверджує ключову роль математичних гурткiв
та олiмпiад у виявленнi та розвитку математичних талантiв на всiх iсто-
ричних етапах, сприяючи формуванню наукової елiти. Сучаснi тенденцiї
демонструють диверсифiкацiю форм, впровадження iнновацiйних мето-
дик, зростання впливу онлайн-ресурсiв та посилення спiвпрацi з унiвер-
ситетами. Подальший розвиток цих iнститутiв, з використанням новiтнiх
технологiй та розширенням спiвпрацi, є визначальним для майбутнього
математичної освiти та формування наукового потенцiалу суспiльства.
Подальшi дослiдження можуть бути спрямованi на вивчення ефективно-
стi рiзних моделей органiзацiї математичних гурткiв та олiмпiад, а також
їхнього довгострокового впливу на наукову кар’єру випускникiв.
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ПОРIВНЯЛЬНИЙ АНАЛIЗ ВИКОРИСТАННЯ
ОНЛАЙН-КАЛЬКУЛЯТОРIВ ТА ПРОГРАМНОГО ПАКЕТУ

GNU OCTAVE ПРИ РОЗВ’ЯЗУВАННI ДР

Д.О. ГРИНЬ, Ю.П. БУЦЕНКО

У роботi [1] розглянуто загальну проблематику, пов’язану з використа-
нням спецiалiзованих програмних засобiв при вивченнi студентами мате-
матичних курсiв у технiчному унiверситетi. Головна колiзiя, що виникає у
цьому випадку, полягає у необхiдностi, з одного боку, максимально обме-
жити використання студентами онлайн-калькуляторiв та аналогiчних їм
програм iз засобами штучного iнтелекту включно як таких, що принципо-
во несумiснi з цiлями вивчення математичних дисциплiн, з iншого ж боку,
студенти мають засвоїти методи використання спецiалiзованих математи-
чних пакетiв хоча б на прикладi стандартних задач, якi пропонуються їм
при вивченнi цих дисциплiн.

Безкоштовна програма GNU Octave є прямою альтернативою MATLAB,
але при цьому, як зазначено в джерелi [3], значною мiрою сумiсна з нею.
Розглянемо її застосування на прикладi вивчення роздiлу «Диференцi-
альнi рiвняння» (ДР, наприклад, за iнформацiєю посiбника [2]).

Нещодавно в курсi математичного аналiзу ми закiнчили тему диферен-
цiальних рiвнянь, де я переконався, що GNU Octave непогано розв’язує
багато рiзних типiв ДР. Навiть може розв’язувати задачi Кошi для зви-
чайних ДР завдяки додатковiй функцiї ode.

Пiд час вивчення ДР iз загальними розв’язками в цьому програмному
забезпеченнi я зiткнувся з проблемами при символьному розв’язаннi рiв-
нянь. Заглибившись в можливостi GNU Octave, я дiзнався про межi цiєї
програми, але їх, хоч i частково, можна розширювати за допомогою ко-
манд, якi встановлюють додатковi символьнi пакети: pkg load symbolic.
На жаль, розширення можливостей цього безкоштовного програмного за-
безпечення має свої обмеження, тому є теми, якi не пiд силу йому: дифе-
ренцiальнi рiвняння в повних диференцiалах, лiнiйно залежнi й незалежнi
системи функцiй, лiнiйне неоднорiдне ДР зi сталими коефiцiєнтами i пра-
вою частиною спецiального вигляду, системи лiнiйних диференцiальних
рiвнянь, лiнiйно залежнi й незалежнi системи функцiй.

GNU Octave — це не звичайний калькулятор, це набагато бiльше. По-
рiвнявши онлайн-калькулятор ДР та це програмне забезпечення, я зро-
бив висновок, що пiд час користування звичайнiсiнького калькулятора
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студент нi про що не думає, починається просте списування розв’язку,
на вiдмiну вiд GNU Octave, де для розв’язання навiть найпростiшого ДР
потрiбно знати спецiальнi функцiї та сам процес розв’язку:

(1) 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 2𝑦−2

𝑥+𝑦−2

(2) 𝑦′′′ − 4𝑦′ = 0, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 2, 𝑦′′(0) = 4

Обов’язково потрiбно вiдмiтити, що рiвняння Бернуллi жоден з онлайн-
калькуляторiв нормально вирiшити не змiг, довелося скористатися шту-
чним iнтелектом (ШI) для порiвняння вiдповiдей, але було помiчено, що
ШI виконував приклад не загальним способом, який ми проходили в курсi
математичного аналiзу, а найбiльш рацiональним. З цього випливає та-
ка iдея, що студенти, можуть додатково використовувати та аналiзувати
способи вирiшення рiвнянь, якi пропонує ШI.

Загалом, порiвнявши широко розповсюджений математичний пакет —
GNU Octave та будь-який звичайний онлайн-калькулятор, приходимо до
висновку, що саме для якiсного засвоєння тем курсу вищої математи-
ки онлайн-калькулятори є зовсiм неефективними, навiть шкiдливими, на
вiдмiну вiд GNU Octave, за допомогою якого можна не тiльки дiзнатися
остаточну вiдповiдь, а й зрозумiти весь процес.
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ПОРIВНЯЛЬНИЙ АНАЛIЗ ВИКОРИСТАННЯ
ПРОГРАМНОГО ПАКЕТУ GNU OCTAVE ТА

ОНЛАЙН-ЗАСОБIВ ПРИ РОЗВ’ЯЗУВАННI ЗАДАЧ IЗ
РОЗДIЛУ «ВИЗНАЧЕНI IНТЕГРАЛИ»

М.В. ГРИНЮК, Ю.П. БУЦЕНКО

У роботi [1] було розглянуто проблематику використання спецiалiзова-
них програмних ресурсiв при вивченнi студентами курсу вищої матема-
тики. Варто зазначити, що викладачi математики в унiверситетах стика-
ються з проблемою: студенти, замiсть самостiйного розв’язування задач,
використовують онлайн-калькулятори. Згодом виявляється, що дехто з
них вже не може обiйтися без таких засобiв — вивчення математичної
теорiї зводиться нанiвець.

Чи iснує спосiб вирiшення цiєї проблеми? Проконтролювати чи не «ма-
хлюють» студенти неможливо. Однак, iснує цiкавий варiант — застосу-
вання програмних пакетiв, на кшталт GNU Octave [2].

GNU Octave — це математичний пакет, що є безкоштовним аналогом
MATLAB. Цей та схожi пакети дозволяють поєднати вивчення iнформа-
тики та математики. Причини, чому це може бути корисним, насамперед
для студентiв:

(1) користування пакетом потребує певних навичок; студентам, якi
вивчали його, легше перейти до програмування на мовi C

(2) пакет передбачає виконання досить складних обчислень, якi зна-
добляться, наприклад, при вивченнi загально iнженерних дисци-
плiн.

Порiвняємо можливостi онлайн-засобiв та GNU Octave для знаходжен-
ня визначених iнтегралiв. Зазначимо, що iнтеграли можна подiлити на тi,
якi «беруться» й «не беруться» (не мають первiсної у елементарних фун-
кцiях). Зазвичай, вивчення студентами-технарями вiдбувається на при-
кладах завдань [3], побудованих на iнтегралах, якi «беруться».

Розв’язування «вручну» зводиться до простого алгоритму: знайти пер-
вiсну, за формулою Ньютона-Лейбнiца обчислити значення. Отже, все, що
вiдрiзняє стандартнi завдання —- спосiб знаходження первiсної.

Найперше, звернемо увагу на метод символьного iнтегрування (коман-
да int), у якому формули/способи iнтегрування пiдбираються автомати-
чно. Якщо не зазначати меж, то «Октейв» поверне вираз-первiсну.
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У той же час, GNU Octave дозволяє обчислювати визначенi iнтеграли
наближено, не обмежуючись тими, якi «беруться». Для цього доступний
ряд квадратурних формул (див., напр., [4]) за командами: quad, quadv,
quadl, quadgk та quadcc; метод трапецiй (команда trapz — повiдомляє
загальну iнтегральну суму, cumtrapz — повертає масив iз промiжними
значеннями).

Застосувавши цi методи та онлайн-калькулятор [5], розв’яжемо декiль-
ка стандартних завдань. Бачимо: обидва ресурси впоралися зi знаходже-
нням простого iнтегралу. Калькулятор ще й «розписує» розв’язання, але
програмний пакет цього НЕ робить. Справа у тому, що чисельнi методи
в Octave не «прив’язанi» до первiсної, натомiсть, полягають в обчисленнi
значень у певних точках.

Постає питання точностi. Очевидно, що вона залежить вiд кiлькостi
врахованих точок: чим їх бiльше, тим точнiший результат. Яскравим при-
кладом такої залежностi є метод трапецiй (trapz), де ця кiлькiсть задає-
ться користувачем.

Як пiдсумок, розглянутий програмний пакет має широкi можливостi,
зокрема, в оцiнцi розбiжних (див. [6]) iнтегралiв; дозволяє обирати то-
чнiсть та методи обчислення, проте, не надає «розписаної» вiдповiдi — ви-
користати його вдасться лише для звiрки результату. Таким чином, GNU
Octave чи якийсь iнший схожий засiб може стати в нагодi при вивчен-
нi математики, не зашкодивши засвоєнню теорiї, на вiдмiну вiд онлайн-
калькуляторiв.
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МАТЕМАТИЧНА ГРАМОТНIСТЬ ТА МАТЕМАТИЧНА
КУЛЬТУРА ШКОЛЯРIВ

Т.В. ДIДКIВСЬКА

Традицiйно грамотнiсть визначається як вмiння читати й писати або
вмiння використовувати мову, щоб читати, писати чи розмовляти. Якщо
говорити про математичну грамотнiсть, то тут можна провести повну
аналогiю. Математична грамотнiсть — це вмiння рахувати, читати й
писати математичнi тексти. Першi спроби висвiтлити змiст цього понят-
тя був здiйснений у 1989 р. у стандартах NCTM. Було визначено п’ять
основних цiлей, яких мають досягати математично грамотнi учнi: 1) цiну-
вати математику; 2) бути впевненими у своїй здатностi займатися мате-
матикою; 3) вмiти розв’язувати математичнi задачi; 4) вмiти спiлкуватися
математичною мовою; 5) вмiти мiркувати математичною мовою.

Якiсть змiсту математичної освiти визначається його вiдповiднiстю су-
спiльним iдеалам i соцiальним замовленням, рiвню розвитку науки, на-
явним технiчним та iнформацiйним засобам, адекватнiстю потребам пра-
ктики, загальнолюдським цiнностям. Якiсть кiнцевих результатiв матема-
тичної освiти визначається математичною культурою, кругозором, сфор-
мованiстю навичок використовувати математичнi знання на практицi та
сформованiстю професiйних якостей суб’єкта освiти [1]. Тобто математи-
чна грамотнiсть, як складова математичної культури, є одним з показни-
кiв якостi знань учнiв. Оскiльки математична теорiя ШКМ має ознаки
багатошаровостi, кожна наступна теми ґрунтується та/або опирається на
попередню, то контроль рiвня математичної грамотностi учня здiйснює-
ться, зокрема, безпосередньо пiд час вивчення нової теми.

У доповiдi пропонуються результати аналiзу змiсту тем шкiльного кур-
су математики та вiдповiдних показникiв рiвня математичної грамотно-
стi, помилок та ролi математичної культури у формуваннi математичних
компетентностей учня.
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ВИКОРИСТАННЯ ПРИЙОМIВ ПЕРЕВЕРНУТОГО
НАВЧАННЯ ПIД ЧАС ВИВЧЕННЯ ТЕМИ «ПОДIБНIСТЬ

ФIГУР»

А.В. ЖИТАРЮК

На сьогоднi пошук iнновацiйних технологiй, якi б сприяли пiдвищенню
ефективностi процесу навчання математики в ЗЗСО в умовах нестабiль-
ностi навчального процесу через зовнiшнi обставини (пандемiя, вiйсько-
вий стан, повiтрянi тривоги, вiдключення електроенергiї i т.д.), є акту-
альною проблемою, вирiшенню якої присвяченi дослiдження науковцiв
та вчителiв-практикiв. Неможливiсть повноцiнно органiзовувати навчаль-
ний процес офлайн стала поштовхом для впровадження в шкiльну пра-
ктику змiшаної форми навчання, однiєю iз моделей якого є перевернуте
навчання.

Перевернуте навчання — це форма активного навчання, в якiй звичай-
ний навчальний процес «перевертається» наступним чином. Учнi споча-
тку отримують завдання переглянути навчальний матерiал у посiбниках
за розробленим вчителем планом та вiдеоролики до наступного уроку,
тобто перше знайомство iз темою у здобувачiв освiти вiдбувається само-
стiйно, а у класi вчитель вiдповiдає на їхнi питання, роз’яснюючи незро-
зумiлi моменти з вiдеороликiв. Також час аудиторних занять використо-
вується для розгляду складнiшого матерiалу та виконання практичних
завдань, якi учням не пiд силу розiбрати самостiйно. Пiд час таких за-
нять роль учителя полягає в тому, щоб виступати в ролi тренера або кон-
сультанта, заохочуючи учнiв до самостiйного пошуку та спiвпрацi. Надалi
вчитель чергує дистанцiйну i аудиторну форми роботи, зважаючи на на-
вчальнi можливостi своїх учнiв.

На нашу думку, на практицi головною труднiстю для вчителя у ви-
користаннi «перевернутого навчання» є визначення пiд час попереднього
аналiзу теми, якi поняття, формули, теореми, опорнi задачi можна да-
ти учням на самостiйне вивчення, а якi потрiбно детально пояснювати
самостiйно.

Аналiз модельної навчальної програми [1] показує, що з подiбними фi-
гурами учнi знайомляться у два етапи: пiд час вивчення теми: «Подiбнiсть
трикутникiв» у 8 класi та «Подiбнiсть фiгур» у 9 класi.

Згiдно з модельною навчальною програмою [1] ми видiлили такi момен-
ти вивчення теми «Подiбнiсть трикутникiв»: перед поняттям подiбностi
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трикутникiв учнi в класi знайомляться з теоремою Фалеса, теоремою про
пропорцiйнi вiдрiзки, властивостями медiан та бiсектриси трикутника. Пi-
знiше учнi самостiйно знайомляться з означенням подiбних трикутникiв
та коефiцiєнтом подiбностi. I вже на наступних уроках вчитель розповiдає
учням про ознаки подiбностi та вчить застосовувати їх для розв’язування
задач.

Стосовно теми «Подiбнiсть фiгур», то здобувачi освiти самостiйно мо-
жуть ознайомитися з перетворенням подiбностi та його властивостями.
Пiсля того вчитель знайомить учнiв з поняттям подiбностi фiгур, коефi-
цiєнтом подiбностi та теоремою про вiдношення площ подiбних фiгур.

Завершити тему «Подiбнiсть фiгур» у 9 класi ми пропонуємо викона-
нням проєкту «Подiбнiсть фiгур у навколишньому свiтi», в якому учнi
узагальнять свої знання про подiбнi фiгури. У 8 класi схожий проєкт про
подiбнi трикутники в практичних задах, змiст якого полягає в розв’язаннi
прикладних задач, якi пропонує вчитель, та створення власних.

При пiдготовцi до «перевернутих» урокiв вчитель може використо-
вувати такi технiчнi засоби: YouTube-вiдеоуроки з поясненням; Google
Classroom, Moodle — органiзацiя навчання; GejGebra, Desmos — побудова
фiгур; LearningApps, Classtime, Kahoot, Wordwall — створення тестiв та
iнтерактивних вправ; Canva, PowerPoint, WordArt — створення цiкавих
презентацiй, дошок, ментальних мап, хмар слiв.

Висновок. Перевернуте навчання вiдкриває новi перспективи для освi-
тнього процесу, якi дають змогу вчителевi виступати в ролi наставни-
ка, забезпечувати активiзацiю навчальної дiяльностi в позаурочний час
та здiйснювати iндивiдуальний пiдхiд, а для учня забезпечується досту-
пнiсть якiсних електронних освiтнiх ресурсiв, навчання у власному темпi.
Тема «Подiбнiсть фiгур» є особливо вдалою для впровадження перевер-
нутого навчання завдяки наочностi та прикладному характеру, що робить
навчання бiльш цiкавим та зрозумiлим.
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ПРО ВIДОМI МЕТОДИ ОЦIНКИ КIЛЬКОСТI КОРЕНIВ
АЛГЕБРАЇЧНИХ ПОЛIНОМIВ

М.С. КОНДРЕНКО

Упродовж столiть математики розробили численнi методи для визна-
чення кiлькостi дiйсних та комплексних коренiв алгебраїчних рiвнянь. У
цiй роботi розглядаються основнi класичнi методи та приклади їхнього
застосування.

(1) Неповне правило Ньютона. Оцiнює кiлькiсть дiйсних коренiв
на основi похiдних. Дає верхню межу кiлькостi дiйсних коренiв,
проте не гарантує точностi [1].

(2) Метод Штурма. Дає точну кiлькiсть дiйсних коренiв на зада-
ному iнтервалi. Ґрунтується на побудовi послiдовностi Штурма.
Ефективний, хоч i обчислювально складний [2].

(3) Правило знакiв Декарта. Дозволяє оцiнити максимальну кiль-
кiсть додатних (або вiд’ємних) дiйсних коренiв за кiлькiстю змiн
знакiв коефiцiєнтiв у многочленi [3].

(4) Теорема про рацiональнi коренi. Дозволяє знайти всi можливi
рацiональнi коренi многочлена з цiлими коефiцiєнтами. Не вияв-
ляє iррацiональнi або комплекснi коренi [4].

(5) Основна теорема алгебри. Гарантує, що будь-яке полiномiаль-
не рiвняння степеня 𝑛 має 𝑛 коренiв у полi комплексних чисел (з
урахуванням кратностi) [5].

(6) Теорема Гаусса-Люка. Усi коренi похiдної многочлена розташо-
ванi в опуклiй оболонцi множини коренiв самого многочлена. Дає
геометричне уявлення [6].

(7) Геометричнi властивостi коренiв. Використовуються для вiзу-
алiзацiї i симетрiї коренiв на комплекснiй площинi. Допомагають
зрозумiти загальне розташування коренiв [7].

Для порiвняння зазначених методiв використано наступнi рiвняння:

(1) 𝑥2 + 1 = 0
(2) 𝑥3 − 2𝑥+ 2 = 0
(3) (𝑥− 1)3 = 0
(4) (𝑥− 1)(𝑥2 + 𝑥+ 1) = 0
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Порiвняльна таблиця методiв

У наступнiй таблицi мiстяться результати аналiзу зазначених рiвнянь.

Метод 𝑥2 +1 =
0

𝑥3 − 2𝑥 +
2 = 0

(𝑥−1)3 = 0 (𝑥−1)(𝑥2+
𝑥+ 1) = 0

Примiтки

Правило зна-
кiв Декарта

0 ≤ 2 0 1 Дає оцiнку кiль-
костi додатних
коренiв

Метод
Штурма

0 1 1 1 Точна кiлькiсть
дiйсних коренiв

Неповне пра-
вило Ньюто-
на

0 1 1 1 Оцiнка на осно-
вi похiдних

Теорема про
рацiональнi
коренi

— — 1 1 Перевiрка цiлих
i рацiональних
коренiв

Основна тео-
рема алгебри

2
(компл.)

3 3 3 Враховує кра-
тнiсть i компле-
кснiсть

Теорема
Гаусса-Люка

— так — — Коренi похiдної
в опуклiй обо-
лонцi

Геометричнi
властивостi

На колi Дiйсний +
пара ком-
плексних

Кратний у
точцi

Один дiй-
сний, два
на колi

Розташування
на комплекснiй
площинi
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ТЕКСТОВI ЗАДАЧI ЯК ЗАСIБ ФОРМУВАННЯ УМIНЬ
МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ УЧНIВ БАЗОВОЇ

СЕРЕДНЬОЇ ШКОЛИ

М. КРАСУЛЕНКО

Вiдповiдно до Державного стандарту базової середньої освiти [1], одним
iз ключових завдань сучасної освiти є формування математичної компе-
тентностi учнiв. Ця компетентнiсть передбачає не лише знання матема-
тичних фактiв, але й вмiння застосовувати їх у життi. Текстовi зада-
чi є важливим засобом для її формування. Завдяки ним учнi вчаться
застосовувати знання для розв’язання практичних проблем, якi можуть
виникнути у повсякденному життi чи у їхнiй майбутнiй професiйнiй дi-
яльностi, розвивають логiчне мислення та вмiння аналiзувати. На нашу
думку, саме текстовi задачi з шкiльного курсу математики дають можли-
вiсть поєднати теорiю з практикою та сприяють формуванню й розвитку
ключових компетентностей учнiв.

На сьогоднi ефективне дослiдження рiзних явищ природи та процесiв
у рiзних сферах дiяльностi людини вiдбувається завдяки використанню
математичного моделювання, що передбачає опис реальних ситуацiй мо-
вою математичних понять, створення математичних моделей (формул,
рiвнянь).

У шкiльному курсi iнформатики поняття iнформацiйної та математи-
чної моделi розглядається в 6 класi. Математична модель — це iнфор-
мацiйна модель, у якiй залежностi мiж властивостями об’єкта та його
зв’язки з iншими об’єктами описуються формулами, рiвняннями, нерiв-
ностями тощо [4]. Тому, на нашу думку, потрiбно i в шкiльному курсi
математики пiд час розв’язування текстових задач ознайомлювати учнiв
iз основними поняттями математичного моделювання.

Текстова задача — це сформульована звичайною (природною мовою)
вимога знайти невiдоме число чи значення деякої величини на основi зада-
них спiввiдношень мiж числами або значеннями величин [3]. Курс матема-
тики 5–9 класiв мiстить значну кiлькiсть текстових задач, якi орiєнтованi
на побудову та розв’язування математичних моделей рiзних видiв. При-
кладами є задачi на пропорцiю, рух, вiдсотки — вони всi передбачають
видiлення основних змiнних, формулювання залежностей i використання
математичних моделей для розв’язання.
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Упродовж вивчення шкiльного курсу математики для розв’язування
текстових задач використовуються рiзнi математичнi моделi [2]:

5-6 класи — числовi вирази, формули i нескладнi рiвняння;
алгебра 7 клас — лiнiйнi рiвняння, системи лiнiйних рiвнянь з двома

змiнними, формули;
алгебра 8 клас — рацiональнi вирази, дробово-рацiональнi рiвняння,

квадратнi рiвняння, функцiї;
алгебра 9 клас — числовi нерiвностi, квадратнi нерiвностi, дробово-

рацiональнi рiвняння, системи рiвнянь з двома змiнними, що мiстять рiзнi
види рiвнянь (наприклад, лiнiйне рiвняння i квадратне) та функцiї.

Використання математичного моделювання пiд час вирiшення певної
текстової задачi iз шкiльного пiдручника передбачає наступнi 4 кроки,
якi є спрощеною евристичною схемою дiяльностi:
1. Проведення попереднього аналiзу об’єкта, що дослiджується.
2. Створення математичної моделi за пiдсумками проведеного аналiзу.
3. Дослiдження властивостей i поведiнки математичної моделi.
4. Аналiз отриманих результатiв та їхня iнтерпретацiя стосовно до-
слiджуваного об’єкта.

На нашу думку, пiд час розв’язування текстових задач вчитель має
вживати вiдповiднi термiни (модель, етап, розв’язання, аналiз, перевiр-
ка) й чiтко пiд час розв’язання задачi видiляти вiдповiднi етапи спрощеної
схеми евристичної дiяльностi. Це формує вмiння усвiдомлено розв’язувати
задачi: вiд аналiзу умови до побудови моделi й iнтерпретацiї результату.

У пiдсумку хочемо зазначити, що на нашу думку, завдяки застосу-
ванню текстових задач як засобу математичного моделювання, чiткому
дотриманню етапiв моделювання та використанню термiнологiї пiдвищу-
ється ефективнiсть процесу формування математичної компетентностi
учнiвства. Цей пiдхiд сприяє розвитку логiчного мислення, вмiння ана-
лiзувати, узагальнити та застосовувати отриманi знання для розв’язання
практичних ситуацiй.
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ПРИКЛАДНI ЗАДАЧI З ПАРАМЕТРАМИ ЯК ЗАСIБ
ФОРМУВАННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ КОМПЕТЕНТНОСТI

УЧНIВ НА УРОКАХ АЛГЕБРИ

Ж.Л. КУЗIВ

Сучасна система освiти спрямована на формування компетентної осо-
бистостi, здатної ефективно застосовувати набутi знання та вмiння у ре-
альному життi. Математична компетентнiсть є однiєю з ключових компе-
тентностей, визначених у Державному стандартi базової середньої освiти
[1]. Особливе мiсце у її формуваннi посiдають задачi з параметрами, якi
сприяють розвитку логiчного мислення, аналiтичних здiбностей та дослi-
дницьких навичок учнiв.

Такi задачi є ефективним iнструментом для формування математичної
компетентностi, оскiльки вони поєднують у собi теоретичнi знання з пра-
ктичним застосуванням, розвивають критичне мислення та здатнiсть до
математичного моделювання.

Методична послiдовнiсть полягає у поетапному пiдходi: спочатку про-
понується розв’язати задачу без параметра, потiм вiдбувається введення
в умову параметра з чiтким обґрунтуванням його змiсту, а завершується
процес аналiзом областi допустимих значень параметра з практичної то-
чки зору.

Приклад 1. Два велосипедисти виїхали назустрiч один одному з двох
мiст, вiдстань мiж якими 120 км. Перший велосипедист рухався зi швид-
кiстю (20 + 𝑎) км/год, а другий — зi швидкiстю (15 + 𝑎) км/год, де 𝑎 —
параметр. При яких значеннях параметра a велосипедисти зустрiнуться
через 3 години?

Спочатку обговорюємо з учнями фiзичний змiст параметра a (дода-
ткова швидкiсть обох велосипедистiв).

Складаємо рiвняння: (20 + 𝑎) · 3 + (15 + 𝑎) · 3 = 120.
Розв’язуємо: (35 + 2𝑎) · 3 = 120, звiдки 105 + 6𝑎 = 120, 6𝑎 = 15, 𝑎 = 2.5.
Обговорюємо з учнями практичний змiст результату: обидва велосипе-

дисти мають збiльшити швидкiсть на 2.5 км/год.
У 8 класi з вивченням квадратних рiвнянь з’являється можливiсть

розв’язувати бiльш складнi прикладнi задачi [4], [5], [6]. Особливу ува-
гу слiд придiлити iнтеграцiї алгебраїчних та геометричних пiдходiв, за-
дачам фiзичного змiсту, аналiзу рiзних випадкiв залежно вiд значення
параметра.
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У 9 класi задачi з параметрами набувають дослiдницького характеру.
Їхня специфiка у необхiдностi введення допомiжних параметрiв для вста-
новлення взаємозв’язкiв мiж величинами, аналiзi кiлькостi розв’язкiв.

Система завдань з параметром має бути диференцiйована, що враховує
рiзний рiвень математичної пiдготовки учнiв.

Для базового рiвня вiдносимо характернi задачi з параметрами, що
мають пряму iнтерпретацiю в реальному життi.

Приклад 2. Шкiльна їдальня готує фруктовi десерти. На приготува-
ння одного десерту потрiбно взяти 𝑎+2 яблука. Кухар хоче використати
рiвно 5 яблук для приготування кiлькох однакових десертiв. При якому
значеннi 𝑎 кухар зможе приготувати цiле число десертiв, не розрiзаючи
яблука?

Середнiй рiвень — задачi на побудову математичної моделi.
Приклад 3 [2]. Лампа 𝑊 ват висить над столом на висотi ℎ см. Коли

вона вийшла з ладу, її замiнили лампою 𝑤1 ват. Як треба змiнити висоту
лампи, щоб освiтлення столу залишилось без змiн? Дослiдiть розв’язок
залежно вiд спiввiдношення мiж 𝑊 та 𝑤1.

Високий рiвень мiстить задачi дослiдницького характеру з необхiднi-
стю аналiзу рiзних випадкiв.

Приклад 4 [3]. Трава на лузi виростає однаково швидко i густо. Вiдо-
мо, що 70 корiв поїли б її за 24 днi, а 30 корiв — за 60 днiв. Скiльки корiв
поїли б усю траву за 96 днiв?

При роботi з учнями рекомендується поетапне введення поняття пара-
метра через знайомi учням життєвi ситуацiї, використання рiзних типiв
прикладних задач (на рух, роботу, задачi економiчного змiсту), придiле-
ння особливої уваги до аналiзу областi допустимих значень параметра
як важливого етапу розв’язування, а також акцентування на практичнiй
iнтерпретацiї отриманих результатiв, що посилює розумiння зв’язку ма-
тематики з реальним життям.
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ВИКОРИСТАННЯ ВIЗУАЛЬНИХ МЕТОДIВ НАВЧАННЯ
ЗАДЛЯ РОЗВИТКУ ТВОРЧОЇ АКТИВНОСТI УЧНIВ 5–6

КЛАСIВ

Т. ЛАВРИНЮК

У сучасному освiтньому просторi особливої актуальностi набуває впро-
вадження вiзуальних методiв навчання, якi є ефективним засобом акти-
вiзацiї пiзнавальної дiяльностi учнiв. В умовах iнформацiйного переван-
таження, коли учнi щодня стикаються з великим обсягом рiзноманiтної
iнформацiї, саме вiзуалiзацiя дає змогу структурувати навчальнi знання,
полегшити сприйняття нових понять i водночас сприяти розвитку твор-
чого мислення.

Сучасна школа, зокрема в контекстi реалiзацiї концепцiї НУШ, орiєн-
тує вчителiв на використання креативних та iнновацiйних пiдходiв. Вi-
зуальнi методи навчання цiлком вiдповiдають цiй потребi: активiзують
уяву та залучають учнiв до активної взаємодiї з навчальним матерiалом.
До таких методiв належать ментальнi мапи, iнтелект-карти, хмари слiв,
опорнi схеми, кроссенси, меми, комiкси тощо. Вони не лише пiдвищують
ефективнiсть процесу сприйняття та засвоєння iнформацiї учнiвством, а й
мотивують їх до подальших дослiджень, формують позитивне ставлення
до навчання.

Пiд час вивчення математики часто виникає потреба в абстрагуван-
нi, що для молодших пiдлiткiв може бути складним. Вiзуальнi засоби
дозволяють представити складнi поняття у зрозумiлiй формi, пов’язати
їх iз повсякденним досвiдом учнiв, зробити навчальний процес емоцiй-
но забарвленим. Саме тому для учнiв 5–6 класiв надзвичайно важливо
залучати такi методи, що активiзують образне мислення, сприяють кра-
щому засвоєнню матерiалу, розвитку пiзнавального iнтересу та творчої
активностi школярiв.

Наприклад, пiд час вивчення теми «Симетрiя вiдносно прямої. Дослi-
дження симетрiї у природi та геометрiї» у 5 класi, можна запропонувати
учням iнтерактивний пiдхiд, як-от технологiя «Прогулянка галереєю» [1].
У ходi «прогулянки» учнi виконують завдання: створюють власнi малюн-
ки чи аплiкацiї з елементами симетрiї (наприклад, орнаменти чи снiжин-
ки), а результат своєї роботи крiплять на стiну, як полотно в галереї.
Решта учнiв прогулюється галереєю, аналiзує роботи своїх однокласни-
кiв, залишає коментарi чи запитання авторам роботи. Пiсля завершення
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вчитель разом з учнями може обговорити всi або окремi роботи, дати
змогу учням вiдповiсти на поставленi запитання.

Завдяки цiй технологiї учнi стають активними учасниками навчаль-
ного процесу. Практичнi завдання, такi як пошук осей симетрiї в гео-
метричних фiгурах або створення симетричних малюнкiв, допомагають
засвоїти матерiал через залучення до творчої дiяльностi.

Результати психолого-педагогiчних дослiджень стверджують, що вiзу-
алiзацiя як метод навчання має значний вплив на розвиток когнiтив-
них процесiв учнiв: уваги, пам’ятi, логiки, уяви, асоцiативного мислен-
ня [2]. Завдяки цьому учнi краще структурують iнформацiю, бачать вза-
ємозв’язки мiж окремими поняттями, а головне — вчаться працювати з
навчальним матерiалом творчо. Вiзуальнi методи сприяють формуванню
iндивiдуального стилю пiзнання, самостiйного аналiзу та формулювання
висновкiв. Навiть традицiйнi математичнi вправи за умови використання
вiзуальних прийомiв набувають iншого, бiльш доступного i привабливого
вигляду.

Ефективнiсть вiзуальних методiв навчання залежить також вiд педа-
гогiчної майстерностi вчителя. Необхiдно враховувати вiк учнiв, рiвень
сформованостi навчальної мотивацiї, особливостi класу. Важливо не пере-
вантажувати заняття надмiрною кiлькiстю вiзуального матерiалу, а вдум-
ливо й методично грамотно планувати етапи уроку, на яких цi методи
будуть найбiльш доречними. Варто зазначити, що самостiйне створення
учнями вiзуальних об’єктiв, наприклад ментальних мап або комiксiв, зна-
чно пiдвищує їхню активнiсть i зацiкавленiсть у навчаннi.

Отже, вiзуальнi методи навчання є не просто додатковим iнструмен-
том у роботi педагога, а важливою складовою сучасного освiтнього про-
цесу. Вони сприяють глибшому засвоєнню матерiалу, розвитку творчих
здiбностей та критичного мислення. Такi методи дають змогу формува-
ти в учнiв цiлiсний i водночас iндивiдуалiзований погляд на навчання,
мотивують до самостiйного пiзнання та пошуку нових рiшень.

На нашу думку, широке упровадження вiзуальних технологiй у на-
вчальний процес вiдкриває новi можливостi для створення iнновацiйного
освiтнього середовища, що вiдповiдає потребам сучасного школяра.
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МАТЕМАТИЧНI МОДЕЛI У МЕДИЧНИХ
ДОСЛIДЖЕННЯХ

С.Є. ЛЕБЕДЕНКО, Т.Г. ПРИГАЛIНСЬКА

Розвиток iнформацiйних технологiй, збiльшення обсягiв медичних да-
них та потреба у точному прогнозуваннi зумовлюють необхiднiсть ви-
користання математичних моделей у дослiдженнях бiомедичних систем.
Завдяки своїй унiверсальностi та здатностi узагальнювати складнi про-
цеси, математика стала ефективним iнструментом для аналiзу та опису
рiзноманiтних бiологiчних i клiнiчних явищ. Математичнi моделi допома-
гають глибше розумiти складнi бiологiчнi системи, прогнозувати перебiг
захворювань та оптимiзувати стратегiї лiкування.

Математичнi моделi у медичних дослiдженнях виконують декiлька фун-
кцiй: опис бiологiчних процесiв, моделювання динамiки захворювання та
прогнозування результатiв втручання. Наприклад, в епiдемiологiї такi мо-
делi, як модель SIR (Susceptible-Infectious-Recovered) є основою для розу-
мiння та контролю iнфекцiйних захворювань [1]. В онкологiї математи-
чнi моделi допомагають визначити рiст пухлин та реакцiю на лiкування,
сприяючи розробцi персоналiзованих методiв лiкування [2]. У фармако-
кiнетицi та фармакодинамiцi моделювання дозволяє спрогнозувати, як
лiкарськi засоби впливають на органiзм людини. Це дає можливiсть по-
кращити розробку клiнiчних випробувань, визначити концентрацiю пре-
парату у кровi, оптимальний iнтервал мiж прийомами та час дiї речовини
[3].

Зазвичай у медичних дослiдженнях використовують такi типи матема-
тичних моделей: детермiнiстичнi, стохастичнi та статистичнi.

Детермiнiстичнi моделi ефективнi при моделюваннi процесiв на вели-
ких популяцiях, де iндивiдуальнi варiацiї мають менший вплив. Вони, як
правило, заснованi на системах диференцiальних рiвнянь, описують по-
ведiнку системи без урахування випадковостi або мiнливостi. Наприклад,
детермiнiстичнi компартментальнi моделi описують поширення iнфекцiй-
них захворювань шляхом категоризацiї популяцiй за групами: сприйня-
тливi, iнфiкованi i тi, якi одужали [1].
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Стохастичнi моделi особливо кориснi для моделювання початкових фаз
спалахiв iнфекцiй. Вони враховують невизначенiсть та властиву бiологi-
чним системам мiнливiсть. Такi моделi важливi для невеликих популяцiй-
них дослiджень або для дослiджень на етапах ранньої стадiї iнфекцiйного
захворювання, де випадковi подiї вiдiграють значну роль [3].

Статистичнi моделi використовують для аналiзу реальних медичних
даних, вони допомагають знаходити закономiрностi, проводити оцiнку ри-
зикiв, виявляти кореляцiї мiж змiнними. Для виявлення закономiрностей
у таких складних галузях, як геномiка або нейровiзуалiзацiя, широко за-
стосовують регресiйний аналiз, аналiз виживання та алгоритми машин-
ного навчання [4].

Попри свої переваги, математичнi моделi стикаються iз низкою викли-
кiв. Їхня точнiсть iстотно залежить вiд якостi та повноти вихiдних даних.
Надмiрне спрощення може призвести до хибних висновкiв, тодi як над-
то складнi моделi стають непрактичними у використаннi. Крiм того, для
забезпечення надiйностi моделi результати мають бути ретельно верифi-
кованi за допомогою експериментальних або клiнiчних даних.

Отже, математичне моделювання є потужним iнструментом для меди-
чних дослiджень i клiнiчної практики. Завдяки здатностi точно описува-
ти, аналiзувати та прогнозувати бiологiчнi процеси, математичнi моделi
сприяють розвитку персоналiзованої медицини, оптимiзацiї лiкування та
кращому розумiнню механiзмiв захворювання.
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ФОРМУВАННЯ ГРОМАДЯНСЬКОЇ IДЕНТИЧНОСТI ПIД
ЧАС НАВЧАННЯ МАТЕМАТИКИ УЧНIВ 5–6 КЛАСIВ

К.В. МАРТИНЮК

У сучасному свiтi питання формування громадянської iдентичностi
стає надзвичайно актуальним. Одним iз ключових аспектiв її формування
у школярiв є розвиток важливих цiнностей i норм поведiнки, що сприяють
їхньому iнтегруванню в суспiльне життя. Отже, стає важливою задача iн-
теграцiї елементiв громадянської освiти в навчання математики.

Формування громадянської iдентичностi в юних громадян України за-
деклароване в рядi нормативних державних документiв. Це стосується,
насамперед, Закону України «Про освiту», концепцiя Нової української
школи (НУШ), Державного стандарту базової i повної загальної середньої
освiти, модельних навчальних програм, а також концепцiї нацiонально-
патрiотичного виховання.

Громадянська iдентичнiсть визначається як складне соцiально-
психологiчне явище, яке охоплює усвiдомлення особистiстю своєї нале-
жностi до певної нацiї, держави, суспiльства.

Згiдно з Державним стандартом та модельними програмами, навчання
математики має на метi не лише оволодiння математичними знаннями, а
й формування в учнiв практичних навичок, якi можуть бути застосованi
в повсякденному життi та в громадянськiй дiяльностi.

Ми пропонуємо формувати громадянську iдентичнiсть у 5–6 класах на
уроках математики через прикладнi задачi, що пов’язанi з територiаль-
ною цiлiснiстю України, нацiональним складом її населення, природними
ресурсами тощо. Розглянемо приклади таких задач i методичнi рекомен-
дацiї щодо їхнього розв’язування.

Приклад 1. В українськiй родинi мiсячний бюджет становить 25000
грн. На оплату комунальних платежiв родина витратила 1/20 бюдже-
ту, на благодiйнiсть — ще 1/20, на їжу — 1/4 бюджету, на одяг — 1/10
бюджету. Яка частина залишилася для iнших важливих потреб, якщо
сiм’я iнвестує 1/5 частину бюджету?

Зразок розв’язання задачi.
1. Створення математичної моделi (математизацiя).
Проводимо аналiз умови задачi. Обчислимо, скiльки грошей родина

витратила на кожну категорiю. Комунальнi платежi — 1/20 ·25000 = 1250
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грн; благодiйнiсть — 1/20 · 25000 = 1250 грн; їжа — 1/4 · 25000 = 6250 грн;
одяг — 1/10 · 25000 = 2500 грн; iнвестицiї — 1/5 · 25000 = 5000 грн.

2. Математичне опрацювання. Обчислимо загальнi витрати.
1250 + 1250 + 6250 + 2500 + 5000 = 16250 (грн)
Обчислимо залишок для iнших важливих потреб. Вiд загального бю-

джету вiднiмемо витрати: 25000− 16250 = 8750 (грн)
Вiдповiдь: українська родина витрачає 8750 грн для iнших витрат.
Залишок у 35% бюджету свiдчить про те, що родина має можливiсть

видiлити значнi кошти на iншi важливi потреби, що є суттєвими для вiд-
новлення сил та пiдтримки психоемоцiйного стану.

Методичний коментар (робота за кадром). Задача пiдкреслює ва-
жливiсть участi кожного члена родини у фiнансових рiшеннях, що фор-
мує в учнiв усвiдомлення їхньої ролi в суспiльствi. Учнi розумiють, що
витрати на благодiйнiсть та освiту є важливими для розвитку суспiль-
ства, що пiдкреслює цiннiсть колективної вiдповiдальностi. Учнi засвою-
ють поняття бюджету, заощаджень i iнвестицiй, що допомагає їм стати
фiнансово грамотними громадянами.

Таким чином, математична задача не тiльки навчає учнiв обчислювати
та аналiзувати витрати, але й виховує їх як свiдомих громадян. Учнi ста-
ють бiльш усвiдомленими у своїх дiях, що забезпечує їхню активну участь
у суспiльному життi. Отже, iнтеграцiя громадянської освiти в навчання
математики є важливим кроком у формуваннi вiдповiдальних та свiдо-
мих громадян. Використання спецiально розробленої добiрки задач, над
якою ми зараз працюємо, сприятиме розвитку в учнiв не лише математи-
чних навичок, а й усвiдомлення власної ролi в громадi, вiдповiдальностi
та активної громадянської позицiї.
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СТАН ПРОБЛЕМИ ФОРМУВАННЯ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОЇ
КОМПЕТЕНТНОСТI В УЧНIВ БАЗОВОЇ СЕРЕДНЬОЇ

ШКОЛИ ПIД ЧАС ВИВЧЕННЯ
ПРИРОДНИЧО-МАТЕМАТИЧНИХ ДИСЦИПЛIН

М.В. МИЦИК

Однiєю з найважливiших складових математичної компетентностi є
обчислювальна компетентнiсть. Її можна розглядати як характеристи-
ку особистостi, що проявляється в iндивiдуальнiй готовностi та здатностi
виконувати обчислювальнi операцiї в рiзних ситуацiях.

Формувати обчислювальну компетентнiсть учнiв починають на уроках
математики ще з початкової школи, адже саме цей перiод є сприятливим
для цього. Проте найвагомiший багаж знань, умiнь та обчислювальних
навичок учнi здобувають у базовiй середнiй школi. Це зумовлено розши-
ренням кола предметiв, що вивчаються. Зокрема, додаються сумiжнi з
математикою предмети: фiзика, хiмiя, бiологiя, географiя та iншi. Їхнє
вивчення пов’язане з виконанням дослiдiв, практичних та лабораторних
робiт, розв’язуванням рiзноманiтних задач, що у свою чергу вимагає вiд
учня використання ранiше набутих умiнь, зокрема застосування обчислю-
вальної компетентностi.

Мета дослiдження: виявити та проаналiзувати стан науково-педаго-
гiчного вивчення проблеми формування обчислювальної компетентностi
в учнiв базової середньої школи в процесi навчання природничо-матема-
тичних дисциплiн, окреслити основнi труднощi та напрями подальших
наукових пошукiв у цьому напрямi.

Завдання дослiдження: визначити роль природничо-математичних
дисциплiн у розвитку обчислювальної компетентностi учнiв базової сере-
дньої школи. Проаналiзувати сучасний стан вiтчизняних та зарубiжних
дослiджень, що стосуються формування обчислювальної компетентностi.
Виокремити основнi проблеми, що ускладнюють ефективне формування
цiєї компетентностi в умовах сучасної освiти.

Згiдно з модельними навчальними програмами для 5–9 класiв Нової
української школи, формуванню обчислювальної компетентностi пiд час
навчання математики придiляється недостатня увага, хоча є необхiднiсть
в умiннях учнiв працювати з точними та наближеними обчисленнями для
розв’язування практичних та прикладних задач на уроках фiзики, хiмiї,
географiї, iнформатики тощо.
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Досить серйозно проблему формування обчислювальної компетентно-
стi, зокрема тему наближених обчислень, вивчали українськi дидактики.
Так, Бевз В. Г., Корiнь О.Г., Слєпкань З. I. [1] зазначають у своїх ро-
ботах, що загалом обчислювальна компетентнiсть формується в учнiв на
неприпустимо низькому рiвнi, що йде в розрiз з вимогами сучасностi,
створює перешкоди до розвитку загально-математичної компетентностi,
мiжпредметних зв’язкiв та заважає впровадженню прикладної спрямова-
ностi навчання математики. Клiндухова В.М. [2] у своєму дисертацiйному
дослiдженнi зазначає, що наявний стан вивчення наближених обчислень
у шкiльному курсi математики має ряд недолiкiв i не вiдповiдає суча-
сним освiтнiм прiоритетам, зокрема прикладнiй спрямованостi навчання
математики.

Таким чином, зазначене вище, проведений констатувальний експери-
мент, результати анкетування педагогiв та спостереження за навчальним
процесом у 7-8 класах пiд час вивчення природничо-математичних дисци-
плiн доводять, що обчислювальна компетентнiсть у переважної бiльшо-
стi учнiв сформована на низькому рiвнi, методична пiдготовка педагогiв
потребує удосконалення, а також є необхiднiсть у розробцi додаткових
методичних матерiалiв для ефективного розвитку обчислювальної ком-
петентностi учнiв.
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ВЕРЗIЄРА АНЬЄЗI

С.Р. МОЛОШНА, О.Г. БIЛИЙ

Локон Аньєзi — математична краса в алгебраїчнiй кривiй. Розгляне-
мо просту й водночас дуже елегантну функцiю, задану рiвнянням:

𝑦 =
𝑎3

𝑥2 + 𝑎2
, 𝑎 > 0.

Функцiя визначена на всiй числовiй прямiй R, є неперервною, нескiн-
ченно диференцiйованою та iнтегровною. Вона зручна для користуван-
ня як приклад для дослiдження монотонностi, екстремумiв, опуклостi,
а також для застосування методiв диференцiальної геометрiї — при об-
численнi кривини, закрученостi та iнших геометричних характеристик.
Верзiєру Аньєзi також часто використовують у прикладах на збiжнiсть
та застосування невласних iнтегралiв. У теорiї ймовiрностей вона слугує
щiльнiстю розподiлу закону Кошi (закон arctan).

Марiя Ґаетана Аньєзi

Функцiя має ще й особливу iсторичну цiн-
нiсть. Вона пов’язана з iм’ям видатної жiнки-
математика — Марiї Ґаетани Аньєзi, яка ста-
ла однiєю з перших жiнок-професорiв у свiтi.

Марiя Ґаетана Аньєзi народилася 16 трав-
ня 1718 року в Мiланi, у заможнiй та освi-
ченiй багатодiтнiй родинi. З раннього дитин-
ства проявляла надзвичайнi здiбностi до на-
ук: вiльно володiла щонайменше сiмома мова-
ми ще у юному вiцi, включаючи латину, гре-
цьку, iврит, французьку, нiмецьку та iспан-
ську. Пiд керiвництвом свого батька, профе-
сора Болонського унiверситету П’єтро Аньєзi,

вона здобула глибоку математичну освiту, вивчала давнi та схiднi мо-
ви, механiку, фiлософiю та богослов’я, основи диференцiального та iнте-
грального числення.

У 1748 роцi в Болоньї побачила свiт її фундаментальна праця «Insti-
tuzioni analitiche ad uso della gioventù italiana» (укр. «Аналiтичнi iнсти-
туцiї для молодi Iталiї») обсягом понад 1000 сторiнок, яка вважається
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одним iз перших повних курсiв аналiзу, написаних iталiйською. У нiй, се-
ред iншого, мiститься доведення того, що будь-яке кубiчне рiвняння має
рiвно три коренi (включаючи комплекснi). Також у цiй працi було дослi-
джено криву, яка отримала назву «versiera Agnesi» (укр. «локон Аньєзi»).
Ця крива належить до плоских алгебраїчних рацiональних кривих тре-
тього порядку. За класифiкацiєю Ньютона, вона є гiперболiзмом кола i
отримана як розв’язання задачi на геометричнi мiсця точок.

В прямокутнiй декартовiй системi координат 𝑋𝑂𝑌 розглянемо 𝑂𝐴 ⊂
𝑂𝑌 — дiаметр кола, i прямi 𝑦 = 𝑎 та рухому сiчну 𝑂𝐿, яка перетинає
коло в точцi 𝐶, а пряму 𝑦 = 𝑎 — у точцi 𝐿. Через точку 𝐶 проведемо
пряму, паралельну до осi 𝑂𝑋, яка перетинає 𝑂𝐴 у точцi 𝐵. Через точку 𝐿
проведемо пряму, перпендикулярну до осi 𝑂𝑋. Позначимо через 𝑀 точку
перетину цих двох останнiх прямих. Точка 𝑀(𝑥, 𝑦) є рухомою i визначає
криву Аньєзi, при цьому виконується спiввiдношення: 𝑂𝐴

𝑂𝐵 = 𝐵𝑀
𝐵𝐶 .

Узагальнення та спорiдненi кривi

∙ Вiзiєра Пеано (супровiдна цисоїди): (2𝑦 − 𝑎)(𝑥2 + 𝑦2) = 𝑎𝑦2.
∙ «Яйце Ґренвiля»: крива четвертого порядку, що складається з

локона Аньєзi та прямої, яка збiгається з вiссю абсцис;
∙ Псевдоверзiєра: утворена подвоєнням ординат локона Аньєзi.
∙ Аньєзiана: якщо пряма 𝐴𝐿 ⊥ 𝑂𝐴 займає довiльне положення 𝑦 =
𝑏, тодi 𝑦(𝑏2 + 𝑥2) = 𝑎𝑏2.

∙ Агвiнея Ньютона: пряма 𝐴𝐿 та початок координат 𝑂 займають
довiльне положення.

Цiкавi факти

1. Через помилковий переклад слова versiera як witch (укр. вiдьма),
крива в англомовнiй лiтературi вiдома як «Witch of Agnesi».

2. На честь Аньєзi названо кратер на Венерi та астероїд 16765 Agnesi.
3. Геометрiя локона Аньєзi застосовувалась у проєктуваннi злiтно-

посадкової рампи авiаносця.
4. Ефект Рунге було виявлено саме при iнтерполяцiї цiєї кривої.
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ПЕРЕТВОРЕННЯ СИСТЕМ КООРДИНАТ ТА ГРАФIКIВ
ФУНКЦIЙ

Н.С. ОСТРОЛУЦЬКА

Перетворення простору (прямої, площини) вiдiграють важливу части-
ну у математицi та математичнiй освiтi школярiв. Перетворення, як бiє-
ктивне, тобто взаємно однозначне вiдображення множини саму на себе, є
фундаментальним математичним поняттям. Воно проявляється i в пере-
твореннях систем координат, а тому є важливим при дослiдження рiвнянь
та множин їх розв’язкiв, i в перетвореннях фiгур (множин точок) тощо.

В шкiльному курсi математики перетворення площини вивчаються в
основному в 9 класi курсу геометрiї. Набiр означень, понять i фактiв, що
пропонують наявнi пiдручники в темi «геометричнi перетворення» не є
задовiльним, як в кiлькiсному вiдношеннi, так i в якiсному. Геометричнi
перетворення площини в основному представленнi як певнi перетворення,
трансформацiї фiгур, що насправдi кажучи, з точки зору фундаменталь-
ної науки є не зовсiм коректними. А зв’язок цих перетворень з перетворе-
ннями графiкiв функцiй практично нiяк не вiдображений. Якщо оминати
вже навiть i той факт, що друга тема передує першiй.

В унiверситетському курсi аналiтичної геометрiї вивчаються перетво-
рення прямокутних декартових систем координат. Вони задаються:{︃

𝑥 = 𝑥′ cos𝛼− 𝜀𝑦′ sin𝛼+ 𝑥0,

𝑦 = 𝑥′ sin𝛼+ 𝜀𝑦′ cos𝛼+ 𝑦0,

де 𝜀 = ±1 вiдповiдає за однакову орiєнтованiсть або рiзну орiєнтованiсть
старої i нової систем координат, 𝛼 — орiєнтований кут мiж старою i но-
вою вiссю абсцис, (𝑥; 𝑦) — координати точки у старiй системi, а (𝑥′; 𝑦′) —
координати цiєї ж точки у новiй системi координат, (𝑥0; 𝑦0) — координати
нового початку координат у старiй системi.

Перетворення системи координат i перетворення площини тiсно пов’яза-
нi. А тому при геометричних перетвореннях графiкiв функцiї можна ко-
ристуватись геометричною iнтерпретацiєю перетворення площини.

У доповiдi пропонуються результати аналiзу змiсту тем геометричнi
перетворення площини i перетворення графiкiв функцiй, їхнього взає-
мозв’язку з перетвореннями систем координат.
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ОСОБЛИВОСТI ОРГАНIЗАЦIЇ ДIЯЛЬНОСТI ЩОДО
ПОДОЛАННЯ ОСВIТНIХ ВТРАТ УЧНIВСТВА З

МАТЕМАТИКИ В СТАРШIЙ ШКОЛI

В. ПАВЛIЧЕНКО

Сучасна шкiльна освiтня система в Українi переживає непростий пе-
рiод, що спричинено наслiдками пандемiї, воєнним станом i нестабiльнi-
стю навчального процесу. За цих умов проблема освiтнiх втрат, яку ра-
нiше пов’язували з канiкулами чи тривалою хворобою учня чи ученицi,
набуває надзвичайної актуальностi особливо з таких базових i водночас
складних предметiв як математика. Саме тому вiдновлення втрачених та
компенсацiя неотриманих знань разом iз формуванням цiлiсної системи
математичних знань й математичної компетентностi старшокласникiв є
важливими завданням для кожного вчителя математики.

Зважаючи на масштабнiсть проблеми освiтнiх втрат, її вирiшення по-
требує уваги на державному рiвнi, зокрема МОН, i науковцiв АПН Укра-
їни у розробцi загальних методичних рекомендацiй. Також, на нашу дум-
ку, не менш важливою є цiлеспрямована праця вчителiв у кожному за-
кладi освiти iз втiлення на практицi рекомендацiй науковцiв.

Основними цiлями органiзацiї дiяльностi з подолання освiтнiх втрат є:
1) виявлення прогалин у знаннях кожного учня; 2) створення безпечно-
го емоцiйного навчального середовища для учнiв; 3) вiдновлення базових
математичних знань та навичок; 4) пiдвищення впевненостi учнiв у вла-
сних силах через поступове ускладнення завдань; 5) формування цiлiсної
системи математичних знань та практичних умiнь щодо їхнього застосу-
вання пiд час розв’язування практико-орiєнтованих та прикладних зав-
дань; 6) пiдготовка учнiв до НМТ.

На думку науковцiв [1], ефективне подолання освiтнiх втрат з матема-
тики потребує поєднання рiзних форм i методiв навчальної роботи: 1) дi-
агностичне оцiнювання знань для визначення iндивiдуального рiвня пiд-
готовки учнiв; 2) iндивiдуалiзацiя навчання — персоналiзованi завдання,
адаптацiя темпу та обсягу навчального матерiалу; 3) регулярнi консуль-
тацiї та факультативнi заняття, спрямованi на пояснення складних тем;
4) застосування цифрових технологiй: використання iнтерактивних пла-
тформ, онлайн-симуляторiв, тестiв та вiдеоматерiалiв; 5) метод проєктiв,
що дозволяє практично застосовувати математичнi знання та розвивати
критичне мислення тощо.
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Одним iз дiєвих методiв роботи щодо подолання освiтнiх втрат є тема-
тичне повторення ключових тем iз використанням прикладних завдань,
якi демонструють учням практичну значущiсть набуття математичних
знань для повсякденного життя чи їхньої майбутньої професiйної дiяль-
ностi, що особливо важливо для старшокласникiв. Таке повторення мо-
жна провести на початку навчального року або пiд час пiдготовки до
вивчення нової теми.

Ще одним дiєвим способом подолання освiтнiх втрат з математики є
широке використання внутрiшньопредметних зв’язкiв рiзних видiв: iнфор-
мацiйно-змiстовi мiж поняттями та операцiйно-дiяльнiснi мiж алгоритма-
ми розв’язування типових завдань [2]. Робота iз реалiзацiї внутрiшньопре-
дметних зв’язкiв має бути систематичною на основi поєднання традицiй-
ного навчання з елементами iнтерактивностi, вiзуалiзацiї, геймiфiкацiї та
самоперевiрки, що у пiдсумку забезпечує кращу динамiку вiдновлення
знань та навичок учнiв.

Як свiдчить шкiльна практика, у процесi подолання освiтнiх втрат най-
бiльше труднощiв для учнiв виникає пiд час вивчення теорiї та розв’язу-
вання задач iз курсу стереометрiї. Це пов’язано iз несформованiстю у
бiльшостi учнiв просторової уяви, вмiнь проводити дедуктивнi мiркува-
ння i недостатнiм рiвнем засвоєння планiметричного матерiалу, який є
опорним для вивчення стереометрiї. Ефективним засобом, що може до-
помогти вчителю рацiонально органiзувати процес подолання втрат зi
стереометрiї, на нашу думку, є метод доцiльних задач [3]: мотивацiйнi за-
дачi прикладного змiсту; ключовi — для засвоєння теорiї; опорнi — для
опанування правилами-приписами використання теореми тощо.

З огляду на те, що старшокласники потребують чiткого розумiння
цiлей навчання, також доцiльно розробляти iндивiдуальнi учнiвськi на-
вчальнi траєкторiї, якi враховують рiвень пiдготовки, плани щодо скла-
дання НМТ та подальшого вступу в ЗВО.
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ОЦIНКА НЕЛЬСОНА-ААЛЕНА

О.О. ПЛУГАТОР, O.A. ЛАГОДА

Оцiнка Нельсона-Аалена — це непараметрична оцiнка функцiї куму-
лятивної iнтенсивностi ризику у випадку цензурованих або неповних да-
них [1, 2]. Її використовують у теорiї виживання, iнженерiї надiйностi та
страхуваннi життя, щоб оцiнити кумулятивну кiлькiсть очiкуваних подiй.
«Подiєю» може бути вiдмова елемента непридатного для ремонту, смерть
людини або будь-яке явище, пiсля якого експериментальний об’єкт пере-
буває в «несправному» станi (наприклад, смерть), починаючи з моменту
змiни його стану.

Оцiнка задається формулою:

�̃�(𝑡) =
∑︁

𝑡𝑖≤𝑡

𝑑𝑖
𝑛𝑖
,

де:
∙ 𝑑𝑖 — кiлькiсть подiй у момент часу 𝑡𝑖,
∙ 𝑛𝑖 — загальна кiлькiсть осiб пiд ризиком у момент 𝑡𝑖.

За допомогою оцiнки Нельсона-Аалена можна проiнтерпретувати опу-
клiсть функцiї iнтенсивностi ризику. Опукла вгору форма є iндикатором
дитячої смертностi, тодi як опукла вниз форма вказує на смертнiсть вiд
старiння. Також оцiнку Нельсона-Аалена можна застосовувати, напри-
клад, для перевiрки однорiдностi потокiв Пуассона.

Дисперсiю оцiнки Нельсона-Аалена можна оцiнити як:

�̂�2(𝑡) =
∑︁

𝑡𝑗≤𝑡

(𝑛𝑗 − 𝑑𝑗)𝑑𝑗
(𝑛𝑗 − 1)𝑛2𝑗

.

У великих вибiрках оцiнка Нельсона-Аалена в заданий момент часу 𝑡
апроксимується нормально розподiленою. Отже, стандартний 100(1−𝛼)%
довiрчий iнтервал для �̃�(𝑡) [2] має вигляд:

�̃�(𝑡)± 𝑧1−𝛼/2 �̂�(𝑡),
де 𝑧1−𝛼/2 — квантиль стандартного нормального розподiлу рiвня 1−𝛼/2.

Апроксимацiю до нормального розподiлу можна покращити за допо-
могою логарифмiчного перетворення, що дає довiрчий iнтервал у формi:

�̃�(𝑡) · exp
(︂
±𝑧1−𝛼/2

�̂�(𝑡)

�̃�(𝑡)

)︂
.
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Цей iнтервал є задовiльним навiть для досить малих обсягiв вибiрки.
Прирости оцiнки Нельсона-Аалена є некорельованими, невизначенiсть,

викликана малими значеннями часу, не впливає на прирiст

𝐴(𝑡)−𝐴(𝑠)
оцiнки Нельсона-Аалена на пiвiнтервалi (𝑠, 𝑡]. Оцiнку дисперсiї цього при-
росту можна обчислити як

�̂�2(𝑡)− �̂�2(𝑠).

Оцiнка була розроблена Вейном Нельсоном та Оддом Ааленом. Цi два
провiдних учених незалежно один вiд одного зробили фундаментальний
внесок у розвиток методiв оцiнювання кумулятивної iнтенсивностi ризику
на основi цензурованих даних.

Вейн Нельсон (народився в м. Чикаго, 1936) — американський стати-
стик, вiдомий своїм доробком в теорiї надiйностi та iнженернiй статистицi.
Працював над контролем якостi, аналiзом похибок вимiрювань, плано-
вими експериментами, вiдбором зразкiв та аналiзом даних. Вiн першим
запропонував використовувати непараметричну оцiнку кумулятивної iн-
тенсивностi ризику, яка згодом отримала назву оцiнки Нельсона-Аалена.
Його пiдхiд дав змогу вiзуально перевiряти вiдповiднiсть параметричних
моделей на основi емпiричних даних. Його книга [3] стала класичною пра-
цею у галузi аналiзу виживання.

Одд Аален (народився в м. Осло, 1947) — норвезький статистик i про-
фесор Унiверситету Осло. Вiн незалежно вiд Нельсона вивiв аналогiчну
оцiнку в контекстi процесiв пiдрахунку, що дозволило узагальнити пiд-
хiд до непараметричної оцiнки кумулятивної функцiї ризику. Його пiдхiд
дав змогу сформулювати унiфiковану теорiю для широкого класу мо-
делей, включно з моделями з конкуруючими ризиками, залежними вiд
часу змiнними та непараметричними структурами. У подальших роботах
вiн спiльно з iншими авторами (зокрема, з Брешлоу i ван дер Вартом)
розвинув математичну базу для моделей Кокса та сучасних моделей ви-
живання.
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КЛАСИФIКАЦIЇ АФIННИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ ПЛОЩИНИ

Н.С. ПРАВIЦКА, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Афiннi перетворення площини (або колiнеацiї) — це перетворення, якi
зберiгають колiнеарнiсть точок, тобто кожнi три точки, що належать
однiй прямiй, вiдображає у три точки, якi теж належать однiй прямiй.

Очевидно, що кожен рух (перемiщення, iзометричне перетворення) i
кожне перетворення подiбностi, включаючи гомотетiю, є афiнним пере-
творенням.

Множина всiх афiнних перетворень вiдносно операцiї «композицiя» пе-
ретворень утворює некомутативну групу, нейтральним елементом якої є
тотожне перетворення.

З педагогiчних мiркувань часто наводять наступне означення афiнно-
го перетворення: «Перетворення площини називається афiнним, якщо
воно: 1) кожнi три точки однiєї прямої переводить в три точки, що
лежать на однiй прямiй (тобто зберiгає колiнеарнiсть точок), i 2) збе-
рiгає просте вiдношення трьох точок» [3].

Вимога збереження простого вiдношення трьох точок в означеннi афiн-
ного перетворення є надлишковою, але обґрунтування цього на початку
викладу теорiї достатньо громiздке i не виправдане затратами часу.

Для означення афiнного перетворення площини iснує альтернатива:
вiдображення площини на себе, задане формулами:

{︃
𝑥′ = 𝑎11𝑥+ 𝑎12𝑦 + 𝑥0,

𝑦′ = 𝑎21𝑥+ 𝑎22𝑦 + 𝑦0,
де
⃒⃒
⃒⃒ 𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⃒⃒
⃒⃒ ̸= 0, (1)

називається афiнним перетворенням площини.
Геометричнi перетворення, взагалi кажучи, змiнюють форму та вла-

стивостi геометричних. А тi властивостi геометричних об’єктiв, якi не
змiнюються, називаються iнварiантними. Одним iз завдань теорiї геоме-
тричних перетворень є вивчення їхнiх iнварiантiв. Вивчення iнварiантних
властивостей геометричних фiгур пiд дiєю перетворень певної групи (пiд-
групи) — змiст окремих роздiлiв геометрiї (геометрiй).

Класифiкацiю афiнних перетворень (тобто розбиття множини всiх афiн-
них перетворень на класи еквiвалентностi) можна здiйснити на основi
класифiкацiйного принципу «зберiгати»:
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∙ тi, що зберiгають орiєнтацiю площини (тобто всi афiннi репери
переводить в репери тiєї ж орiєнтацiї) — афiннi перетворення 1-
го роду (вiдповiдно афiннi перетворення, що не зберiгають – 2-го
роду);
∙ тi, що зберiгають вiдстанi — рухи;
∙ тi, що зберiгають величини кутiв — перетворення подiбностi ;
∙ тi, що зберiгають площi фiгур — еквiафiннi перетворення.

Окремої уваги заслуговують класифiкацiї, що визначеннi в локальних
умовах, наприклад, вiдомо, що властивiсть «бути медiаною трикутника»
є афiнною, що не можна, взагалi кажучи, сказати про висоту i бiсектрису.
Проте можна провести класифiкацiю групи афiнних перетворень, що збе-
рiгають властивiсть «бути бiсектрисою трикутника» або «зберiгати вид
(тип) алгебраїчних кривих» тощо.

Iншим класифiкацiйним принципом може бути наявнiсть i кiлькiсть
iнварiантних точок:

∙ Афiннi перетворення площини, що не мають iнварiантних точок,
називаються вiльноафiнними.
∙ Афiннi перетворення площини, що мають лише одну iнварiантну

точку, називаються центроафiнними.
∙ Афiннi перетворення площини, що мають безлiч iнварiантних то-

чок i не спiвпадають з тотожним перетворенням, називаються
перспективно-афiнними.
∙ Тотожне перетворення (кожна точка площини є iнварiантною).

У доповiдi пропонується порiвняльний аналiз рiзних пiдходiв класифi-
кацiй афiнних перетворень, в основi класифiкацiйного принципу яких є
iнварiантнi властивостi фiгур площини та їхнiх образiв.
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КРИПТОГРАФIЯ ЯК ЕЛЕМЕНТ STEM-ОСВIТИ:
ФОРМУВАННЯ ЦИФРОВИХ КОМПЕТЕНЦIЙ

А.М. СЕРГIЙЧУК

У сучасних умовах цифрової трансформацiї освiти особливого значен-
ня набуває формування у школярiв навичок аналiтичного мислення, ло-
гiчного аналiзу та алгоритмiзацiї. Одним iз перспективних шляхiв цього
може бути iнтеграцiя елементiв кодування та криптографiї. До того ж
це сприяє розвитку математичних здiбностей, розширенню кругозору та
мотивацiї учнiв до вивчення точних наук.

Криптографiя це роздiл iнформатики, який тiсно пов’язаний з iншими
дисциплiнами математичної галузi. З погляду математики, криптографiя
охоплює такi роздiли, як теорiя чисел, комбiнаторика, алгебра, теорiя
ймовiрностей та математична логiка [1]. Наприклад, основи шифрування
базуються на роботi з величинами, функцiями та рiвняннями, якi є змi-
стовими лiнiями шкiльного курсу алгебри. Завдяки цьому криптографiя
може використовуватися як потужний iнструмент для демонстрацiї пра-
ктичної цiнностi математичних знань i розвитку аналiтичного мислення
учнiв.

Для учнiв 5–6 класiв найбiльш прийнятними є:

∙ числовi шифри, що сприяють закрiпленню навичок виконання
арифметичних операцiй (наприклад, «Розшифруйте повiдомлен-
ня, де кожна цифра вiдповiдає номеру букви в алфавiтi: 29-15-19-
16-1. Використовуйте український алфавiт», вiдповiдь: «школа»);
∙ криптарифми, що розвивають аналiтичне мислення та здатнiсть

до логiчних висновкiв (наприклад, «БIТ+БАЙТ=СЛОВО», вiд-
повiдь: «Б=9, I=2,3, Т=7, А=5, Й=3,2, С=1, Л=0, О=4, В=6»);
∙ шифри замiни, якi демонструють принципи кодування та деши-

фрування iнформацiї (наприклад, «За допомогою шифру Цезаря
зi зсувом у 3 кроки та латини зашифруйте слово “Academia”», вiд-
повiдь: «Dfdghpmd»).

Використання таких завдань на уроках математики дозволяє форму-
вати пiзнавальний iнтерес до математики, сприяє розвитку креативностi
та гнучкостi мислення, а також закладає основу для подальшого освоєння
основ криптографiї та програмування [2].
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З метою ефективного використання криптографiчних завдань у на-
вчальному процесi розроблено кiлька методичних пiдходiв. Криптографi-
чнi задачi можуть бути використанi як дидактичний матерiал для вивче-
ння тем, пов’язаних з дiями над числами, рiвняннями та властивостями
чисел. У рамках позакласної дiяльностi (гурткової роботи) є можливiсть
глибше ознайомити учнiв iз рiзними методами шифрування та дешифру-
вання, що сприятиме розвитку дослiдницьких навичок та заохоченню до
вивчення STEM-дисциплiн.

Крiм традицiйних урокiв, важливим компонентом є використання iн-
терактивних методiв навчання. Наприклад, квести, iгри та змагання зi
шифрування та дешифрування можуть значно пiдвищити iнтерес учнiв
до математики. Одним iз дiєвих методiв є навчальнi iгри, у яких учнi
повиннi розшифрувати секретнi повiдомлення, використовуючи знання з
математики. Це формує навички логiчного мислення, комунiкацiї та ко-
мандної роботи.

Варто зазначити, що вивчення знакових систем, роботи з ними та спосо-
бiв кодування передбачено Концепцiєю розвитку природничо-математичної
(STEM-освiти) та Цiлями сталого розвитку України. Це може вiдбувати-
ся через впровадження мiжгалузевого iнтегрованого курсу «STEM» у си-
стемi базової загальної середньої освiти. Зокрема, О. Бутурлiна та О. Ар-
тем’єва пропонують вивчати у 5 класi класифiкацiю знакових систем та
дiяльнiсть професiй у системi «людина-знак», популяризуючи цим вивче-
ння криптографiї та кодування [3]. Саме вивчення пропонується через
iнтеграцiю урокiв математики з уроками iнформатики, що дає змогу за-
безпечувати мiжпредметнi зв’язки та покращувати сприйняття складних
тем.

Отже, використання криптографiї у навчаннi математики є перспе-
ктивним напрямом, що не лише пiдвищує мотивацiю учнiв, а й сприяє
розвитку їхнiх логiчних та алгоритмiчних навичок. Iнтеграцiя криптогра-
фiчних методiв у шкiльну програму дозволяє зробити навчальний процес
бiльш захопливим i практично орiєнтованим, забезпечуючи учнiв важли-
вими компетенцiями, необхiдними для сучасного цифрового свiту.
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ФОРМУВАННЯ КОМПЕТЕНТНОСТI ПIДПРИЄМЛИВIСТЬ
ТА ФIНАНСОВА ГРАМОТНIСТЬ НА УРОКАХ

МАТЕМАТИКИ У СТАРШОКЛАСНИКIВ

О.В. ТКАЧ

Актуальним завданням сучасної школи стало формування у старшо-
класникiв ключових компетентностей, серед яких чiльне мiсце займає
компетентнiсть — пiдприємливiсть та фiнансова грамотнiсть. У старшiй
профiльнiй школi вивчається ряд навчальних предметiв гуманiтарного i
природничо-математичного спрямування. Згiдно освiтнього стандарту [1]
всi вони мають долучатись до виконання поставленого завдання. Вини-
кає цiлком слушне запитання – Як навчальний предмет математика, зi
своїм науковим та свiтоглядним потенцiалом сприяє формуванню в учнiв
старшої профiльної школи компетентностi пiдприємливiсть та фiнансова
грамотнiсть? Вiдповiдь на це запитання ми i намагаємося знайти прово-
дячи власне наукове дослiдження.

Формування пiдприємливостi та фiнансової грамотностi передбачає роз-
виток в учнiв iнiцiативностi, вiдповiдальностi, вмiння аналiзувати ризики
та можливостi, ухвалювати самостiйнi рiшення. Вивчення математики в
старшiй профiльнiй школi, на нашу думку, має всi необхiднi ресурси для
реалiзацiї таких пiдходiв через розв’язання практико-орiєнтованих зав-
дань з економiчним змiстом, моделювання фiнансових процесiв, аналiз
ситуацiй з бiзнес-середовища [4]. Таким чином учнi, закiнчивши школу,
мають бути достатньо обiзнаними i здатними долучатись до органiзацiї
пiдприємництва та фiнансової дiяльностi.

У своєму дослiдженнi ми пропонуємо (орiєнтовно) наступну тематику
наших завдань, прикладних задач та навчальних проектiв пiд час вивче-
ння алгебри i початкiв аналiзу та геометрiї (табл. 1).

Нашi дослiдження показують, що iнтеграцiя елементiв пiдприємливо-
стi та фiнансової грамотностi у змiст математичної освiти дозволяє не ли-
ше удосконалювати математичнi навички учнiв, але й готує їх до реально-
го життя в сучасних економiчних умовах. Цей пiдхiд дає змогу учням на
практицi вiдчути взаємозв’язок математичних знань з їхнiми практичним
застосуванням, що значно пiдвищує мотивацiю та iнтерес до навчання.
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Навчальний
предмет

Змiстовi лiнiї
курсу

Тематика завдань (практико-
орiєнтованих завдань, при-
кладних задач, проектiв)

Алгебра i поча-
тки аналiзу

Вирази i їхнi пе-
ретворення

Розрахунок прибутку пiдприєм-
ства з урахуванням витрат, пода-
ткiв та амортизацiї.
Обчислення чистої вартостi iнве-
стицiй пiсля сплати комiсiй i збо-
рiв.

Рiвняння i нерiв-
ностi

Визначення точки беззбитковостi
для малого пiдприємства

Функцiя i їхнi
графiки

Планування сiмейного бюджету з
урахуванням iнфляцiї

Похiдна, iн-
теграл i їхнє
застосування

Обчислення оптимального обся-
гу виробництва продукцiї з метою
максимiзацiї прибутку

Геометрiя Геометричнi
тiла i їхнi
властивостi

Визначення вартостi упаковки та
транспортування
Страхування майна та оцiнка йо-
го вартостi

Геометричнi
величини, їхнє
вимiрювання та
обчислення

Визначення вартостi оренди зале-
жно вiд площi
Оцiнювання витрат на комуналь-
нi послуги примiщення

Табл. 1

Лiтература

[1] Державний стандарт загальної середньої освiти URL:
https://www.kmu.gov.ua/npas/pro-deyaki-pitannya-derzhavnih-standartiv-povnoyi-
zagalnoyi-serednoyi-osviti-i300920-898

[2] Д.В. Васильєва Фiнансова грамотнiсть у загальноосвiтнiх закладах. — Харкiв:
Ранок, 2021. — 152 с.

[3] О.В. Овчарук Компетентнiсно орiєнтоване навчання: теорiя i практика: мето-
дичнi рекомендацiї . — Київ: К.I.С., 2020. — 124 с.

[4] В.О. Швець Теорiя та методика навчання математики в старшiй профiль-
нiй школi: курс лекцiй . — Київ: Видавництво УДУ iменi Михайла Драгоманова,
2024. — 498 с.

УДУ iменi Михайла Драгоманова, Київ, Україна
Email address: ms.helentkach@gmail.com

Секцiя 4. Методики навчання та iсторiї математики

195



ВИБIР МОДЕЛI MIRT ДЛЯ АНАЛIЗУ ТЕСТIВ З ВИЩОЇ
МАТЕМАТИКИ

С.Д. ШИМЧИК, Н.В. КРУГЛОВА, О.О. ДИХОВИЧНИЙ

Наразi комп’ютернi тести продовжують залишатись основною формою
контролю знань студентiв у дистанцiйнiй формi навчання, яка превалює
у сучаснiй Українi. У цiй царинi найважливiшою задачею є створення
якiсних тестiв. Основу аналiзу якостi тестових завдань i тестiв у цiлому
традицiйно складають Класична Теорiя Тестiв (СТТ) [1] та так звана Су-
часна Теорiя Тестiв (IRT) [2]. Але методи IRT допускають розвиток та
уточнення. Цей розвиток реалiзує Multidimensional Item Response Theory
(МIRT) [3], Багатовимiрна Теорiя Тестiв, в якiй здiбностi студента, що
кiлькiсно описуються вiдповiдними латентними параметрами, є вектора-
ми. Такий пiдхiд дає можливiсть вирiзнити окремi здiбностi студента пiд
час тестування. Центральним питанням аналiзу багатовимiрних тестiв є
вибiр найбiльш адекватної моделi МIRT для аналiзу якостi. Дослiдже-
ння вибору розмiрностi для тестiв з вищої математики були зробленi в
роботах [4] та [5].

Але в цих роботах пошук вимiрностi вiдповiдних МIRT моделей був
обмежений моделями двох типiв. Для полiтомiчних завдань безпосере-
дньо застосовувалась GPCM (Generalized Partial Credit Model) модель.
Окрiм того, розкладаючи полiтомiчнi завдання на дихотомiчнi, було
застосовано 2-PL (Two-Parameter Logistic Model) модель для дихотомi-
чних завдань. За методикою, наведеною в [5], оптимальними розмiрностя-
ми у тестах з вищої математики виявились розмiрностi 𝑠 = 1 або 𝑠 = 2.

У данiй роботi за мету було поставлено розширити список полiтомiчних
моделей, не розкладаючи їх на дихотомiчнi. До того ж, збiльшити набiр
алгоритмiв Exploratory Factor Analysis (EFA) для попереднього визначе-
ння розмiрностi. У роботi [5] застосовувались три алгоритми: PA (Parallel
Analysis), EKC(Empirical Kaiser Criterion), HULL (Hull Method).

Стратегiя пошуку оптимальної вимiрностi моделi була збережена. Во-
на була пiдтверджена у роботi [6]. До того ж, в цьому дослiдженнi ми
додаємо ще вибiр самої моделi.

Змiст стратегiї пошуку розмiрностi полягає у наступному:
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∙ Проведення Exploratory Factor Analysis (EFA) для первинного ви-
бору розмiрностi. На цьому етапi список вже використаних алго-
ритмiв був поповнений наступними алгоритмами: CD (Compari-
son Data), NEVALSGT1 (Number of Eigenvalues Greater Than 1),
SESCREE (Second Eigenvalue Scree), SMT (Sequential Mean Test).
∙ Проведення Confirmatory Factor Analysis (CFA). На цьому ета-

пi проводиться оцiнка параметрiв шляхом розв’язання нелiнiй-
них систем рiвнянь за допомогою алгоритмiв EM або NH-RM згi-
дно [7]. Ми додаємо ще моделi: GRM (Graded Response Model),
PCM (Partial Credit Model) та NRM (Nominal Response Model) рi-
зних розмiрностей.
∙ Вибiр оптимальної моделi й розмiрностi шляхом перевiрки аде-

кватностi на пiдставi застосування критерiїв: AIC, BIC, RMSEA,
TLI, CFI, якi реалiзовано в пакетi MIRT [7].

Для проведення дослiдження було обрано двi КР, якi проводились на
РТФ КПI iменi Iгоря Сiкорського у 2024 роцi. Загальний об’єм вибiрки
складав 80 студентiв. У ходi дослiдження було знайдено можливi iншi
адекватнi моделi, розмiрнiсть яких вiдмiнна вiд знайдених ранiше.
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IСТОРИЧНИЙ ТА МЕТОДИЧНИЙ ПIДХОДИ ДО
НАВЧАННЯ МАТЕМАТИКИ: ФОРМУВАННЯ

ЗМIСТОВНОГО I МОТИВОВАНОГО ПIЗНАННЯ

Б.А. ШУМЕР

Математика в системi вищої освiти займає фундаментальне мiсце. Вона
виступає не лише основою для вивчення природничих, технiчних i еко-
номiчних наук, але й формує у студентiв здатнiсть до абстрагування, по-
будови логiчно послiдовних суджень, аналiтичного осмислення дiйсностi
та вмiння дiяти в умовах формальної строгостi. Унiверситетський рiвень
вивчення математики передбачає бiльш глибоке занурення у структуру
математичних знань, їхню систематизацiю та розумiння внутрiшньої ло-
гiки науки, що не завжди є iнтуїтивно очевидним для студентiв. Тому
питання мотивацiї та усвiдомленого пiзнання математичних понять стає
ключовим у процесi викладання. Сучасна методика викладання матема-
тики у навчальних закладах тяжiє до вiдходу вiд формального подання
матерiалу у виглядi набору означень, теорем i доведень. Вона прагне зро-
бити математичну освiту бiльш гнучкою та адаптивною. Особлива увага
придiляється створенню таких навчальних умов, у яких студент виступає
не пасивним, а активним суб’єктом пiзнання, здатним формулювати пи-
тання, будувати гiпотези, шукати власнi способи розв’язання задач, кри-
тично аналiзувати отриманi результати. Одним iз ефективних прийомiв
вважається аналiз типових помилок, якi виникають у студентiв пiд час ви-
вчення складних тем. Помилка в цьому випадку не є проявом незнання, а
навпаки — показником того, що студент перебуває у процесi активного по-
шуку, намагається iнтерпретувати нову iнформацiю через призму вже на-
явних знань. Завдання викладача — не карати за помилку, а перетворити
її на джерело розвитку, спрямувати розумiння в правильне русло, показа-
ти, чому певне мiркування є некоректним, i тим самим навчити студента
мислити обережно, строго i самокритично. Також важливою складовою
методики є вiзуалiзацiя математичних понять. На рiвнi унiверситетської
освiти це набуває ще бiльшої ваги, оскiльки багато роздiлiв математики
(зокрема, математичний аналiз, лiнiйна алгебра, диференцiальнi рiвнян-
ня...) оперують надзвичайно абстрактними об’єктами, якi важко уявити
без пiдтримки зорових образiв. Вiзуалiзацiя дозволяє студентам зв’язати
формальнi структури з геометричними чи фiзичними аналогами, а це,
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у свою чергу, полегшує процес розумiння i пiдвищує мотивацiю до ви-
вчення. Сюди належить використання графiкiв, просторових моделей,
комп’ютерних симуляцiй та анiмацiй. Iнструменти на зразок GeoGebra,
Mathematica чи Python iз бiблiотеками не лише iлюструють теоретичнi
побудови, а й вiдкривають шлях до практичного застосування знань у
дослiдницькiй дiяльностi. Разом iз цим варто зауважити, що особливу
роль у методицi вiдiграє здатнiсть викладача створити iнтелектуальну
атмосферу дiалогу, пошуку, вiдкриття. Математика в унiверситетi — це
не набiр формул, якi треба зазубрити, а простiр, де формується мова
точного мислення, iнструментарiй рацiонального аналiзу, спосiб органiза-
цiї знань про свiт. У цьому контекстi постає питання про бiльш глибоке
залучення iсторiї математичних iдей до навчального процесу. Вивчення
iсторiї математичних концепцiй дає змогу студентам зрозумiти, що жодне
означення чи теорема не з’явилися випадково, що за кожним поняттям
стоїть контекст, проблема, потреба. Такий пiдхiд формує iсторичну свi-
домiсть, iнтелектуальну емпатiю, а також дозволяє побачити математику
як процес, а не як застиглу систему iстин. Справжня сила навчання ма-
тематики проявляється тодi, коли методика викладання не лише передає
змiст, а вводить студента у контекст виникнення знань, коли iсторiя не є
додатком, а основою розумiння.

З огляду на вищезазначене, можемо дiйти висновку, що поєднання iсто-
ричного i методичного пiдходiв у викладаннi математики вiдкриває новi
горизонти у формуваннi компетентного, мотивованого i мислячого фа-
хiвця. Такий пiдхiд дозволяє побудувати навчальний процес як простiр
дослiдження, де кожне математичне поняття постає не лише як об’єкт ви-
вчення, але й як культурне явище, як результат тривалої iнтелектуальної
еволюцiї. Викладач, який вмiє поєднати точнiсть математичного форму-
лювання з глибиною iсторичного осмислення, не просто передає знання
— вiн формує нове поколiння науковцiв, iнженерiв, аналiтикiв, здатних
бачити зв’язки, критично мислити i цiнувати iнтелектуальну працю як
важливу складову людського розвитку. Саме в цьому — головна мета
математичної освiти в унiверситетi.
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