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������ ��������

	���	�
�� ������ 
��
���� ������ ������� B�� �
	���	� B� � A \ B�

��������� ��������
� ����� B��  ��� ���������� �� ���� � Ck�
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n�
k���n−k���

� n�
k��k��

�

������� �� ����� ���	
�� A ���������� � n ������

���� ����� m ≥ �� k��k�� · · ·�km � n� k� ≥ �, . . . , km ≥ ��
���� �����

�	
 Cn�k�, . . . , km
 �
n�

k�� . . . km�

����
� ����������� ���	
�
 A � �
���� A � B� ∪ · · · ∪
Bm� �� |B�| � k�, . . . , |Bm| � km� ��
���� Bi∩Bj � ∅� i �� j�

���������� �������� ������� O � {������� ���������
��� !��������} ��  �" Di � {������� ��#��� Bi}� 	 ≤
i ≤ m� $ � O

�
� D�⊗· · ·⊗Dm� ��� �� ������� ��#����
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|O| � |D�| · . . . · |Dm|� '������� (

|D�| � Ck�
n �

n�

k���n − k�
�
,

|D�| � Ck�
n−k�

�
�n − k�
�

k���n − k� − k�
�
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

|Dm| � Ckm

n−k�−···−km−�
�

�n − k� − · · · − km−�
�

km��n − k� − · · · − km
�
.

)��� ���

n�

k���n − k�
�
· �n − k�
�

k���n − k� − k�
�
· . . . · �n − k� − · · · − km−�
�

km��n − k� − · · · − km
�

�
�

n�

k�� . . . km�
.

$��

|O| � |D�| × · · · × |Dm| � n�

k�� . . . km�
.

�
��������� �� *�!�� Cn�k�, . . . , km
 � n�

k��...km�
� �������

+����� �	
� ��������,!� ����������
�
 ����� ������

�
 ������� n ≥ �� Ǳ�������,�� .�+���/��� ���������  ��
k� ≥ �, . . . , km ≥ �� k� � · · ·� km � n�

Ǳ������ �� 0.��,.�� !�!1��� �#�� ��!����� 2
!�� ����� � ��,3 .������34  ���!��5� �����!��5� �����6
��!��57 Ǳ������ ����� A ��#��� 26�� !�� ������ $ �
������� �� ��,!�   .��,.!�� ��� !������, A � ����� �
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A � B� ∪ B� ∪ B��  � B� 8 !�� ���� �.� �!���� �  �6
��!��5 .������� B� 8 ��#��� !�� ������ �.�3 �!���� �
�����!��5 .������� B� 8 ��#��� !�� ������ �.�3 �!����
� �������!��5 .������� $�� �� ��� , ��.�4 C��	, &, 9
 �
��

������
� �2��

�� Ǳ�������	�
�	 ������	

������� �� !
��� �x� � · · · � xm
n ������"� ���� ����

��	
�
� �������� �
�� Cn�k�, . . . , km
xk�
� . . . xkm

m � �� k� �
· · ·� km � n� k� ≥ �, . . . , km ≥ �� ��#��

�x� � · · ·� xm
n �
∑

k��···�km	n
k�≥
,...,km≥


n�

k�� . . . km�
xk�
� . . . xkm

m .

���������� Ǳ��#�� ����� x� � · · · � xm �!�� �� m
����� !�� �� !�1�� : ��#��   ��.� �� � d� . . . dn�  � .#6
��5 !�����#��. di �#� 1��� �1 x�� �1 x�� . . . � �1 xm�
'�+�.!�/� k� ≥ �, . . . , km ≥ �� k� � · · · � km � n � �����6
��� �!�   ��.� d� . . . dn� � �.�3 xi ��!�����/�,!� ki ������
	 ≤ i ≤ m� �1� ��   ��.��  �� �.�3 d� . . . dn � xk�

� . . . xkm
m �

;1 �� ��3����� .��,.�!�, ��.�3   ��.��� �.�� ��
A � {	, �, . . . , n}� <!������ �� ��� ��!�, ��#   ��.�6

�� ����� � xk�
� . . . xkm

m �� ��� !���������� ��#��� A �
����� � A � B� ∪ · · · ∪ Bm�  � ��#��� ����� �� ������6
����,!� �1� �Bi ∩ Bj � ∅� i �� j
 � |B�| � k�, . . . , |Bm| �
km� = !���� xk�

� . . . xkm
m ↔ �B�, . . . , Bm
�  � B� � {i4 di �

x�}, . . . , Bm � {i4 di � xm}�
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)��,.�!�, ���������3 ��� !������, / Cn�k�, . . . , km
 ���6
���� 	
� $�� �� ������� 1�/.��" >�	 .�+���/�� ���   ��6

.� xk�
� . . . xkm

m / Cn�k�, . . . , km
� �

�� Ǳ�����	����� � ������������

������ �� ���	�� ������ ������� ����� ��������� ��������$
	�#%� !���� � �	��� &����'� 5(�������# ������#� 〈�	���〉� ���
�����#���� � ��
����� �	��� ��������	����� ���� !���6�

����������� ��	�
� �� 7�������� �8��� �9 〈��〉� 〈��〉�
〈��〉� 〈��〉� 〈��〉� 〈��〉: ���� ���������� �� ���� � 3�

$�%
� ����&���� ������ '� ?�3�5 A � {	, �, &, 9}� <!���6
��� 1�/.��� ��# �#������ 〈!�����〉 � ��� !����������
��#��� A � ����� � A � B� ∪ B��  � |B�| � �� |B�| � ��
B�∩B� � ∅� = !���� 〈!��〉 ↔ �B�, B�
�  � B� 8 �� �����
�����5 � 〈!���〉� �� �.�3 !�"�, 1�.�� @�A� � B� 8 �� ���6
�� �����5 � 〈!���〉� �� �.�3 !�"�, 1�.�� @�A� ?� �� !����
�� ��� 	 .��,.�!�, ��.�3 ��� !������, / C���, �
 � %� ���
�� ������� 1�/.��" �� ��� ,   �� ��� / %�

������� �� ����� � k� #��� a�( k� #��� a�, . . . , km #���

am� ��
���� k� � · · · � km � n� ���� �  
� #��� ��	��

�����
�
 Cn�k�, . . . , km
 ����
� 〈���〉�
���������� <!������ 1�/.��� ��# �#������ 〈!�����〉
� ��� !���������� ��#��� A � ����� � A � B� ∪ · · · ∪Bm�
 � |B�| � k�, . . . , |Bm| � km �� Bi ∩ Bj � ∅� i �� j� = !�6
��� 〈!��〉 ↔ �B�, . . . , Bm
�  � Bi 8 �� ����� �����5 �
〈!���〉� �� �.�3 !�"�, 1�.�� ai� :!.��,.� ��.�3 ��� !���6
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���, / Cn�k�, . . . , km
 ������� 	
� � �� ������� 1�/.��" >�	
.��,.�!�, 〈!���〉 / Cn�k�, . . . , km
� �
������ 	� ��������  � �����%��� ��
����
���� ��� �	����� ��
���
����	������ 
����� � !���"��#�

������ 
� ���	�� ����� �������� ������ 〈�	��〉� ��������	�#%�
!���� � �	��� &����������'� )�� ���� ������� �������� �	���
&���!���������'�

< ������ & �#�� ������ �� �� 1�.��� �.� !.�� ���,
!���� � �� ��� ���� �����3 ������ �.� ����!�������,!��
B.���������� ���� #���� / ��.���

�������  � )������� ����
� ������������ n ����������
����� ��
� � k� ��������� ���%��� �
�� � k� ��������� ����
���� �
��, . . . , km ��������� m���� �
�� � ������"�

Cn�k�, . . . , km
.

���������� ?��� �� ��C�  �� ���� ��/" ������ �� ��6
���� & ��.#
� Ǳ������ ����� Bn�k�, . . . , km
 .��,.�!�,
���������3 ����!����.� �������� ����� ����!����.��
'������ � ��5 �!� ��� ���� ���C� ���� �� �.�!, ��C�
��� ����� �.� �� �������,!� ��# !1� �� �� �!�3 ��C�3�
$ � � ��/" ����!����.� �#�� ������� k�� ��C�3 ����6
!����.� D�� .#�" � ��.�3 ����!����. ������� �!�
��� ����  ���� ���� �� ��C� ��� ����� �.� �� �������,!�
��# !1� �� �� �!�3 ��C�3� $���� �!��/ �#� k��k�� ����6
!����. ��3� �" ����!����.�� Ǳ� �#���� ���� ����
�����/� � ��3� �" ����!����.� k�� . . . km� ����!����.
n �����3 ��� ������ '����,�� .��,.�!�, ����!����.� �.�
�#�� ������� � ��.�5 !�!�1� / Bn�k�, . . . , km
k�� . . . km��
' ��C� 1.�� �!��/ n� ����!����. n �����3 ��� ������
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��� .� Bn�k�, . . . , km
k�� . . . km� � n�� �1� Bn�k�, . . . , km
 �
Cn�k�, . . . , km
� �
������ �� ���	�� ����� ������ �����*���� !�	�� +���� �� ���$
*��� ��
�� *�����, 
�*��� -.�	� +����� / "� 0 ����� 0 ����� 0
�+�"���� ����	 �� ����	���1�

�� ������	��� � ������������

������ �� 2 
����
�� 344 
����� 5������ � ��� ����� ������
�
�� � 34 ���	���� ��
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E� �� ��� �#�� ������,���� ��!������ ����4 / n �6
����5 �� m ����� ��� ������ 0.��,.� �!��/ !�!1�� ��� �6
���� ��� ���� � �������7 Ǳ������ .��,.�!�, ��.�3
!�!1�� ����� fm

n � )�#��, ��.#� ( fm
n 8 �� .��,.�!�, n�

�������
� ���#��� �� � ��	
�
�
 �����������
 ���

������ m �
����
D�� ������.�3 ������, n �� m ��!�� fm

n �#�� 1��!6
���� 1���!��� �,� ;1� �����.�� � �� ��3����� f�� ��
f�� � ������� �������� ���C��  ����� ����,� �����
����� a� b� c �� ��� �� $ � � ���� .� n � m � � �#6
������ �6����������� .�1�������� � ���������� ���6
������ �63 ����� / aa, ab, bb� �1� f�� � &� F ���� .� #
n � �, m � & �#������ �6����������� .�1�������� � �6
��������� ��������� &63 ����� / aa, ab, bb, cc, ac, bc� �1�
f�� � %�

F �����,��� ���� .� ��!�� fm
n �� ��3���� � ��!����6

�� �����,�����

������� !� fm
n � Cm−�

n�m−� � Cn
n�m−��

���������� )#�� n6��������� .�1������ � ����������
��������� m �����  ������ �������/�,!�� �.( �.�����
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!.��,.� ��� �.����/ ��������� .#�� ����� )#��5 ��6
.�5 .�1�����" �!����� � �� ��� ��!�, �!�� ���!�, !��6
���� � �� |� �.� 1� �/�,!� ��.�� ����4 !����.� ����!�/�
��.� .��,.�!�, �� !.��,.� ��������� ���C� ���� ��!���,
.�1������� ���� !����� |� ���� ����!�/� ��.� .��,.�!�,
�� !.��,.� ���������  ���� ���� ��!���, .�1������� �6
��� !����� |� � ��.  ���� Ǳ�!�� ��������� !����,� m6�
���� !���� !������ | �� 1� ��� ?����.�� �  �� ���� .�
n � m � �4 aa ↔ � � |� ab ↔ �|�� bb ↔ | � ��

������ � ��������  � "� ��
����
���� � !���"��#�

< .#��5 ���������5 �!�� ��!�� / n !������ � �� m−	
!������ |� ������ n � m − 	 !������� )#�� ��.� �!��6
 ���!�, �� ��� �/ ��� !�������� �B�, B�
 ��#��� A �
{	, �, . . . , n � m − 	} � ����� � 1G/ ����� �� ��#�� B� ��
B��  � B� � {����� �����5� �� �.�3 !���, !����� �}�
B� � {����� �����5� �� �.�3 !���, !����� |}� ?����6
.�� �  �� ���� .� n � m � �4 � � | ↔ �{	, �}, {&}
� �|� ↔
�{	, &}, {�}
� |�� ↔ �{�, &}, {	}
� '�� �   �� ��� 	 � �������
1�/.��" >�	� �!��/ Cn

n�m−� �����3 n6���������3 .�1�����5 �
���������� m ������ �
������ �� ��������  � ��
����
���� ��� ���	�
��������� ���$
��	�� � �� | �� ���
����	������ 5B�, B�6 � !���"��#�

�� �� ��
 �	�����	!"��
��	�	

H n +������3 ��!���.� �.� ��	�� ���������� � m .6
���.� $ �

�MB�
 �!��/ mn �����3 ����(��, ��!���. � .���.�3�
�MB�
 �!��/ Cn�k�, . . . , km
 ��.�3 ����(��,� ( k� ��!��6

�. ���3 ��,!� � ���C�5 .������ k� 8 �  ����5, . . . ,
km 8 � m6�5 .������
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���������� �������� ������� O � {����!���� �!� ��!I
���.�} ��  �" Di � {1���� .���.�  �� ��!���.� i}� 	 ≤
i ≤ n� $ � O � Da ⊗ · · · ⊗ Dn �� |Di| � m� � $�� ��
������� ��#���� |O| � mn � �MB�
  �� ���

J!��/ 1�/.��� ��# ����(������ ��!���. � m .���.�3
� ��� !���������� �B�, . . . , Bm
 ��#��� A � {	, . . . , n} �
����� � 1G/ ����� A � B� ∪ · · · ∪ Bm "" �� ��#��� (
�� ����������,!�� Ǳ� ��#��� �������,!� ��.4 Bi �
{����� ��!���.� �.� �������� � .���.� i}� 	 ≤ i ≤ m�

������ ��� ��������  � ���� ��
����
���� ��� ����� ������ �
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����� � !���"���

)��,.�!�, ��.�3 ��� !������,  �����/ Cn�k�, . . . , km
 ���6
���� 	
� $�� �MB�
 ��.#  �� �� �� ������� 1�/.6
��" >�	� �

������ ���
∑

Cn5k�, . . . , km6 � mn: ���� �������#
������ �� ��
������� 5k�, . . . , km6� 
	� ���� k� � · · ·� km � n� k� ≥ �, . . . , km ≥ ��
6������ "�� �� ����	��� � ������� 0�

#� �� ��
 $%�&��%�	!"���

H n +������3 ��!���.� �.� �� ��	�� ���������� � m
.���.� $ �

�EB�
 �!��/ fm
n ����(��, n ��!���. � m .���.�3�

�EB�
 �!��/ fm
n−m ��.�3 ����(��,� ( .#�� .���.� / ��6

��#�,��

���������� :!.��,.� ��!���.� �� ���������,!�� � .#��
����(���� 3���.������/�,!� ��!���� x�, . . . , xm�  � xi 8
�� .��,.�!�, ��!���. � i6�5 .������
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������ ��� ��������  � ��	���� ����� �� n %������� �� m ��$
������ 
�����#� ��	����� ����
7����� ����7����� �������� x�� · · ·�
xm � n�

������ ��� ��������  � ��	���� ����� �� n %������� �� m
���������  � ����� ������� � ���������#� 
�����#� ��	����� ��$
�������� ����7����� ���� � ���������

)#��� ���G��.� x�, . . . , xm �!����� � �� ��� ��!�,
n6��������� .�1������� � �.�5 / ���� xi ��������� i6�
�����

������ �	� ��������  � �����%��� ��
����
���� � !���"��#�

$�� �EB�
  �� �� �� �� !���� ������� 1�/.��" >�	 ��
������ >�

)��,.�!�, ��������3 ���G��.�� �������� x�� · · ·�xm �
n  �����/ .��,.!�� ���� G/���3 ���G��.�� ��������

�x� − 	
 � · · ·� �xm − 	
 � n − m.

?� �� !���� �� ��� 	& �� �EB�
 �� ��� ,   �EB�
 / fm
n−m �

Cm−�
n−� �

�


