
������ �

����� ����	���
�

��������	� 	��
��� E ������ �ε � �ε�, . . . , ε�n�� �����
������ ���� ����	���� ������ �� ���������  ! �� −!" #�
������	 	��
���� �$��% &�n ������ � ����	� ��$����
$��	� ������� '"(�� ��)�� |E| � &�n" ��������	� ���	��
���
E� 	��
��� E� ��� $�����%��$� � ������ �ε� ��� ����

�!�
�n∑

i��

εi � *.

+�����$�� ����� ������ ������% Cn
�n� �$������ $���� ���

������� ����� ������ % ���� n ������ ,� ��������� −!�
�� n ������ ,� ���������  !" -�	� ������$�� ���	����
	��
��� E� ������% ������$�� ���$������ n ��$�� −! ��
&n 	�$.�	� ,� � ������% Cn

�n ������� /"(�� ��)�� |E�| � Cn
�n"

��������	� ���	��
��� E�� ��� $�����%��$� � ������
�ε� ��� ����

�&�
k∑

i��

εi ≥ *, k � !, &, . . . , &n − !.

Ǳ������	� .� ���	��
��� ����� E≥�" #����	��� ��� ��
�
���� ������ �ε ∈ E≥� ������� ����$�� �!�" +�����$�� Cn

������ �ε � 	��
��� E≥� �����%��$� n���	 ������ ��	


������ ��)�� |E≥�| � Cn" 1�2� ���)��
�� ������� 3

�������� ��	
 ��� �� ��������	
��������� 	� ���������

4&



������ �� 	�
�� 
���
��� ��

������ 5��	��� ��� ������������ �)��$����� Cn" #�����
	���� ,� C� � !"
Ǳ�$���	� � ��������$�� ��
��	� ������ �ε ���	������

�� ���%������ �� ������  ��������� ��,� εi � !� �� ���%��
����� ��� ���� � ���� �� i��� �����.�6 ��,� 
 εi � −!�
�� ���%������ ��� ��� � ���� �� i��� �����.�" -��%�����7�
��� ���������$�  ���.� �*, *� � ��� ���� ������� �	�� �!�
� �&�� )���	� ������� 
���
������ ��
����� �������
&n �������� ������ y � *" -��� ��������$�� 	�
 �������
	� �� ���%������	� % )�%�.�%� ����� � ��	� ������$�� ���%��
����� +������� ��
��� &n ������% Cn"
8�$���� ���%�����7� ��� ������%��$�  ���.� �x�, y�� � ���

�����%��$�  ���.� �x�, y��� ����	� ���%�����%� +�������
����$�� ���	�7 y � y�� ��,�

x�∑

i��

εi � y�,
k∑

i��

εi ≥ y�, k � x�, . . . , x�.

9��� � ���%������ +������� ��)��
��� �� ��$" !� �� ���
������� T � &n"

�
x

�y

�

1
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τ−1
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�
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�

K
�
�
�
�
�
�

� � � � � � �

L
�
�
�
�
�
�

1���� �τ, *�3 .� ����� �� ���	�� y � *� � ���� ���%������
���2� 77 ������%��$�" ���� ���� τ �� �!� #���
�	�� ,� τ



�" ������
�� ��
���
����

% �����	 ��$��	� ��)�� τ � &r ��� ������� ! ≤ r ≤ n" �����

-���� K �� L �� ���%�����7 	���� ���������� �!, !� �� �τ −
!, !�"
8�$���� ���%�����7 �� x� � ! �� x� � τ −! % ���%�����%�

+������� ��
��� &r − & ����$�� ���	�7 y � !" -�� $��
	�� ��$���� ���%�����7 �� τ �� T % ���%�����%� +�������
��
��� &n − &r ����$�� ���	�7 y � *" #����� �� �����
��� �,� ���������� ������$�� ���2�� ���%������ ������%
Cr−�� � ������ 3 Cn−r" -�	� �� ������	 	��
���� �����
��$�� ���%������ +�������� ��� ���2� ���������$� ���	�7
y � * � ���.� �&r, *�� ������% Cr−�Cn−r"
#� ������	 �������� ������� '"&�� ����	�%	� �����

������ ��������

�(� C� � !, Cn �
n∑

r��

Cr−�Cn−r, n ≥ &.

���������� �� Ǳ�$������$�� {Cn} ��$��� �	:� )�������
$����� 	���	����� ;<; $������� =" +�������� ���� ��
�� ������ ��� ��
�� ���" ������ '�" Ǳ��2�	� ��� ��
�� .� ��$������$��� )� >" 9����� ���� � ;?<<< $�������
���:��� ������ ��� ���)���� )������������ �� ���������
�� ���" ������ @�"

�� ����� �	�
���� ������������ �	��
��������

A�) ����	��� 5��	��� ��� Cn� 	�
�� ���:����� ���
����� �(�" B� ��$��$�%	� ��2�� $��$�)" C�� .���� ���:��

�	� ��$����� ������"

������ �� ���� �������	
�� ��� ��������	 ����� � m # n �����

������� n � 
�� ����	 ��
��� �������� �� ����� $ � �
�� m



������ �� 	�
�� 
���
��� ��

����	 ��
��� �������� � ����
�� m ≤ n�  � ������ � ��� 
���!
������" ����� ����! �� �����" #��	� ��
�! �������� �����

���������

� ����$�� � ����� %� ���� ��� ��� &�%
��� ����$���


� %���%��	�� ����� �%����

Ǳ����$��	�� ,� �����.� ����	 $��$�)�	 �����2����
 ����� �� ��$�" 1���� εi � !� ��,� i�� ������.� 	�% '*
���"� � εi � −!� ��,� i�� ������.� 	�% ! �����" �������
��	� $�	� Sk � ε�  ε�  · · ·  εk" 9������� Sk % �����.�
	�
 ������$�� 	���� '* ���" � ������$�� 	���� ����$�� !
������ ��� ������ �� ��$� ���2�	� k �����.�	�"
��������	� $�$��	� ��������� XOY " Ǳ�)���%	�  ���

����� Ak � �k, Sk�� k � !, &, . . . , m n� � ��������	� ��	���
����� ����%�������� ��� $������% ����� O�*, *� �� Am�n �
�n m, n − m� � ��������� ����� ����� A�, A�, . . . , Am�n−�"
+�
�� ���%������ 	�$���� m  n �������� n � ���� ������
	����$� ����� � m ���$�����$� ���" D�,� ������ ���
	��� ��� �������� ��� �����	����$� ����� �� ���%������
)��� �������� ����$��� ��)�� �������� ��$�� ���%������
������% Cn

m�n ������� /"(�"
-��%�����7� ,� ���������� ��	 $��$�)�	 �����2����

�� �����.�� ��� ���� 
���� ������.� �� ����% ������ ��
	���� $������� ����� � ���	�� y � −!" E������ ��,�
Sk−� � * �� Sk � −! ��� �����$� k� �� .� ������%� ,� ���2�
k − ! �����.� ������ �� ��$� ������� ������$�� 	���� '*
������� � ! ������ � k�� ������.� �	�2���� ������ �����"
#�����	� ��$�� ���%������� ��� 	���� $������ ����� �

���	�� y � −!" Ǳ�$���	� � ��������$�� ��
��� ���%��
����7 �����	� 77 $������� ��� ��������% �)� ������%��$�
�� ���	�7 y � −!� ��2� ���%������ �����	� 77 �����

��
�������� ������ y � −!� �� ����	 ������	� �� ���2�7 ����
�� ������ � ���	�� y � −! ��)���� �)���%��$� �� $�����



�% ������
�� ��
���
����

���%�����%�� � ���� % 77 $�	�������	 �)����	 ����$�� ����
	�7 y � −!"
F������ ��� ��)���� ��% ��$" !� �� ��� ���������

���������� ����%�" #������ ����� ,� �� ��$" ! ��)����
��)��
��� ����$�� ���	�7 y � *� � �� y � −!" +��	 �����
�� ��$" ! ��)��
��� ������ m � n"
G$� ��� ���%�����7 ����������$�  ���.� A′

m�n � �n  
m, m− n− &�� ��� % $�	�������	 �)����	 ����� Am�n ���
��$�� ���	�7 y � −!"
������ �� '������� (� ����
����
� ��%����%
���	 ��& �������

���!������� �� ��
��� ��%������� ! ��!$�!�"

-�	� ��$�� ���%������� ,� 	���� $������ ����� � ���	��
y � −!� ������% ��$�� ��	����� ��� $��������� ����� O �
A′

m�n" H� ��$�� ����� ����������� ��,� ���� ���%������
	�$���� y �������� ��� ����� ���� � x �������� ��� �����
����� �� x y � m n� y − x � n−m &� ����� y � n !"
H� ������%� ,� ������$�� ��	����� ��� $��������� ����� O
� A′

m�n� ������% Cn��
m�n" -�	� �������� �� ������ ! %

�@� Cn
m�n − Cn��

m�n �
n !− m

n !
Cm

m�n.

�� ������� ��� ����� ��������

D�,� m � n� �� � ���������� ������ ���������� �����
��$�� ���%������� ��� $��������� ����� �*, *� �� �&n, *� � ��
	���� $������� ����� � ���	�� y � −!� ��)�� ���%������
+�������� ��	�

�'� Cn �
!

n !
Cn
�n, n ≥ !.



������ �� 	�
�� 
���
��� �&

��  ����� !�� ��
���

������ �� )�
%�%�� A ������ 
� ������� a �������� � �
%�%�� B

* b �������� ������� a > b" +����$� ���������� �����%��
�" #��	�

��
�! ���� �������� ��%��� �������� ��� ��� A ���&%� ��%� ������%�
��% B �� ��	���� ��%�
�� �� 
	��� �������,

1���� εi � !� ��,� i�� ����$ ������ �� A� � εi � −!� ��,�
i�� ����$ ������ �� B" D� � ����2� Sk � ε�  ε�  · · ·  
εk" G $�$��	� ��������� XOY ��������	� ��	��� ������
��� ��������� ����� ����� ����� O� �!, S��, . . . , �a b, Sa�b�"
9������� Sa�b � a − b"
+�
��	� $��$�)� ������ ����$� �������% ���%�������

��� $������% ����� O � �a  b, a − b�" -��%������ 	�$����
a b �������� �����	� a � ��� ����� ����" -�	� ��������
��$�� ���%������ ������% Ca

a�b" +������� A ��
�� )���
�������� �� B� ��,� �������� ���%������ ��������� ���
��� ����� �!, !� ����2�� ����$ ������ )��� �� A� � �� 	�%
$������� ����� � �$$� OX " 8�$�� ����� ���%������ 	�
�
)��� ���������� �� 5��	���� �@��  ���� ���)� �����$��
n � a − !� m � b" 9�
�� 2����� ��$�� $��$�)� ������
����$� ������%

a − !  !− b

a − !  ! Ca−�
a�b−� �

a − b

a b
Ca

a�b.

���������� �� ��������� ������ ( �����%��$� ����
 
��	
����� ���
���� ��� ������" I���.������ 	���	���� J��
��5 K������ ���)����� 77 �������� � !44L ��.�� ��� ����
2�	 .� ���)� � !4L4 ��.� ������$���� 	���	���� F����	
F������" ���:������ K������� �$����� �� ����������	�
$������2����

Pa��,a�b�� � Pa,a�b  Pa��,a�b,



�� ������
�� ��
���
����

�� Pi,j 3 .� �������� ������$�� �������� ��� ���� A ��
�����
� B �$� ��$ �������	 �)���" K������ ����
��
,� ��	� ���%��$� �	�����	� ,� �$��% ���	� �������� .���
�� ����������" -��� �������� ���)����� C����� M���� 
!44L ��.�" G������ .���� �������� ���	�� ����� �� ����	
��� �����

�  ����� ���� $�	 �� ����� ��)���� �� ������
�" B� ���������� .�� ����.��  ������� !"
H����� ,�  ��	� 
 ��	��� NOPQRST USVWXT �C������

M����	�7 ���� I���.�7�� � ���	� K������ ���)����� $��
���������� ��2�� $����� =	��� K��):%�  ���� �� �5���
	���� �)�� ��������� ������������ �����	� K��������
��,� a > kb ��� ������� ������������ k� �� �	�����$���
,� �������� A ������
� ��������� B  k ���� �$� ��$
�������	 �)���� ������%

a − kb

a b
.

C� ����� $����� M���� ��2��  ��	� 
 ��	��� NOPQRST
USVWXT"

"�  ����� #$���� !�� ���
���� 
������������

������ 	� #��	� ��
�! �������� �������� ������� 'n#�(-��
�-
� 
� �����
�� %����
������ �� 
� ������
���	��,

Ǳ������%	� ��$�� $��$�)� Tn ���)���� �������� �n &��
������� � ��	�����	� ��2���	� �� ���������� ��������
��	�� ��� �� �����������$�" 9������� T� � !� T� � &" Ǳ��
����	���%	� ��2��� �n &��������� ��$��	� !, &, . . . , n 
!, n &"
1���� $������ �!, n  &� ����	 � ��2���� s �����%

��������� ���)����" +�����$�� ���)����� ��� ���� s � &



������ �� 	�
�� 
���
��� �)

�)� s � n ! ���$" &�Y��� ������% ������$�� ���)���� �n !��
������� & → · · · → i → · · · → n  & → & �)� ! → n  ! →
· · · → i → · · · → !→ n !� ��)�� Tn−�"

�
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1
�

n + 2
�

s = 2
�

n + 1
�

i�

(a)

�
�

�

�
�

� �
�
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�
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� � � � �
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�

�

�

1
�

n + 2
�

2
�

s �

n + 1
�

i�

(b)

+�����$�� ���)����� ��� ���� ( ≤ s ≤ n ���$" &�Z���
������% ��)���� ��$�� ���)���� s�������� !→ &→ · · · →
s → ! �� ��$�� ���)���� �n − s  (��������� n  & → s →
· · · → i → · · · → n &� ��)�� Ts−�Tn−s��" Ǳ����2� T� � !�
����	�%	�

�/�

Tn � T�Tn−�  
n∑

s��

Ts−�Tn−s��  Tn−�T�

�
n−�∑

s��

TsTn−s−�, n ≥ (.

Ǳ�������� �/� �� �(�� ������	� �� �$����� ,� Tn � Cn"



)� ������
�� ��
���
����

%�  ����� !�� �����

��������	� ��$������$�� $�	��� x�, x�, . . . , xn" Ǳ�����
��	� ����� Qn ��$�� �$�� $��$�)� ���$����� n − ! ���
��
��  .�� $�$��	� ��� �������� )������7 �����.�7 ���
��
��� � ��� ����	���� �����" 9������� ,� Q� � !�
� Q� � &� )� ��� n � ( �$��% ������ & $��$�)� ���$�����
��
��� ��x�x��x�� �� �x��x�x���" Ǳ������	� ����
 Q� � !"
#������	�� ,� ����2�� ��
�� �):%������ �� �����"

Ǳ������	� ������$�� ���	���� � ���2�	� ����� ����� s�
s � !, &, . . . , n−!" -���  ��2�	� ����� )��� n−s ���	����"
#��$� �����% ���������� $������2����

�L� Qn �
n−�∑

s��

QsQn−s, n ≥ &.

Ǳ�������� �L� � �(�� �����	�� ,� Qn � Cn−�"
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����� �� *�+,-. ��� �/�!���/�0 1���-� � 2�345 5 �n$ .�� 6��57
 �!�8�.  � 3 ���9� '�, �($ � 3 ���9� 'x�, �( '�$ 3�26�3�2 �$ +��� ��!�8�. 3
���9� 'x� # �n, �((� :�3���5$ ;� ���5< �/�!���/�= ���-8�5 4$ ���-8�5
�6/�34 �< �/�!���/�= 1���-� ��
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