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Ǳ�)���%� Ǳ������� n � m4 k � � 
+�%�� Ǳ������� k → k # �4 �
���� 
��0��%-	 i ≥ �� ���

���+� �i ≤ n4 �������� jk � i4 �������� n → n − �k 
���"�� 5�"� n � �� �	�	��� 
� ,#� -.4 ��"�  n > ��

��������� +�%� 
,#� -.� 6������� �������	 ��	�����	

� ����� m7 ��
�

��������%�� � j� # � ����*��4 ���� ����*�� ��� 
��	� j�� �
����� 8 � , ����*��9 j�, . . . , jk �����% �� � � �	-�� 8 � 
:���

��� m � �j� # �j� # · · · # �jk � � �
j�

�� �
j�

� . . . � �
jk

� . . .���.

Ǳ��%��� �� ,����������� ��+����� ��� �
�9��	

�
��������+� ��	������	

� ����� ���� 

Ǳ�)���% n � ����, k � � → +�%�

+�%� k � �, j� � ��, n � ;<; → +�%�

+�%� k � �, j� � ;, n � =>> → +�%�

+�%� k � �, j� � <, n � ��� → +�%�

+�%� k � =, j� � >, n � ;� → +�%�

+�%� k � ?, j� � @, n � �; → +�%�

+�%� k � @, j� � =, n � �� → +�%�

+�%� k � >, j� � �, n � ? → +�%�

+�%� k � <, j	 � �, n � � → +�%�

+�%� k � ;, j
 � �, n � � → ,#� -.

���� � ��� # �
 # �	 # �� # �� # �� # �� # �� # ��
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������ �� �������� 	� j� > j� > · · · > jk
 ������� ������ ���

!�)�� � ���������� ��	������	

� 
�����(�%�� ������
��� 2����%�� ������� � ���������� ��	������	

� ����&
��(�% �
��	

� � �0� �� �� .9 ��
� ������ 0��%�����
���

��� 

�� ��������� ��������� ��	�

A�� ������

� ��������9 ���	� ����
� ������������%
��+������� ������

� ����������7

xn . . . x�x�
#

yn . . . y�y�

zn��zn . . . z�z�

:�� xn . . . x�x�� yn . . . y�y�� zn��zn . . . z�z� 8 �������� ��	�&
�����	

� ���	� 6���-���%�� �������� �
��	

� ��������
���� �	�	� �
��	

� �������� ����
��� 

A�� ����1���

� *��. ������ ���+��
	�� ������
� 0��%�&
�� ���

� wn, . . . , w�, w−�7 w−� � �� � wi 8 *	 �	���%��� �	�	&

��� � i&�+� ������� � �i#��&�� Ǳ�����	�� xn�� � yn�� � � 
:���

zi � ��xi # yi� # wi−��, i � �, . . . , n # �.

:�� ������ B#C ��
���� ������

� DEF � Ǳ	�	
�� � i&
�+� ������� � �i # ��&�� ��� ���*	 ���� � ���%�� ����� ����
���
���
� ��� � ��%�9 �	����
 xi� yi� wi−� �����
((�% � 
!	 ������� ��
� �)�����(���� ���7 ��� ��
�+� i �
�, . . . , n ������ wi �����
(�

Bxi �� yiC� �0� Bxi �� wi−�C� �0� Byi �� wi−�C.



������ ��	 
����� ������� ������������ ���

5�"� ����
��� B��C 
� ���
��� BGC� � B�0�C 
� ���
���
B∨C� �� ��������� 
�����
� )������ ��� wi7

wi � ���xiGyi� ∨ �xiGwi−��� ∨ �yiGwi−���, i � �, . . . , n.

�� ������ 
�� ������ �����

� ���1.��� � � ��)��� ��� �0���+���(�% n ���	�9�� H�
��
��� ���	��� � �
���� ������� 
��0����+� ���%
�+�
��)�� 5� ����( ��+	0�� ��+��� �������� ����� �������
i&�+� ��)��� i � �, �, �I

A�� ����� ��9��
�. �
)����*�. ��	�	�� �n ��+��	
���7

x�, y�, z�, x�, y�, z�, . . . , xn, yn, zn,

�	 xi � � ���� � ���%�� ����� ���� �&�� ��)� �
�9����%�� 
�
i&��� ���	��� � � ���%
��4 yi � � ���� � ���%�� ����� ���� �&��
��)� �
�9����%�� 
� i&��� ���	��� � � ���%
��4 zi � � ���� �
���%�� ����� ���� �&�� ��)� �
�9����%�� 
� i&��� ���	��� � �
���%
�� 

J��+��
	�� ������ ��� ������� ������� ��)�� � �	�-�&
+� ���	�9� '	�	� an � fn�x�, y�, z�, x�, y�, z�, . . . , xn, yn, zn�
���
����� )�
�*�(� "� �����
(� � ���� � ���%�� ����� ����
���������%�� ��)� � 
��	��� � ����� ������� �	�-�+�
��)�� 9�����	������%�� ���� "�

����� ���� ������� � ���� ������� ������� 	� ������
������ �� ����� ���� ��� !������ ��" ���� ����#

!	 �������(��

� ��
� �������� ������
�-	 
�����
��
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��
��7

����� ���� �� �� �$���� ���� � ���� � �����  ���

��� ���� ���� ����������� �� !����� !����� � $
�������
 ���

��� �� !����� !����� ������ % �� & ����$ ��� ����
�������� � ���� ���� ����������� �� ��'���
!����� � $ �������
 ���

��� �� ��'��� !����� ������ % �� & ����$ ��� ����
�������� � ���� ���� $ �������
 ��� . . . #

6���-	�� *	 �������(��

� �	�	� �������(��

� ��� ��&
����� n � �7

f��x�, y�, z�, x�, y�, z�� � �x� ∨ ��y�Gz��Gx���

� �x� ∨ ��y�z��x���.

� ��+��%
��� ������� ����
� ��������������� �	�����(�
�����%�� �&�� ��)� ��
� ��������� �0� � ��
�+� � ���	�9��
�, . . . , n − �� �0� � ���	�9� n7

fn � �fn−� ∨ ��ynGzn�Gxn�� � �fn−� ∨ �ynzn�xn��.

�� ������ �������

K�
�*�� f∗�x�, . . . , xn� � f�x�, . . . , xn� 
�������%�� ��	�
�
�� �� f  L�0 �������� ��0��*( ����

���� ��� ���.���.
)�
�*�. f∗� 
	�09��
� � ��������� f ����
��� � 
� �� � � 
�
� � �	�	�	�
��� ��+� H��������� ��� f�x, y� � x∨ y �����



������ ��	 
����� ������� ������������ ���

f ���x, y� � �f�x, y�� �� f∗�x, y� � f ����x�, �y��7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y f�x, y�
� � �
� � �
� � �
� � �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

��������−−−−−→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y f ���x, y�
� � �
� � �
� � �
� � �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

���������−−−−−−→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y f∗�x, y�
� � �
� � �
� � �
� � �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

/ �� �� �� �f∗�∗ � f �

Ǳ��%���� �"�0'��� 12�%-#$�

���

f�x, y� f∗�x, y� �f∗�∗

� � �
� � �
x x x

xGy x ∨ y xGy

A��	�	

� ��� ����

%�+� ����� *��. ��0��*� �������� �
������ �	 M��+�
�7

�xGy�∗ � ��x�G�y�� � �x ∨ y� � �x ∨ y�.

�� Ǳ�����
 ��������

H	9�� )�
�*�� f ������
� � ��+���� )������ '� ��
�
��0������� )������ ��� .. ���.���. )�
�*�. f∗I



��� ���������� ���������

/ �� �� 3� ����� � k ������� �������� �������

{x��, . . . , x�n�
}, . . . , {xk�, . . . , xknk

}.
Ǳ�������� ����� x�, . . . , xn ��������
� ���� ������� � ���

��������  �!�

N�x�, . . . , xn� � f�f��x��, . . . , x�n�
�, . . . , fk�xk�, . . . , xknk

��,


�

N∗�x�, . . . , xn� � f∗�f∗
� �x��, . . . , x�n�

�, . . . , f∗
k �xk�, . . . , xknk

��.

"�������� 2����%�� N∗�x�, . . . , xn� � N�x�, . . . , xn�� ��

N�x�, . . . , xn� � f �f��x��, . . . , x�n�
�, . . . , fk �xk�, . . . , xknk

��

� f
(
f��x��, . . . , x�n�

�, . . . , fk �xk�, . . . , xknk
�
)

� f
(
f
∗
��x��, . . . , x�n�

�, . . . , f
∗
k �xk�, . . . , xknk

�
)

� f∗ �f∗
� �x��, . . . , x�n�

�, . . . , f∗
k �xk�, . . . , xknk

�� .

�
��'�#��% ��  �!� #������ ������
��� � ��#�����

{�, �, x, xGy, x ∨ y},

� �� �
������� ��	�
�	 #������ �������� ������
�

� �� �� � �� �� G �� ∨ � ∨ �� G 

"������� �������� � �	��	�� � �� ��0��*� ��� �
Ǳ��%��� 3� ,�������
� �� 
������� � ���.���( �� )��&
���� ��x�Gx�� ∨ �x�Gx��� � )������

��x� ∨ x��G�x� ∨ x���.
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 � !�"	#�� $	"������

M
��
� 0��%���9 )�
�*��� ����� �� ��	��*���� ��
1(
&
�*�. �� ������

� �� �����	� �� 
�������%�� ��$����� %��
$������ A�����

� �� �����	� � ��� ���� �����������7

x # y � y # x,���

x � � # x,�=�

x ∨ y � x # y # xy,�?�

x # y � xy ∨ xy.�@�

J��
���% ��� ��������� Ǳ����
((�� ��	��� �� �	��	����
��������� � ��0��*� ����

����

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y x � # x
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

�������� �=� 

Ǳ����
((�� ��	��� �� -�O��� ��������� � ��0��*� ����
&

���� ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y x ∨ y x # y xy x # y # xy
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

�������� �?� 



��� ���������� ���������

Ǳ����
((�� �	��	���� �� ���%��� ��������� � ��0��*�
����

����

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y x x # y y xy xy xy ∨ xy
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

�������� �@� 

Ǳ��%��� 4� K������ �x ∨ �xy�� ��	��� �� )������ � ��&
+	0�� P	+����
�� ��0�� �������� *( )������ �	�	� ����&
��

� �� �����	� � � ��+��
�� ��0���� ,����������(��
�=�Q�?�� ���������

�x ∨ �xy�� � � # �x ∨ �xy�� � � # x # xy # xxy

� � # �� # x� # x�� # y� # �� # x�x�� # y�.

� ���� ���������
���� �� ���*�����
����

�x ∨ �xy�� � �� # �� # x # �x # xy� # �x # xx��� # y�

� � # �x # x� # xy # �x # x��� # y�

� � # � # xy # ��� # y� � xy.

%� &��'��� ��"	#��

M
��
� 0��%���9 )�
�*��� ����� � ��	��*���� ���	�	&
�	

�� ��
1(
�*�. �� ���1(
�*�.� 
�������%�� �������� ���
$����� 
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Ǳ��%��� 5� K������ ��x#��y#�x#��� ��	��� �� )������
� 0��%���� ��+	0��� ��0�� �������� *( )������ �	�	� ���	&
�	�	

�� ��
1(
�*�( �� ���1(
�*�( R�����������% �=�� �@�
�� ��������� �	 M��+�
�7

�x # ��y # �x # ��
���
� ��xy� # x�

���
�

((
�xy��x�

)
∨ �xy��x�

)

� ���x ∨ y�x� ∨ �xy�x� .

,������������� �	�	� ������� �	 M��+�
�� ���������
���%
�� ������� ��+��
�

�7

��x ∨ y�x� � ��x��x�� ∨ ��y��x��� � �x ∨ ��x��y��� � �y��x�.

:	�	�% ������������% ���*�����
���( �� ���������
���(7

�xy�x � �xx�y � �.

:���
�x # ��y # �x # �� � ��x��y�� ∨ � � �x��y�.


