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��������	 �
��

���
� �∗�� :��
��

�8 P�ω / 0 	�� �+%��� ω ∈ 5.
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�� 
�%���� {ω2X� / '} �����	����� �
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���� �� 
���� 	��� ����
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��� $����������) �
)�	�� 	��

��
������ %���	���� 
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�
��� σ#����%�� 9
8Bn ������
��� �
�) ��	�����
�� �� Bn � � ��
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�
�� x ∈ C0, 'J �����
��	����& 	�� 
������&��) ���

�� Ǳ����� 
�
���� �� ��) x ∈ C0, ' � 	�� ��#
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�%����
�&+�

� ������� < �� �
��������� 
�� ���	�� %������� 
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�%����
�&+�
������+ 
��	����� %� �
������&�

?
��+
�� �� 5 �����
��� 5∗ ��) �
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��
�
�	� ���
���
�� �
��� �
�n � ����
�

�L 

��� ��������� ����� In ��
�
�	� �������� ��	
�� 	�
�
�� nM
�LL ������ ��������� ����� In ����� '� 
	
� ε�� / · · · / ε�n / '� �
� ��
��


�	� �������� ��	
�� 	�
�
�� n �� �	
 ����� 	
���� �

-
����
& ��

������& ��� �	�� �
���������&��� �����&��� 	�� ��
�������
���� � 
��
�� %�
����
���� 
��
������ %���	�����

��%%� )� Ǳ�	�& n ≥ ' � ��
 ��	

�����

&��	�� ε′�, . . . , ε
′
n ∈ {0, '} �

ε′′� , . . . , ε
′′
n ∈ {0, '} #��	�������� '��
�

�� $�
������
	��
 ����
	��� I ′k

� I ′′k , ��� � �
��
�
 N� �
� �	������! ε′�, . . . , ε
′
n � ε′′� , . . . , ε

′′
n� �	
� ������

ε′�, . . . , ε
′
n � ε′′� , . . . , ε′′n �����
� �� I ′n �/ I ′′n �

���
����
 -� �
��� 
���
����� 8n ���������� ��	�
[

k
�n , k��

�n

)
� 0 ≤ k < 8n�

1���&�� �� 
���
����� n#�����) ��������� ����	����� ������) �����	�����
�����
��� {0, '}� Ǳ�$���� ���	� $���� �����
����� 
���
����� �������
�	�����
��� 
������
�����

������ �� ��
���� ���
��� ����������� ����������
� ����� ��
�
 ����������
�

�� �����������	� 
��	 ��� ������������ �����	�
�

4��� μ∞ ��
����� 
��
��� 	�� %������) ����������� � ����� ������
�� ��
�� 	����� �����
����

)��� ���$("�$ "��( %��� �� 1������/ ��"��'�!�/� 3
�� �� ��%�����
C0, ' � ��
�
��� ���
����
��� $����������) �
)�	�� 	�� %�
����
���� 
��
��#
���� %���	����� �� ��
������� ��������
���� ���� μ∞ 
�������
� ������ �
$��� 
��
�� ����
��%����� � �
� ���� μn A�
�
�
	��B �� �������� C0, ' �

Ǳ�
�& 
��
��� a / k
�n � b / k��

�n � 4��� μn� �����	����� 
��
����� %���#
	����� 
 n ������� ����	�����
� ����� �%�����2

μn�A /
|A ∩ Bn|

8n
,

�	� A ⊆ C0, ' � � Bn 9 �����
��� %������) 
�
�� 
������ n� � 
�
���
���
μn�Ca, b  / b − a� O���� ����� μm�Ca, b  / b − a 	�� �+%��� m ≥ n� 7��

���	A
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������ �� ����
 μm�Da, b�� ��	 m < n�

@�

��	�� ��� ��� ��� � ��� ����	� *������ �' � �� 	��������� 
��

μ∞�Ca, b  / PLQ
m→∞ μm�Ca, b  / b − a.

-�
+	� 
���� �� ��������� 
�� μ�Ca, b  / b − a 	�� �+%�) %������) 
�
��
a � b� =��
������&��� �� ����� �%���
�� ����� 

����&� 
�� a � b ���+�
�	�������+ 7�8
9:; 
�����& n2 a / l

�n � b / m
�n � Ǳ��	
������ ��������&���

�������� � ��	� �%>�	������ ������
���+��)
� ���������� ��	�
[

k
�n , k��

�n

)
�

���&���
& �		������
�&+ ����� 	���������� 
�� μ�Ca, b  / b − a�

)��� ���$("�$ "��( %��� �� �!4�1�� ��"��'�!$'� 3
��� �������� a � b
��������&��� �� ��%���� 	���
�� ��������&��� 
�
�� an ≤ an��� an → a �
bn ≥ bn��� bn → b� Ǳ�
���&�� ��������� Can, bn ������� 	��� � 	����� �� ��

���
��� ����������
�� ��������
��

μ∞�Ca, b  / PLQ
n→∞μ�Can, bn  / PLQ

n→∞�bn − an / b − a.

)�)� Ǳ�$,$!+���� %��� �� σ6�!4�1�5� 7���� �%������ ��������
���� ��#
�� 	����� 
����	��& 
 ����� I�%��� �� ���������) ������� C0, ' � :��
�� ���
	����� 
����	��& 
 ��� �� ����%��� �����	����� ������������ 8�� E�� @��8��;

Ǳ������� �����	��� ���	������� ���� 
 ����%�� �� σ#����%��� 	����������

�� ����
����� ���� 
����	��� 
 ����� I�%���� 
�7�9���	 E�: 7��F
>:�:

1��	������&�� ��������
���� ���
����
���� 	�� %�
����
���� %���	����
����� 
�����& �5, F, P � �	�

5 / C0, ' �

F 9 %������
��� σ#����%�� �� C0, ' �

P 9 ���� I�%����

������ 	� ���	��
�� ������ � �������� F ������� 
����� ����������	 σ��� ���� ��

D!, ��!

 � !��	�	���"���	 ���#��� �
�	���� �
���

�������

&	��� �
��
�� '� Ǳ�
�& X 9 �����
��� 
�
�� ��	� �< � Ǳ����	�
� �%���� ����������+ � �< � 	���������� 
�� �+%�� x ∈ X ����� ��	

x /
'

8n

n∑
i
�

εi8
n−i /

k

8n
, k /

n∑
i
�

εi8
n−i.

Ǳ�
���&��

0 ≤ k ≤
n∑

i
�

8n−i /

n−�∑
j
�

8j / 8n − ',

�� x ∈ Bn� �� �
�& X ⊆ Bn� :��
�� |X | ≤ 8n�
7����& 	������� 
�� *������ �< ��	��� ������� �	�����
��� 
������
����

���	� X � 5n ����
����
���� n#�����) ��������� ����	����� ������) �����
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0 ��� ' � =�� $���� 	�
����
�� 7�8
9:; �������&� 
�� |X | / 8n� 3
�� %� $��

%��� �� ���� �� �����
& %� 	�� �����) ������� �ε�, . . . , εn ∈ 5n � �δ�, . . . , δn ∈
5n� ������� ���	
�����+� �	�� � �� �� 
�
�� x� Ǳ�
�& i� 9 �������&���
��	��
 i� 	�� �������� εi �/ δi� :������� 
�� i� �/ n� 7�8
9:; 7��	�

0 /

n∑
i
�

εi − δi

8i
/

εi� − δi�

8i�
R

n∑
i
i���

εi − δi

8i
,

∣∣∣∣δi� − εi�

8i�

∣∣∣∣ /

∣∣∣∣∣
n∑

i
i���

εi − δi

8i

∣∣∣∣∣
-	���� $�� ����������� ��� ��� |δi� − εi� | / ' �

∣∣∣∣∣
n∑

i
i���

εi − δi

8i

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i
i���

'

8i
<

∞∑
i
i���

'

8i
/

'

8i�
.

1��	������&�� ���	� �����
����� 5n � X ��� �
�& ���	� �����
�����
5n � Bn 
���
����� ������� �	�����
��� 
������
����� ��	������� *����#
��� �< � �
�������

&	��� ��
�	���

��� �� � 3
�� x ������
� %������� 
�
��� ����#
��#��%� ����	�� n� �� ���	
�������� �� 	������� � ������� '� =�� $���� ���	#

�������� )���������� 
�� εi / 0� i > n� -%����
�� B /

⋃
n≥� Bn� Ǳ���
��

���	
�������� �� 	�� x �∈ B� (�� �%�
�� CzJ 9 $�� ����� 
�
�& z�
Ǳ������ x� / x �

�N εi /
[
8ixi−�

]
, xi / xi−� − εi

8i
	�� i ≥ '�

Ǳ�
���&�� xi ≥ xi−�−8ixi−� · ��i / 0� i ≥ '� �� εi ≥ 0� i ≥ '� 7�� ��� xi ≤ xi−�� ��
{xi} 9 �������
��+��� ��
��	������&��
�& �����������&��) 
�
��� :��
��
$�� ��
��	������&��
�& ����� �����������&��� ���	���

Ǳ������� 
�� εi ∈ {0, '} � xi < �
�i � i ≥ '� =�� i / ' $�� ���
��2 �
��

x < �
� � �� ε� / 0 � x� / x� < �

� M �
�� �� x > �
� � �� ε� / ' � x� / x� − �

� < �
� �

1��
�� x / �
� ����������� ��� ��� x �∈ B� ?
���&���� �����& ��	����+

�� i� Ǳ��	�������� 
�� εi ∈ {0, '} � xi < �
�i M 	������� 
�� εi�� ∈ {0, '}

� xi�� < �
�i�� � =��
������&�� 8i��xi < 8� ���
�� εi�� /

[
8i��xi

] ≤ '� S
��
���&�� εi�� ����� 
�
��� �� εi�� / 0 ��� '� 3
�� εi�� / 0� �� xi�� / xi �
xi < �

�i�� � �� �
�& xi�� < �
�i�� � 3
�� �� εi�� / '� �� xi�� / xi − �

�i�� � ��$����

xi�� < �
�i − �

�i�� / �
�i�� �

7���� �%����� PLQi→∞ xi / 0� ���
�� �
� 
�
�� εi ����� ��%� 0� ��%� '� ?��#

����� ����	������ �N � ����
��� xi / x − ∑i
j
�

εj

�j � ����	� � �������� �� � �

�������

&	��� �
��
�� <� Ǳ�
���&�� x ∈ B� �� 
���
����� n� 	�� ��������
x ∈ Bn � ���
�� 
�����	���� ���	
�������� �< � K�� � �
�& �	�� �� ���	
���#
����� ��	� �� 	�� x� Ǳ�
�& n� 9 $�� ��
��	��� ��	��
 i � ���	
�������� �< �
	�� �������� εi / '� 7��	� x ∈ Bn�� � 
������
��+��� ���	
�������� 
�
�� x
��������
� �������
	���� ?����

�! x /

n�∑
i
�

εi

8i
/

n�−�∑
i
�

εi

8i
R

'

8n�
/

n�−�∑
i
�

εi

8i
R

∞∑
i
n���

'

8i
.
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K�� �
�& ������ ���	
�������� ��	� �� 	�� x�
=������� 
�� 	����) ���	
�������� �� 
���
������ -%����
�� 
���� εi�

i ≤ n�� ��$**������� ������
�
���� ���������� 	�� x ���������� 
�� εi / 0�
i > n� � @�

������ �����#��%� ���������� ��	� �� 
 ��$**��������� δi�
i ≥ '� ?����

8n�x /

n�∑
i
�

8n�−iδi R

∞∑
i
n���

δi8
n�−i ≡ u R v.

Ǳ�
���&�� x ∈ Bn� � �� 8n�x ������
� �������&��� 
�
���� S ��� ��� u 9
����� 
�
��� �� � v ������
� ����� 
�
����

@�

������ ��� ��������) 
��
��� 3
�� δi / 0� i > n�� �� � 
��� �������
' δi / εi� i ≤ n�� 3
�� �� δi / '� i > n�� �� v / '� �� �
�&

x /

n�∑
i
�

δi8
−i R 8−n� .

:��
�� x ∈ Bn� � ����&#���� � 
��� ������� ' δi / εi� i < n�� � δn� / 0�
��������	A

3
��� �������� 
��	� δi� i > n�� �
���
�+�
� � 0� � '� �� 0 < v < '� 7�8
9:;

�� �
�& v 9 ������� 
�
��� 1��	������&�� 	�� 
�
�� x 
���
����� ����� 	��
���	
�������� ��	� �< � �
�������

&	��� �
��
�� �� Ǳ�
�& x ∈ B′� 7��	� 	�� ���������� m ≥ '

�� x /

m−�∑
i
�

εi

8i
R

∞∑
i
m

'

8i
/

m−�∑
i
�

εi

8i
R

'

8m−�
,

�� �
�& x ������
� %������� 
�
��� ����	�� m � ��$���� B′ ⊆ B� -%������
���+
���� 	���������
� �����
���� �! � ������� <� �
�������

&	��� 

��� '� Ǳ������ ε��y / ε��x / 0� 3
�� ������	����
����� �� ������ �� ���	��
� i� ≥ '� 	�� �������� εi�y / εi�x � i < i�� �
εi��y / '� εi��x / 0� �� 

>	 
I
 
�@9�J
� �K:8�L εi�x� M εi�y� >K� 
�
N iA Ǳ�$����

y < x ⇐⇒ '

8i�
R

∑
i>i�

εi�y 

8i

�∗��
<

∑
i>i�

εi�x 

8i
/⇒ '

8i�
<

∑
i>i�

εi�x 

8i
≤

∑
i>i�

'

8i
.

��������	 �∗�� Ǳ�
��	��� �������
��� �� ����� ��������&
�� ��� ��� 
����


����� �� �����
)�	�� 8−i� � 7��8����	A �

�������

&	��� 

��� 8� 3
�� x ∈ A� �� x /
∑

i>�
εi�x�
�i <

∑
i>�

�
�i / �

�

��
���&�� �� �
� ��$**������� εi�x ����� '� 7�8
9: �
 
�
; :��
�� A ⊆[
0, ��

)
�

1 	����� 
������� �
�� x ∈ [
0, �

�

)
� x �/ 0� �� ε��x / '� ��

x /
'

8
R

∑
i>�

εi�x 

8i
≥ '

8
.

K�� ���������
�� 	���������� 
��
[
0, �

�

) ⊆ A� �� �
�&
[
0, �

�

)
/ A�
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Ǳ�
���&�� A / {x ∈ C0, ' 2 ε��x / '}� �� �� ��� 	��������� 
�
�� �����
��������� 
�� A /

[
�
� , '

)
� �

�������

&	��� �
��
�� N� Ǳ������ I� / C0, ' �

Ik /
{
x ∈ C0, ' 2 ε��x / ε��, . . . , εk�x / ε�k

}
, ' ≤ k ≤ n.

7���� �%������ ���	�� Ik 9 $�� �����	��
�
��� �����
��� ����� k 
 �
�����
�ε��, . . . , ε

�
k � Ǳ������ ����� a� / 0� b� / ' �

�T ak /

{
ak−�, �
�� ε�k / 0�

ak−� R �
�k , �
�� ε�k / '�

bk /

{
ak−� R �

�k , �
�� ε�k / 0�

bk−�, �
�� ε�k / '

	�� ' ≤ k ≤ n� ;�
�� ak � bk ����+�
� %��������� :�
>��	��A =������� 
��

�U Ik / Cak, bk , 0 ≤ k ≤ n.

Ǳ���	� �
��� �������� 
��

�'0 bk − ak /
'

8k
, 0 ≤ k ≤ n.

=��
������&��� �����
��� �'0 ���������
� 	�� k / 0� Ǳ��	�������� 
�� ���
���������
� 	�� ���������� k / k� − '� 	������ ��� 	�� k / k�� 1����
��
����	�����+ �T ����� bk−ak / �

�k � �
�� ε�k / 0M ��� bk−ak / bk−�−ak−�− �
�k �

�
�� ε�k / '� ?
���&��� ��	��������� ���	���������� 	��������� �'0 	��
k / k��

7����& 	������� 
�� ak ↑ � bk ↓� =��
������&��� ak / ak−� R
ε�k
�k � ��$����

��
��	������&��
�& {ak} 	��
������&�� ���������� -�
+	� ����
���

�'' ak /

k∑
i
�

ε�i
8i

, ' ≤ k ≤ n.

6������
��� bk ≤ bk−� �
���	��� �
�� ε�k / '� -�� ��������� � � 
��
�� ε�k / 0�
��� ��� bk / ak−� R �

�k / bk−� − �
�k−� R �

�k / bk−� − �
�k � 
��� �'0 �

7����& �� ������ 	������& �U � =�� $���� ��
���&����
� ��	������ �� k�
Ǳ�� k / 0 
���
��� �U �
���	��� Ǳ��	�������� 
�� ��� 
�����	���� ���
�����#�� k� 	������ ��� � 	�� k R '� :������� 
��

�'8 
ak R bk

8
/ ak R

'

8k��

� 
��� �'0 � @��	���� �������� Jk / Cak, bk �� 	�� �����) ��������� J 
���
k /[

ak, ak�bk

�

)
� J �����

k /
[

ak�bk

� , bk

)
� � 
��� �'8 � �'' �����

�'< 
ak R bk

8
/

k∑
i
�

ε�i
8i

R
'

8k��
.

Ǳ�
�& x ∈ Ik� �� �
�& εi�x / ε�i � ' ≤ i ≤ k� @��%���� 
��
��� 
��
��
ε�k�� / 0� 7��	� x ∈ J 
���

k � 
��� ����� ' � �����
��� �'< � 7�8
9:; K��

����
���� 
�� Ik�� ⊆ J 
���
k � ��������	A

=�� 	��������&
��� �%������� ���+
���� Ik�� ⊇ J 
���
k ���	�������� 
��

z ∈ J 
���
k � 7��	� εi�z / ε�i � ' ≤ i ≤ k� ���	& z ∈ Ik � εk���z / 0 � 
��� ����� '

����
� z ≥ ak�bk

�  � 7���� �%����� εi�z / ε�i � ' ≤ i ≤ k R '� ���
�� z ∈ Ik���

Ǳ�$���� J 
���
k ⊆ Ik�� � ���
�� Ik�� / J 
���

k � K�� � �
�& �����
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