
������ �

���������	
 ���
�������� �������	


�� ������	��� 
��
����� ���������

������� �� ����������	 ��
�� ��� ��
������ ��
������� ������������
�� �� �������� � ������� ����� ��

���������	����� ����	
���
� ���	��� �������� 
� ��	���� ������ ������
�
�������

{ω F < ∞} !

∞⋃
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{ω F ! "k} 
 {ω F ! "k} ∩ {ω F ! "l} ! ∅, k �! l.
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P�F < ∞� !

∞∑
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P�F ! "k� ! '()
N→∞

N∑
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*u�k−� − u�k+ ! '()
N→∞

*u� − u�N + ! �
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���%�� ���� �����%�
� -������&��� ���
&����� 	��� 4 	��������� �� $���&���
$����������������� ��&�� �xn, yn� �� $�������
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5� $���.��� �
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�� � $����
.�, $����������������
 �
������ ε�, . . . , εn ∈ {@�A�2�4}� @
����� ε�, . . . , εn
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� ����� εi ! 0@1� ���
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5� $�	���
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�� 0����	1B ���&��
% 0A1� 021� 041 �$	����%,��% �����/
&��� ?��
&�����
���
6 $������������������ 	���� �n� $�7���� |<| ! �n� �

����� �� P�ω� ! �−n ��� ����
� ω ∈ <n�

���������	����� ?�
��� 7�������	��� 
�6�� 
���� �
� ω ! �ε�, . . . , εn��
ε�, . . . , εn ∈ {@�A�2�4}� 9-����&
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�
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�	�/�� �� P�ω� ! P�X� ! ε�, . . . , Xn ! εn� !

∏n
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C� 	������	
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&���
5� ��	����% � ��&��� ���	�
���� Ǳ��%���� &�� � ������ �	����
 "n = �
&���
5� �� ��
�� ��	�����% � O� 4 ������ �	����
 "n &���
5� ����	�.����%
� O ��/�� 
 ������ ��/��� ��/�� ���
&����� ;�/�� �� 0����	1 	���� ���
&�����
;�/�� �� 0,/1� � ���
&����� ;�/�� �� 0��$��1 	���� ���
&����� ;�/�� �� 0���
����1� Ǳ���� A�n D 7�� ���
����� �	�����	
� � "n ;�/��
� ����	�.�,.
6�%
� O� � u�n D ��	�%������ ��/�� &�� -��
���
� � "n ;�/��
 ����	�.����% � O�

8�/�� u�n ! |A�n|
��n � E��-� ����
 u�n� $���&
���� |A�n|� ��% 7��/� �$	����
�

Dk ! A�n ∩ {� �	�����	

 k ;�/�� �� 0����	1 
 n − k ;�/�� �� 0��$��1} .

8��
� �-	���� ��
��% �	����	
% 
� Dk 
���� k ;�/�� �� 0����	1� k ;�/�� ��
0,/1� n − k ;�/�� �� 0��$��1 
 n − k ;�/�� �� 0������1� Ǳ�7����

|Dk| ! Ck
�n · Ck

�n−k · Cn−k
�n−�k !

�"n�F

kF�"n − k�F
· �"n − k�F

kF�"n − "k�F
· �"n − "k�F

�n − k�F�n − k�F

! Cn
�n

(
Ck

n

)�
.

Ǳ��%���� &�� A�n !
⋃

�≤k≤n Bk 
 Bi ∩ Bj ! ∅� i �! j� 8�� ��� Ck
n ! Cn−k

n � ��

|A�n| !

n∑
k��

|Dk| ! Cn
�n

n∑
k��

(
Ck

n

)�
! Cn

�n

n∑
k��

Ck
nCn−k

n ! �Cn
�n�

�

� �
�� 	��������
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n∑
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Ck
nCn−k

n ! Cn
�n.
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� �	��
 ����	�6 n ;�/�� �$	��� 
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;�/�� ������ @��/����� ����� � 
������� k D 7�� ���
&����� �	�����	
� � "n
;�/��
� �	��
 ����	�6 k ;�/�� �$	��� ������� � $�	��� $����
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���
%

 n − k ;�/�� D �� ���	�� $����
���
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�"� u�n !
�Cn

�n�
�

��n
!

(
Cn
�n

"�n

)�

∼ �

πn
, n → ∞.
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�$���
�� � ��	���� �"� $���&����% ��/����� �������
, ����

���� ��#$�������� ��!��%�!� &'( u�n�

G������	
� ��-��
% B� ! {����	�.��
� � O �� �����%���� �� ������� "n}

 B�k ! {$�	��� ����	�.��
� � O �����%���� � ������ "k}� � ≤ k ≤ n� Ǳ����


� f�k ! P�B�k�� 8�/�� B�k� � ≤ k ≤ n� %��%���% $����� /	�$$�� ��-��
��
#� ��	���� $����� ��	�%�����
 ��������� &��

P�A�n� !

n∑
k��

P�B�k�P �A�n/B�k� !

n∑
k��

P�B�k�P �A�n/B�k� .

8�� ��� P �A�n/B�k� ! P�A�n−�k�� ��

�I� u�n !

n∑
k��

f�ku�n−�k, n ≥ �.

E��-� �������� 	�������� P �A�n/B�k� ! P�A�n−�k�� -���� �-����&��� &��
	�� |C|k ���
&����� �	�����	
� ��
�� k� ����	�� ���������	%,� �����
%� C�
J�$	
��	� |B�k|�n D 7�� ���
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� ��
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Ǳ� ��������� $	��
�� ���-
����	
�
 |A�n∩B�k|�n ! |B�k|�k · |A�n−�k|�n−�k

���� 	
�� � ��% -��
���
% $� $	%����� K���� &�� |B�k|�n ! |B�k|�k · ��n−�k 

|A�n−�k|�n ! |A�n−�k|�n−�k ·��k� Ǳ���� �����
% �� ��n $���&��� P�A�n∩B�k� !
P�B�k�P�A�n−�k�� ������ 
 �������� P �A�n/B�k� ! P�A�n−�k��

��)� Ǳ��+"!�&(,+� -$�#.++ &'( u�n + f�n� L��
 �-����&
�� &�	�� Sn

$���
��
� &���
5� � ������ n� ��

u�n ! P�S�n ! O�, n ≥ �.

M������-	���� ���
� $���

�� u� ! �� G������	
� $	�
����%.
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U�z� !

∞∑
n��

u�nz�n, F �z� !

∞∑
n��

f�nz�n, |z| < �.
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�
∑
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|z| < �� Ǳ�7���� ����5

 U 
 F �$	������� $���	����� ��	� �� ��	����
|z| < �� #�$�����% �I�� $���&��� $	
 z �! �

U�z� − � !

∞∑
n��

u�nz�n !

∞∑
n��

z�n
n∑

k��

f�ku�n−�k !

∞∑
k��

∞∑
n�k

z�nf�ku�n−�k

!

∞∑
k��

f�kz�k
∞∑

n�k

z�n−�ku�n−�k !

∞∑
k��

f�kz�k
∞∑

m��

z�mu�m ! F �z�U�z�.

Ǳ�������� u� ! �
� ���� ���	��� " ��% n ! ��� �� U�z� �! � ��% z �! � 
 $�7����

��� F �z� ! � − �

U�z�
.
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������
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� A ! {-��
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� ��/����
-� ����	�.����% � O}�
8�/�� A !

⋃∞
k�� B�k� B�i ∩ B�j ! ∅� i �! j� ������ ��������� &�� P�A� !∑∞

n�� P�B�k� !
∑∞

n�� f�n� �� ���� 	%�
∑

f�n �6��
��%� C� ���&�� ��
�
�� &��
��% ��/�� &��-� �$	����
�� ��	�%������ ����	�.��
% P�A�� ���-6��
�� ����

$	����� '()z↑� U�z� 
 '()z↑� F �z��

��������� !� L��
 ak ≥ � 
 	%�
∑

ak �6��
��%� �� ���$����� 	%�
∑

akzk �6��
�
��% 	������	�� �� ��	���� *−�, �+ ����������� ! �� ""! ��#$# ���! §���! %�&� ���&�'#
��� Ǳ�7���� �����
�� $�&������ $�	�6�� � $	����� $	
 z ↑ � ����������� !

�� ""! ��#$# ���! §���! %�&� (&�)�#* +�,�&-�&#%%#�� #��� �������������� 7��/� ����
�� ����,&����% � $	
�����

 ���	��� 3-��% ����������� ! �� ""! ��#$# ���! §��.!
%�&� .◦��

Ǳ�7����

���

∞∑
n��

f�n ! '()
z↑�

F �z�.

��������� "� L��
 
� 	%�
∑

ak 	��6��
��%� �� $���/��� A� ! a�� An !
a� = · · · = an� n > �� 8�/��

�N�

∞∑
n��

anzn ! �� − z�

∞∑
n��

Anzn

���� ���������� ! �� ""! ��#$# �/0! §���! %�&� .◦�� Ǳ�7���� ��% �,-�/� N ≥ �

'()
z↑�

∞∑
n��

anzn ! '()
z↑�

�� − z�

∞∑
n��

Anzn ! '()
z↑�

�� − z�

∞∑
n�N

Anzn

≥ AN '()
z↑�

�� − z�

∞∑
n�N

zn ! AN '()
z↑�

zN ! AN .
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8�� ��� AN → ∞� N → ∞� �� '()z↑�
∑∞

n�� anzn ! ∞�
8�$�	�� 
�$�����% ��
�$���
�� �"�� ����������� &�� 	%�

∑∞
n�� u�n 	��6��

�
��%� Ǳ�7����

�>� '()
z↑�

U�z� ! ∞.

9-H��
�%% ���� ��� 
 �>�� $���&���

P�A� !

∞∑
n��

f�n ! �. �

���������	���� ��������� �N�� 4��$��������% $	��-	������
�� 3-��% ����1

������� ! �� �! ��#$# �/�! §��0! %�&� 2���� ���
 A� ! �� ��

n∑
i��

aiz
i !

n−�∑
i��

Ai

(
zi − zi��

)
= Anzn.

9��,�� 
 �������� �N�� ���
 Anzn → �� J����� $	���� '() Anzn� Ǳ���� z
�
��
	�����B ��-�	�� � < r < �� $	
 ����	�� |z| < r� 8�� ��� air

i → � �� �
��
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 	%��

∑
aiz

i ����	
 ��
�
&��/� ��	������ �� $�����������������
{air

i} �/	��
&����� �� ���� air
i ≤ L ��% ������	�� ��������� L > �� 2��&
�

|Anzn| ≤ L

(
�

r
= · · · =

�

rn

)
|z|n ! L

( |z|
r

)n

·
n−�∑
n��

ri ≤ L

� − r
·
( |z|

r

)n

→ �.

�

�� ���
����� ��������� � �	�
�	��
���
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 ������
�
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 �

� � Ǳ���� � ��&������ ������
�	����
 &���
5� ��6��
��% � ��&��� ���	�
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����� ����	�.��
% -��
���
% � ��&�� O� Ǳ	�
�� ���/� �����
�� &�� 7������
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% � n ;�/��
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�� �&
���� ��-�	�
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���� ����	�6 %��%,��% 5����
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��
���
� ��% ����	�6 |xn�� − xn| = |yn�� − yn| = |zn�� − zn| ! ��
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, ��
�� n ��
�� �������&�� �$	����
�� � $����
.�, $����������������
 �
������ ε�, . . . , εn ∈ {x�, x−, y�, y−, z�, z−}� @
����
�� εi� � ≤ i ≤ n� 
��,� �����,.
� ����� εi ! x� 
�
 εi ! x−� ���
 ��
i��� ;�/� &���
5� ����
&
�� 
�
 �����;
�� �-�5
���B ���&��
% y�, y−, z�, z−
�$	����%,��% �����/
&��� ?��
&����� ���
6 $������������������ 	���� Nn �
�
�� �������/� $	��
�� ���-
����	
�
� $�7���� |<| ! Nn� �
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% � ��&��� ���	�
���
	���� � 
 �� $	%���� 
 �� $�������
� 8�$�	� ��;�� 5���, %��%���% ���������
&�� � $	���	������ 7�� ��	�%������ ����;� ��

Ǳ����� ��� 
 � ���&�� $�������
� A�n D 7�� ��-��
�� ����	�� ����,&����%
� ���� &�� -��
���
� ����	�.����% � ��&�� O � ������ �	����
 "n� �� ����
u�n ! P�S�n ! O�� /�� S�n ! �x�n, y�n, z�n� D 7�� $���
��
� &���
5� � ������
"n� ?�� 
 	���;�� $���� f�k D 7�� ��	�%������ ��/�� &�� $�	��� ����	�.��
�
� O �����%���� � ������ �	����
 "k�

?�� 
 � ���&�� $�������
� ���������� 	���		������ 	��������

�O� u�n !
n∑

k��

f�ku�n−�k, n ≥ �.

9��,�� �����
� ��% $	�
����%.
6 ����5
� U 
 F $������������������ {u�k}

 {f�k}� &��

�P� F �z� ! � − �

U�z�
.
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&�� ���&�, -��
���
% �� $�������
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%

'()
z↑�

U�z� !

∞∑
n��

u�n,����

'()
z↑�

F �z� !

∞∑
n��
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Ǳ�������� �����

����� ����� 
 �$	��� ��
������� ���
&����� 
 ��
��� ���
���

���� �$	��� -���;� �,-�/� �����

���% ������ �� 7�� ��	�������� 
��
�
���� @��&�
 r ! s ! �� r ! s �! � 
 r ! �� s > � ���� 	������	��� ���������

�(� $�
��� r ! s ! �� J��� $	���	%�� ��	�������� �mF�� ≤ �Im�F� ����	��

7��
�������� �&��
����� �� . . .m�
� ≤ � . . .m · �m = �� . . . "m · �"m = �� . . . Im�

�((� $�
��� r ! s �! �� J��� $	���	%�� ��	�������� �mF�� ≤ �m−r�F�m=r�FmF�
����	�� 7��
�������� �&��
����� �m − r = �� . . .m ≤ �m = �� . . . �m = r��

�(((� $�
��� r ! �� s > �� J��� ��	�������� �mF�� ≤ mF�m = s�F�m − s�F�
����	�� 7��
�������� �&��
����� �m − s = �� . . .m ≤ �m = �� . . . �m = s��

$�
��� i ! m − r% j ! m = s% r > s� J��-6��
��� ��	�������� �������� 
�

�m − r = �� . . . m ≤ �m = �� . . . �m = s��m = �� . . . �m = r − s�.

9��-�� ���&�� s ! � ���$����� � �((��
$�
��� i ! m = r% j ! m = s� J��-6��
��� ��	�������� �������� 
�

�m − r − s = �� . . .m ≤ �m = �� . . . �m = r��m = �� . . . �m = s�.

@��&�
 r ! �� s �! �B r �! �� s ! �B 
 r ! �� s ! � ���� 	������	��� ���������
$�
��� i ! m − r% j ! m − s� J��-6��
��� ��	�������� �������� 
�

�m − r = �� . . .m�m − s = �� . . .m ≤ �m = �� . . . �m = r = s�.

@��&�
 r ! �� s �! �B r �! �� s ! �B 
 r ! �� s ! � ���� 	������	��� ���������

������� �� �������
��	 ������ "" � 2��3�

������� �� �������
��	 ������ """ � 2��3�

��#�"���'0%�!� �.��#+ 4�)5� 4� ���6 �	�6 ���&�%6 
� ��"� �� -���� $����

�������% ��	����� �� C���	� ����� nF ∼ βe−nnn� �
� � n → ∞�

4 ���&�� S 
���� n ! Im 
 $�7����

γn ! C�m, m� !
nF

*mF+
� !

�Im�F

�mF�
� ∼ �

β�
· e−�m�Im��m� �

�[
e−mmm� �

�

]� !
�

β�
· In� �

�

n
.

9��,�� ��������� &�� $	
 κ ! �
�

���� γn ∼ Iκ

β�
· In

n
, n → ∞.

8��
� �-	����� � ��	�������� ��I� ��$������ ��% ������	�� ��������� L !
L�� ���
 n ! Im�



������ �� ����	������ ������������ ��
������ ��

4 ���&�� SS 
���� n ! Im = � 
 $�7����

γn ! C�m, m� !
�Im = ��F

�m�F�m�F�m = ��F
∼ �

β�
· �Im = ���m� �

�

m�m���m = ��m� �
�

!
I

β�
· I�m

Im
· �Im = ���m

�Im��m︸ ︷︷ ︸
→e

· mm

�m = ��m︸ ︷︷ ︸
→e−�

· �Im = ��
�
�

�m = ��
�
�︸ ︷︷ ︸

→�
�
�

,

���,�� �������� ���� $	
 κ ! �
� � 8��
� �-	����� � ��	�������� ��I� ��$������

��% ������	�� ��������� L ! L�� ���
 n ! Im = ��
4 ���&�� SSS 
���� n ! Im − � 
 $�7����

γn ! C�m, m� !
�Im − ��F

�m�F�m�F�m − ��F
∼ �

β�
· �Im − ���m− �

�

m�m���m − ��m− �
�

!
I

β�
· I�m

Im
· �Im − ���m

�Im��m︸ ︷︷ ︸
→e−�

· mm

�m − ��m︸ ︷︷ ︸
→e

· �Im − ��−
�
�

�m − ��−
�
�︸ ︷︷ ︸

→�−
�
�

,

���,�� �������� ���� $	
 κ ! �
� � 8��
� �-	����� � ��	�������� ��I� ��$������

��% ������	�� ��������� L ! L�� ���
 n ! Im − ��
4�-
	�% ��$�	� L ! )QR{L�, L�, L�}� ���������� �5���� ���� ��% �,-�/� n�
#���� ���� ��$������ $	
 �,-�6 n� U��� � &�������
� ����&���� &�� $�����

������������� {nγn/In} %��%���% �/	��
&������ �� ���� ��.������� ���������
L > �� ��% ����	�� γn ≤ LIn/n ��% ���6 n ≥ �� 9��,�� �������� ��
�$���
�
�� ����� &�� 
 ���&�� �6��
����� 	%��

∑
u�n�

��������� &� ?�� �� �
���
 � $	�5���� �������������� �5���
 ��I�� ��������
�� κ � ��
�$���
�� ���� ���
�
� �� $��$����������������
 n ! Im� n ! Im=�

�
 n ! Im − �� ��% ���� $����������������
 ����	�����6 &
��� 7�� ��
�$�
���
�� �� ��$���%���%�


