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������ ����	��(' ����� {wn"t#, t ∈ 4�, �5} �	�(�	����
���������	
����� �������� ����������

Ǳ��)��� {wn"t#} 6��%����7 %������� ����	����� �����	�� � n 1	�	
�
�� � 6���������
7 ���
��8 ��� 6�����7 
	�1�	����	����� �����	��
�
�9	���� � ������
 �����	�� ���
��� :����- ����������� �����	�-
{wn"t#} %��	�� ���
��-9� 
������� n−�/�� �����(� �
���1	�� ����*
�� �
�9��� �	 �	���
 1	��� &	�
 ���	��
� �����	 �	����� �
�9���
�	 ��� 1	� �
���1	����� �� �	
' �
�9��� � ���)� ���
�� ��	������
����1��

�� �������� �������	
������ ��������� ������	�

;����	�� {wn"t#} 
��� �	�� �������	8

"wn�# wn"�# � �<
"wn�# wn"t, ω# = ��%���(��	� >���)� �	�
 �( � �(�� ?��
���	���� ���*

�	���� ���(�� ω ∈ @<
"wn�# ��� m ≥ �  � ≤ t� < t� < · · · < tm ≤ � �	��� ��� ��� nti ����-���

)��(
 ���	
� �� ����	��(� �����(

wn"t�#− wn"t�#, . . . , wn"tm#− wn"tm−�#

����-��� ���	��
(
<
"wn�# ��� ns, nt ∈ �� �� E 4wn"t#− wn"s#5 � �� var 4wn"t#− wn"s#5 � t − s 

"�# ABC
n→∞P "wn"t#− wn"s# < x# � D

(
x√
t − s

)
.

&�� D = ��	��	���	� �	�������	� >���)� �	�%���������

�	���������
	 �
	���
 "wn�# � "wn�#� E�� ns, nt ∈ �  s < t� ��

"0# wn"t#− wn"s# �
Snt√

n
− Sns√

n
�

�√
n

∑
ns<i≤nt

Xi.

Ǳ�
���� ?�� �	������� ��� s � tk−�  t � tk %� k � �, . . . , m� ���	�(�	�

�������� "wn�#� �	� �	� ������ "tk−�, tk5 �� %������	-���� 	 ����	��(� ���*
��( X�, . . . , Xn ���	��
( � ������%����� �� !"#���	

&	� �	� E 4Xk5 � �  var 4Xk5 � �� �� � "0# %����	�
 E 4wn"t#− wn"s#5 � � 
var 4wn"t#− wn"s#5 � t − s� ���������	

/	����)� %�������� ��

	 � %�	��� �	�� "0# ������� nt − ns ��	�	�
('�
�� � )����	����� %��������� �����
( "�����
( F��# � p � q � �

� �(���	���
���

P

(
wn"t#− wn"s#√

n"t − s#
< x

)
→ D"x#,

��� ?���	������ "�#� ��$�%&' �
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 �����	�� � ����*
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������� 	���
��� t� ��� ���
� ���	���� ���
  ��
 ��� E�� ��9�������
%����� %��)����� {wn"t#} %� n → ∞� �� ����������� %���%������� ��� ��
��'�	���� �������	 "wn�#H"wn�#� Ǳ� ?��
 
���� ���	��� ��� %�������(�
%��)��� ���	�	�� ��������
 "wn�# ��� �-�(' 	���
������ �	� �	� � ������*
��
 n �����	�� ��� ����1� ��' t� ��� �����(' nt �������� )��(
 ����
�
%���
 �	�� t �	�%��	�	-��� ��� %������� +������� "wn�# � %������ ���	�	���
��� �	�%�������� %���������� %��)���	 �������� �	�������
�

��������� �� I�� ����' ���
	��	)�� ��9�������� ����	-9'�� ��
√

n�
%����� %��)����� wn"t# �� ��9��������

������� �� ����������	 �
��� �����
����� ���� nr�

����������� �� +�
������ ����	��(' ����� w"t#� t ∈ 4�, �5� �	�(�	����

����	
���� ��	����	�� ���

"w�# w"�, ·# � � %��� �	������<
"w�# w"t, ·# = ��%���(��	� >���)� %��� �	������<
"w�# ����	��(� �����( w"t�#−w"t�#, . . . , w"tm#−w"tm−�# ���	��
( ���

�-�(' m ≥ �  �-�(' � ≤ t� < t� < · · · < tm ≤ ��
"w�# w"t# − w"s# ∈ N "�, t − s# ��� �-�(' � ≤ s < t ≤ ��

,���� �	%�� ξ ∈ N
(
a, σ�

)
���	�	��� ��� ξ �������� �����	
��	� ������	�


�����	� � ����������� a � σ�� �� ����

P"ξ < x# �
�√
0πσ�

∫ x

−∞
e−�u−a��/�σ� du �

�√
0π

∫ x−a
σ

−∞
e−v�/� dv � D

(
x − a

σ

)
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���� �	��� �	
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��� ���
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����( �1� %��� �	������� + ������ ������(� �������� "w�# �%�	������
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"B# w"t# ∈ N "�, t#< 
 �����	���� E 4w"t#5 � � � var 4w"t#5 � t� t ∈ 4�, �5<
"BB# cov 4w"t#, w"s#5 � CBJ{t, s}�

�	���������
	� +������� "B# �(���	�� � "w�#  "w�#� �	� �	� w"t# � w"t# −
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I��	��
 ��%��� "BB#� +���	� s � t �(���	�� ��%������������ � "B#� Ǳ����
s < t� &���	

cov 4w"t#, w"s#5 � E 4w"s#w"t#5 � E 4w"s#"w"t# − w"s# . w"s##5

� E 4"w"s# − w"�##"w"t# − w"s#5 . E
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�(� �� � ����	' t � k
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���� �(�� ���>>����)���
(
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	���� �����(� �'������ � ����� t � k
n � �	����	%�	����(� �� %�������	� �

?��� ����� �� ��9�������� Ǳ�������� �	�' ����� ��	������ ����1� � �����

n� �� 
���� ���	��� ��� ��	����� ����������� %��)���	 �	��� ����� ��*
�>>����)���
(
 ��� �������(' t ∈ 4�, �5� $�	�(�	����� ��� %�������	�
�%���� ��	����� ����������� %��)���	 �� ��9������� � � ����� �����K

!�"��#$ �� ��  �	�	 t� ∈ 4�, �#

"L# ABC MNO
t↓t�

∣∣∣∣w"t# − w"t�#

t − t�

∣∣∣∣ � ∞ �	��� ��
���	�.

����%���� �� ! 
��	���	��� ������� ��	��
	���� w′"t�# �� ��"���
���
��  �	�	 t� ∈ 4�, �5�

�	���������
	 �����
�� �� P( ���	��
�� ���	�	��������
 ����	� t �� ��
E�� �( � %����������� �����������- %�������	� w′"t�# ��9������	�	 �
�	���*��� ����� t� ∈ 4�, �5� �� ?�� ���	�	�� �(� ��� ��� ���������� ����	�����
���(�� A ∈ F� P"A# > ��  �-���� ω ∈ A %�����

ABC
t→t�

w"t, ω#− w"t�, ω#

t − t�

��9�������  �������� ������(
� Q�� %��������� "L#� �� !"#���	 �

�	���������
	 ��	���� �� I��	�	�������� %������
 ������ ��� t� ∈ 4�, �#�
�	��
���
 
�������� ��(�	-9�- %�������	��������� {tn, n ≥ �}� �'���9�*
-�� � t�� Ǳ����


ηn � MNO
t�<t≤tn

∣∣∣∣w"t# − w"t�#

t − t�

∣∣∣∣, An � {ω8 ηn"ω# < ∞} .

������ �� �������	� ��� An�� ⊆ An�

������� �� �������	� ��� An ��
����� �
������ �������� �
� 
����� n ≥ ��



������ ��� Ǳ	����� �	��������� �������� ��� ����	������ �	����� ��

������ 	� �������	� ��� ηn�� ≤ ηn�

:��
���( ��	 ��	
����-�	-9' ����	�8 P"An# � � ��� ���' n ≥ � �
P"An�# > � ��� ���������� n� ≥ �� �	��
���
 �	��(� � �'�

��&'$( P"An# � � ��) �%�* n ≥ �� Ǳ����
 B �
⋂∞

n	� An� &���	

P"B# � P

( ∞⋃
n	�

An

)
≤

∞∑
n	�

P"An# � �.

,�	�� P"B# � � "� �	������� B �� ∅#� ,	>�����
 ω ∈ B� &���	 ηn"ω# � ∞
��� ���' n ≥ �� �� !"#���	 Q�� ���	�	��� ��� ��� �-���� n ≥ � ��9�������
����	 τn ∈ 4�, tn5� %� �������

∣∣∣∣w"τn, ω#− w"t�, ω#

τn − t�

∣∣∣∣ ≥ n.

)�*+,+��	 Ǳ�?��
�

ABC
n→∞

∣∣∣∣w"τn, ω#− w"t�, ω#

τn − t�

∣∣∣∣ � ∞.

&	� �	�

ABC MNO
t↓t�

∣∣∣∣w"t, ω# − w"t�, ω#

t − t�

∣∣∣∣ ≥ ABC MNO
n→∞

∣∣∣∣w"τn, ω#− w"t�, ω#

τn − t�

∣∣∣∣
&��)���"!	  P"B# � �� �� "L# ������������ �(%������� ��*+,+��	

��&'$( P"An�# > � ��) ��+"�"�"," n� ≥ �� Ǳ��	��
� ��� �	��� %���%�*
������ %����� � %��������-�

/� ����� ��9���� 
���� ���	��� ��� n� � �� ��$�%&' $����	�
 A � A�

 �%�����
 ����	��(� �����(

ξn"ω# �

{
ηn"ω#, ω ∈ A,

�, ω �∈ A.

������� 
� �������	� ��� ξn ��
����� �
����� ��
����� �
� 
����� n ≥ ��

Ǳ�������� ηn�� ≤ ηn� ��  ξn�� ≤ ξn� &��)���"!	 	 ��	�� %����� ξ"ω# �

ABCn→∞ ξn"ω# ��9������� ��� �-���� ω ∈ @� ,	
��
� ��� ?��� %����� ����*
���� ������(
 ��� �-���� ω ∈ @� �	� �	�

ξ"ω# ≤ ξ�"ω# � η�"ω# < ∞, ω ∈ A,

�� !"#���	  ξ"ω# � �� ω �∈ A� ��*+,+��	 ,�	�� ξ = ����	��	� �����	�
$�� -�� �,#+$+��' Ǳ�������� ��� �-���� x > �

{ω8 ξ"ω# ≥ x} �

∞⋂
n	�

{ω8 ξn"ω# ≥ x} , )�*+,+��	

{ω8 ξn��"ω# ≥ x} ⊆ {ω8 ξn"ω# ≥ x} , &��)���"!	



�� �������� � ���	�
 �������� �	�������

�� P"ξ ≥ x# � ABCn→∞ P"ξn ≥ x# � ��� �������	 ��%���(����� �����������
�"��%#���	 Ǳ����

Cn � {ω8 ξn"ω# ≥ x} , Bn �

{
ω8

∣∣∣∣ γn√
tn − t�

∣∣∣∣ ≥ x

}
, γn


��
�

w"tn#− w"t�#√
tn − t�

.

&���	 γn ∈ N "�, �# ��$�%&'  ��� ω ∈ A

ξn"ω# ≥
∣∣∣∣w"tn, ω#− w"t�, ω#

tn − t�

∣∣∣∣, )�*+,+��	

�����	 P"A ∩ Cn# ≥ P "A ∩ Bn#� ���������	 Ǳ�?��
�

P"ξ ≥ x# � ABC
n→∞P "ξn ≥ x#

��≥ ABC MNO
n→∞

P "A ∩ Cn# ≥ ABC MNO
n→∞

P "A ∩ Bn# .

��$�%& ���#� ��'

,	>�����
 x > �  y > �� Ǳ� ����1' n �%�	������ ���	�������
x
√

tn − t� < y� ���������	 ��	�� ��� ����	����� ����1' n

P"Bn#
��≥ P"|γn| ≥ y# � 0

∫ ∞

y

ϕ"v# dv, ��$�%& ���#� ��'

��� ϕ = ��	��	���	� �	�������	� %��������� +�����	������

ABC BJR
n→∞ P"Bn# ≥ 0

∫ ∞

y

ϕ"v# dv.

Ǳ���'��� � %������ %� y ↓ �� ��
� ��� P"Bn# → �� n → ∞� ��� �-����
x > �� ��$�%&' S %��������

P"A ∩ Bn# � P"A# . P"Bn#− P"A ∪ Bn#
��→ P"A#, n → ∞,

��$�%& ���#� ��' �� 

P"ξ ≥ x# ≥ ABC MNO
n→∞

P"A ∩ Bn# � ABC
n→∞P"A ∩ Bn# � P"A# > �

��� �-���� x > �� Q�� �����
����� �	� �	� P"ξ ≥ x# → �� x → ∞� � ���
������ � ������� >���) �	�%��������� *+*�.�' �
������ �� �������	 ������� � ����� � �
� t� / ��

%� &�����	� � �
���
����� '������
$( 	�(����

I�� ������������ ����	����� �����	�� ������������� %�����	����� %�*
������� � ���) 2� T	�
 �� ����� ������������� %�����	����� ��� ������*
����� %��)���	U V���( %�����	��� ���� �	�
 ��� 
���� �(��� �	��
���

��� %�����	����� ?��
���	��(' �'���� ��� ������������ ����	����� ����*
�	��� 	 
���� ?��
���	��(
 �'���
 ���	�
 ��� ��	�����- S"t#� %�������*
��- ������� ����%���)�� ����� "n, Sn#� n ≥ �� +�����%����� ��%���
('
��	������ ��� �����	�� �%�(�	���� ������
8

"B# ��	������ S"t# ������� �����	<
"BB# |S"k . �#− S"k#| � ��

Ǳ�������� ��������� %��)��� %����	���� %�������(
 %���'���
 � ����	�*
���� �����	��� �� ��� ���� ?��
���	��(
 �'��	
 ����-��� ��%���(��(�
>���)� &����
	 � %�������� ����� %�����	����� �� ��
�����	 ��%���(��('
>���)�� �����(� �� 
�-� %�������(' � � ����� ����� ������	 4�, �5�
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