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� � ≤ �jt− k < 	 ��� t ∈ 8j,k# �� 5677Hn � 8j,k* <����# ���%���%�
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�, 	�*
����� ����# � ���� �9� 
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n�t� dt � 	# n ≥ �#
�?�
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Hm�t�Hn�t� dt � �# m �� n*
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�

H�
n�t� dt � �j

∫
�j,k

dt � 	,

��� � 
�%�!����� ���-���� �9?�* @��-���� �?� ��%�� ����%��� �! ������
����
�9� ����� 	# ���� m, n ∈ Lj 
�� ��%������� j* Ǳ���� n ∈ Ljn � m ∈ Ljm # m �� n*
<�� ����
��������� �������# ��� jn < jm* A������# ��� � "��� ������ n < m*
���������� , ���� ������
���� �9� ����� 	
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t ∈ 8jn��,�kn ��� −�jn/� ��� t ∈ 8jn��,�kn��* <�� ���� ��������� 8jn��,k ���
����� �* C���������� �2��!�� 
�%�!�����# ��� $��%&�� Hn ��������� ��
%��
�� �! ���������� 8jn�i,k# i > 	* , ���������# $��%&�� Hn ��������� ��
%��
�� �! ���������� 8jm,k* 42�!����� ����! hn !������� $��%&�� Hn ��
5677Hm* ;��
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∫
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Hm�t�Hn�t� dt � hn

∫
����Hm

Hm�t� dt � �. �
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+ �������� � ������ ��������� ���������

����� �� Ǳ���� ε > � � f ∈ L��
�, 	��� �
��� ���������� 
���	���

� ���%

�
 N ≥ 	# ��#��������
�� ����� c�, . . . , cN � �
��	���� 
a�, b��, . . . , 
aN , bN�#

��� �
�
	�� ‖f − g‖ < ε� ��� g�t� �
∑N

i�� ci	D�ai,bi��t��

F� ����� �2>����� � ����� G ����� �������# ��� ,�-"$./

�H� ��������� 
ai, bi� �� ������%�(���I

�J�
⋃N

i��
ai, bi� � 
�, 	�*

*�� +* Ǳ�%����# ��� 
�� �(2�- $��%&�� f ∈ L��
�, 	�� � �(2��� ε > �
��-
���� j ≥ � � ����-��� %��2���&�� ��
�%������ 	D�j,k

# � ≤ k < �j # %������
���2������ f � L��
�, 	�� � ��������( ε*
Ǳ���� f ∈ L��
�, 	�� � ε > �* @ ����>�( ����� G ��-
�� $��%&�( g

��
� g�t� �
∑N

i�� ci	D�ai,bi��t�# %������ ���2������ f � ��������( ε/�* @������
��%��# ��� ��������� ������� �H� � �J�* ,�2���� � !�$�%������ j �������%�
2���.��# ���2�

�K� %��
�- �������� 8j,k ������%���� � �� 2����# ��� 
���� �����������

ai, bi� �! ���
��������� $��%&�� g �
�� "���� 
���������# ���2� j 2���
�������%� 2���.��# ��� �

�j < L9M�bi − ai��I

�N� ε��j ≥ ON LHP�≤i≤N c�i *

E�
�� ��������# ��� �������� 8j,k �����
����� %����� K�# ���� �� ������3
%����� ����%� � �
��� �! ���������� 
ai, bi� ��� �!������# ��� 8j,k ⊆ 
ai, bi��I
���� �� 8j,k ������%����� � 
���� ����������� 
ai, bi�# �� �������# ��� 8j,k

�����
����� %����� K�* A������# ��� %��������� ���������� � %����� K� ��
��������
�� �N * ���������� 4���
���� ������ $��%&�(

h�t� �

{
ci, ���� 8j,k ∈ K� � 8j,k ∩ 
ai, bi� �� ∅,

�, ���� 8j,k ∈ K�.

Ǳ������# ��� g�t�− h�t� � � 
�� ���� t ∈ 8j,k# ���� 8j,k ∈ K�* ,�-"$./ �����

����# |g�t� − h�t�| ≤ LHP�≤i≤N |ci| 
�� ���� t ∈ 8j,k# ���� 8j,k ∈ K�* 0�1 2 ���

;�%�� �2��!��

‖g − h‖� �
∫ �

�

�g�t�− h�t��� dt �
∑

�j,k∈K�

∫
�j,k

�g�t�− h�t��� dt

≤ LHP
�≤i≤N

c�i · �N · 	
�j

<
ε�

G

� ���� �N�* ;�%�� �2��!�� ‖g − h‖ < ε
� � ‖f − h‖ ≤ ‖f − g‖� ‖g − h‖ < ε* Q��

� 
�%�!����� ���2����� ������
����*
*�� ,* A�$�%������ j � �2�!����� Ǳ����

Mj � {f ∈ L��
�, 	��) f ��������� �� %��
�� �! ���������� 8j,k}.
Ǳ������# ��� Mj ������� �! $��%&�- f ��
� f�t� �

∑
�≤k<�j ck	D�j,k

�t�* F�

.��� 	 
�%�!���# ��� �(2�( $��%&�( f ∈ L��
�, 	�� ����� ���2��!��� � ����!3
������- ��������( ����-��- %��2���&��- �!Mj # ���� j ��
�2���� 
���������
2���.��* ����� ����#

�R� Mj ����-��� ������������#
�S� N9LMj � �

j*
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��� �!������# ��� � Mj ��>������� 2�!��# ������>�- �! �
j $��%&�-*

E�!�� T "�� ������� ����-�� ��!�������� "��������# ������ �(2�- ���- "��3
���� �Mj �������� �� ����-��- %��2���&��-* ;�%�� 2�!���� �Mj ��������
{	D�j,k

, � ≤ k < �j}* 0�1 2 ��� U(2�� 
����� ������� �j ����-�� ��!��������

"�������� � Mj ��%�� �������� 2�!����* ,�-"$./

Ǳ���� ������Hj � {	D��,��, Hn, n ∈ ∪i<jLi}* Ǳ��%���%�Hj ⊂ Mj � |Li| � �i#

�� |Hj | � 	 �
∑

i<j �
i � �j* V��� 2� "������� Hj 2��� ����-�� !�������# ��

��.���� 2� %�������� c�, . . . , c�j−�# ��� %������

�0� � � c�	D��,�� �
∑

n∈Li,i<j

cnHn.

,!�� %�%��3��2� n� ∈ Li# i < j# � ������� "�� ��������� �� Hn�
# � !����

��������������� �� ����!%� 
�, 	�# �������� � � � � cn�
���� �?� ����� �#

��%�
� cn�
� �* Ǳ��%���%� n� ����!������# �� cn � � 
�� ���� 	 ≤ n <

�j* 4��(
� ���!� ����%���# ��� � c� � �# �� ���� ����-��� %��2���&�� �0�
����������* @��
��������� "������� Hj ����-�� ��!�������*
U(2�� $��%&�� Hn# n ∈ Li# �� �������� �� 8i��,k# !����� �(2�� $��%&��

�! Hj �� �������� �� 8j,k# �� ���� Hj ⊂ Mj * Ǳ�"���� Hj �������� 2�!���� �
Mj # �� ���� %��
�� $��%&�� �!Mj ���� ����-��� %��2���&�� "�������� Hj *

*�� -* ;����� ����� 
�%�!���# ��� ����-��� �2����%� ������� $��%&�-
{	D��,��, H�, H�, . . . } �����
��� � L��
�, 	��* Ǳ���� f ∈ L��
�, 	�� � ε > �* ,�2����
������ j � g ∈ Mj �������� .��� � ��%# ���2� ‖f − g‖ < ε* Ǳ��%���%�# %�%
�� ����%� ��� 
�%�!���# g ∈ 57HMHj # ����!������� $��%&�� f ∈ L��
�, 	��
���2������ $��%&��- �! 57HMHj � ����!������- ��������( ε > �* �
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�, �−��,

��	− t�, t ∈ 
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�, 
�� ��������� t ∈ 
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Ǳ���� ����������� ����� n ≥ 	 ���
�������� � ��
� �	�* 4���
���� $��%&��
X��
��� Sn�t�# n ≥ 	# t ∈ 
�# ����! $��%&�( S�t�)

Sn�t� � S��jt − k�, n ≥ 	.
Ǳ������ ��%�� S��t� � t* +���# ��� S� � S*

Ǳ������# ���
∫ t

�
H�s� ds � �

�S�t�* ,#�("#���� C���������� ���!� ����� �����
� ���
� $��%&���� '���� � X��
���*

����� �� ��� ���
�
 n ≥ �# �������
 �	��������
�� �	�#

� ≤ Sn�t� ≤ 	, t ∈ 
�, 	�,�G� ∫ t

�

Hn�s� ds � λnSn�t�,�Y�

λ� � 	, λn �
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