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��	�+ ������������ ��� ���������� �� ����� :��
 ���������� ��	��� ����	��
����� �� ��	��� ���������� ������:
�� �	 �� 
� �� ������� � �����	� d E <!

����� ��! A����+��� ��	 ����� ����� ��+����! 4��������� �������� ��.
	�� ��+���� 
�+�� ������������� ��� ����
���� �:��
��� ��� ����	���
��+���� � ��������� ��	���� ����	�� �����! Ǳ���� ���( ������ ���� �.
���������� ��� ����������!
6�+�� ����� ��	���(���� ���������
 ������
� � �	�
� �������� �������

�������:�� ���������!
� 	�	���� � �������  ���� ���������� KNO.� KLM. �� ���� ���� ��+��.

�� � ������� �d! A�����	 R 
����� ��	�+ � �� ��������� �� ����������
�������� �������� �dD ��
 �������  ���� ��
����� �����	� d E < �� d > <
� ���������� �� �����������! C�����
 � ����� 
�+�� ���+��� ��+� ������

������
 �� 
���
�������� ������ � ������� 	������ ���	�� �d!

Ǳ����� 4��������� ������� �����
� ��� 	������ ��
 ������������ 
��
&! S! #����	� � <=GP ��� ��� ��	������ 	������� ������� 	��� � ��� ���.
�����
 000 	���� 
����	�.
���
�������� :�	������� 6�����	��� �����������

�� -����� T�����	�! 2���
 � ���������� 
�(� �����
��� ������ ���� ���.
��� �����
� 6��
������� ��� ��+���� 
��+� ������� 	������ ���� ������+.
��� �����	���� �������! 3 � ���� �����	��	� 	�:���� ����� �
���������
����� �:����
 �������
 �����
��� ���� ��������� ���� ���������� �� ��.

��� %! 8! *	�������! -�	� ������ ������  
��! Ǳ� ��� ������ ����������
�� %! 8! *	������ �����( � �������
� ��� ���� �����	� ��� ����������
B H��

����������� �
 �
����
 �!��"
��#I! # �� ����
 �����
� ���� �����+�����
��	��	� �� ��������� ���� ���� 
�� � 	�������� �������	�  ���������
����� ��� 	���	���
�! 8 
��� �� ��������� ���� ������� ��� � %������ 8�.
����
�������� �� + �� 
�� �� ����! &����� ������� ��  ��
 ����� ��� ��
�����+����D � + �������
 �������� ��	� ���
�	������ ��� ��
� ��
��� ����
����������� �� ���� ��
	�! 9�	����� 	��	� ���� �(� 	���� 
����� ��� ��.
���� �� �����+���� *	������� ?������� �� 
� ������� ���������� ����
�����+����@!
-���� ����� &! S! #����	� ������������ 
�� ������+��� �����+����

�(� + ��
� ��� �������	� 	���������	�� ���������! Ǳ���� �������������

��������� �� 8����� ���� �� 
����	�.
���
������
� :�	������� &������
S�������� �������� 
��� �� )�������� ��� ������� �� ��
��� 8! 8! Ǳ����.
��! *�
� ��
 � ������ �� 
�� ��
� �	����� �� ���	� 
��� �� 
��� ���	�����
	�����	�! �� ��
��� 8�������� 8�����
������� � ������ 2! "! &���	��.
���� �� -! &	���� �	�� � ���� ���� ���+� ����
� �����
�  	�����
�! Ǳ���
������ 8! 8! Ǳ����� ������� 
�� ������ ������ ���� ��� ����������� ���.



Ǳ�������� ��

 ��� ���������� �� ��������� �����������! 8� 
�� H�����	��$ ��������I
�� �������� �� 8����� ���� ���������� �������	 �������� 
�(� ���������!
2�������
� �� ������ � ��� <=U< ��	� ��������� %! #! A��������� ��

8! 8! $������! 3 ���(
� ������ %������ #	����� �	�
 ������ �����+���
�� ���������� ��������� ����� ���� � ������ �	��
� 	���� ! -�� � �����
�� ��������� �������� ���� ������� ��	��	� ������������� �� � *4*4 ���(
��������� ������� � ��	� �����! -��	� ����� � �
� ���������� �� ���� ����
����� �������� ������ 	���� 
��+� �� 
�( �������� � ��
� �	�� � 
� ��
�������� ���!
8����� 8�����
������ ��� ���� �
�����
 � ���(
� ������ �� ������

���������  ��	�+ ������� ������+��� ���� ���� ��� �( ��
� ! C ���� ��.
�� 
� ������ ���� ������� ���� � ��
 ��� ����	�� ��������� �����
! C�����
����� ��
� �� ������� ��� � �������� ��	�+  ��	�����	� �������� ! 7���
��� ������ ��	�����	�� ��������� �� �������� 
�� ��������
� ����� � ����.
��� ��
� �� ���� ������������� � �������� �(� ���!
C����	� �����+����
 2! 8! "������� V! 8! 6������	� �� 2! "! &���	����.

��� �	 ��������� �:����
� ��������
� �� ������ ��	�����	�� ����������
� �����
� ���	��	� �� ��	�� ����	�� �� ���	�������� ���  ��� �� ���	 �
���������� ��������� �� �� �����! 8��������� ��� �����+����� � �� ���� ��

���� ���� �������� ��	����� �
��� ?������ ��� �� ��
 ��
�
 �
� ��	��.
����@ ��	��� �	��  ������ �� ��� ������!
�� 
�+� ��	�+ �� ������� ���� 	����� � �	�
� � ������� ��� ���	 � ���

��� ���������� �(� 	����B &! 3! ;�:������ %! ;���� Ǳ! A������ 6!.7! "����	�.
:���� "! 6���� A! )� C! 4���	�� %! 4������	� "! 9���	���� 3! T����
 ������
S! T���������! ���	�� ���	��� � ��
� 
��� ������	�� ���
��  ��� �����
�� 
��� ��� ����� ��� �( 
������:( !
8�
� 	��� � ������ ����� � ���� ������� �� ������ ���	������  	�����

����������� ���	���� ������
� �	 � ��
,���  �� �� ����� ����!

%�$�& ���	
�� ���� �' (' )' %�
���



����� �

����������� 	
������ ���
�� ��� �
����� ���

����� ����	
��������� ����� ����� �� �������� ������� ��� ������� ���
	������������ �������� � ��������� ��������� ������ ��� ���� ��� ���
� ���� ������ ������������� �� � ������� ���! "������� �� 	���# ��������
���������� ���� � ���������� ��� ������� ���� ��� �� ��� ������ � ����
���������� ������� ����� $� � %�������& ���� �������' ����� �����! Ǳ����
$���� �� ��������� ���� $� �����$�� �� � ������������ �����!

�� �� ����	
 ��������� ��� ����	�� ���

���������� � ��
�� ������	�� �	��
����

"������#����
ζn
n

P−→ μ, n→ ∞,

�� �������� ������� ��	
�
� �
�	 ��� ������)��� ������� ������������
�������� ������ {ξk, k ≥ *}� �� ζn + ξ� , · · · , ξn� � μ - ���������
���������! .������ /������ ������ ������ ����� � ��	�� ������0 1 ������
μ + 2  ��� ��)�� �������� � ������

345
m→∞m6F �−m� , *− F �m�7 + 2, 345

m→∞

∫ m

−m

xdF �x� + 2,

�� F - 8���$�� ��������� ������� ξ�!
9��������� ����� ���:� ������)��� ������� ������������ �������� �;

����� {X�k, l�, k ≥ *, l ≥ *}� ��� ����)��� �� ��� ������� k �� l! <������
���� �� ���� S�m,n� �� �������

�*� S�m,n� +
m∑

k��

n∑

l��

X�k, l�, m ≥ *, n ≥ *.

=� ��������� � ��������� ������� �� ��)���� �� ����� ��	
�
� �
�	 ���;
���� ��� ���� ��� ��� {S�m,n�}� ����

S�m,n�
mn

P−→ μ,

���� m �� n ��������� �� ��������������! >����� ���������� �� � ������ �;
����� ����� ��� ���� ��� ��� �� ������ ������ ��� ��������� �� 2  ��;
������� 

P�|S�m,n�− μmn| ≥ εmn�
*?



�� �������� �	
�	�� �� ������� ���

��� 	���;����� ε > 2� ���� m �� n ��������� �� ��������������!
9���� � {X�k, l�} ���������� ����) ������������ ������)��� ��������

������ {ξi}� ��� ����� �� )� ��������� �� � X�*, *�0 �� � ���� ��������� ��;
��� ζn '��� ������� ����! @��� k + mn� �� �������� ������� S�m,n�/mn � ��;
��� )�� �� � �������� ������� ζk/k � ���� ����� ������ ����� ��� {S�m,n�}
���������� ���� � ������ ����� ���� �� ���������� ��� {ζn}! A���� ������
����� ������ ����� ��� ���� ��� ��� ������ 	������������ � ������ ���;
��� ����� ��� ���� ��� ���!

Ǳ���	�� ���������� �� ��������� ��)�� ������� � ������ ��������� ���;
�����' ������� ��� ���� ��� ���� ��� $� ����� �� ���! B������ ��� �����
���������� �� �� ��������� ���:' {S�m,n�}C

�4� �������� ������� S�m,n� ����)��� �� ��	���� mn�
�44� $�������� �� �������� ������������ ����) ����)��� �� ��	���� mn!

@��� ����#������ ���� 	 ���� � $�� ��������� � �� ������� ����� �����;
����� )� ����)���! D��������� ��������� �4� ����#������� ���� ����;
��� ������� X�k, l� �� � ������� �������������� � ��������� �44� - ����
������� ��������' ������������ mn ������������� manb� a �+ b!

E���#� ����� �� �� ����� ��	������ ������� �����$��� ���� ��������� ���
������� ��� ������ �� ���� ������� ��� ���� ��� ���� 8������� ����);
��� ��� �	�)����� �� )� ������� ����� ��� ��������� mn!

�� �� ����	
 ������	� ���
�� ����
���� ��� ����	�� ����

A���� ���# ��������� ����� ���� �� �������� ������� ��� ������� ���
������� � ����� �� ���� 8�������� ���������� ��� ������� ��� �� ��)��
�������� �� ��'� ��������� �������� �� ) ���� �������� ������ �������
����� ����������� �� ������ �������������!

D� %���������& $��' ����� ���� ��)�� ������ ���� ��������� �������
���
	����� ������ ��	
�
� �
�	! D��������� �� �������#����

ζn
n

����−→ μ, n→ ∞,

���������� ���������� ������� ������ ����� ��� ������������ ������)���
������� ������������ �������� ������ {ξk, k ≥ *}� �� �� �	�������� ��;
�������� ��� ζn� μ �� F � ����� ���! A������ .��������� �����)��� ��
��������� ������ ���������� ���������� � �������� ���#��� �������C

�F�
∫ ∞

−∞
xdF �x� + μ.

"������#����

�?�
S�m,n�
mn

����−→ μ,

���� m �� n ��������� �� �������������� �������� �)��� �������� �������
.��������� ��� ��� ���� �� ���!

=�)���� �� ��������� � ������� *� �������� ����) ����������� �� ���;
� �F� � ���������� ����) � ��� ����������� ������ ������ ����� �?�! G�	



���� �� ��
���
��� ��������� �	
�	� �� ������� ��� ��

%�	���������& ���� ����������� �)�������� �� ���� �F� �������! H��
�������� �	�)����� �?� � ������ ������)��� ������� ������������ ����;
���� ������ {X�k, l�, k ≥ *, l ≥ *} ��)�� ���������� �������� ��� ���
������� �� �������' .�#� �	�)����� ������������ � ���� ���������!

9��������� ������� ��������� ��������� ������������ ����������� �����
{mk, k ≥ *} �� {nk, k ≥ *}  ���������� ��������������� �������� ������

S�mk, nk�
mknk

.

Ǳ����#� ik + mknk �� ζik
+ S�mk, nk�� 	������ �� �ζik

, k ≥ *� ⊆ �ζn, n ≥ *�!
B�������

�I�
ζik

ik
+
S�mk, nk�
mknk

,

�� � ���������� ����������� ������ ������ ����� .��������� ������� ��
�����$� ���' ������� �I� ����� �� )� ������ �� ������� ������������ ���;
#��� �������! =������ � �����$� ����' �������  �I� ����� �� )� ������!
Ǳ����������� {mk} �� {nk} � ���������� ���� � �������� .�#� ��� �����;
������� � ���� ��������� %���������& �������� �����$� �� )� ������
����' ������� �?�!

=���)��� ������ �� �����$� ������������ �I� ����� ������ �� ����� �;
������ ����' J�� ��� ���� � ���  ��������� *� ��� ����)��� �� ����������;
����� {mk} �� {nk}! >� �������� �� �����$� ��� �?� ����� �� ������� ����'
∩J�� �� ������� 	������� �� ����� ��������� ����������� ��������������
{mk} �� {nk}!

K��)��� ����� ������������ {mk} �� {nk} � ���������� � ���� �������
����� ∩J� ��)� ����  ��������� ���� � ���� �������$�� �F� ⇒ �?� �� ��);
�� �)��� �	
���������! E���#� ����� �� �� ��	����� ������� ��������
���#��� ������� �� ��)�� ��������� �� $�  ��������� ������� �����$� ��
������ �� ���������� ������!

>� ������� �������� �� ������ ���� �� ��)�� ���������� ��� �������
��� �������� � ��������� ��������� �������!

�� �� �� �� ������	� ���
�� ������	� ��� ����	�� ����

G� ���� ��������� ����� ���� ����# ���������� ��) ���������� ������� �
����� �� ���������� ��� ������� ��� ��)�� �������� ������������ ���;
����� ����� ��������� ���)���� �����#� ���	������ �������������!

< 	������� ������� $� ����)���� ����) ��	��! Ǳ�������������� $� ��
�������� ��#��� ����������� ������ ������ ����� .��������� ��� ������;
��� ������������ �������� ������� ��� �����)��� �� ����

∞∑

n��

var 6ξn7
b�n

<∞

��� ������)��� �������� ������ {ξn, n ≥ *} �� ��������� ���������' ��;
�������' ������������ {bn, n ≥ *}� ��

ζn − E 6ζn7
bn

����−→ 2



�� �������� �	
�	�� �� ������� ���

���� %�!�!& - $� ���������� ��� %�� )� ������&�! .������� �������� .��;
�������� ��� ��)�� ��� �� � 	���;����� ���������� � �����'  ��������� �
����������� � ��� ����� � 	�������� ��  ��� ) �������' �	�)����� �� )� ��;
���� ���� ������)��� ������� �� ���� .��������!

A��� ����� �� %����$����& � ������ ������� ���! D� 	���# ������ $�
��)�� ��������������� �� ��������� �������� F� ������� L� �� ���������
�� ���� .�������� �� ���������� ��� ������� ���!

M�� �� 	���# ������� � �� �	������� �� �������� ���������� .���������
��� �	�)����� �� )� ���� �������� ���� ������)��� ������� ����) ��
���������� ��� ������� ���! Ǳ������ *� ���� N� �������� �� ������� ����
������)�� ������� ������� {X�k, l�}� �� ���� �� ���

∑
X�i, j� ��� �	�;

������� �� )� ������� ��� ���
∑

P�|X�i, j�| ≥ c� ���	�������� �	� ��� c > 2 ��
������ �� ���������� ������� ���� $� ��� ��������� ��� ��� c > 2! A����
����� )���� � ����� ���������� �������� ����������� ������ ������ �����
��� ��������� ������������ ������� �� ��)�� ���������� ��� ������� ���!

!� �� ������	� ������	� ���� ��� ����	�� ����

=:����#�� �� �������� ������ �� ��)�� ���$���� � ������ �������
���� ��)�� ��� �� ���#� ����������� �� �������� ����������� ��)�� ����;
#����� ��� ������ ������� ��� ���� ��	 ��� �������� ������� ���	�����
���������� � ��� �������������!

D� ������ �����
 ��������' �����' �� ��)�� %���$����& � ������ ����;
��� ���� ����� ������ ���� ��)��� �� ���� ��������' ����������$�' ��� 	���;
��������� �������! D��������� ������ � �� �)���#�� � �������� �����' �
���� ����������� %������� ���#��� ����������&! A��� � �������� ���������
O�� ��� ��������� ��� ������)��� ����������� ������� ������������
������� ������� τ + τ�ω�� ��� � �������� ������� ����� ���������
	������� �� �����$� xC

τ + 54P{n C Sn > x}.
B������� � �������� ������� ������� ������������� �� � ������ �� ������
����' �������' ������� ������ �� ����� ��� d ≥ F ����������� ��� ������
�)��� ���#�� ������ �� ����� x� ���� S�*, *� ≤ x� ��� S�m,n� > x ���
��� ��#�� m �� n�! A��� �� ��������� ��� ���������� �� ������� �������
���#��� ������ )����� ����� �� �������� ��� ����������� ��� d ≥ F!

"� �� ����
���� ������	� ��
�� ��� ����	�� ����

K� )� ��������� �� �������� ����

∫ ∞

−∞
|x| dF �x� <∞

�� � ���������� ��� ����������� ������ ������ ����� � ������ ������� ���!
K� ��	������ �� � ������ d;������� ��� ���	������ �� ���������� �����
��� ����������� ������ ������ ����� � ������ d;������� ��� �

∫ ∞

−∞
|x| (3QR� |x|)d−�

dF �x� <∞,



���� �� ��
���
��� ��������� �	
�	� �� ������� ��� ��

��� ����������  �������� ��� ��������$� d + *! Ǳ������� 	��� 	 �)����
�� � ��� ��#�� ��������� ������ ���� ��� d;������� ��� ������ �����������
����  ��� ��������� d + *!

D������� )� ���� �������� ��������� ������ ��� ������� ��� �����
����� ��#� ����� � ��������� � ����������! D��������� ��������� ������
��������� ������8�� ��� ��������� ��� ������)��� ������� ������������
������ � ���� /�������ST�������

�N� E
[
X�

]
<∞.

Ǳ����#� �� ��	������ �� � ������ ������� ��� ��������� ������ ���������
������8�� � ���� T�����

E

[

X�

(
3QR� |X |)d−�

3QR� 3QR� |X |

]

<∞,

�� d - ����������� �������������! Ǳ����������  ������� �������#����
�������� d + *� ��� �������� ���������� ������� �� �� ��������� ���� �N�!
>� �������� �� ���� T����� ��� d > * %�� ����������& � �������� ���� ���
d + *!

#� $�����	� �
	���	�� ��	������ ��� ����	�� ���

K�)�� 	��� 	 � ���� ������������ ���������� ��) �������� d + * �
d > *� ��� )� ��������� ��	��� ���������� ��	 ���������� � ���� �� ������
��� ������� ��� ����������� �������� �������� � �������� ���$�������
������! =������� �� ���� �	������� ��� �������� ������ ������� ��� ��
����������!

H�	�� ������ � ���� ������������� ��������� � �����'  ��������� ! H�;
���� ����� ���� ��������� �������� ���� ���������� �:������� ����������;
��� ���� � ������� �)���� ��������! D� �)���#� ��������� ��������'
�����' ��������� ������ ���������� ��� �������� �� ������� ���! D����;
���� �����$� � ������ ��������� ������8�� ������������� �

√
d� � �� ��

� ��������� O�� ��� ��������� ��� ����������� ������� ���� Fd � �!�!
H����� ����� ��������� �������� �������� �� � ��������� � ����������

��� ������� � ��#� ��������� ���� '��� �������� � �� ��� �)�����! D����;
����� ��������� � ������� ��������� O�� ������� F ��� d + *  I ��� d + F!
B������������ ��������� F ��� d + * ��������� ��������� �������� �;
����� E�������� ��� ���� ��������� O�� ���� �������! .��� ����� ���� �����
����� ������� �� �� ������� ����$��� �������������

345
x→∞

*
FU�x�

P

(

VWX
�≤t≤�

|w�t�| ≥ x

)

+ *,

�� U - $� ���� ��������� �	�������' ������� ����������' �������' ����;
���' �������� � w - $� ���������� ���$�� 	����������� ����!

Ǳ�� d + F ��������� ��������� ��� ��� �������� �� �������! Ǳ����
��)�� ������� ��

345
x→∞

*
IU�x�

P

(

VWX
�≤s,t≤�

|w�s, t�| ≥ x

)

+ *,



�� �������� �	
�	�� �� ������� ���

�� w- $� ������ ���$��� 	����������� ���� ��� ���������� ���� ���� ����
���� Y��$���! M���������� ��������� ���� Y��$�� � �)���� � 	�������
�����������' ���$������! D�������� ���������� �� ���	 � ��������� �����;
$� - $� %��������� & ������ ����#���� ���' �� ����' ������ ���������
O�� � ������ �������� �������! "��� � $���� ��������� ��������� I �
����������� ��� ��������� O�� ��� d + F!

%� &���� ������	� ��������� 	� ����� �	��
��� ��� ����	�� ���

����� ��� ������� ��� ������ �� ��)�� �������� ������� ��������� ������;
����! Ǳ������ ������ ����� ����� ����� 8���$� T! T! Ǳ����� ���! 6ZF7�
���� [\�! < ������ ���� ��� ������������ �������� ������ �� ����;
������� ��������� ������ �������� ��������� �������� ����� ���� 8���$� 
Uc� ������ ��

345
n→∞

Sn

ψ�Bn�
+ 2 �! �!

��� 	���;���' ψ ∈ Uc� �� Sn - $� ���� ������)��� �������� ������ {Xk}
� �������� ������������� ������������ � Bn + E

[
S�n

]
! T�)���� �	���;

����  $���� ���������� � ��� �� ���� 8���$� Uc � ������������� ��	�� ��
����)��� �� ��������� �������� ������ {Xk}!

"����$�� ���������� ����������� � ������ ������� ���! Ǳ������ N� ����;
��� L� �������� �� � ������ ���� ��� ��� �	� ��������� 8���$�' ψ ��� ������
���� ������)��� �������� ������ {X�m,n�0m ≥ *, n ≥ *}� ��� �����

345
m→∞
n→∞

S�m,n�
ψ�B�m,n��

�+ 2 �! �!,

�� S�m,n� - $� ���� �� ���� ������)��� �������� ������ � ��������
������������� ������������ � B�m,n� + E

[
S��m,n�

]
!

'� &���� ��������� ��� ����	�� ��� 	�

����� �	��
��� ��� ������	
�
 �������

������� �������� �������)���� ������ ���� ��������� ��� ������� ��� ��
��� )������ ������� � ���������� ������! 9���������� ���������� ����

S�m,n�
m
√
n
, m ≥ *, n ≥ *,

�� S�m,n� �������� ������ � �*�� � X�k, l� - ������)�� ������� �����������
������� �������! Y� ��)���� ��	 ���������� �������#����

�]�
S�m,n�
m
√
n

P−→ 2^

@��� ���������� �����$� ������ �� ���#�� ������������ �� $� ����� ��);
���� ��� �� ������ - ��� �������� $� 	 ����������� $��������� �������� 
�������! K� ��	�����  ���� I� �� �������#���� �]� ���������� �� �����
��� ��� m→ ∞ �� n→ ∞! D����� ����	���� �� ��)�� �������� ��� d + *!



���� �� ��
���
��� ��������� �	
�	� �� ������� ��� ��

��#��� ���������� ������ ����� � �������� ���������

345
m→∞

*
m

VWX
n≥�

∣
∣
∣
∣
S�m,n�

n

∣
∣
∣
∣ + 2 �! �!

��

345 VWX
m→∞

*√
m 3QR 3QRm

VWX
n≥�

∣
∣
∣
∣

S�m,n�√
n 3QR 3QRn

∣
∣
∣
∣ +

√
F �! �!,

��� �� �����������  ���� *F! _������ ����������� ���)��� �� $� ��� �� ��)�
������� ��� d + *!

���
� �
��� �	�
��� ������ �������� �������
 �	� ��	������

�����
� �� �����
�	�� � ����� ��	
�
� �
�	 �
 ����� ���������

�� 	����
��� � ������ �	� �� ���� � �����
� ����	����
� ����
 ��

�������	��� �������
 � ��	����� �
������ ����� ����������

�
 ��	��
 ��	� ��	���
� ����!

(� )�
�� ���
��� ���	��	�� ��
��� ��� ����	�� ���

������� ��������� ������ ��� ������� ��� �������� ������ �����
��)�� ��������� �� �� �����!

���� Ǳ����� ��� � Ǳ��#� ������)����� ��� ��)�� ������� �� ��������
��������� ������ �����'  ��������� ��� ������� ���� ��������  ��������� 
�����'! D! T���� 6I*Z7 �������� ����������� T � ��� �	������ ���� μ �� �������
�������� �������� �J, μ�! T�� ��� d;������ ����� d ≥ *�

Sm6f 7 +
m∑

n���

· · ·
m∑

nd��

f
(
T n��···�ndω

)

��� 8���$� f ∈ !��J, μ�  ���� �� �����$�

345
m→∞

Sm6f 7
md

����� ��� μ;�� )� ��� ω ∈ J! =���)���� �� �������� ������������ ����;
)��� �� ����������� d� ��� ���� 8���$� � ��� ���� �����$� ������ �� �����;
������� �� ������ ���� ��� ���  �������� ��������� �����'!

D! H��8��� 6*]I7 �� M! =������ 6IF`7 ���������� ���������� ������� ��� ���
������� ��� � ������� ���������

Sm�,...,md
6f 7 +

m�∑

n���

· · ·
md∑

nd��

f
(
T n��···�ndω

)

� ��� 8���$� f � ��� ����

�Z�
∫

	

|f�ω�| (3QR� |f�ω�|)d−�
dμ <∞.



�	 �������� �	
�	�� �� ������� ���

a� ������ ������� �� �����$�

345
m�→∞

...
md→∞

Sm�,...,md
6f 7

m� . . .md

����) ����� ��� μ;�� )� ��� ω ∈ J! =���)���� �� ���� 8���$� �Z� �
	���# ������� ��) !��J, μ�! Ǳ����#� �:��������� �� ���� �Z� ���������
����)��� � ���������� ������!

= ����� ���� �����'  ��������� ������)���� ���������' ������� D! T������
D! H��8���� �� M! =������� ���������� ���$�������� � ������� ���������
�������� ����

X�n�, . . . , nd� + T n��···�ndX�,

�� T - �������� ����� �� '� ���

S�m�, . . . ,md� +
m�∑

n���

· · ·
md∑

nd��

X�n�, . . . , nd�,

������� ����)���� T������ H��8���� �� =�������� ������� ���� - $� ���;
������ ������ ������ ����� ��� ����� ����!

< I2;��SN2;�� ����� \\ �������� �:������� ��#� ��������� ��	���� ���;
������ ��������� �������� ��� �������� ����� ��� ������� �����������
���� ���������  �����! D��������� "! E����� 6*FF7 �� .! .����	��� 6F`]7
���������� ����������� ��� ����)��� �� ���������� �� ���������� � ������;
� ���������� ���)��� ����������� �� "d � ���� ����� ���)����� � ����
������)��� �������� ������ - $� ���� � �������� �����������!

= �������� ]2;�� ���� ������� ������� �� ����  ���������� ������ �����'
�������� ������ � �������� ���������! T ��	��� b! Y����88� �� b! A� ;
���� 6*I*7 ������)������ ������� ��� �������� ��������� ���

Wn + 54P
�≤i≤n

5cd
�≤j≤n

X�i, j�, Zn + 5cd
�≤i≤n

54P
�≤j≤n

X�i, j�,

�� X�i, j� - ������)�� �� ������� ����������� ������� �������! D� )���
� ������#��� $� �������� �� ��� #� �����)����� ����  ��� ���������;
�� ������ ����� ���������� ������������ ���� ����� ����������;����������
������ ����� ������ ����������  ���������� ������)�����!

��#� ��$%�� ��� � K! T����� 6I*`7 ���#�� ���	� ����	� ������ ����
 ����������� ����������� ����� � ��������� ��������� ������ �����'  ��;
������� ��� ������� ��� ������)��� �������� ������! e��� ����� 	���
�������� ����$�� ������������� ��� ������� ���� ��� �������� ����� ��
���������� ����� ������� ������ ��� ������� ��� �� ��������' ������ ���
���� ��� ���� ��� ��� �������� ������!

"����� K! T����� 6I*`7 � ���	��� ������� ���$� 9! Ǳ� �� 6?N*7 ���� �;
���� ��� �� ��������� ������)���  ������ ��������� ������ ��� �;
������� ������ � ���������������! =����� 9! "�� � 6?ZN7 ��� #� ���#�
 ��������� �������� ����������� ������ ������ ����� ��� ������� ��� ��;
����)��� ������� ������������ �������� ������! @��� ���������� ��
�����������' ���������' �����' T�����SH��8����S=�������� �� ��)�� ��������



���� �� ��
���
��� ��������� �	
�	� �� ������� ��� ��

�� 9! "�� �� ������ ������� �� ���� �Z� � ���	������ �� ���������� ���
�������� ���������' �������� ���� �	��)����� ������� ������)��� ����;
��� ������������ �������� ������! H������� 9! "�� �� ��������� ��
������� �	������� ����������! Ǳ����#� ����� ����������� �� ���� ������ ��
��)�� ����������� ��� ��#�� ��������!

"��� $��� ��	����� K! T������ 9! Ǳ� �� �� 9! "�� �� ��������� ����� 
���� ������� ��������� ������ �����'  ��������� ��� ������� ��� ����;
���� ������� �������� ����� 	��� ������� ������� �� )� ��� ���������
��������� ������!

Ǳ�����#� ������� ��)���� � ������� ��� ������������� � $� ������ 	���
�������� 	���# �������� � ��������� �����! =���� �� � %�������8����&
����� ��������� ��#� ������ ��	���� ��� ������ �� ������� �����'!

K! T����� 6I*f7 ��� ����) ����� ��������� ������8�� � 8���� g����;
���� ��� d;������� ���! e��� ������ ��� �� ���	����� �� �������� ����
������ ��������� ������8�� ��� ������)��� ������� ������������ ����;
���� ������! >� ���� $���� ��  ���� �� ����� 8��������' ����������
d + * ��� �� ����������  �������� ���� /�������ST������� ��� ��������
������� �������!

9! "�� � 6?Z]7 ������� �� ������� ��������� ������ ��� ��� ������)���
�������� ������ �� ������� ����������� ���)����� 	���# ����������
��) "d! .��� �	�)����� �� )� ������   ��� ��	��� ������������ ����) ���
���� ���� �	�)�����!

9! "�� � �� b! g���� 6?Z27 �������� ��������� ���� b����S9���' ��� ��;
����� ��������� ������� ��� �������� ������� �� �������� ������
��������� ����� ������ ����� ��� 	���# ��������� ��������! E���# ��;
������ ���������� �������� �����#�  6?F7!

< ��' ���#� ��	���� ��������� �������� �������� � �������� ��;
�������� M! b�� 6*f`7 ������)�� �	�)����� �	������� ����������! 9�����;
��� �	��)���� ������ �	������� ���������� ��� ������ ������� ���� ��
� ��	��� 6*ff7 ������� �� ��#��� �	���# %����������&� ������� ��� ����;
�� ������ ��������� ����� ������ ����� ��� �������� K��$�������S
=�������! D��	����� �� �������� ���� ��� ����������� ������ ������ �����
� 	���# ���������� ����������� 	��� ��� ����  6IF7! T ��	��� 6F227 M! b��
��� ����� �� ���� ������� ���� ������� ��������� ������� ���! T ��;
	��� 6F2F7 �� ���������� ������������ ��������� /�88���;e���������
��� ������)���� ����' �	�)�����! >� �������� ��������� ��������  ���;
	��� '� 	���# ���������!

< ��' ��������$�' b! b�	���� 6*`Z7 ����)�� �� ���� ������� ������� ���
���������� �� ��� ����� �������� "d� � ������ ��� ����� ������)��� ��
���� ��������� ������ ��� ������� ��� ������ 	�������� �� ���������!
M! b�� 6F2?7 ������������� $� ����)���� �� �������� ����������� ������
������ ����� � ������ �	��)������ �� ���������� �������C θni ≤ nj ≤
θ−�ni� i �+ j� 2 < θ < *! T�������� ��� �� � � ���������� ������� ���	������
�� ���������� ����� ����������� ������ ������ ����� � �������� ���#���
�������!

b! b�	���� 6*``7 �������� ����) �	�)����� �� )� ������ ������� ���� ��
�	�)����� d;������������� ����������� ���������#� ������� .���������
��� ��� ���� �� ������ ������� ���! =����� �������� �� ��� ���� � ���;
���� .��������� ���	� �������� �� ������ � ������ ������� ��� 6?*7� 6N*7!
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B$���� ��� ��������� �� ������� ��������� ����������� ��� � ����);
��� ������������ ��� ������)���� �	�)����� �� )� ������! <�����������
��������� O�� ��� ��������� ������� ��� ������)��� ����������� ����;
���� ������� ��� � ��)� �������� � 	������� ��������� ��������� ������;
������ 	������� �������! @� ��������� b! >�������� 6IFZ7 	� ���#��� ���
��� ��������� O�� ��� ���� ��� ���! E�� ��������� ��� 	���;����� d ≥ *�
$� ��������� �:������ � ��	��� "! Ǳ�������� �� Y! Ǳ���� 6?I]7! D�	�����
	���# �������� ���������� ��� ���������� ��������� T! T! Ǳ����� 6Z?7 ���
������� � �������  6?]7!

Ǳ�������� ����� ������ ����� � 8���� Ǳ�������SO��� ��� ������� ���
����� � ��	��� 6?f7� � ����) A! K���#�� 6?F`7� A! K���#�� �� 9! D��� ;
#�� 6??27! =���)���� �� ���:���� $��' ���	���� �� �� �� ��)�� �)���
����������� �������� �� ������� ������� ��� ���� ��)���� ��������!
Ǳ������ $���� ������� B! �! K������ ��� 6]N7 � ��� ������� � ����� ��
��� d > * ���������� ���� ���������� �������������� ��������! K������ ;
��� 6]N7 ���� �������� �������� ��� ������ #������� �	�)����� ��������
����  ��	�������� �� ���:���� ������ ��� ��������� ����� ������ �����
� 8���� Ǳ�������SO���!

=���� ��������� ������8�� � 8���� .��������� ��� ������� ��� �����;
������������ ������� �������  6?]7! K���� ��������  6?]7 � $����� ������;
���� ��� � ���������� ���' ���	������� ��:�����' � ��������������� �	�;
�� %���������������� ��� ������� �� #������� �����������' ��������'& ����� 
�	�� � ������� ��� ������ d + *�! T 6?]7 $� ���	���� 	��� ������� ���;
�������� ��� ���$������ ����� ��������' ���! K������ ��� 6]I7 �������
�� 	�� ������ ���������� ���	����� �������� ���������C ������� 3QR 3QR
���	����� ������������ ��� ���� ��������
�
�� ���� ���! ������ `� ��;
����� L�! T������ ������� ��� ��� ��� ������� ���������� � 6??7!

Ǳ�������� ����� ������ ����� � 8���� h���#�S9���' ��� ������� ���
������ e! g�� ��	�� 6?`?7!

Ǳ������ ��� �	�)����� ���� ������ �� ����� �������� ������
∑

�∈�d

w�&�P�|S�&�| ≥ εb�&��

��� ������ ����� ���� {w�&�,& ∈ "d} �� {b�&�,& ∈ "d} ����� �����������
�����	��� ��� ����' ����' �	�)�����! Ǳ��#���� ��� �������� ���� �	�)�����
��� ������� ���� 	��� 9! "�� � 6?Z]7 �� M! b�� 6*ff7!

A����� ��������� ����� ��:����� � ������)������ ������������� �����;
���� ��� �������� ������! i���$�� ���������� ��	������ �� ����;
���� 	�������� � 	������������ ������ ��	�� ��� ������

∑

�∈�d

P�S�&� < x�,

������� D��� �� T������� 6?I*7� K��)��� �� K��� 6?F*7� b����	�#�� �� .�;
��� 6*fF7� 6*f?7� b����	�#��� �������8���� �� .���� 6*f*7! Ǳ��$�� ���������
� ������ d > * �����)����  6N]7!

=������� ����) ��� ���������� Ǳ� ��� M���������� �� E���� 6**`7� 6**f7�
6*2f7 ������� ����������� ������ ������ ������ ������ ��������� ������8;
�� �� 8���$��������' $���������' ��������' ������� ��� �������� ���� ��;
	������� �� ��������� ���������� ������������ ���)����� � "d!
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�	 ��� �	����� �������� �������� ������� ��������� ����� ���
��� ����������� � ����� ��!" #� �� $�%�����# ����& �� ' ��� �� ��(��� $�%��)�*��
��+ ,���% $�)-�#�*�� ������� ��������� ����� %-� '�������� ��� '��%���� �������.��
/+ 0+ 1��%��#� � 2+ 3+ 4��������� 5��67 0+ 0+ Ǳ����� 5��67 5��67 0+ ,��� 5
��67 9+ :�� �
;+ <��(��� 5���67 Ǳ+ ;�--� � 4+ ;��%� 5���67 Ǳ+ =����� 5
��67 Ǳ+ =����� � 3+ :���� 5��
67
2+ 1�� 5�	�6+

����� �����	�
�	 ��� ���	����� ����� >���' �� �����  �%��� �������.��7 $����������
��������� ������� %-� #����� ���+ > ��(��� )�#�7 ����� )���� �������.��7 � �#��
��'�-�%�!&�� ��'�������� ��$�#� ����� ��$�%#���� .��#*��7 ?� '�-� �& ��% #�-&#��
'������+ 0��� -�(� '��%�� �������.�� =+ 2%-��� � @ + <��-��� 5�	�67 A+ 2'���� �
3+ 0(�)��� 5���67 /+ ;�(�������� 5���67 3+ B+ C%���#� 5��6+


