
������ �

����� ������	 
�������	 
���
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������� � ���������	�� Ǳ���� A 
 �	������� ����

��������� � � ��������� ���� ������� �� ���� |A| > ��
���	�����

A − A � {x � x � a − a′, a, a′ ∈ A}.
����� ��������� A − A �������� �������� ���������

 ���	���������� ����	 
��
�
�� �
� |A| < ∞� �
�� ��
|A| � ∞� 
� ������	 � A ��	���	�� ���	����

�� �������
��� 	��� � �������	 ������
���
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�!� ���	�����
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������ �� Ǳ���� |A| � ∞� Ǳ��	
� � A ���	����	� 
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���� ���	���� �	���	��� 
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��	 �
���
�� 	����

�� G� 
������#�� A � 
��
���� �
� |A| > �

�
|G|�

������ �� Ǳ���� � < |A| < ∞� Ǳ��	
� ���	����	� ����	 ������

��	 
���	���� G� ��� A ⊆ G � |A| > �

�
|G|�

$����
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���
� ��� 
��
��� ��%������
��� ������
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(��� ��  
�' ��
�������� ��������	 �!� I� �	��
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|A ∩ I| >
)

*
|I|.
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�� Ǳ�������	 
���
����� �������

������ 	� Ǳ��	
� ����� ���	���� I ���	����	��

��������� Ǳ���	

����
���

(�������	 δ � �

�
|I| � ������	� �
� -−δ, δ. ⊆ A−A� /��

 
�!� ������	� �
� x ∈ A − A ��� �&��!� x ∈ -−δ, δ.�
0�1��
����	 x ∈ -−δ, δ. � ��������	 ����� x 2 I ��
���

���� �������	�� �� I 
���!�	 �� x� 0�	�
�	� �
� -x 2 I. ∪
I 3  
� ��
������ ����� ��
���!� 	���4�� ��	 �

�
|I|� �����	

�� 
������
 ��� A ∩ I� 
�� � x 2 -A ∩ I.�

������ 
� Ǳ��	
� ���	���	��	 �x�I�∪I ! "�� ���	����� Ǳ��	
�

|�x�I�∪I| < �

�
|I|� Ǳ��	
� ��� ���	���� ��� A∩I� ��� � x��A∩I��

��������� I ⊇ A ∩ I � x� I ⊇ x� �A ∩ I��

Ǳ�
������

|x 2 -A ∩ I.| � |A ∩ I| >
)

*
|I|,

������ �� Ǳ��	
��


� 	����

�� A ∩ I � x 2 -A ∩ I. ����
���&

��

������ �� Ǳ��	
��

��������� ��
�� 
��
 �� ����������� ������� ��
 �

�
|I|�

Ǳ� 
�	� 
�#�

��&
 ��� ��
�� a, a′ ∈ A∩I� ��� ��
���'
a � x 2 a′�
������ 
� Ǳ��	
��

0����
� x ∈ A − A� 6�� ��� x ������������ 
�  
� �����
���
� �
� -−δ, δ. ⊆ A − A� �

�� ������� Ǳ�

���

������� � �Ǳ������� Ǳ���� A � B �	������� ����

������ � �� ������� ���!� ��������! ���� ������� ����
	�����

D � A − B � {x � x � a − b, a ∈ A, b ∈ B}.



������ �� ����� ������� ��������� �	�� ��

����� D �������� �������� ���������

 ���	���������� "�

����� 
�� ��� ��� � � ������
����


�� 
����	� +� ��'���	 ��
����� I� ��� ��
���!� |A∩ I| >
�

�
|I|� 7����!����  
�	� ���������	� �
� 
�#�

���
 ��
���

��� J � ��� ��
���!� |B ∩ J | > �

�
|J |�

Ǳ�

� m � n 3 ����
���� ��
�������� ��
��� ������	
��
���' ��
������	
� ��	��!� �������� "������	 I �� m
�����
������� ���������� ������ 6�!�� ���� �� ��' -����
�����	 �!� I ′. �	��
 
���

��

-+. |A ∩ I ′| >
)

*
|I ′|.

������ �� Ǳ��	
��

"������� J �� n �����
������� ���������� ������ ����
��!���� �����	 ���� �� ��' -� ��������	 �!� J ′.� 
�����
�
� |B ∩ J ′| > �

�
|J ′|� Ǳ��'���#�	 ������	 m � n 	����

����
�
�� �
���
+

8
|I ′| ≤ |J ′| < |I ′|.

������ ��� Ǳ��	
��

���������  ��� |J| < |I|� �� ����� t � |J|
|I| !���
���"�� ����
	

�# ������
��� $ak, bk� � $ �
�k , �

�k−�
�� k ≥ ��  ��� "� t > �� �� t !��%

�
���"�� ����
	 �# ������
��� $ak, bk� � $�k−�, �k�� k ≥ �� & �'��

��	�
�� ���� t ∈ $ak, bk�� �� �(����
 �
)���
����� ����� q ∈ �t, bk��
*
+ +
+ �

�
q < �

�
bk � ak� ��

�

�
q < t < q�  ��� q � n

m
� �� !��������

���
������
 �#�
�
'�� ���

�

�

n

m
<

|J|
|I| <

n

m
⇐⇒ �

�
|I′| < |J ′| < |I′|.

,
+���)� ���� |J| � |I|� �� 
�"�� �(��
�� m � �� n � ��

0����
 
�#�

���
 �
���
�� ��
����� 9� ����� ��
����
!� ����� |I ′|− |J ′| > � � ��� ��
���!� x2J ′ ⊂ I ′ ��� �&��	
x ∈ 9�



�� Ǳ�������	 
���
����� �������

������ ��� Ǳ��	
� ����� ���	���� - ���	����	��

��������� Ǳ	��� J ′ � �a, a � |J ′|�� I′ � �b, b � |I′|�� Ǳ���!���"�
�
��� a � |J ′| < b� *�.�
 - � �b − a, b − a � |I′| − |J ′|�� /�0�����������
���� x ∈ -� �� x � a > b ����(0 +���) x � J ′ !�
��� ����.� +��)
 I′�
� x� a� |J ′| < b� |I′| �!�
�(0 +���) x � J ′ ����� !�
��.� +��)
 I′��
/�	.�� ����������� 
�"�	 a � b �
��

����
'��� 
�
��.�����

:�����	 ������������ x ∈ 9� 6�!��

-8. |x 2 -B ∩ J ′.| � |B ∩ J ′| >
)

*
|J ′| ≥ )

;
|I ′|.

Ǳ� 
�	� 
�		� 	�� <���!� 	����

� A ∩ I ′ � x 2 -B ∩ J ′.
����4�� ��	 �

�
|I ′|�

������ ��� Ǳ��	
�� ��������� 1��"��� ��� � ����

0�	�
�	� �
� ��� A ∩ I ′ 
�� � x 2 -B ∩ J ′. ����������

��
������ I ′�

������ ��� Ǳ��	
��

(

&�� ��
����
� �
� 	����

�� A ∩ I ′ � x 2 -B ∩ J ′.
����
���&

��

������ �	� Ǳ��	
�� ��������� ��
�� �

�
|I′| < |A∩I′|�|x��B∩J ′�| �

|�A ∩ I′� ∪ �x� �B ∩ J ′��| ≤ |I′|�

=
�� � 
��& �������� �������
� �
� 
�#�

��&
 ��
�� a ∈
A � b ∈ B� ��� ��
���' a � x2b� Ǳ� 
�	� x � a−b ∈ D� �
������� � �� Ǳ���� S 
 ����� ������������ �" ���
��#������� S∗ ⊂ S" ��$ �������� |S∗| > �� ���	�����

S 2 S � {x � x � s 2 s′, s ∈ S, s′ ∈ S}.

����� S 2 S �������� �������� ���������

%�������� &� $����

�� S � 
���

��� + �� �����
����
�� ��	���	�� >����	��� ��

� S � V ∪ ?8, )@� !�� V 3



������ �� ����� ������� ��������� �	�� �2

����	���	�� 	����

�� �� ��
������ ?�, +@� 6�!�� S 3 ���
��	���	�� �� 
������
 ��
����� S∗ � ?8, )@ ������
������
	����

 ���	���������� 6�� ��� A − B ⊆ S − S� 
� 
���

��� +
��
����
 �� 
����	� 8 ���

A � S∗, B � {x � x � −a, a ∈ A}.
�

�� ������� ��
������
�

!���� �� Ǳ���� '���(�$ k-·. ���������� �� ����
-). k-x 2 y. � k-x. 2 k-y., x, y ∈ �.

)��� k-·. ���������� ����*� �� ��������� ��������� A
������������� ���� ������� ����� k-·. ���������� �����
*� � ��������� ����������� ���$� +���� ����" � ,���

����������� '���(�$ k-·. ���������� ����� � ���	��
 ���	���������� Ǳ���������	� �
� ��� ����
���� ����


��
� M

k-x. ≤ M, x ∈ A.

A�!��
�� 
���

��& + 	����

�� A2A 
������
 ����
����
��
����� -y� − δ, y� 2 δ. -y� 3 B��
�  
�!� ��
������� �
δ > � 3 �!� �����
.� Ǳ� 
�	�� ��� �&��!� |t| < δ �	��	
t 2 y� � a 2 a′ ��� ����
���' a, a′ ∈ A�

Ǳ�
������ k-t 2 y�. � k-a 2 a′.� 
� �� ����
����

� ���

����
� �
�

k-t. � k-a. 2 k-a′.− k-y�. ≤ 8M − k-y�..

6���	 ������	� 1���B�� k-·. �!�������� 
���'� ���

��
��
8M − k-y�. �� ��
������ -−δ, δ.�



�3 Ǳ�������	 
���
����� �������

/����� 
�� ��� k-t. � −k-−t.� 
� −k-−t. ≤ 8M − k-y�.
��� k-−t. ≥ k-y�. − 8M � =
� � �������
� �
� 1���B��
k-·. �!�������� 
���� ���

��
�� k-y�. − 8M �� ��
�����
�� -−δ, δ.� �

������� " ������������� )��� '���(�$ k-·. ��������
��� �� ���� ���� ��������� ������� -).� � ���������� �����
*� -��� ���	�. �� ��������� A ������������� ���� ���
����� �� '���(�$ k-·. �������� �� ����

-*. k-x. � cx

��$ ��������� ��������� c ∈ ��

%�������� -� C� ��		� + ��
����
� �
� 1���B�� k-·. �!���
������ �� ����
���	 ��
������� Ǳ� 
�	� 
����	� ) 
����
��
����
 �� 
����	� +�,� 6�	 �� 	����� ���� 	� ���	 ����
!�� ������
���

��  
�!� 1��
��

 ���	���������� Ǳ�

� k-·. �!�������� 
���'� �� 	�����


�� A� >���	��	 ���� �� 
���

� ����
����' 1���B��

-D. k-rx. � rk-x., r ∈ #,

-
	� 
����	� +�+.� C� ��		� + ��
����
� �
� 
�#�

��&

���

��
� M � δ > �� ��� ��
���'

|k-x.| ≤ M, x ∈ -−δ, δ..

Ǳ� 
�	� �� ����
����

� ��
����
� �
�

|k-x.| ≤ M

n
, �
�� |x| <

δ

n

��� �
�' n ≥ +�



������ �� ����� ������� ��������� �	�� �4

������ �
� Ǳ��	
�� ��������� k�x� � nk� x
n
�5 |x| < δ ⇐⇒ |x|

n
< δ

n
5

!�6��
	 |k� x
n
�| < M

n
�

"�

	�
��	 ������������ x ∈ �� /�� �����!� n ≥ +
�����	 rn ∈ #

|rn − x| <
δ

n
.

������ ��� Ǳ��	
� ����	 rn ���	����	��

C� -D. ��
����
� �
� ��� �&��!� n ≥ +

|k-x.− xk-+.| � |k-x − rn. 2 -rn − x.k-+.| ≤ M 2 δ|k-+.|
n

.

Ǳ���'��� � ������� ��� n → ∞� �������	 �����

�� -*.

 c � k-+.� �
� � ����������	 ������
���

���

�

�� ��������� ������� ��������� ����

������� $� )��� '���(�$ k-·. ��������� � �	�������
�� ��� �������� �� ���� ��������� -*. ��������� ��$ ���
�������� c ∈ ��

 ���	���������� $����

�� An � {x � k-x. ≤ n} ��	����
	� ��� �&��!� n ≥ +� E��	� 
�!�� An ⊆ An�� �

∞⋃
n	�

An � �.

0����
� |An| > � ��� ����
���!� n ≥ +� C	���� ��  
�	
	����

�� 1���B�� k-·. �!�������� 
���'�� Ǳ� 
�	� 
���
��	� * ��
����
 �� 
����	� )� �



�7 Ǳ�������	 
���
����� �������

�� ����������� �  �
����� !���"��

%��� ��& � '����(� $����

�� B �������

� ����
�	
F�	���� �
�� �&��� ���

��
������ ��
�� 	���� ����

��
��
� ����

�����	 
��
���	 � ���� �������� ��	����B��

-G. x �
n∑

i	�

ribi, ri ∈ # \ {�}, b�, . . . , bn ∈ B.

0�	�
�	� �
� � ����
� F�	��� '�
���� ���� �� ��
�� �����
B���������

������ ��� Ǳ��	
� � ��#��	 $�
	��  ������ ���� �# ���	� �����

%���������

%��� �� &��� ��( ��� � �)�( *+),- (� :�����	
������������ ����B��������� ��
�� b� ∈ B � ��������	
1���B�& k-·. �� B 
����&#�	 ������	�

k-b. �

{
b�, b � b�,

�, b �� b�, b ∈ B.

Ǳ�������	 k-·. 
 	����

�� B �� �
� ���

���

�� �� ���
�����

k-x. �
n∑

i	�

rik-bi., �
�� x �
n∑

i	�

ribi.

6���	 ������	� k-x. � �� �
�� � ����

������� F�	��� -G.
��
�� x �� �

�����

� b�� �
�� �� �  
�	 ����

������� -G.
�

�����

� b�� 
� k-x. � rib�� !�� ri 3 �� 11�B���
 ��� b�
� -G.� 6���� 1���B�� ����
�����

������ �
� Ǳ��	
� &���%�� k�·� ����	��� ����������� ���������
Ǳ	��� x �

∑n
i�� ribi� ri ∈ � \ {�}� b�, . . . , bn ∈ B5 y �

∑m
j�� qjcj � qj ∈

�\{�}� c�, . . . , cm ∈ B�  ��� b� � bi � b� � cj ��� ���� b� ∈ {b�, . . . , bn}
� b� ∈ {c�, . . . , cm}�� �� k�x� � rib�� k�y� � qjb� � k�x� y� � �ri� qj�b��
8��
���(� �
��
��( �
��

����
'��� 
�
��.�����

A ���!�� 

������ 
���� 1���B�� �� ���������



������ �� ����� ������� ��������� �	�� �9

������ ��� Ǳ��	
� ����� &���%�� �	 �
		� ���� k�x� � cx�

��������� Ǳ	��� k�x� � cx� x ∈ �� ��� ��+�����0 +����
��( c ∈ ��
Ǳ��+���+	 k�b�� � b�� �� c � � � k��� � �� :
��
����
 �
#��"����
����
 � � �
#��� ;

���< � �

∑n
i�� ribi� ri ∈ � \ {�}� b�, . . . , bn ∈ B�

=���� ��� b� ∈ {b�, . . . , bn} ���
�� �( k��� � ���  ��� b� � bi� ��
� � k��� � rib�� ��� ����#
�"��� �
+ +
+ b� ���
)���
����� ������

#� $
���
��� �
���
�
� ���%��
��

.��� ��,�/��� �)�0������ $����

�� G ⊂ � �������
�

� ��������� �
�� ��� �&��!� x ∈ G 
�#�

���
 δ > ��
��� ��
���	 -x − δ, x 2 δ. ⊂ G�

������� %� Ǳ���� G 
 �������� ���������� �����

G ���������$�� ����� ��.�������� �� ������ ��� ��������
���������� �������* �����������

 ���	���������� : 	����

�� G �����	 �
��4���� 	���
�� �����	� �!� ���	�  ��	��
�	�� 
��
��� �
� x ∼ y� �
�
�� 
�#�

���
 �
���
�� �
����� -α, β. ⊂ G� ��� ��
���!�
x, y ∈ -α, β.� (
��4���� ∼ �����

�  ��������
��

�&� 
�
�

� �������
 
���

��	� ��1���
����

�� 
�		�
�����

�
� 
�����
����

�� A���

�� ��1���
����

�

x ∼ x

� 
�		�
�����

�

x ∼ y �⇒ y ∼ x

����
��� H
��� ������
� 
�����
����

�

x ∼ y, y ∼ z �⇒ x ∼ z,

��	�
�	� �
� �� x ∼ y � y ∼ z ��
����
� �
� 
�#�

��&

��
������ -α, β. ∈ G � -γ, δ. ∈ G� ��� ��
���' x, y ∈ -α, β.



�> Ǳ�������	 
���
����� �������

� y, z ∈ -γ, δ.� 6�!�� γ < β� � ��
����� -α, δ. B�����	 ����

� G � 
������
 x � z�

6���	 ������	� 	����

�� G ��
�����

� �� ���

�  ��
�������
��

��

+����� �� ��������!��$� Ǳ���������	 �
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�
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 ��� ���

� C� � C�� ������ �� ��
���'

������
 ����
���� ���

��
������ ��
�� x ∈ A� 6�!��
��� �&��!� y ∈ C� 
�#�

���
 ��
����� -α, β. ∈ G� ���
��
���!� x, y ∈ -α, β.� =
� �������
� �
� y ∈ C�� 6�� ���
y ������������ 
� C� ⊆ C�� 7����!���� ���������	� �
�
C� ⊆ C�� �
���� C� � C��

+����� ����� $��$���$ ����������� Ǳ�

� C 3 ����
�� ���

��� (�������	 a � IJK C� b � LMNC�

������ ��� '�� ��� A �������	 
���	����� �� a �� b�

������ ��� (��		� ����� ��� C ⊆ �a, b��

������ ��� ) ������ �������� 	��� x, y ∈ C� �� 
� �
�	�	�	��* C
���	���� �x, y� 
������	��� C�

������ ��� + �*��� ���#���� � a �
���� � � b ��	�� 	��� �����

�# C�

������ �	� Ǳ�"��
� C ���	���� �*��� ���	���� �a′, b′�� ���%�
�������� 
������	��� �a, b��

������ �
� ,��*�� ���	��	�� ��� C � �a, b��
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�

1��� 2��� !�3�4�  )�������� Ǳ�

� E � -a, b.� $����
<���!� ��
������ E �������

� ��
�� |E| � b − a�
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⋃
Ci� !�� Ci 3 ������
���&#��
� �
�

���
�� ��
������� �����	 �' ������

�� �� ������ ��	

��
��� $���� <���!� 	����

�� G ������	 ��
��

|G| �
∑

i

|Ci|.

������ ��� Ǳ���� E ! �������	 
���	����� Ǳ��	
� |E| �	 #��
����� �� 
�	������	��� � ���	 ���	���	��� ������� 
���	����

1�"� 2��� !�3�4� &��,)+��4� �)�0������ $����

��
F ∈ � �������

� ��	���
�	� �
�� �!� ���������� F c �
� \ F �����

� �
���
�	�

������� .� Ǳ���� F 
 	�������� ���������� �����

-O. F �
⋃

Ik,

��� Ik ��$ �!���� k 
 ���� ������������ ���������� ����
	�������� �������� ?ak, bk@ -������ ak � −∞ � bk � ∞
����� �������!��$.�

 ���	���������� A�!��
�� 
����	� D F c 	���� ����
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��
� � ����

⋃
Ik� !�� Ik 3 ����

�� �
���
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�������

Ik � -ak, bk.� bk ≤ ak���
�
�� bk � ak�� ��� ����!��
� k� 
� F c 
������
 
�����

���� 
���� bk 	���� ��
������	� Ik � Ik��� �
�� �� bk <
ak��� 
� B���� ��
����� ?bk, ak��@ ����������
 F c�

��
�������� ��
������ � -O. ������&

� � 
�	 
������
��!�� a� > −∞ ��� PIQk→∞ bk < ∞� �
������ ��� Ǳ���� F ! #�
�����	 
���	����� � a � @AB F �
b � CDEF � '���� F ⊆ $a, bF � G � �a, b� \ F ����	��� �������
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Ǳ�

� F 3 �!���������� ��	���
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��� $����
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�� F �������

� ��
��

|F | � b − a − |G|, G � ?a, b@ \ F.



2� Ǳ�������	 
���
����� �������
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|E|∗ � IJK{|G| � E ⊆ G, G 3 �
���
�� 	����

��}.
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|E|∗ � LMN{|F | � E ⊇ F, F 3 ��	���
�� 	����

��}.

������ ��� Ǳ��	
� ��� �*���� �	
������ 
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��� (�� �������
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|E|∗ � |E|∗.


