
������ ��

��������	 
	��
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�� ������	 
��

�������	 ���������� �����
�

Ǳ���� n > � � X�, . . . , Xn � �	�
��
�� ��	�
�
�� ����������	��� ��
�′ � �X�, . . . , Xn�� 
��������� ��������	 
��
���	� ��� �′ ��
�
��� ���
��
 �
�����
�� ������� ��

�������� ������������� 
��
��� � 
���������

��� F���� � P�X� < x�, . . . , Xn < xn�, �
���
� �x�, . . . , xn�

′ ∈ �n.

!�
���� F���� � ��"�	�
� "	� 	#��$ ��%�&�
��� � ∈ �n  ����	���

�'� {ω(X� < x�, . . . , Xn < xn} �
n⋂

k��

{ω(Xk < xk} .

������ �� Ǳ����� ��	
	� �	�
� ��� ����	�����
 σ�	������ F�

������ � 
��������� ������
�� �������
��	� ��	�

�)� F���� �
∫ x�

−∞
· · ·

∫ xn

−∞
f��t�, . . . , tn� dt� . . . dtn, � ∈ �n,

"	� 
�������� *�
���� f���� ≥ +� ������� � ,��& �	�
�� 
��������� ���
���

�
�� 
��
��� ��

������� �� Ǳ��
� � � ������
�� �������
��� 
��
��� � B � ������
����

���	�����

� 
 �n� �� ��

P�� ∈ B� �

∫
B

f��t�, . . . , tn� dt� . . . dtn.

-�&���&� 
�� ����
���� �)� ��	����� 
���
�& �	�
��& �����&� �  ��

B � �−∞, x��× · · · × �−∞, xn�.

���� ����������� ������ �!�� !��� ��������� 
������� X�, . . . , Xn

��"�
���	� 
 ��
�������
� � ������ �
���
�� ������
�� �������
��� ����

������ 
��������� 
� 
��
�� � 
���� �
���
�� ������
�� �������
��	 �

���
���
�� f��x�, . . . , xn� � fX��x�� . . . fXn�xn�� .��������	�
�� � ,��& �	��

�� *�
���� ��� ��"�	�
�� ���  ������������ ����& ������&

F���� � FX� �x�� · . . . · FXn�xn� �

∫ x�

−∞
fX��t�� dt� · . . . ·

∫ xn

−∞
fXn�tn� dtn

�

∫ x�

−∞
· · ·

∫ xn

−∞
fX��t�� . . . fXn�tn� dt� . . . dtn

�  �,��&� ����
���� �)� �� �	
�
� "	� f��x�, . . . , xn� � fX��x�� . . . fXn�xn��

�����	
� ��
� 	�
 ��
 ��������	
��
��	����
�� 
� ��������

��/
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Ǳ����"� 
�������� n×n &������� 0�	� 123�"� �� +� �� ��4������� ������

�� &������ "−��  ��
�& 123�"−�� � �

������ � 5��&� ��%�� �����&� ����
�
��

"� � # �&��� �"�
����

�� ��6�
��  �� 	#��& #�

7���&����& 	�
��
��  ����������
�� $
���
� "� ������� �� Ǳ����	��� ���

��"�
��� ������� $  ��"����	�#� ����� ��
�

�� 	�
��
�� ��&��
���� ���
��"�
�� ��������� �� �
� ��	�#��� �	�
��
�&� ��	�
�
�&�� 8	�"�����	�
��
$ ��	����� �	�
��
�& �������&�

������ �� Ǳ��
� � � n × n �	
���	� 	 	 � n������� 
��
��� ���	�	
�� �
� �����
���	
� 
��
��	 
 � �	 �
���
�� ����	����� 
������	���

������� %� Ǳ��
� 123�"� �� +� !��� 
��
�� � �
���
�� ������
�� ���

�����
��	� 
� � 
��
�� $ � "� �
���
�� ������
�� �������
��	� Ǳ��

#
�	

�9� f��#� �
�

| 123�"�|f��"
−�#�.

������ �� ���	�	
� 
������ � ��� n � ��

$���"�
����

�� Ǳ���� B � 
��������  �"&
�:����� � �n� Ǳ������� &
��

:����� B  �� ������:�
��" ����
�
�&"−�B
���
� {� ( "� ∈ B}� 0�	� # � "��

�� � ∈ "−�B ⇐⇒ # ∈ B� Ǳ�,��&� {ω($ ∈ B} � {
ω(� ∈ "−�B

}
� ;���
�
�&

g�&�
���
� "−�&� � ������
  ����������
�� g � 
���� '� ��%"� ' � "−�� .�������

��	�
�� g ( �n → �n� �� ���� g�&� � �g��&�, . . . , gn�&��′� 0�	� "−� �
(
aij

)n

i,j��
�

& � �s�, . . . , sn�
′� ��

gi�&� �
n∑

l��

ailsl, � ≤ i ≤ n.

Ǳ� � ��"�	�
�# ������
� ' �
(

∂gi���
∂sk

)n

i,k��
� �� ����

∂gi�&�
∂sk

�

n∑
k��

ail
∂sl

∂sk
� aik, � ≤ i, k ≤ n.

<�� � ��
�
���� 
�� ������
 ' ��� �"��� � �����
�� &������� "−�� � 
���
��
���� 123�'� � �

������ � Ǳ�,��&� "	� 	#��%� ��&���&�%� &
�:����� B ∈ �n

�=�

P�$ ∈ B� � P�� ∈ "−�B� �

∫
�−�B

f��(� d( �

[
	
��

�
���−�

�

]

�

∫
B

f��"−�&�| 123�'�| d& �
∫

B

�

| 123�"�|f��"
−�&� d&

 � *��&�	� ��&�
�  ���&�

�$ � ����
�& �
��%��	�� 0�	� � �=� ������� B �
�−∞, y��× · · · × �−∞, yn�� ��  �	�
�& *��&�	� �)�� ����"� � �������� �9�� �
������ �� ���	�	
�� �
� ��� �	���� 
 � �−�� ���	�
�� ��
������
	��� �
	��
�
��

B 
���
� �−�B�
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%��� �� �) �� *���+������ �, ��-. /�-�������. �0-1�) �. ��0�2
1� � !��� X� � X� ��"�
���	�� �
�����
���  �����
���� ��������� 
����

����� 
� Y�
���
� X�>X� � Y�

���
� X�−X� 
���� ��"�
���	�� N �+, '� ���������


�������� .��������	�
�� X� �
Y��Y�

� � X� �
Y�−Y�

� � �� ���� $ � "�� %"�

" �

(
� �
� −�

)
, 123�"� � −', "−� �

(
�
�

�
�

�
� − �

�

)
.

?&��& fX��x� � fX��x� � ϕ�x� � f��x�, x�� � fX��x��fX��x��  � �������#

�������&���� ����	#�
� 
� �����
�$ ��������� � ��	� �����&� '  �� n � '

f��#� �
�

'
f�

(
y� > y�

'
,
y� − y�

'

)
�

�

'
ϕ

(
y� > y�

'

)
ϕ

(
y� − y�

'

)

�
�

'
· �√

'π
e−

�
� �y��y��

� · �√
'π

e−
�
� �y�−y��

�

�
�√
'πσ�

e−y��/�σ� · �√
'πσ�

e−y��/�σ�

� ϕ�,σ� �y��ϕ�,σ��y��

"	� σ� � '� ��� ��� fY��y�� �
∫ ∞
−∞ f��y�, y�� dy� � ϕ�,σ��y�� � �
�	�%�
�


� fY��y�� � ϕ�,σ��y��� �� ��  ��	�"
�%� ����
���� ��������� 
�� f��#� �
fY��y��fY��y��� -
�
�� Y� � Y� 
�������&�  � �������# 
�������&���� ���
��	#�
� 
� �����
�$ �	�
��
�$ ��	�
�
�

%�%� 3���-0� ����!��� Ǳ��
� X� � X� ��"�
���	�� ������
�� ������

��
��� ��������� 
�������� �� �� X�>X� ������
�� ������%
��� ���������


�������� �����	

�/� fX��X��x� �

∫ ∞

−∞
fX��y�fX��x − y� dy.

Ǳ�	�:�& Y� � X� > X� � Y� � X�� ��%"� X� � Y�� X� � Y� − Y�� �� ����
$ � "�� %"�

" �

(
� �
� +

)
, 123�"� � −�, "−� �

(
+ �
� −�

)
.

� ��	� �9�

�@� f��#� �
�

| 123�"�|f�
(
"−�#

)
� f��y�, y� − y��.

8�%	��
� �������# 
�������&���� ����	#�
� 
� �����
�$ �	�
��
�$ ��	��


�
 f���� � fX��x��fX��x�� "	� 	#��$ �
���
� �x�, x�� ∈ ��� ;��#"� � �� �@�

�������� �/��

������ �� Ǳ��
� X�, . . . , Xn � ���	
������ 
 ��
�������
� 	�����
�� �������
���

����	���� 
��������  ���	 �! ����	 S � X� � · · · � Xn 
	��� 	�����
�� �������
�	�

����	��	� 
������	" ������

fS�x� �

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
fX� �y�� . . . fXn−�

�yn−��fXn �x − y� − · · · − yn−�� dy� . . . dyn−�.
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���
�������	

Ǳ����  �� ��:
�&��� ����	#�
� 
� �����
�� n�&��
�� �	�
��
�� ����

���� A�����	� �%�  	��
���� ����
�
�& BCDD f�
���
� S �⊆ �n�� Ǳ����� "�	���

g ( �n → �n � �������
�� ��&���&�� ������:�
�� S � 
�������� &
�:�����

T ⊆ �n� ��%"� $
���
� g��� 
��������� �������"�
����	 
��
��� �� Ǳ����	���

g � ������� &�:"� S � T � �� 	#��&� # ∈ T ����
��� �"�
����

�� � ∈ S�
"	� ������%� # � g���� <�� ������������ &�:"� T � S� 
������&�� ������

�& � g� ����
�
�& h ( T → S� ;�����:�
�� h ���:� ��	����� �������
�&�
8����������� g � h &�:
� �� ����� ��	��  �"���
� ����& ������&(

$ � g��� ⇐⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

Y� � g��X�, . . . , Xn�,
���

Yn � gn�X�, . . . , Xn�,

� � h�$� ⇐⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

X� � h��Y�, . . . , Yn�,
���

Xn � hn�Y�, . . . , Yn�.

������� 4� Ǳ���������	� �
� &������ h�, . . . , hn �
���
�� �������
��

��&&���������	�	� 
 �����
� T � '��"����	 ����" ' 	�
���� � ���
�
����

��� �" ����"
����( ∂hi

∂yj
� � ≤ i, j ≤ n� �� ��

�E� f��#� �

{
f��h�#�� · | 123�'�|, # ∈ T,

+, 
 ��� �( ������(.

.�������	����� �����&� )  �	
����# �
�	�%�

� "�������	����� �����&� '�
-�&���&� 
�� | 123�'�| � ,�� ������
 "	� ��&�
�  ���&�

�$ � "�������	��
���� �=��

�� ��� �
��� ����������� 
��

��������

Ǳ���� −� < ρ < � �

�F� f�x, y� � fρ�x, y�
���
�

�

'π
√
�− ρ�

e
− �

���−ρ��
�x�−�ρxy�y��

, �x, y� ∈ ��.

0�	� ρ � +� ��

��+� f��x, y� � ϕ�x�ϕ�y�,

%"� ϕ � ϕ�,� � ���
"���
�� %����������  	��
���� 8	�"�����	�
� � ,��& �	��

�� f ��	�����  	��
����# 
�������%� �	�
��
�%� ��������

������ �� ���	�	
�� �
� ���� �
���
�� ���
���
�� ����
����� ����	����� 
��
��	�

A� �&
�&� 
�� ϕa,σ� � ,�� %����������  	��
���� �  ���&����&� a ∈ � �
σ� > +(

ϕa,σ��x� �
�√
'πσ�

e−
�x−a��

�σ� , x ∈ �.

Ǳ���:�&� 
�� *�
���� �F� ��	�����  	��
����# 
� ��	��� "	� ρ � +� 
� � "	�
	#��%� −� < ρ < �� ��� ��� fρ�x, y� ≥ +� �� "������

� "�������� 
��

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fρ�x, y� dx dy � �.
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Ǳ����	��� x� − 'ρxy > y� � �x − ρy�� > ��− ρ��y�� ��

���� fρ�x, y� �
�√

'π��− ρ��
e
− �

���−ρ��
�x−ρy�� · �√

'π
e−

�
�y� � ϕρy,�−ρ��x�ϕ�,��y�.

��� ��� ϕρy,�−ρ� �x� �  	��
����  �� 	#��& y � 	#��& −� < ρ < �� ��∫ ∞
−∞ ϕρy,�−ρ��x� dx � � "	� 	#��%� y �  �,��&�

��'�

∫ ∞

−∞
fρ�x, y� dx � ϕ�,��y�, ����"�

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fρ�x, y� dx dy � �.


*����0� �� �� 8	�
��
�� ������ �X�, X�� �  	��
����# �F� 
��������
�� �
�	����	 �
�����
��	  �����
���	 
��
���	� !�
���� �F� 
���������
�
�����
��� �
�	�����  �����
���� ���
���
���

5��� 6��/� �07 �� ���*����0� �, /�-�������/� ���!���� )�� ��

������� �������������  �����
��� � 
��
��� � ���
���
�� �F� �
���
��  ��

����
���	� N �+, �� �������������	��

G���� 
���� &��%�
�	�
�� ��� ��"�	�
�� X�� 
���$�"�&�  ���
��%�����
����  	��
���� �F�  � x� <�� �:� �"�	�
� � ��'�� 8	�"�����	�
�  	��
����#
X� ��	����� ϕ�,�� ��� ��� *�
���� �F� ��&&����

� ��
�����	�
� x � y� �����
:� ����	���� � ����"	�� � "	� X��

������ �� ���	�	
�� �
� �	����	����� �	����������� �	����
����� 
��
��	 � ���
���
�
�� ��� �
���
�� �	����
����� N��, �� �	��������������

5�%� �� �) �, ���+� �8�, ������ �! ����! /�-�������� ���*����0�2
 ��� Ǳ��
� � � �
�����
��� �
�	�����  �����
���� 
��
��� c�, c� ∈ ��

|c�| > |c�| �� +� �� �� ��������� 
������� c�X� > c�X� �	��
  �����
���� ����

���������� � ����	�
��	� + � c�� > 'c�c�ρ> c���
.	� "�������	����� 
���$�"�&� ��� �	��������� &���"�& "�������	�����

�����&� �� §'�'� � �	�
�� c� � c� � � &�:
� ��� �	��������� *��&�	�� �@��

������ �� Ǳ��
� �
������� �
	��	�
��� �	����
���� 
��
��� Ǳ��
� c�, c ∈ �� |c�|�
|c | �� �� ���	�	
�� �
� c�X� � c X ����
 �	����
���� �	����������� � �	�	��
�	�� � �
��� � ρ�� 
� ��
� c�X� � c X ∈ N��, ��� � ρ���

5�4� ����0 *�����!�� ρ� A��"�& E HX�X�I(

E HX�X�I �

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyfρ�x, y� dx dy �

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyϕρy,�−ρ��x�ϕ�,��y� dx dy

�

∫ ∞

−∞
yϕ�,��y�

[∫ ∞

−∞
xϕρy,�−ρ� �x� dx

]
dy � ρ

∫ ∞

−∞
y�ϕ�,��y� � ρ,

��� ��� �
��%��	 � ���"���
�$ ������$ ����
 ρy� �  ��	�"
�� �
��%��	 ����
 ��
����& ������& ρ � E HX�X�I� �� ���� ρ � ,�� ���������� cov HX�, X�I ���� ���
E HX�I � E HX�I � +��

5�5� ���!���) 9��!�����8�� /�-�������) *0�! ��!�� !��� fρ�x, y� �
ϕa�,σ�

�
�x�ϕa�,σ�

�
�y� ��� ����( x, y ∈ � � ��� ����(����� a�, a� � σ�

� �� +� σ�
� �� +�


� ρ � + � ���"�
����� a� � a� � +� σ�
� � σ�

� � ��
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$���"�
����

�� ?� §9�) � ��	���� *�����������  	��
���� fρ �������� � 
��
ρ � a�a�� ?� §9�� ��������� 
�� E

[
X�

�

]
� �� 8 "��%�� �����
��

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x�fρ�x, y� dx dy �

∫ ∞

−∞
x�ϕa�,σ�

�
�x� dx ·

∫ ∞

−∞
ϕa�,σ�

�
�y� dy � �σ�
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∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x�yfρ�x, y� dx dy �

∫ ∞

−∞
x�ϕa�,σ�

�
�x� dx·

∫ ∞

−∞
yϕa�,σ�

�
�y� dy � �σ�

�>a���a�,

����"� a� � +� J
�	�%�

� a� � +� 8	�"�����	�
� ρ � + � σ�
� � σ�

� � �� �
*�	������ +� K
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′ �
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��
�� ��	�
�
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�
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(
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