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������ �� '�� �����$� A ��#���� � × �# ���������� ���+ � ��%
�����*�� ����� aij # 9 ≤ i, j ≤ �# ��,������ �����$� A′# ��� ����%
����*�� # ��������& aij &'() n+# �� n > 9 - ��&��*�� �������*��
������

&`+ '�&����# .� )32&A+ &'() n+ B )32&A′+ &'() n+�
&a+ '�&���� ���������� �&���/���� ��� �����$* ��#���� k×k�

������ �� '�&����# .�  �!� "���� # �����$�� A ��#���� �× � �
��&�����*���  �!�� "���� # �����$�� A′# �#������+ � #����� ;� (�
� $� &�����&���* &����� ��� ��&��*���� ��#���� k × k>

������ �� 0�!��� ��������&�� ��#�&���*�� �������� ���&���
�����&������ ,��& ��!�&���$ C� B σ&P�+ ��� ,��*%���+ ,��&� �# ��
σ&·+ - $� ���������&�� ���&���& ��!�&����

&`+ Ǳ����)�&��� ���*����*  �!��& ��������&�� ��� ����+��*����
��!�&����

&a+ (� �  �!� 2�#���  �!��� ��������&��>
&b+ 3����/���� ,��&� � �� �� .�, & ��!�&��� #��� ����* ��

���&���� '� ��/��+ # 4 �������&��) ����� ��� ��������*��

# �����*�) ,��&� #��������� ��������&��$ σ B
(
� �  �
�  � �

)
�


� �!��&��� ����� � --�����
&)+ 
������� !������ �����&������ P� & C� ���  �!�� # 567�

������ �� 8���*�� ����� �����$* �× �# ��.� +)�� �������� ���
%
����* ���*�� #������� : �,� 9> 8���*�� ����� ��) �����$*# ���
����* �,������ #� '() �>

������ �� 9�#������� ���/��� �����$* � × �# �������� ���)
aij # 9 ≤ i, j ≤ �# ���
����* ���*�� #������� :# 9 �,� �� 9�#�������
�&� ������/��� �����$* A# ��� &�#������*�� ���&���

a�� �B :, a�� B :, )32&A+ &'() *+ �B :,
a�� �B :, a�� �B :, )32&A+ &'() *+ B :.

'�&����# .� & ��/��
 # $�) �&�) ���/�� ������*�� �: �����$*�
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������ ��� 9�#������� ���/��� �����$* � × �# �������� ���)
aij # 9 ≤ i, j ≤ �# ���
����* ���*�� #������� :# 9 �,� �� 9�#�������
������/��� �����$* A# ��� &�#������*�� ���&���

a�� �B :, a�� �B :.

8���*�� ����� �����$* � $�
 ������/���> ;��������&���� #���%
�� <# ��&����# .� � $�
 ���/��� ����� ��&�� �: �����$*# ��� ����*
�,������ #� '() *�

������ ��� 9�#������� ���/��� �����$* � × �# �������� ���)
aij # 9 ≤ i, j ≤ �# ���
����* ���*�� #������� :# 9 �,� �� 9�#�������
������/��� �����$* A# ��� &�#������*�� ���&���

a�� B :, )32&A+ &'() *+ �B :.

&`+ '�&����# .� ����) �����$* ����� ��&�� ���
&a+ ;��������&���� #����� < �� 9:# ��&����# .� ����� ��&�� �4

�����$*# ��� ���) )32&A+ &'() *+ �B :�

������ ��� (���� &abc+�� ��� ������ 	 ��� ������� �� ��� <�.�
$� ����� �����/��� �� � # �� ��������� �����# ��� ��� ������ �
��� ������� �� �	� 
��
�� a# b# c�

������ ��� 
��
���* &�� �������*�� ����� ��/ �== �� 	== # ���
��� ������� �� �� 	 �� � ����* ������ � # � �� 	 # &����&�����

������ ��� 
��
���* &�� �������*�� �����# ��� ��� ������� �� � #
� # � # 	 # : # � ����* ������ = # � # � # � # � # 	 # &����&�����

������ ��� 
� ��������� ����
�*��+ ������� ��� ������ #��
��
��#&>�#�� ������� ��������$�
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x ≡ ; &'() I+,

x ≡ * &'() 99+,

x ≡ 9: &'() 9*+.
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x ≡ 9 &'() 9;+,

x ≡ * &'() 9I+,

x ≡ 9: &'() �8+,

x ≡ 8 &'() 9<+.

(� ����� ��#&>�#�� $��+ �������# ��.� #�����* �? & �������
 ���%
�����$�+ �,���� � ������ ������ 4>

������ ��� ����
�*�� ������� ��� ������ &��������&���* ���
&�������� ���!�������) �����$�
 # &������� �������� @�)�
� ��%
�������� m� B �� − 9� m� B ��$ − 9� m B �  − 9� m� B � � − 9�
m� B � � − 9� A�/�� ����&������ .� &�� $� ����� � ��������� Ǳ�%
������� M B m�m�m m�m��

&`+ (��� ��/�� �������*�� ����� x ≤ M ��/�� ������ �����
�������&��� �>������� �������*��) ����� &a�, . . . , a�+# ��
ai B x &'() mi+>

&a+ 8���*�� �������&�) $�!� ��/��* ���� ���� ����� x>
&b+ <� # &��������&���� ������ &�� ������� �� m�, . . . , m�# ��/%

�� #��
���&��� �����$�+ ����&���� �� ���/���� ����� x ≤
M �� y ≤ M>

&)+ <���� ����* ,��� x �� y# .�, �����$�+ ����&���� �� ���%
/���� #� ��������� ����� &�� ������� �� m�, . . . , m�# ��&���
��������
 ��#��*���>

������ ��� A�/�� �,�������# .� ��! B JI, 9:M, MJ8 �� ��" B
9*8, �9I, I�M� ���*������� ./0�	 1� 22
3 ��/� ��,��� ����� �,���%
����� �� � ��� �������*��) ������ ��� �� ����&�.���* <<, <<<, <<<�
3����*�� � � > <<, <<<, <<<� �� ��� �,�������� ���*������� ��� ���%
,��#�� &����&��* � � ≈ �.98I8M*J · 9:$� 
��
���* �����, �,�������
����� � � #� ��������� �� � ./0�	 1� 22
3 �� ����
�*��+ �������
��� �������

������ ��� '�&����# .� �&� ��������$�+ x ≡ a &'() n+ ��
x ≡ b &'() m+ ����* ����*��
 ��#&>�#�� ���� � ���*�� ���� # ����
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a − b �����*�� �� &n, m+� ��.� ��#&>�#�� ������ �� &�� � ������ #�
������� cn, md�

������ ��� 
��
�� &�� #������� a# ��� ���) �������� �������
��� )��� , ���� ��#&>�#��

{
�x ≡ a &'() 8+,

*x ≡ 8 &'() 9:+.

������ ��� 
��
�� )��� , ���� m# ��� ����� �������� �������
�� ��� /������ ��#&>�#��

{
x ≡ * &'() J+,

x ≡ I &'() m+.

������ ��� '�&����� .� �������� ������� �� ����* ��#&>�#��&

&`+

{
x ≡ � &'() 8+,

x ≡ * &'() J+�
&a+

⎧⎪⎨
⎪⎩

x ≡ * &'() 8+,

x ≡ 8 &'() ;+,

x ≡ 8 &'() J+.

������ ��� '�&����# .� ��.� x ≡ a &'() n+# �� &�������*��
���� # �&�) ��������$�
 x ≡ a &'() �n+ �,� x % n ≡ a &'() �n+�
(� ��/��* $� �&� ��������$�+ ����&�/�&����* ���������>

������ ��� 
��
�� $��� ������ ��� ��� ������� ��

&`+ �� �� :� �� ��� ������ �� �� 	� 	 45 �67� 89:� ;�; <�=�
&a+ �� �� 	� : ��� ������ �� �� �� 	 4>?@AB@<@� 7@<� ���C <�=�
&b+ �=� ��� �� ��� ������ �� ��� �	 4DEF69:97G@7 4�C2HI�C;H==�

������ ��� @�������
 ������� ��&����� �� ����&� �����#� ����%
�� �����
�*��� & ��$��������+ ���������� �� ����������+� ��� ����%
����*�� # ,��* � ��/ �=�=== ������
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'�� ��/��+ ,��&� ������*���� ��!�&��� ,��� �����)�&��� ++ &��%
����� ���*����*� ��,�� ���*����* ����
 $��+ ,��&� � ������� ����%
���� �� ���*����* ,��& B�C &��
,��* �/�&��� ,��&� & �����
�*��

��&�+� 
��#�����# .� &������� ������� ,��&� ,��&� B�C ����&����
;��&����* ����/� .� &������� �������� ���������� B�	 ����&���
���,��#�� =��:� (������ �� ������� ��#�� �&��� � ������� ���%
������ @� ������� ����#��� ���!��� &�������) ������ �����  �!%
��&���� ������ ��� ���������!�� #� ���������  �!��& Ǳ��
!�
��
�� ;�/�����# � ����/ #� ���������  �!�� ;�/����� # &������&��
�������

&`+ 
� ��������� ������� �������*# ����  �!� ;�/����� &&�%
/���*�� ��
,��* ���
��� �� �� �!��&���� #� ���������
���������� �����#�>

&a+ Ǳ�������#�
�� ���
����* �� �)  �!��&# �������&����) ��
��������

������ ��� Ǳ�� #������&����  �!�� Ǳ��
!�
�� & �����
�*��
 ��&�
&��������&���* ��,��$� ; × ;# � ,��&� J �� K �����/����*�
<�.� ���*����* ,��& � ��&��������� � ��������# �� & ���$� ������*
,��&� ��
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&`+ (��� & �����
�*��
 ��&� �,���� ��,��$� ;× ;# � & ����+��*%
��
 - 8 × M>

&a+ '�� ���� �����/����* ,��&� J �� K> (��� ���� +)>
&b+ @�&�.� & ���$� ��&��������� ������* ,��&� �# ��.� ���*%

����* ,��& � ��&��������� � ��������>

������ ��� D ������ �����
�*��+ ���*�����$� '����� 8�
��# e
���


�� 
������f  �!� Ǳ��
!�
�� ���� &�#�����*�� ���*� Ǳ�&�������%
�� LM 3NM OJP.QRMNMO & ���� ������ ,��� #� �!��&��� #� ������%
���  �!�� Ǳ��
!�
�� # &������������ �����&��� ���&� SQT3N.U�
�� �����$� ����&����

� � � �  
! " # g h
i j k lmn o
p . q r s
t u v w x


� �!��&��� $� ��&����������

������ ��� 
� ��������� ���+ / �����$� ����&����# .� � & #���%
�� �I# �� �!��&��� #��������� ��&���������$ �VWX UTYSZJ�M�

������ ��� 
��� ��* �������� ����� � &������ #&���
��) �� ��%
�����&�) ���,�&E

&`+ :, &9�+
period

% :, &9��+
period

F

&a+ :, &*+
period

· :, &8+
period

F

&b+ :, &<+
period

− :, &M;+
period

�

G�� #� ��������� :, &xyz+
period

��#������ ����������
 �������&�
 ���, #

�������� xyz� ��,�� :, xyzxyzxyz . . . �

������ ��� 4AG@<9[\77@ ]<@7^_`aB@ `@b@c@= H���� ����� �� ,�#��
�� �� ��$*� Ǳ���)�/�
 ����&�����  ��&)��& ++� ���#��� &���� �
�
$� ��#,������ ;���&���$*� ,�/���� &�� ����&��� &������ #�%
����&� ����*�� ��$* ,��� & �� ���� B����� �� ����� - &����&���
/����� - ��� ��������� �� ���� �  �!���� � ��"��� �� #� �� $� ��



������ �	 
��
 �����
��������
�� ���
�� ����� �� �������� �
�����
���� ��	��	�����

9�9

%� �� &� �� ' �()*�  ��"��+ �� ,-� ����"���.� �-�� �!)�� � ����

 �!���� �� /�  ��"��+ �0��1� �� ����"���.� C� <�� ��
��� � �����
��$* ����� ,��� & �� ���I

������ ��� 4`@b@c@ ><@?:@F_8G\� RJJ AG�= <�.� &�
���� �
$� #
�� ��� �� � # � # � # 	 �,� : #� ��## �� #��� ���*�� � # � # � # � �,�
	 ��$* &����&����� <�.� / &�
���� �� � # �� & �� ��� ������ ��
#��� ��*��� <�� ��
��� � ����� ��$* ����� ,��� & �� ���>

������ ��� @�/�� ��&����� ����������� B��&������C ��&�����
J8 B J;� 0�)�&��$� M × M ��#��#���* �� ������ �������# �� ��%
��#��� �� ��&��� �������# � ����� # ��) ��������* �� � !�����#
#�,��/��� �� ���&��� �������$

<� ��#�� �&��� �� / ������ �������  �)�&��$� ��� # .�, B��%
&����C ��&����* J8 B J*>
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$ % & ' ( ) * % +

,-..# 2�.��3 &9M<9y9<J9+# ��	����
�D��� ���	����� �� �C	
�� �
����
� -� ����

�# ��������� 
��������

��� ���	������ �� �	����
�
 ������� �� 
�A�
���

z	��	� "���

G�
 
������
���� �	���� �����	

� ������� � �	�	��� 
��� �����
S�= 

�C
� �
	��� � ��
����� ��������� �� �� �	���� ������

�� !� �	E

��D���� � ��� 
����� ���

�C	
�� ������ TKY ��� C�� ������ �����E
��� ���
��
] 9<�< ���� ��
 ��
����� -� �� "����# ��� �	�	� ���
����D �� ���E

�� ��������
�� -� ��� ������
����� L���������� -� �� "���� ����
�
�	
���
	 ���������

� �	����� ��
��
�� ���	���� Ǳ���	� -� ����
E

� �� �	-� ����

� �	����� "���� ��
���
���� J ���� �	���
���
� 
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