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��� � � ����� ������
 ������� !	� §"�#� �����$ �%&� 	
 ��������	
�'(�� �������� ������
� �� ��� )��	 '���	 ����������$ �����	 ���������
���	� Ǳ������ 	
 ����+�	� ��� ����� ����������� )����������� �����������
�� ������� ���%�

����������� �� �������
� ������ � , !X�, X�&
′ ���
����$ ����������	

�
�����	 �������	� ��� �������$ ��	'�����$ c�X� - c�X� $��$��$ ����
����� �������� ��������� ��� ��'
 c� � c�� |c�|- |c�| �, .�

/���	��	� ��� ����	 ������	 �'������ ��������
� �������� ������
�
� ������
 !	� §%�#� �����$ ��&�

���� Ǳ������ �� �!����!"� /������������ �� ����������$ � �
������
����� ������ ������� ��������0

!1& �������� ������
 �(������0 �����	��� ��� X� � X� �������	
�
��������
� �������� ������
� �������
� �� ������ � , !X�, X�&

′

$��$��$ �������	2
!11& ��� � 3 �������� ������
� ������� �� X� � X� $��$��$ ����

����	� ������
	� ��������	�2 !�� �'$�������� �������	
	�4&
!111& ��� � 3 �������� ������
� ������� �� X�-X� $��$��$ ������

��� �������� ����������

��������
������ !1& ������� ����+�	� ��� Y
���
, cX ∈ N

(
., c�σ�

)
��$ ��'���

c �, .� ��� X ∈ N
(
., σ�

)
� 5������������ �� �����	
 ���# �������	 fY !y& ,

�
|c|fX!y/c& ��� fY !y& ,

�√
�πc�σ�

e−�y/c��/�σ� , ϕ�,c�σ�!y&�

6����� ����+�	� ��� cX� - X� ∈ N
(
., � - c�

)
��$ ��'��� c ∈ #� 7��

�����+����� ���������� ��$ c , .� 5���+�	 ��� � ��$ c �, .� 6�� ���
cX� ∈ N

(
., c�

)
� �� �� 8��	��
 ������ !���9& �������	

fcX�	X�
!x& ,

�

#π|c|
∫ ∞

−∞
e−v�/�c� · e−�x−v��/� dv.

Ǳ���+�	 σ� , c�

�	c� � 6����

v�

c�
- !x − v&� − x�

� - c�
,

v�

σ�
− #xv - σ�x� ,

( v

σ
− σx

)�

,
�

σ�
!v − σ�x&�.
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Ǳ�)��	�

fcX�	X�
!x& ,

�

#π|c|
∫ ∞

−∞
e
− �
�

(
v�

σ�
	�x−v��± x�

��c�

)
dv

, ϕ�,�	c�!x& · �√
#πσ�

∫ ∞

−∞
e−

�

�σ�
�v−σ�x�� dv

, ϕ�,�	c�!x&

∫ ∞

−∞
ϕσ�x,σ�!v& dv , ϕ�,�	c�!x&,

��� � ���'������ ���������
6����� ����� ��������� ������������� �����+����$ !1&� Ǳ���� ������

	��� c� �, .� 6���� c�X� - c�X� , c�!cX� - X�&� ��� c , c�/c�� Ǳ�������
cX� - X� ∈ N

(
., � - c�

)
� �� c�!cX� - X�& ∈ N

(
., c��!� - c�&

)
, N

(
., c�� - c��

)
�� ���������	� �
:�� ;����� c�X� - c�X� $��$��$ �������� ��������
���������  ����	����	� . � c�� - c���

!11& 5�������� �
'���� c� , �, c� , . ��� c� , ., c� , � � ����������� ��
!111& 5�������� �
'���� c� , c� , � � ����������� �� �
��$� ��%��� ��&"'���!�%��( " %������"�) &"'���!�%��� <�� �������
���
 ������� $��$��$ �������	�� �� �	 ������ �� �'$�������� $��$���
$ �������	 !������ !11& �'������ �����$&� 5������������ ���� X� ∈
N !., �&� � β 3 �		�������$ �������$ �������� =�������� �� ��� P!β ,
−�& , P!β , -�& , �

� � Ǳ�������+�	� ��� β �� ������ �� X� � ����+�	
X� , βX�� 6�� ���

{X� < v} , {X� < v, β , −�} ∪ {X� < v, β , -�}
, {−X� < v, β , −�} ∪ {X� < v, β , -�} ,

�� � ��� �������	���

P!X� < v& ,
�

#
P!−X� < v& -

�

#
P!X� < v& , PP!X� < v&

� ��� �		��������� ��������� �����������$ !	� §"��� �����$ �%&� �
������ �����
�

P!X� - X� , .& , P!β , −�& , �

#
,

������ 	
 ��������	� ��� X� - X� ���������$ �������$ ��������� 1 �
��� ������ !111& )�� ��������� ��� ������ � �� ���������

��*� ��!"��"+����", -"���+"� Ǳ������� ���������
 ���	������ ����
������ ������� $��$��$ �������	� ������
	� ��������	�� �� ��� �	��
�� 	���	�������� �+�����$ � �������� Ǳ��� μ 3 ����������'�� 	����

	������� �+������ ������� �0 μ ,

(
μ�

μ�

)
� ��� μ� , E >X�? � μ� , E >X�?�

Ǳ���+�	 σ�
� , var >X�? � σ�

� , var >X�?� � ���������� 	�+�� X� � X� �'������	
����� ρ , E >!X� − μ�&!X� − μ�&?� @������

.
���
,

(
cov >X�, X�? cov >X�, X�?
cov >X�, X�? cov >X�, X�?

)
�
�
,

(
σ�
� ρ
ρ σ�

�

)

��������
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���
����$ ������������ 	������� ������� �� 2

Ǳ��� Q!z�, z�&
���
, /′./� / ,

(
z�
z�

)
� 6���� �
��+���� ���
����$ �������

����� ���	�� �� /� ������������ 8��	� 	�+�� ������� � $���	 ����0

Q!z�, z�& ,

(
z�
z�

)′ (
σ�
� ρ
ρ σ�

�

) (
z�
z�

)
,

(
σ�
�z� - z�ρ

ρz� - σ�
�z�

)′ (
z�
z�

)

, σ�
�z

�
� - #ρz�z� - σ�

�z
�
� .

��!��0����� �� ����������� ���	� Q ��
����� ���������
�� �����

��
���� �� ���� Q!z�, z�& ≥ . �
� 
���� z� � z��

 �	����� !� @������ .� ��$ ������� Q!/& > . ��$ �� / ���
����$ ��
��
"���
�� ������
����

��������
������ @
 ��	����	 ����� σ�
� �, .� A����+����� ��������� ���

z� , . � z� , .� <�� +�� �����	��� z� �, .� ��

Q!z�, z�& , z��
(
σ�
� - #ρt - σ�

�t
�
)
, t , z�/z�.

��������
� ��� ���� � ��'�� ��������	 � ����

!�& σ�
� - #ρt - σ�

�t
� ,

(
σ�t -

ρ

σ�

)�

- σ�
� −

ρ�

σ�
�

.

6����� ������ ��� Q!z�, z�& ≥ .� ��� ��� ρ� ≤ σ�
�σ

�
� � ��� ���������� ��:�B

=��$�������� �

��1� ��"!����!� �� �23'�,%�!�%�&�� Ǳ������� :�� � �������������
�����+����$ � �������$ �� ����������

!#&
(
E >ξη?

)� ≤ E
[
ξ�

] · E [
η�

]
,

������� ����� ��$ ��'
 ������
 ������� ξ � η  ������
	� ����
	�
	�	����	��

5�$ ������������� ���������� !#& ��	���	� ��� !sξ-η&� ≥ . ��$ ��'��� s�
Ǳ�)��	� E

[
!sξ - η&�

] ≥ .� ;����� E
[
ξ�

]
s�-#E >ξη? s-E

[
η�

] ≥ . ��$ ��'��� s�

�������������� �����	����� ������+������0 !E >ξη?&� − E
[
ξ�

]
E

[
η�

] ≤ .� ���
� ���'������ ���������

������� �� ��� �������� 	�
������� � ��� σ�
� � ��

������� �� ���� �� 
���������� ��
����
� Q�z�, z�� � � � ��� ����� ��

��� !"#$%& �'�
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�� �	������	
� �������� �����	
� ������

����������� $� �������
� ������ � ���	������ n ���
����$ n�	���	
����������	 �
�����	 �������	� ��� �������$ �������� c�X�- · · ·- cnXn

$��$��$ �������� ��� ��'
 c�, . . . , cn0 |c�|- · · ·- |cn| �, .�

��� � ��$ ���	���
 �������� ���������
 ����� ������0

!G�& �������� ������
 �(������ ��$ ��'�� ���	������ n0 �����	���
������ �� ��������
� �� �������	
 ��������
 ������� ���
����
 ������� X�, . . . , Xn� $��$��$ �������	2

!G�& ��'�$ �� ������
 ������� X�, . . . , Xn $��$��$ ��������� ���
� 3 �������� ������
� ������2

!G�& ��� � 3 �������� ������
� ������� �� X� - · · · - Xn $��$��$
�������� �������� ���������2

!G�& ��'�� 	����������� ������������ ������� � $��$��$ �������	�

/���	��	� ��� 	���������
	 ������������	 ��������� ������� � ,
!X�, . . . , Xn&

′ ���
����$ ������������ ��� ���������� !Xi� , . . . , Xim&′� m < n�

������ 	� ��������� ��� ��	������ 
����� ����������� n ����� �n −� ������������
��������������

������ 
� �������� �
����
� �G����G���

��������
����� �������� !G�&� C�������	$ �����	 	������������ ������
������$ ��������� ����������� ����������� �� ����
 m < n ���������
������� �� 5���+�	� ��� ��� $��$��$ m�	���
	 �������	� 5������
������� ���� c�, . . . , cm 3 ����������
� �������
� |c�| - · · · - |cm| �, .� 6��
��� c�X� - · · · - cmXm $��$��$ �������� �������� ���������� ��� ���
c�X� - · · ·- cmXm , c�X� - · · ·- cmXm - . · Xm	� - · · ·- . · Xn� �

$��� ��%����)� �4�5�"6���,� ��������$ ������$ '���� )����	�� ��� ����
����� ������� ��������� /����	��� c�X�-· · ·-cnXn , 7′�� � �������:�	
	
 ��������	 �������
� �'��������$ � 	������
� ��������� ������
 ���
��	���$ ��� ����������'�
� <�� 	������ �	��� m ���� � n ���'���� ��
������	 � m × n�	������� 6�������������� 	�����
 8 �'�������	 8′� �
�������� ��� � 3 )�� n������� !�� ��� n × ��	������ 3 &� �� ��′ 3 )��
n × n�	������� 4

<�� �� )��	���
 bij 	�����
 8 $��$��$ ������
	� ��������	�� ��
	
 ������	 � �
������ 	������� <�� bij 3 )�� )��	���
 	�����
 8 �
�� ��� �	��� 	���	�������� �+�����$� �� ����� E >8? 	
 �'�������	 	���
����� ���������� �� E >bij ?� � �������� ��� � 3 )�� ������
� n�������
!�������$ n × ��	������&� �� E >�? 3 )�� ������ ��������
� �� E >Xi?�


�--" �� Ǳ���� � $ %�� �
������ n�������� � 9 $ ��
������ n�
������� &���� E >�- 9? , E >�? - 9�

��������
������ �
������ �� ��������� 	���	��������� �+�����$ ������
�
 �������� 5 �

������� #� �× n �)%*$+)�
!�*�,�*$%&-
".�/)0)%&-
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�--" $� Ǳ���� : $ �
������ 	������� � 8 � ; $ ��
������ 	���

����� ���
������� � : ���	�������� &���� E >8:? , 8 · E >:? � E >:;? ,
E >:? ·;� ' ��������� ��
� � $ �
������ ������� 8 $ ��
������ 	���

���� � μ , E >�?� �� E >8�? , 8μ�

��������
������ C'������	 )��	���
 !i, j& 	����� 8: � 8 ·E >:? ����� ξij �
eij ������������� 6���� � ��� ��������� 	���	��������� �+�����$ ��$
������
 �������

ξij ,
∑

ν

biνaνj , eij ,
∑

ν

biνE >aνj ? , ������ E >ξij ? , eij .

7�� � �����
���� ������ �����+����� ��		
 #� �
������ �� �������� 
����� 	�
������� ����� ��

$�$� ��!"��"+����", -"���+"� Ǳ��� � 3 ������
� n�������� Ǳ����
����+�	� ��� �(������ ����
� 	�	���
 � �� ������
 ������� Xi !��
��� � �� ��������� ������� �&�

����������� *� @������ Cov >�?� ���������$ �� ���������� cov >Xi, Xj ?�
� ≤ i, j ≤ n� ���
����$ ������������ 	������� ������� ��


�--" *� Ǳ���� � $ �
������ n�������� (������	 E >�? , μ � �����

. $ ������������ 	������ ������� �� &���� . , E >!�− μ&!�− μ&′?� '
��������� . ��
����� ��		������� 	��������

/���	��	� ��� ������ �		��������� 	�����
 . ,
(
λij

)n

i,j�
���������

��� λij , λji�

��������
������ Ǳ�������

!�− μ&!�− μ&′ ,

⎛
⎜⎝

X� − μ�

X� − μ�

. . .
Xn − μn

⎞
⎟⎠ !X� − μ�, X� − μ�, . . . , Xn − μn &

,

⎛
⎜⎝

!X� − μ�&
� !X� − μ�&!X� − μ�& . . . !X� − μ�&!Xn − μn&

!X� − μ�&!X� − μ�& !X� − μ�&
� . . . !X� − μ�&!Xn − μn&

. . . . . . . . . . . .
!Xn − μn&!X� − μ�& !Xn − μn&!X� − μ�& . . . !Xn − μn&

�

⎞
⎟⎠ ,

�� Cov >�? , E >!�− μ&!�− μ&′?� ��		��������� �������������� 	�����

�
������ �� �� ����������$� �
�����-" �� ������������ 	������ ��
����� ���������
�� �������


���� �� ���� Q!/&
���
, /′./ ≥ . �
� 
����� ��
������� ������� /�

��������
������ D� ��		 # � E �
������� ���

/′./ , /′E >!�− μ&!�− μ&′? / , E >/′!�− μ&!�− μ&′/? .

5�$ ��'
 �������� < � 9 �
������� !<′9&′ , 9′<� 6 Ǳ�)��	�

/′./ , E >ξ′ξ? , ξ
���
, !�− μ&′/.

	�*�,�*$%&-
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Ǳ������� ξ′ξ , ξ�� - · · ·- ξ�n� �� /
′./ ≥ .� ��� � ���'������ ��������� �

 �	����� )� A����+����� � !����
� ����� �����	
 � ��$ n , #& '
��
��������  ��	�(�� ���������� ��:�B=��$������� !	� §��%&� � ��� ����
����� ���������� ��:�B=��$������� �
������ �� �����	
 �� 5������������
���� n , #� 6����� ��� �������� � �����	� �� Q!z�, z�& ≥ . ��$ ��'
 z�, z��
�����������$ 8��	� Q!z�, z�& �	��� ��� !�&� Ǳ������$$ t , − ρ

σ��
� !�&� ����	�

��� σ�
� − ρ�

σ�
�

≥ .� F )�� � ��� ���������� ��:�B=��$������� !#&�

������!�� �� Ǳ�����$ �
������ n�������� 9$ ��
������ n��������
&���� Cov >�- 9? , Cov >�?�

��������
������ C'������	 =
���
, � - 9� 6���� 	������ Cov >�- 9? ��

������� �� ���� cov >Yi, Yj ?� � 	������ Cov >�? 3 �� cov >Xi, Xj?� 6�� ���
cov >Yi, Yj ? , cov >Xi, Xj?� 7 �� ������� ��������� �

�--" 1� Ǳ���� �$ �
������ n�������� 8$ ��
������ m×n�	�����
��� (������	 μ , E >�?� . , Cov >�?� &���� = , 8� $ �
������ m�

������* �
� �������� E >=? , 8μ� Cov >=? , 8.8′�

��������
������ A����+����� � 	���	�������	 �+������ �
������ �� ��	�
	
 #� C�� +� �	���  ��		�� E ������$�� �������� � �����+����� � �������
�������� 	������0

Cov >=? , E >!= − E >=?&!= − E >=?&′? , E >!8�−8μ&!8�−8μ&′?
�c��
, E >!8!�− μ&&!� − μ&′8′?

�c��
, 8.8′. �
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$�*� 
�����)� ����4�"5�!"��, &"'���!�%�> !�%����!� <�� ������
��� ������ � �	��� ������ ����� μ � 	������ ���������� .� �� 	
 ��:�	
� ∈ N !μ,.&� D����� 	
 ���+� ��:�	 � ∈ Nn !μ,.&� ���'
 ��	����� ���	���
���� �������� �� μ � 	�����
 .�

;�	���	� ��� 	���	�������� �+�����$ � ���������� ��������� ������
���� ������� �(������ � ��� ������ !G�&�

�����-" $� Ǳ���� 8 	������ ���	������ m×n� 9$ ������ ���	������

m� +�
� �
������ n������� � ��
����� ����������	� �����	 � ∈ Nn !μ,.&�
�� �
������ m������� = , 8� - 9 ���"� ��
����� ����������	� �����	
= ∈ Nm !8μ - 9,8.8′&�
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��������
������ ������� ����+�	� ��� = $��$��$ �������	 �������	�
5�$ ��'��� ������� 7′ �	��	 7′= , 7′8� - 7′9 , ?′� - v� ��� ? , 8′7 �
v , 7′9� 10 ��������$ �������� ?′� $��$��$ �������� �� ����������� #� �
v 3 ������������� ���������� Ǳ�)��	� � 7′= $��$��$ �������� ������
��� ���������� A����+����� � 	���	�������	 �+������ �
������ �� ��		 �

#.�/)0)%&-
$������ ,2��3#�#2 �c�� $ �c���
%Ǳ����� ,�/%�* � $���% *)0��*#�"%& m�
���������
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�������� � ������ �������� ��������� ���
�
���	 

������ �	
 ���������� �������� �������

� #� �������� � � ��		� % �����
���� �����+����� � �������������� 	���
����� �

†6"�7� , %�/"%� �23� �� ,��*�"�,


