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Перший курс

1. При яких значеннях n ∈ N система рiвнянь

x2 + x3 + x4 + ...+ xn−1 + xn = 1
−x1 + x3 + x4 + ...+ xn−1 + xn = 1
−x1 − x2 + x4 + ...+ xn−1 + xn = 1
−x1 − x2 − x3 + ...+ xn−1 + xn = 1
. . .
−x1 − x2 − x3 + ...− xn−1 = 1

сумiсна?
Розв’язання. Вiднiмемо вiд першого рiвняння системи друге, вiд другого - третє, вiд

третього - четверте, i т.д. Отримаємо n − 1 рiвняння. Також додамо перше i останнє рiв-
няння системи. В результатi отримаємо наступну систему

x1 + x2 = 0
x2 + x3 = 0
x3 + x4 = 0
. . .
xn−1 + xn = 0
xn − x1 = 2

Таким чином, бачимо, що рiвними мiж собою являються невiдомi з номерами однакової
парностi, тодi як невiдомi з номерами рiзної парностi мають протилежнi значення. Тобто,
якщо n - парне, система сумiсна i її розв’язок (−1, 1,−1, 1, ...,−1, 1). Якщо ж n - непарне,
система несумiсна, бо отримаємо протирiччя з останнiм рiвнянням перетвореної системи.

2. Послiдовнiсть {an : n ≥ 1} задана спiввiдношнням

a1 = 2; an+1 = 4− 3

an
, n ≥ 1.

Довести, що iснує границя цiєї послiдовностi та знайти її.
Розв’язання. Методом математичної iндукцiї доводимо, що ∀n ≥ 1 виконується 1 <

an < 3 i an+1 > an. Це означає, що границя iснує. Перейдемо до границi в рекурентнiй
формулi:

lim
n→∞

an+1 = 4− lim
n→∞

3

an
.

Нехай lim
n→∞

an = a.
Тодi

a = 4− 3

a
.

звiдки a2 − 4a + 3 = 0, a = 1 або a = 3. Враховуючи доведене ранiше маємо єдиний
варiант a = 3.



3. Вiдомо, що в трикутнику ABC вершина A має координати (2; 1), висота BD має
рiвняння 2x − y + 6 = 0, а бiсектриса зовнiшнього кута при вершинi B має рiвняння
3x+ y − 11 = 0. Скласти рiвняння усiх сторiн трикутника.

Розв’язання. Точку B знаходимо, як перетин висоти i бiсектриси зовнiшноьго кута.
Маючи точку A, можемо записати рiвняння сторони AB.

Сторону AC знаходимо як пряму, що проходить через точку A перпендикулярно до
висоти BD.

I нарештi, сторону BC можемо знайти, використовуючи властивiсть бiсектриси, згiдно
якої та рiвновiддалена вiд сторiн кута.

В результатi маємо:
AB : 7x+ y − 15 = 0, AC : x+ 2y − 4 = 0, BC : x− y + 7 = 0

4. Довести нерiвнiсть

tgα

tg β
<
α

β
,

де 0 < α < β < π
2
.

Розв’язання. Розглянемо функцiю f1(x) = tg x
x

, визначену на (0; π
2
). На вказаному про-

мiжку функцiя визначена i неперервна.
f ′1(x) =

1
cos2 x

x−tg x
x2

= x−sinx cosx
x2 cos2 x

= 1
2
2x−sin 2x
x2 cos2 x

Розглянемо функцiю f2(x) = 2x − sin 2x, визначену на (0; π
2
). На вказаному промiжку

функцiя визначена i неперервна.
f ′2(x) = 2− 2 cos 2x = 2(1− cos 2x) ≥ 0 для довiльного x ∈ (0; π

2
).

Тому функцiя f2(x) монотонно зростає на (0; π
2
), причому f2(0) = 0, тому

f ′1(x) ≥ 0 для довiльного x ∈ (0; π
2
).

Отже, функцiя f1(x) монотонно зростає, причому f1(0+) = lim
x→0+

f1(x) = 1.

Тобто для будь-яких чисел α, β ∈ (0; π
2
) таких, що α < β виконується f1(α) < f1(β),

тобто
tgα
α
< tg β

β
.

Враховуючи, що tg β > 0 i α > 0, отримаємо необхiдне нам

tgα

tg β
<
α

β
,

для 0 < α < β < π
2
.

Старшi курси

1. При яких значеннях n ∈ N система рiвнянь

x2 + x3 + x4 + ...+ xn−1 + xn = 1
−x1 + x3 + x4 + ...+ xn−1 + xn = 1
−x1 − x2 + x4 + ...+ xn−1 + xn = 1
−x1 − x2 − x3 + ...+ xn−1 + xn = 1
. . .
−x1 − x2 − x3 + ...− xn−1 = 1

сумiсна?



Розв’язання. Вiднiмемо вiд першого рiвняння системи друге, вiд другого - третє, вiд
третього - четверте, i т.д. Отримаємо n − 1 рiвняння. Також додамо перше i останнє рiв-
няння системи. В результатi отримаємо наступну систему

x1 + x2 = 0
x2 + x3 = 0
x3 + x4 = 0
. . .
xn−1 + xn = 0
xn − x1 = 2

Таким чином, бачимо, що рiвними мiж собою являються невiдомi з номерами однакової
парностi, тодi як невiдомi з номерами рiзної парностi мають протилежнi значення. Тобто,
якщо n - парне, система сумiсна i її розв’язок (−1, 1,−1, 1, ...,−1, 1). Якщо ж n - непарне,
система несумiсна, бо отримаємо протирiччя з останнiм рiвнянням перетвореної системи.

2. Послiдовнiсть {an : n ≥ 1} задана спiввiдношнням

a1 = 2; an+1 = 4− 3

an
, n ≥ 1.

Довести, що iснує границя цiєї послiдовностi та знайти її.
Розв’язання. Методом математичної iндукцiї доводимо, що ∀n ≥ 1 виконується 1 <

an < 3 i an+1 > an. Це означає, що границя iснує. Перейдемо до границi в рекурентнiй
формулi:

lim
n→∞

an+1 = 4− lim
n→∞

3

an
.

Нехай lim
n→∞

an = a.
Тодi

a = 4− 3

a
.

звiдки a2 − 4a + 3 = 0, a = 1 або a = 3. Враховуючи доведене ранiше маємо єдиний
варiант a = 3.

3. Аполлон i Купiдон посперечалися, хто з них краще стрiляє з лука. Вирiшити су-
перечку вони домовилися за допомогою одного-єдиного змагання. Ймовiрнiсть Аполлона
влучити по мiшенi 0,99. Для Купiдона ця ймовiрнiсть становить 0,95. Обидва виконують
по одному пострiлу. В результатi виявилось, що в мiшень влучила лише одна стрiла. Яка
ймовiрнiсть того, що влучний пострiл було зроблено Купiдоном?

Розв’язання. Одне влучання в цiль з двох може статися у двох випадках: Купiдон
влучить або Купiдон не влучить у цiль. Нехай подiя A - Купiдон влучив, подiя B - в цiль
було влучено рiвно 1 раз iз двох пострiлiв. Знайдемо ймовiрнiсть подiї B за формулою
повної ймовiрностi.

P (B) = P (A) ∗ P (B|A) + P (Ā) ∗ P (B|Ā) = 0, 95 ∗ (1− 0, 99) + (1− 0, 95) ∗ 0, 99 = 0, 059

Тодi за формулою Байєса знайдемо ймовiрнiсть того, що влучний пострiл було зроблено
Купiдоном.



P (A|B) =
P (A) ∗ P (B|A)

P (B)
=

0, 95 ∗ 0, 01

0, 059
= 0, 161.

4. Розв’язати диференцiальне рiвняння

y′ tg y =
x

cos y
− 1

Розв’язання. Виконаємо деякi перетворення
y′ tg y = x

cos y
− 1, y′ sin y = x− cos y.

Зробимо замiну z = cos y, тодi z′ = −y′ sin y, тодi рiвняння набуде вигляду:
−z′ = x− z, z′ − z = −x, звiдки вже нескладно отримати загальний розв’язок:

z = (x+ 1) + Cex,

пiсля повернення до замiни маємо

cos y = (x+ 1) + Cex,


