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, � ∈ �n.
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���� �������	��� Ǳ�������� ����	
��� �������� eit�X� , . . . , eitnXn � ����
����	� �������� ���	�������� ��� �� �! "�������	���! t�, . . . , tn ∈ �# ��

E
[
ei�t�X��···�tnXn�

]
� E

[
eit�X�

]
. . . E

[
eitnXn

]
� �������

h���� � hX�
�t�� . . . hXn�tn�.
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 �������� ξ�
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��� ξ � ��
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����� ��
	����� ����	��� � ����������� a �
σ�� �
��� �� ������������	����� �
����� h�t� �����

�+� h�t� � eiat−t�σ�/�.
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∫ ∞

−∞
eitx �√

+π
e−x�/� dx.
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xeitxe−x�/� dx.
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∫ ∞

−∞
xeitxe−x�/� dx � −

∫ ∞

−∞
eitx d
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e−x�/�

)

� − eitxe−x�/�
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∫ ∞

−∞
eitxe−x�/� dx,
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���� h�t� � Ce−t�/� ��� �� �
 �����	��� C� Ǳ�������� h�,� � �# �� C � � �

h�t� � e−t�/�� 3

'����	3	��� � � 3��� ����	�# �	�������� ����	
��� �������� ξ ∈ N �,, ��

� η
���
� σξ 1 a� $�&�	 η ∈ N

(
a, σ�

)
� hη�t� � eiathξ�σt�� * ������ �(� �	�����
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 �������� �	��� E 8Z9 � �′µ ���
� a � var 8Z9 � �′2� ���

� σ�� Ǳ������
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]
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:�	��	��	� n × n �	���%	 6 � �aij� �	���	���� ��������	�
�# ���� 6′ �
6� ;�� ������� ��(�� �	���	�� ��	��0 aij � aji ��� �� �! � ≤ i, j ≤ n�

<	���%	 7 �	���	���� 
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�
�����
�# ���� 7′7 � 8 ���# ����� ����	��#
���� 7′ � 7−�� $�� 8 � �������	� �	���%	�
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$���	���� %� =	������# ��� �
#������"� 	���
� ������" 6 �	���	����
�� �� ����� λ# ��� ������&� ������	 ��	�����
 6; � λ; ����� �������	�����
��)����� '����� ;# ������
 �����	�� �� ��������� ����� λ# �	���	���� �
#!
������"� ����
�
� ������" 6� >������# ��� ���� ;� �� �������
 ������
�	���%� 6# �� c; �	�(� �� �� �������
 ������ �	���  � ��  ��� ��
����

������� ����� c� 4

?��� �������# �����	� ���������� �� �������� ����	# �������	�� � ����
�6 − λ8�; � ,# �� ��&�� �	
�� ������� ��3������	��� �������	����&� ��)�

���# 	 ������ @AB�6 − λ8� � ,� Ǳ�	�	� �	��� ��������&� �	������� ��������
��������� ������� n �� ���������
 λ� 5 Ǳ� �������
 ������� 	�&� �� ���#
� �	�������# ���	�	��# ��� n × n �	���%	 6 ����� ����� n �� �������! �����
λ�, . . . , λn ������(�� ��	���! ��� ����������!�� 6
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�����������
� Ǳ� �����������# ��	������ 6; � λ; ����� �������	�����
��)����C �	�� ����� λ �������� ��)����� ��	������ @AB�6 − λ8� � ,� ;��
��	������ ������� n# ������� ���� λ �������� �&� ������# �� ���������� ��

���(����� ����� μ � λ �	�(� �&� ������� Ǳ������ 6< � μ< ��� ��������&�
������	 <� D���)� ��&�# A; � 6; � λ; � μ;� E���� ����	��# �������	��
������	 < �������� ���������� �����(������ � ������������3�� �������	

�	� ������	 ;# �� ���� < � ;� E�	�#

<′6; � λ<′; � ;′6< � μ;′<.

' ���� �������������� 6 � 6′ � ��	���

<′6; � �;′6<�′ � ;′6<,

�	� �	� ;′6< � ��
����������� ������ >����	 �����	��# ���

λ<′; � μ;′< � μ �<′;�′ � μ<′;,

�	� �	� <′; � ��
����������� ������ $	��� � �	���# �λ − μ�<′; � ,� $	� �	�

������ ; ������(�����
 � < � ;# �� <′; > , � ������� λ � λ# �� ���� λ �
��
����������� ������ �
��!!" =� Ǳ
��� 6 � ��������	��� �� ��������� �������# λ �� μ ���
�� �
#������"� 	����# ; � �
#������"� ����
� ��� λ � < � �
#������"�

����
� ��� μ� �
��� ;′< � ,� &�"�� ��
����' �
#������"� ����
�"' 
���!
	�( �� ����"� �
#������"� 	�����' ����(��� 
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�
�����"���

�
�����������
� E���� 6; � λ; � 6< � μ<� Ǳ������ <′6; � λ<′; �
;′6< � μ;′<� $	� �	� <′6; �������� ��
����������� ������ � 6 ������

�����
 �	���%�
# ��

;′6< � �6;�′< � �<′6;�′ � <′6;.
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Ǳ������ μ;′< � λ<′;� $	� �	� ;′< �������� ��
����������� ������# �� <′; �
�;′<�′ � ;′< � ������� �λ − μ�;′< � ,� ;�� � ���	�	�� ;′< � ,� �
�
�����������
 
����)����� �� <� �	�������� ������ ����	
# ��&�	 ���
�� �������� ����	 �	���%� 6 �	����� E�	�# ����� λ�, . . . , λn � �� ��������
����	 �	���%� 6# 	 ;�, . . . ,;n � ������������3�� �� �������� �������� ;��
������� �� ���� �	����# ��� � ;′i;i � � ��� ���! � ≤ i ≤ n� 7 2	��������
�	���%� ># ���� %	�� ������
 �������� ������	 ;�, . . . ,;n� $�&�	 �����	��
�	���%� >′ �������� ������� ;′�, . . . ,;

′
n� ;������	�� �	���%� >′> ��������

����	 ;′i;j � ' ���� ����� - ;′i;j � ,# i �� j# �� ���� >′> � 8� ;�� ���	�	��#
��� > � ����&��	���	� �	���%	�

6	����� ������# ��� �	���%	 6> ����	����	 �� ���� %�� 6;�, . . . ,6;n# ��
���� �� ���� %�� λ�;�, . . . , λn;n� Ǳ������

>′6> �

⎛
⎜⎝

λ� , . . . ,
, λ� . . . ,

. . . . . . . . . . . .
, , . . . λn

⎞
⎟⎠ ���

� :.

.����(�� ��� �	������� �	������� ����	 �	 ># 	 ���	�	 � �	 >′ � �������

������ ����&��	�������� �	���%� >0

>′:> � >�>′6>�>′ � �>>′�6�>>′� � 6. �

�� ���������� ������ 	� ����	��

<	���%	 3 �	���	���� ��������"� �
���� �	���%� 6# ���� 3� � 6�
:�	��	���
 ������ �	���%� 6 � ���	�	���� 6�/�� :�	��	���
 ������ ��


3������� �� ��� ���! �	���%� Ǳ�����0 6 �
(

−� 	

	 	

)
� 8

�$-��9����� 1� ���� 6 � ��
����������
 
����������� ��������	���

�������# �
 ��������"� �
���� 6�/� �
 ����
���

�
�����������
� .�
����������# �	� �	� 6 ����������	� �	���%	# �� 6 �
7:7′ �	 �����	��� �����(����� �# ������ 7 � ����&��	���	�# 	 : � ��	

&��	���	�� $	� �	� 6 ������%	������ ���������	# �� ;′6; ≥ , ��� �� �&�
�� �������&� ������	 ;� Ǳ������ λ;′; ≥ , ��� �� �&� �� �������&� ����	 λ �
�� �&� �� �������&� ������	 ;# �����	�3�&� ����� ������ >����	 �����	��#
��� λ ≥ ,�

' �	�������# :�/� ��3�������0 ��� ��	&��	���	� �	���%	 � �������	��
√

di

�	 &�	���
 ��	&��	��# 9 &�� di � ��� ��	&��	����� �������� �	���%� :�

Ǳ���(�� 6̃ � 7:�/�7′� $�&�	 � ���� 	���%�	�������� ����(���� �	���% �
����&��	������� 7

6̃� � 6̃6̃ � 7:�/�7′7:�/�7′ � 7:�/�:�/�7′ � 7:7′ � 6.

6�	��� 6̃� � 6 � 6�/� ��
���������� ��3�������� �

�=+;(7B '1? 7+G)+ 2H861'- 5+85'2())H( 2(?'+6HE
	9+?1>1'-F

=6+2(6%'-F
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��
 ������ � �	���	���� &	���������# ���� �&�

!	�	������������	� "���%�� �	��	 h���� � ei�′µ− �

�
�
′
��# &�� µ ∈ �n# 	 2 F

����������	� ������%	������ ����������	� �	���%	�

<� ���	(��# ��� ����������� + � �7�+ �����	������� *�&�	��� ������� �#
�� �
 &	��������
 ������ � ������ ����������� �7�+ �������� &	��������� �
������ ����������� +� Ǳ������ ���	���� ���	�	�� � �	���� �����(������

*�	�	�	 �� ���	(��# ��� h∗��� � ei�′µ− �

�
�
′
�� �������� !	�	�������������


"���%��
 �	����  � ��  ��� ������ µ � ������%	������ ����������	� ���

�������	� �	���%	 2�

��!!" ?� Ǳ
��� µ � ����
	���"� ����
�' � 2� ��
����������
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�
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�
�
�
 ��
	���
�
 ����
�� �# 
 �
�
�
�
 E 8�9 �
µ � Cov 8�9 � 2�

�
�����������
� Ǳ���� @ � ��� n
������# �������	�� Y�, . . . , Yn ������&�
�������� ���	�������� N �,, �� ����	
���� �������	��� >�������� ���&�

������ �� "������

�G� � � 2�/�@ 1 µ.

Ǳ�������� E 8@9 � 5 � Cov 8@9 � 8# 10 �� �� ���� �7�+ � �7�G �����	��# ���

�H� E 8�9 � µ, Cov 8�9 � 2,

���������
(
2�/�

)′
�

(
7:�/�7′)′ � �7′�′

(
:�/�

)′
7′ � 7:�/�7′ � 2�/�# �	� �	�

:�/� � ��	&��	���	� �	���%	 ���� ���	�	�������� �����(����� +�� ' ����
���
���	 �G�� ����%�� �7# ���� �+G� ������ @ �������� &	���������� Ǳ������
�� ������� �7�+ �����	��# ��� � ������ � �������� &	���������# ������ � ∈
N �µ,2�� *�����	������ h���� � h∗��� �� ������� �� �

6	�����# ��� � ����� G �� ���	���	����# ��� ������ �# ����3�
 !	�	���

����������� "���%�� h∗# � ��	������ �������� &	��������� � ������ ������

����� �7�+� E����� ��� �� ���	���	�� � ������3�� �������	���

��!!" A� Ǳ
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�� � �������� h���� � ei�′µ− �

�
�
′
��# �
 � ∈ N �µ,2��

�
�����������
� Ǳ���� B ∈ �n� =	
��� !	�	�������������� "���%�� ���

�	
��
 �������� B′�0

�7� h�′��u� � E
[
eiu�′�

]
� h��uB� � ei�u��′µ− �
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