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���� �� ��� �� �!$
��
���� Ma,n  �!�� ���(&���� ����� ������ �(������ ��
������%�  �!�� �� )��� �������� ��(�� a−� �*+, n�	 �
-�) ���
� �� ��
������ �(�����
��� a−� �*+, n�	

.�� #������ �� � ��������� ���&������� ����%� �� ����$
�� 
�� ������� �������"��& ����� �� �������"��	 /��� -�)
�������� (�
 
�����) �� � 0��
��) 1��-�2� 
�� ) ���� ��$
�� ���"�� ����� � ��)(��" �!�%��
��&	 3���%� #�� �"�$
�� ����� ���)�� 
 %���� 455 ��
�������� 
� 6���������7
����-	 8τoιχε9ια� ���	 Elementa� ���	 6	
�
�
7� :
%����� ��$
#�����& �� �;; ��%�
 �� �	 �	 <��� )��� ��%�� ����
���"

��
����
� ������
� &��� #�� -�) �������� �����
�
 ��
.��������" �� %��"%� ���������" �� #��
� �
��� :
%����	
6��������7 ��)����� �) ���-"%�) �����������) ���%����
�� �(������ �� �� �& ����
	 /��� #���(�� �
��� ����
��� )
�� :
%����� ��� 
��� (��� 
������� � #����� ����	

� ��������� 
 ��� ������& �������"��& ����� n �� a < n
���&����"�� -��� ��
������� ����� q �� r� #�� �%�& n � aq=r	
>� ����� ����
���"�� �
���
� �� 
��
��� 
�� ������� n ��
a	 0�� ���&������� q �� r �������� ��%������� 
�������
����� ���!�������2 #������
����� {vk} �� #��
���� vk �
vk−� − a	 Ǳ�� �� ������ -��2 #������
����� � v� � n − a	
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������ ����� a, n ∈ �� � ≤ a < n�

�	����� ����� �	��
	���� q ≥ � �	 � ≤ r < n� ��
 
��� n � aq � r�

����	��� v� � n − a�


� � v� < a� �� r � v�� q � � !"#$%


� � & v� ≥ a� �� ����	��� v� � v� − a�


� � v� < a� �� r � v�� q � ' !"#$%


� � & v� ≥ a� �� ����	��� v� � v� − a�


� � v� < a� �� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A%�� vk < n ��� �%����" k� �� �� -"��� %��-� ����$
���� ��%������"�� 
���������� �
�& ����� r � vk �� q � k	
B�%��"%� vk � vk−� − a� �� n � ka = r� 1 � ��(�� r C -�
������� � q C -� ����%� 
�� ������� n �� a	

.������� 
 ��%������"�� �� �%������ %��"%���" %��%�
�
��%��"%� �� %������ %��-� ����� #������
����� {vk} ����$
 ���"�� �� a	 D� #�
���� %��-� vk ����� ��� �� �� n 2 �
���� ���� ��� ��������� ��%�����"��	

�� ������	
 ��
���� �����������

����������� ��������� ������
�

0�� ���&������� ��)(��" ��� �#��"���� ���"��%� �a, n��

 ≤ a < n� ����� 
�%�������� 
��
���� ������
	 Ǳ����$
���� d � �n, a�	



(�	)	 �% *���
���� �)����	 �+

�������� �
 ��
�������� �
��������� ��������� �������


������ ����� a, n ∈ �� � ≤ a < n�

�	����� ����� �	,-���.�, �������, ������� d � /a, n0�

Ǳ������� 2 ���	��34 n � q�a� r�� � ≤ r� < n�


� � r� � �� �� d � a !"#$%


� � & r� �� �� �� �������� 2 ���	��3 a �	 r�4

a � q�r� � r�� � ≤ r� < r��


� � r� � �� �� d � r� !"#$%


� � & r� �� �� �� �������� 2 ���	��3 r� �	 r�4

r� � q�r� � r�� � ≤ r� < r��


� � r� � �� �� d � r� !"#$%


� � & r� �� �� �� �������� 2 ���	��3 r� �	 r�4

r� � q�r� � r�� � ≤ r� < r��


� � r� � �� �� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . % %

.������� #�������"�� �������� n �� a	 A%�� n �����"��
�� a� �� ������ r� 
�� ������� ����
��� ;	 <��� �n, a� � a	
>� ���
������ �������
��� � ������� ���%� ��������� E	
A%�� � n �� �����"�� �� a� �� 
 ����"��� ���%� a ��$

���� �� r�	 A%�� ������ r� 
�� ������� ����
��� ;� �� 

���
������ ���%� ��
�������"��� �� �n, a� � r�	
0��� ��� ��������� � -��%�� �����������F �%�� ������


�� #�#�����"��� ������� �� ����
��� ;� �� �� -� ������ ��$
���"�� #�#������ ������ � ���)�����"�� #���
��%� �� ����
$



�5 �������	
�	 ���
�
 ����� �	 �������� �
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	���

��� ����
� ��
� ������	 A%�� #��������

�
� r−� � n �� r� � a,

�� �� i$��� %��-�� i ≥ 
� �������� E ���&����" ����%� qi ��
������ ri 
�� ������� ri−� �� ri−�� ��(�� #������
�����

�E� ri−� � qiri−� = ri, ; ≤ ri < ri−�.

3 0�� ��������� ��
�� ���"��� �%�� �� #�
���� %��-�

��� rk−� � rkqk��.

� -"��� 
�#��%� �������� ��
������� �� �n, a� � rk	
G� ��%������"�� �������� E �� �%������ %��"%���" %��%�
H

A%�� ��%� �� �� ��)��� ���)���� rk ����
��� �n, a�H

������� �� ��� 
��
����� E �
���������� �
 ��������

��������� ��
���� ���
 
��
���� E �
���������� ����� 
��
�������� qk�� ����� �������� ����� �
 �a, n� � rk�

�
�������� D� i$��� %��-� �������� E �(������ ������ ri


�� ������� ri−� �� ri−� ���
	 ��
����" �E��	 >�) #��-�� ��
���� ���
��� (��%������� ��%��"%� ������ ���� ���"��� 4

���� �����" ��
���������	 <�%�� ������ �� #�
���� %��$
-� ������ ����� ��
��� ;� ��(�� (��� 
�%����� ���
� ���	
D����#�� #���
��%� ��
�� ��" ��� ���������� #�� -"���
d � rk	
0�� ��
������ ��
����� �n, a� � rk ��
����� �#����%�

�����#�� ����	

���� �� ���
 i � qj = r� r �� ;� �
 �i, j� � �j, r��



(�	)	 �% *���
���� �)����	 �6

�
������� ���� 
� 3��������� �� �%�� i �� j �����"�� ��
�%��" �������"�� ����� m� �� ) r #�
���� �������� �� m	
5 >� �������� �� r �����"�� �� �i, j�� ��(�� �j, r� �����"��
�� �i, j�	 6

.���������� �%�� j �� r �����"�� �� �%��" ���%���"��
����� m� �� ) i #�
���� �������� �� m	 3
���� 
�#��
���
�� �i, j� �����"�� �� �j, r�	 >� � ��
����" ����	 �
<�#�� �� 
 ����� ��%������ ��
������ ������� 
	 D�

#�����
� ���� 
� � #�� ��� ���%� ��������� :
%���� ��$
������� �n, a� � �a, r��� � � ������� C �� �a, r�� � �r�, r��	
<����) �� ���
����) ���%� ��� ����"F �r�, r�� � �r�, r�� ��
�r�, r�� � �r�, r��	 D� #�����
� -�& ���%�
��" �n, a� � �r�, r��	
B������) ����% ��� ��� �rk−�, rk� � rk	 Ǳ�
��������"

����� �� ���� %��% 
�� ���%� ���� ��������� �rk−�, rk−�� �
�rk−�, rk� � rk	 A%�� ����� ��%�� �� ����� � ����� ��
��
������ �� �a, n� � rk	 7 �
 
��
!���� "� A% ��
�� #����
����"�� ��� ��������� EH
B��� � �����
�& �-���% � ��%��F

k ≤ IJK+L�� aM = I.

>�) �����"���� ��
�����) 
 
NOO ��-� 1	 P���� ����
���"��
��
���
� #
��	 Q��!�-���� I ����� ���� ��� ��

KR�
;�

KR�φ�
≈ O.SNI, φ �


 =
√
I

E
,

�� φ C -� �
�
��$ �������	
3��
������ ��%��� �� %��"%���" %��%�
� ���(&����& ���

��
�� ���� ��������� :
%����� �� �������" 
�� ��)(��"$
 ��� � ����� �� �� ��� 
�#��%�� 
�� n�F 
��� ������� ����
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#�
��"�� � #���
����� � ������ ��)��� ��� � �
�& ����� ��
�� ��� 
�#��%�� � ������ a�	

�� ����������� ����������

����� � ��� 
�	�!� �� 
��"��


A%�� #�������� c � a−� �*+, n�� �� ac ≡ 
 �*+, n�
�� ���������� �(�������� ������ #������ 
 ≤ c < n	 >�
%�������-�� ����� #��#����� � 
������

ac − 
 � nj �(� ac= n · �−j� � 


��� ���%��� j	 >� �������� �� ��
�����

�O� ax= ny � 


��� ���
����% � -���& �����&F x � c� y � −j	
D��%����� #�(������ �� � ��
#�%�� �%�� ��
����� �O�

��� ���
����% � -���& �����&� �� �a, n� � 
	 T��" � �����
����� � ���
���%�
 � x � a−� �*+, n�	

������� �� %������� �O� �
� �
��&��
� � '���( ����
(

�
�� � ������ �
�� � �
�� �a, n� � 
� ���
 �a, n� � 
� �

��� ��
�
����� �
���� �
��
���
 c � a−� �*+, n�� )
��

�
!�� �
��&��
� �������� �O� �
� ������

x � c= λn,�I�

y � y� − aλ, �� y� �

− ac

n
�U�

��� ����
�� λ ∈ �� 8 *��� � �
��&����� � �
���� �


�S� x � a−� �*+, n�.



(�	)	 �% *���
���� �)����	 ��

�
�������� Ǳ�� � ������� �
�������� ������� E #�� ���$

�������" ��
����� �O� � 
�#��%� �a, n� � 
 �� 
�� ��
���

���� ���� �����������" �� ��
������ �����2 �������	
A%�� #�������� ����� x, y ���
����% ��
����� �O�� ��

ax ≡ 
 �*+, n�� �
��%� ��(��� 
����
�%� �� x � c = λn
��� ���%��� λ ∈ �� ��(�� #������
����� �I� ��
�����	 9

<��� ��� %������ ���
���%� x, y


 � ax= ny � ac= aλn= ny ± ny� � 
 = n�aλ= y − y��,

��(�� y � y� − aλ� 10 �� � ��%����� ��
������ #������
���$
�� �U�	
3��������� �� ��
����" �S� 
�%�����"�� #�� λ � ;	 T��" �

����� �%�� ���
����% x ��� 
����� �I�� �� c � x �*+, n��
��(�� �(������ ����� c ����� ���%� ���)��� �%�� �����
���� � ���
���%�
 ��
����� �O�	 11 �
���� Ǳ������� ���������� �� �������� .������� :
$
%���� E ����� #�������
��� ��� ���&������� �(��������
����� 
 ���!����-� �� �������	 Ǳ������� -� �#����%� ��
#��%����	

Ǳ� !��� �� D�&�) a � 
U� � n � SI	 <��� ��������
:
%���� ��� ���&������� ��)(��" ��� �#��"���� ���"��%�
��#�����"�� ��%�� �����F

SI � 
U · O = 

,

U � 

 · 
 = I,


 � I · E = 
,
I � 
 · I = ;.

<�%�� ������ �
U, SI� � 
� ��(�� 
U−� �*+, SI� �����	 V
���
��"��& #���������&F q� � E� q� � 
� q� � O	 Ǳ�(������



��� �������	
�	 ���
�
 ����� �	 �������� �
�����
	���

��(��-� ��� ���&������� 
U−� �*+, SI�� #���
 � � ��%�2

�N�
q� q� q�

; 

�

E 
 O

; 


'� (����� 
�%���
��� ��� !��������

i�

i� i�
��(��$

-� �N� ��%� #����
������F

�@�
i�

i� i�
−→ i�

i� i� i�
, �� i� � i�i� = i�.

Ǳ�������� � !��������
q�

� �
� #���� ��%� � #����
�$

����� ���)������ � !���������� �%�) ��������"�� � #�$
#�����"��� ��������� �� ���� #���-�� 
#��
�� � ��% ����	
Ǳ������
����" #����
����" � ��%��F

' � �

� �
→ ' � �

� � '
→ ' � �

� � ' 8
→ ' � �

� � ' 8 ��

<�#�� ��(��-� � ��#�
�����	 D��%����� #���
������ ��

n · �− a · 
O � 
 �(� a · �−
O� = n · � � 
.
Q��!�-������ #�� a �(���� �������) ������� ������� ���%��
� %��!�-������ #�� n C #�����������) 22 �������	 <�%��
������ #��� ����� −
O, � � ���
��%�� ��
����� �O�	 3�����
�� ������� E ����� −
O � c=λ ·SI #�� ���%��� λ ∈ �	 Ǳ��
λ � −
 ��������� c � U
� ��(�� 
U−� �*+, SI� � U
 <�#��
-�) �����"��� ����� #���
����� (��#�������"�	 12

3����"��) 
�#���% ���������� � �����#���� �����"����	



(�	)	 �% *���
���� �)����	 ���

������� " #��
(
�!���� 
������
�
 �
 �
�����$� 	��

(
$ n ∈ %� 
 < a < n �
 �a, n� � 
� Ǳ��������
� �
 
��
�
���� ������
 �
���,���� �
 �k = 
���� ��
'� ����
� ����
Ǳ
���
��� � �
�����
- �
���'� � ���
�
������ ������

����
�

�
;�
qk . . . q� q�

; 
 . . .
,

���$����
 �
����
��
 ������
����� �@� $ �
������ �
�
��

���
 �����$ ���
� �
���'� �
;�F

�

�
qk . . . q� q�

; 
 uk . . . u� u�
.

)
��

�
E� nu� − au� � ±
.
)
�� �������� �O� �
� �
��&��
� x � −u�� y � u�� ���

nu� − au� � 
W 
�
 x � u�� y � −u�� ���
 nu� − au� � −
�
.��� �
�
�

c � u� �*+, n� , ���
 nu� − au� � −
W
c � −u� �*+, n� , ���
 nu� − au� � 
.

�
�������� Ǳ�������� uk�� � 
 �� uk�� � ;	 <��� �������$
��� ��

�
�� ui � qiui�� = ui��, i � k, k − 
, . . . , 
.



��' �������	
�	 ���
�
 ����� �	 �������� �
�����
	���

Ǳ�%������� �% � 
���� r� � a� r−� � n	 <��� �������� E
���)����" ��%� �(��������F

r−� � r�q� = r�,

r� � r�q� = r�,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rk−� � rk−�qk = rk,

rk−� � rkqk��.

A���� �� %���� � ���%�
 
%����� � #������������ �����
��#����� ��%

�
O� ri � ri��qi�� = ri��, 
 ≤ i < k − 
.

��%������
 � �
O�� �(������� nu� − au�F

nu� − au� � nu� − a�q�u� = u�� � u��n − aq��− au�.

B�%��"%� r−� � n� r� � a ���
	 �
��� �� n − aq� � r� ) ����

�
I� riui�� − ri��ui�� � −ri��ui�� = ri��ui��

#�� i � −
	 0�
����� -� 
�����
���" ��%�� � ��� 
��&
i � ;, . . . , k − 
	 0�)���� � �
�� �� �
O� 
�#��
��� ��

riui�� − ri��ui�� � riui�� − ri���qi��ui�� = ui���

� ui���ri − ri��qi���− ri��ui��

� ri��ui�� − ri��ui��,

�� ) ��
����" �
I� ��� 
��& i � −
, ;, . . . , k − 
	



(�	)	 �% *���
���� �)����	 ��8

P��-���% ��
�����) �
I� #�������"�� #�� i � −
 � ��$
%������"�� #�� i � k − 
	 <�%�� ������

nu� − au� � r−�u� − r�u� � −�r�u� − r�u��

� r�u� − r�u� � −�r�u� − r�u��

� · · · � ±�rk−�uk�� − rkuk��� � ∓rk,

��%��"%� uk�� � ; �� uk�� � 
	 3����� �� ������� 
 �����
rk � �n, a� � 
� �� � ��%����� ��
������	 �
 
��
!���� /� 3��% #��
�2 ������� �
E� �������"�� #��
�(��" ���� k �� �����-�	 <��� -� !������ ����� #���$
#����� ��%�� �����F

nu� − au� � �−
�k.

#� $��������� ������	
 ��
����

B(������ ����� 
 ���!����-� �� ������� ����� ��%��
���)�� �� ��#������ ��% �
����� �
�,����
�
 
��
����


������
	 >�) �������� 
#�� � (��� �#�(��%�
��� 
 
SO;
��-� �����)�"%�� ��������%�� D	 X���������� ��� 
�� ���

����
�
 #�������� �� ��� �����)�"%��� ��������%� Y	 Q�$
����� �%�) �������
�
 �������� ��� ���%���� ��)���& �����
� ���-���
� ���(�	
V ��) ���� %��� 6�
���)��)7 �������� :
%���� �����$

���� E� ���&����" ��)(��" �) �#��"��) ���"��% �
�& �����
a �� b� ��� �����) �������� :
%���� �����%�
� ���&����"
%��!�-����� x �� y� ��� �%�&

a · x= b · y � �a, b�.



��� �������	
�	 ���
�
 ����� �	 �������� �
�����
	���

3��)���� %��!�-����� x �� y 
��������" �(������ ����� ��
������� � 
�#��%� �a, b� � 
	

�������� �
 �� ������� 
������� !�����


������ ����� n ∈ �� � ≤ a < n�

�	����� ����� {u′
k}� {vk}� {uk}� {v′

k}� {sk}� {tk}� {qk}� {rk}�
����	���� u′

� � �� v� � �� u� � �� v′
� � �� s� � n� t� � a�

������ s� �	 t�4 s� � t�q� � r�� � ≤ r� < t��


� � r� � �� �� u′
�a� v′

�n � s�� u�a� v�n � t� !"#$%


� � & r� �� �� �� ����	���� u′
� � u�� v� � v′

� − q�v��

u� � u′
� − u�q�� v′

� � v��

s� � t�� t� � r��

������ s� �	 t�4 s� � t�q� � r�� � ≤ r� < t��


� � r� � �� �� u′
�a� v′

�n � s�� u�a� v�n � t� !"#$%


� � & r� �� �� �� ����	���� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

� ��������� � #�%��%�
� �(�������"�� #������
�����

{u′
k}, {vk}, {uk}, {v′

k}, {sk}, {tk}, {qk}, {rk}.
 
��
!���� 0� A%�� �� �(�����
��� #������
�����

�
U� {u′
k}, {vk}, {uk}, {v′

k},
�� ��� �����) �������� :
%���� � -��%�� ���������� ��
��������� E	 13 >� �������� �� �������� � ��%������"��
����� �%������ %��"%���" %��%�
	



(�	)	 �% *���
���� �)����	 ��+

V��
�� ��
�� ���� ��������� � �� %��-� k �

�
S� rk � ;.

� ��������� � ��
�������"��� �� #�� i � k

�
N� u′
ia= v′

in � si, uia= vin � ti.

D��#��
�� � -� ��
����� 
�%�����"�� �� %������ %��-� ��
��
�� ���� ���������	

���� �� 1�
�� �
N� ���
�
�
 �
 �
!�
�� ��
'� �
 �
�

���,���� 
��
������

�
�������� 0�)���� #�� k � 
 ���
� �
N� �����" ���
���"$
����F n � n �� a � a 
��#�
����	 14 Ǳ��#������� �� ��
$
����� �
N� 
�%����� ��� �%����" %��%� i < k	 0�
����� 2&
��� �����#���� %��%� i=
	 Ǳ�� �� 
�� ��#� ��� #��
����
�� �%��� �������"�� ����� #������
�����) �� �����#����
%��-�F

u′
i�� � ui, vi�� � v′

i − qivi, ui�� � u′
i − uiqi,

v′
i�� � vi, si�� � ti, ti�� � ri.

<��� �� #��#������� ����%-�2

u′
i��a= v′

i��n � uia= vin � ti.

3� #��
���� #����
������ ti � si��� ���� u′
i��a = v′

i��n �
si��� �� ) ��
����" #�� � ��
����" � �
N� ��� %��%� i= 
	
Q��� �����

ui��a= vi��n � �u
′
i − uiqi�a= �v

′
i − qivi�n

� u′
ia= v′

in − qi�uia= vin�

� si − qiti.
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3����� ��������� ri � si − qiti� � �� #��
���� #����
������
ti�� � ri� �
��%� ui��a= vi��n � ti��� ��(�� � ����� ��
����"
� �
N� 
�%����� ��� %��%� i= 
	 �
������� &� 	�(
$ ��� ����
�
 k ���
�
�
 ��
�� �
S��
�
��
 
��
���� � �
���������� �
 ��
'� k� )
��

uka= vkn � �n, a�.

)
��� ���
�� ���
 a �
 n � ��
���
 ��
������ �


uka= vkn � 
.

�
�������� 3 �����2 ���
� 
 �
N� 
�#��
��� �� uka= vkn �
tk	 B�%��"%� tk C -� ������ 
�� ������� �� #�#�����"���
%��-�� �� tk � �n, a� �� #�����
� ������� 
	 �

"
 #��������� ���
���


% Ǳ�
�)�
����  � n � ka� r /���
% ��0%
�% 9��� �	 ��)���� �
�:� vk ��	�� ���.�� 2	 n; /���
% ��0%
�% <��)�������  � �	 k=��� �
�:� 	���
��� ' �-����3> ��
���� /'0

/���
% �50%

% 9��� ���	�� ) 	���
���� ' 2���.�3���
 �	 ��&���� �
�:�;

/���
% �50%
�% 9��� r ��)���� �������
 �	 k; /���
% �50%
�% Ǳ�
������ ���� /j, r0 �������
 �	 /i, j0; /���
% �50%
�% 9��� �� ��)������  � /a, n0 � rk� 
� � ��
����� 
� � ��)������

���
��� �; /���
% �60%
�% 9��� y� > :���� ������; /���
% �70%
�% Ǳ�
������ ���� x � c� λn ��
 ��
���� λ ∈ �; /���
% �70%


�% 9��� y � y� − aλ; /���
% ��0%


% ?� 2�	,�� c� 
� � 2�	�� ������ ���� 2 
�2)@
2��) 
�)�
��
 /�0;
/���
% ��0%
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�% Ǳ�
�)�
��� 
�)����� �5−� /ABC 6+0 � 5�% /���
% ���0%

�% <��)�������  � 	���
��� 8 > :����� ���������� �� 	���
���� '�

� � �� �-����3)	�� �������)����� /�50% /���
% ���0%


% Ǳ�
�)�
����  � ���)� /�70 ��	3�� �
�)�	������ �
� k � �� 	
�	�� n � n �	 a � a% /���
% ��+0%

$
 �
�
�� ��� �
��������% ������

������ 
� ����������	
�� �
������ ���
��� /�
������ '0� �����
�� �����
���� ���
���� ��
���� /a, b0 ����
 a �� b4

D0 a � ��65 �� b � ��'�� E0 a � ��65 �� b � �6�5�

F0 a � �65� �� b � '867� C0 a � �88� �� b � +��+.

������ �� �� ��������
 �
������� ���
��� /�
������ '0 ������
�����
���� ���
���� ��
���� ����


D0 ��'� �� ����� E0 '�'� �� ��'��

F0 +��� �� 66��� C0 8666 �� ++5+.

������ �� �� ��������
 �
������� ���
��� ������

/D0 /'+', ��70� /E0 /8�, ++0� /�0 /'�67+, ��8+�0.

������ 
� �� ��������
 �
������� ���
��� /�
������ '0 ������

/D0 /�+, 6+0� /E0 /��', '''0� /F0 /555, ����0.

������ �� �� ��������
 �
������� ���
��� /�
������ '0������
�����
���� ���
���� ��
���� ����


D0 '�65 �� ��65� E0 '�65 �� �665�

F0 ��65 �� �665� C0 8�65 �� �665.
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������ �� �������� �� ������	 � �� �� ����������	���� ���
���� 	 ������	 /a, n0 �� �! "�� ����� ����#���� ������ 	 $���	

�
����% �������� %��� /a, n0 �� �;
������ �� ����������	
�� �����
���%� ����
��� ��� ����&%�����
������ �� �� �����	 5 �������� /��65, ��'�0 	 ���
%�� 
������' ������
��(�' ��65 �� ��'�! )
  �����	 ����&%���� �
% ��� ����
 /E0G/C0
� ������ �!

������ �� �������� /a, b0 	 ���
%�� 
������' �������(�' a �� b �
%
����
 � ������ '!

������ �� �������� /a, b0 	 ���
%�� 
������' �������(�' a �� b �
%
����
 � ������ 8!

������ 
�� �������� /a, b0 	 ���
%�� 
������' �������(�' a �� b �
%

����
 � ������ �!

������ 

� �������� /a, b0 	 ���
%�� 
������' �������(�' a �� b �
%

����
 � ������ +!

������ 
�� ����������	
�� ���������� �
������ ���
��� /�
�
������ 80� �������� /a, b0 	 ���
%�� 
������' �������(�' a �� b �
%
����
 � ������ '!

������ 
�� ����������	
�� ���������� �
������ ���
��� /�
�
������ 80� �������� /a, b0 	 ���
%�� 
������' �������(�' a �� b �
%

����
 � ������ +!

������ 

� *�#�� /a, n0 � d! �������+ �� /a/d, n/d0 � �!

������ 
�� *�#�� a, b, c , ��� ���	��
��� ���
�! �������+ ��
/ac, bc0 � c/a, b0!

������ 
�� -�����	���� ����	��� ����� ���%. %��� /a, b0 �
� � /b, c0+ �� /a, c0 � �!

������ 
�� -�����	���� ����	��� ����� ���%. %��� /a, b0 �
' � /b, c0+ �� /a, c0 � '!

������ 
�� *�#�� p�, . . . , pn , ����� ������ ���
�� a � pα�

�
. . . pαn

n �

b � pβ�
�

. . . pβn
n ! �������� �� /a, b0 � p

���{α�,β�}
�

. . . p
���{αn,βn}
n !



(�	)	 �% *���
���� �)����	 ���

������ 
�� *�������� ���
���� ������� ���# ���	��
���# ���
��
 a �� b ������/���% �������� ���	��
��� ���
�+ %�� ��
����% �
�� a+ � �� b! )� ���
� �������/���% Ha, bI! �������+ ��

D0 %��� p , ������ ���
�� a � pα� b � pβ � �� Ha, bI � p�	
{α,β}�
E0 %��� p�, p� , ��� �����# ������# ���
�� a � pα�

�
pα�

�
� b �

pβ�
�

pβ�
�
� �� Ha, bI � p

�	
{α�,β�}
�

p
�	
{α�,β�}
�

�
F0 %��� p�, . . . , pn , ����� ������ ���
�� a � pα�

�
. . . pαn

n � b �

pβ�
�

. . . pβn
n � �� Ha, bI � p

�	
{α�,β�}
�

. . . p
�	
{αn,βn}
n !

������ ��� ������ Ha, bI �
% ���# ��� ����
 a �� b � ������ �!

������ �
� ������ Ha, bI �
% ���# ��� ����
 a �� b � ������ '!

������ ��� ������ Ha, bI �
% ���# ��� ����
 a �� b � ������ 8!

������ ��� ������ Ha, bI �
% ���# ��� ����
 a �� b � ������ �!

������ �
� ������ Ha, bI �
% ���# ��� ����
 a �� b � ������ +!

������ ��� �������+ �� Ha, bI · /a, b0 � ab!

������ ��� �������� �� /a, b0 | Ha, bI!

������ ��� �������� �� Hca, cbI � cHa, bI!

������ ��� 0� / ������� ����	��� ����� ���%;

D0 *������� ���
��� ������ ���# ������# ����
 ������
/ '#�
����	 ���	��	!

E0 *������� ���
��� ������ ���# ���
������# ���	��
���# ���
��
 ������
/ '#����	 ���	��	!

F0 *������� ���
��� ������ ���# �����# ������# ����
 ������
�
/ '#����	 ���	��	!

C0 "��� /a, b0 � �� �� Ha, bI � ab!

J0 "��� p � a� �� Hp, aI � pa!

������ ��� 0� / ������� ����	��� ����� ���%;

D0 "��� Ha, bI � �� �� a � � � b!

E0 "��� Ha, bI � b� �� a � �!
F0 "��� Ha, bI � b� �� a | b!

C0 "��� Ha, bI � ab� �� a � b!

J0 "��� Ha, bI � ab 123 Hb, cI � bc� �� Ha, cI � ac!
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�
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������ ��� 4���
%���� ��%���	���� ������	 '8× �8+ %��� ������
���� P� /���! ���! 5 0! *����
���� ������� K�� %��� �� �� � �����
�������� ��/ ������ �8× �8! *����
���� ������� K�� %��� �� ��
������� � P� � P� \ K�� ��/ ������ �� × ��! � P� � P� \ K� �� ��

������� ��� �������� ������	 8×8! Ǳ��
% (���� ��
���
���% ���
�������� ������	 �× � /���! ���! 7 0!

13

23

13

13

10

10

3

3

3 3 1
1
1
1

���
 	
 Ǳ�%���	���� P� ���
 �
 ������� ��������

�������� ����� ��' �
������	 ���
��� �
% ���#�� ���% /'8, �804

/��0

'8 � � · �8 � ��
�8 � � · �� � 8
�� � 8 · 8 � �
8 � 8 · �.

D0 0� ������ �� ��&%��� �� �����
���%�� � �
������� ���
��
�� �� ���������%� ��%���	����� ����������;

E0 0� / (�� ��&%��� 	�������
����;

������ �
� ��� ����(� ������
�� ��	� ��
�� ���	 �������# ���
��
! Ǳ� ����� ���� ���
%�� ����� ����	����� ���	! 8����(� �� �

�������	 ����������� ���
� 	 ���%��	 ��������%� � ����� �������
�� ���	 ���	 〈x, y〉� x ≥ y� �� �	���%�	 ���	 ���
%�	 〈x − ty, y〉� ��
t , ���� ���	��
��� ���
�� �� x − ty ≥ �! �����/ ���� #�� ����
��� ������/ ���	 � �	
����
 ����������
! ��������� �� %��� ���
������/���% � ����
 〈a, b〉� �� ���� ������	/���% ����
 〈�, /a, b0〉!



(�	)	 �% *���
���� �)����	 ���

������ ��� *�#�� a ∈ �! 4���
%���� ��� ���� ���
� n� �� �
�
������ ���
��� ������	/���% �� n ������ ��� �����
���� /a, b0 �
%
��%���� b < a /������ /a, b0 � rn−�0! *����
��� � ����# n �������

������
 ���
� a � ��������� h/a0!

D0 �������� �� h/a0 � � ���� � ��
��� ���� � ��
� a � '�
E0 Ǳ����#	���� h/a0 �
% a ≤ 7!
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&
 ' ( ) * � � + ( ,

������� ����� Eνκλειδηζ /-��2��� 85+G-��2��� 8�� �� K% L%0� ��	=

��
�:���, �	���	��� � )�2�	��, ����)�����&��� �	���	����%

���	
�

M	���)	 ��
������� �)����	 �
������	 ) *����	��
�,����, -�-���=
��:� N ���������, �������:���  � 
)�
�	 ��-�3 -�-��������,� �	���=
)�,� �	)�	����,� ����
�	:�,��=	�	�������,� � ������
��������, ���=
�����%O

P���)�	 �
	:
 �)����	 Q�
�
	
R /�	����2�)	�	 �	2)	 Q�	������R0
)��3�	> ) ��-� �8 ���&��� � 
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