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Перший курс

1. Визначити всi числовi послiдовностi (a0, a1, . . . , a2016), що мають таку властивiсть: кожне
число i ∈ {0, 1, . . . , 2016} зустрiчається в цiй послiдовностi рiвно ai разiв.

2. Нехай A та B — квадратнi матрицi однакової розмiрностi, причому B є невиродженою.
Розглянемо функцiю f : R → R, задану спiввiдношенням f(x) = det(Ax + B). Довести,
що f ′(0) = detB · tr(AB−1). Тут через tr позначено слiд матрицi, тобто суму елементiв її
головної дiагоналi.

3. Числову послiдовнiсть
(
xn, n ≥ 0

)
задано початковою умовою x0 = a та рекурентним

спiввiдношенням xn+1 =
b+ xn

1− xn

, якщо xn 6= 1,

−1, якщо xn = 1,

де a ∈ R, b > 0.

Визначити, за яких умов на параметри a та b всi члени послiдовностi
(
xn, n ≥ 0

)
будуть

рiзними числами.

4. Позначимо через S(n) суму цифр натурального числа n. Знайти

(a)
2016∑
k=1

S(k);

(b) lim
n→∞

1

n · 10n
10n∑
k=1

S(k).

5. Знайти всi дiйснi коренi рiвняння
2015∑
n=1

xn

n2016
= 0.

6. Про двiчi диференцiйовну функцiю f : (0,+∞)→ R вiдомо, що

lim
x→+∞

(
x2f ′′(x) + 4xf ′(x) + 2f(x)

)
= 1.

Знайти lim
x→+∞

f(x).

7. З точки A на параболi y = x2 проведено дотичнi AB та AC до параболи y = x2 + 1, пiсля
чого точки дотику B та C з’єднано вiдрiзком. Довести, що площа параболiчного сегмента,
обмеженого вiдрiзком BC та дугою параболи BC, не залежить вiд вибору точки A.

8. Графiк функцiї f : (0,+∞) → (0,+∞) перетинає кожну пряму y = kx, k > 0, рiвно один
раз, причому точка перетину знаходиться на вiдстанi 1√

k
вiд початку координат. Знайти

a∫
0

f(x) dx, де a — точка максимуму функцiї f .

Результати олiмпiади буде опублiковано на сайтi http://matan.kpi.ua/


