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Старшi курси

1. Визначити всi числовi послiдовностi (a0, a1, . . . , a2016), що мають таку властивiсть: кожне
число i ∈ {0, 1, . . . , 2016} зустрiчається в цiй послiдовностi рiвно ai разiв.

2. Довести, що при m ≥ 2 для бiномiального коефiцiєнту Cm
2m виконується нерiвнiсть

Cm
2m ≤

4m√
m

m−1∏
k=1

√
1 +

1

4k2
.

3. Числову послiдовнiсть
(
xn, n ≥ 0

)
задано початковою умовою x0 = a та рекурентним

спiввiдношенням xn+1 =
b+ xn

1− xn

, якщо xn 6= 1,

−1, якщо xn = 1,

де a ∈ R, b > 0.
Визначити, за яких умов на параметри a та b всi члени послiдовностi

(
xn, n ≥ 0

)
будуть

рiзними числами.

4. Позначимо через S(n) суму цифр натурального числа n. Знайти

(a)
2016∑
k=1

S(k);

(b) lim
n→∞

1

n · 10n
10n∑
k=1

S(k).

5. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=0

an, де послiдовнiсть
(
an, n ≥ 0

)
задано початковими умо-

вами a0 = a1 = 1 та рекурентним спiввiдношенням

an+2 =
an
√
an+1

1 +
√
an+1

.

6. Всерединi кола одиничного радiуса навмання проводять iнше коло. Для цього спочатку
всерединi зовнiшнього кола випадково вибирають центр внутрiшнього кола, а потiм його
радiус таким чином, щоб внутрiшнє коло не вийшло за межi зовнiшнього. Знайти ймовiр-
нiсть того, що центр зовнiшнього кола буде лежати всерединi внутрiшнього.

7. Записати лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння y(n)+an−1y
(n−1)+ . . .+a1y

′+a0y = 0
найменшого порядку n, серед розв’язкiв якого є функцiя sin2 x− sh2 x, якщо коефiцiєнти
a0, . . . , an−1 є

(a) сталими;
(b) неперервними функцiями вiд x.

8. Графiк функцiї f : (0,+∞) → (0,+∞) перетинає кожну пряму y = kx, k > 0, рiвно один
раз, причому точка перетину знаходиться на вiдстанi 1√

k
вiд початку координат. Знайти∫ a

0
f(x) dx, де a — точка максимуму функцiї f .

Результати олiмпiади буде опублiковано на сайтi http://matan.kpi.ua/


