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   Пакет символьної алгебри MAPLE — це 
потужний засіб аналітичного 
інтегрування, диференціювання та 
інших математичних операцій. Також він 
містить широкі можливості для 
побудови різних геометричних об’єктів. 
Під час лекцій з аналітичної геометрії, 
наприклад, корисно демонструвати 
студентам принципи побудови різних 
кривих та поверхонь.  



   Побудова циклоїди оформлюється у 
вигляді процедури-функції, яка потім 
використовується у операторі анімації: 



   Результатом роботи програми буде 
анімована ілюстрація принципу побудови 
циклоїди, яку можна використовувати під 
час лекції на відповідну тему. Приклад 
наведено далі: 



Циклоїда 
Циклоїда – це крива, яка утворюється 

точкою кола, що котиться без ковзання 
вздовж певної вісі 











   У складі MAPLE є засоби розкладання 
функцій у степеневі ряди, однак 
відсутня можливість розкладання у 
тригонометричні ряди. З метою 
порівняння характеру наближення 
функцій алгебраїчними та 
тригонометричним поліномами було 
створено процедуру-функцію, яка будує 
частинну суму ряду Фур’є наперед 
заданого порядку  n  для функції  F  на 
проміжку [a;b] 





Розглядається ступінчаста функція: 



Процедура будує частинну суму ряду Фур’є  
5 порядку для функції, що розглядається.  



   Будується графік періодичного 
продолження функції та частинної суми 



   За допомогою оператора анімації 
процес можна спостерігати у часі. 





Для порівняння будуються кілька 
частинних сум ряду Тейлора 
періодичної функції y = sin x 



   Графіки наочно демонструють різницю у 
характері наближення функцій 
алгебраїчними та тригонометричним 
поліномами. Якщо тригонометричні 
поліноми мало відхиляються від функції 
на всій прямій, то алгебраїчні поліноми 
фактично співпадають з функцією на 
певному проміжку, що збільшується зі 
збільшенням степені поліному, але 
відхилення дуже швидко зростає за 
межами цього проміжку. Це слід 
пам’ятати під час застосування 
відповідних наближених методів. 
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• У давній Греції історію диференціального та 
інтегрального числення  треба починати з 
Демокрита (V ст. до РХ) з його ідеєю 
«геометричних атомів» — нескінченно 
малих величин.  

• У давньому Вавилоні (ІV ст. до РХ) під час 
астрономічних обчислень фактично 
використовувався зв’язок між графіком та 
підграфіком, як між функцією та її 
інтегралом.  



Клинописна вавилонська табличка (350-50 рр. до РХ) з описом математичного 
методу обчислення положення Юпітера (Мардука).  

• Фактично будується лінійна апроксимація графіку кутової 
швидкості Юпітера за 120 діб. Потім обчислюється  площа 
трапецій (підграфіку) , яка дорівнює шляху Юпітера за час 
спостережень. Виміри дано у вавилонських дробах.   

• Зв’язок між графіком та підграфіком,  як між функцією та її 
інтегралом. 



 
Піфагор Самосський (580-500 рр. до РХ) 

Теорема Піфагора 



Все є число! 
Число складається з одиниць. 

Криза: 
 
 
 
 
 
 
 
Діагональ квадрата несумірна з його стороною 
(тобто не число!) 



Вихід: 

1) Демокрит – геометричні атоми – поділ на нескінченну кількість 
нескінченно малих частин.  

 
Зенон Елейський (біля 450 р. до Р.Х.) – Апорії: 
а) Ахіллес, б) Стріла, в) Дихотомія, г) Стадіон 
 
(парадокси нескінченності – поняття нескінченності суперечливе, тому не 

існує). 
2) Розглядати величини, а не числа – відрізки, прямокутники, куби, тощо. 



Архімед  Ἀρχιμήδης  (287— 212 до Р. Х., Сіракузи) 



• У Західній Європі у ХVІІ сторіччі ідея 
«геометричних атомів» — так званих 
«неподільних» — продовжила свій 
розвиток. 



Йога́ннес Ке́плер (Johannes Kepler; 27 
грудня 1571 — 15 листопада 1630) 

•   • «Нова стереометрія винних 
бочок», 1615 - спосіб визначення 
об'ємів тіл обертання, 
використовуючи елементи 
інтегрального числення: площа, 
як «сума радіус-векторів» 
 
 



Бонавентура Кавальєрі  
(Bonaventura Francesco Cavalieri,  

1598 - 30 листопада 1647)  •   • Метод неподільних 
(геометричних атомів) 

• «Геометрія, розвинена 
новим способом за 
допомогою неподільних 
неперервного»  
(Geometria indivisibilibus 
continuorum nova quadam 
ratione promota) (1635)  

• Продовження: «Шість 
геометричних етюдів» 
(1647) 







Парадокс Торрічеллі (Evangelista 
Torricelli, 1608–1647) 

  



• Широко застосував метод неподільних при 
розв'язуванні задач на дотичні.  

• Узагальнив правило квадратури параболи 
на випадок довільного раціонального 
показника.  

• Самостійно, хоч і пізніше від  
   Ж. Роберваля, визначив  
   квадратуру циклоїди.  
• Услід за Рене Декартом  
    знайшов  довжину дуги  
    логарифмічної  спіралі. 



Джон Валліс (John Wallis; 23 листопада  
(3 грудня) 1616 — 28 жовтня  

(8 листопада) 1703) 



• «Арифметика нескінченного» (Arithmetica 
Infinitorum sive Nova Methodus Inquirendi in 
Curvilineorum Quadraturam, aliaque Difficiliora 
Matheseos Problemata) (1655) 

• Символ нескінченності ∞, 1 / ∞ для нескінченно 
малої величини. 

• Визначення границі числової послідовності 
• Від'ємні координати 
• Розвинув «метод неподільних Кавальєрі», 

перенісши його з геометричної основи на 
алгебраїчну за допомогою поняття нескінченно 
малої 

• Підсумовування нескінчених рядів – інтегральні 
суми.  Інтегрування – підсумовування нескінченно 
малих    (Omn l – сума нескінченно малих l   ) 



• Праці Валліса справили велике враження на 
молодого Ньютона. Саме в листах до 
Валліса Ньютон вперше сформулював 
принципи диференціального числення 
(1692),  з дозволу автора Валліс опублікував 
ці листи у перевиданні свого «Трактату з 
алгебри» (1693) 



Ісаак Барроу (Isaac Barrow; жовтень 1630 — 4 травня 1677),  
вчитель Ньютона, розробив спосіб знаходження дотичних, 
більш загальний, ніж метод Ферма та близький до сучасного, 
він перший усвідомив, що задача про дотичні обернена по 
відношенню до задачі про квадратури. Ньютон ніколи не 
оскаржував пріоритет Барроу у відкритті формули Ньютона-
Лейбніца і методу розв'язування диференціальних рівнянь 
відокремленням змінних. Лейбніц мав книгу Барроу.  



Ісаа́к Нью́тон (Sir Isaac Newton  
(4 січня 1643 —  31 березня 1727) 

• Англійський вчений, один із 
засновників числення 
нескінченно малих 

• 1704 рік - «Оптика»,  
додаток «Про квадратуру 
кривих» — перший повний 
виклад ньютонівської версії 
математичного аналізу 



• 1707 рік - збірка математичних робіт 
Ньютона «Універсальна арифметика», 
методи обчислень. 

• Узагальнення біному на випадок 
раціональних показників, що привело 
Ньютона до числових рядів 

• Використання похідних для знаходження 
кореня нелінійного рівняння 

• Один з початківців числення нескінченно 
малих,  в останні роки життя мав суперечку 
з Лейбніцем за пріоритет у цій області. 







Готфрід Вільгельм Лейбніц   
(Gottfried Wilhelm Leibniz;  1 липня 1646 

—  14 листопада 1716) 
•   • Провідний німецький 

філософ, логік, 
математик, фізик, 
мовознавець та 
дипломат. 

• Незалежно від 
Ньютона створив 
диференціальне й 
інтегральне числення 



• 1673 року, після знайомства з Християном 
Гюйгенсом, Лейбніц створив механічний 
калькулятор (арифмометр). 

 
 
 
 
 

  





• Лейбніцу належать терміни: диференціал, 
диференціальне числення, функція, змінна, стала, 
координати, абсциса, алгоритм (у сучасному сенсі), 
алгебраїчні та трансцендентні числа та криві. 

• Інтеграл він називав сумою, термін «інтеграл» належить 
Якобу Бернуллі (1690) 

• Диференціал – нескінченно мала різниця двох 
нескінченно близьких значень змінної величини 

• Інтеграл – сума нескінченного числа диференціалів 



• У 1682 році Лейбніц заснував науковий 
журнал «Acta Eruditorum», в якому у 1684 році 
друкує перший твір з диференціального 
числення «Nova Methodus pro Maximis et 
Minimis, Itemque Tangentibus, qua nec Fractas 
nec Irrationales Quantitates Moratur, et 
Singulare pro illi Calculi Genus» («Новий метод 
для максимумів і мінімумів, а також дотичних, 
якому не заважають ані дробові, ані 
ірраціональні кількості, і дивовижний вид 
числення для цього») – основні властивості 
диференціалів та їх застосування 





• У 1687 році Якоб Бернуллі (1654-1705) прочитав цю статтю 
Лейбніца та написав йому листа.  

• У 1690 році, після повернення з Парижу, Лейбніц відповів 
Бернуллі. Між ними почалося жваве листування, до якого 
підключився (у 1693 році) молодший брат Йоганн (1667—
1748). В результаті вони втрьох до кінця сторіччя створили 
майже все, що зараз називається диференціальним та 
інтегральним численням функцій однієї змінної. 

• У 1696 році маркіз де Лопіталь на основі конспектів  лекцій 
Й.Бернуллі видав перший підручник з нового числення, в 
якому вперше нова дисципліна була названа «аналізом» : 
«Аналіз нескінченно малих» 



Гійом Франсуа Антуан де Лопіталь (Guillaume François Antoine 
de L'Hôpital; 1661 — 2 лютого 1704) 

 
 
 
 
 
 
 
                                                                     Йоганн  
                                                                     Бернуллі 



Три постулати Й.Бернуллі: 
•Величина, що зменшується або збільшується на 
нескінченно малу величину, не зменшується та 
не збільшується 
•Будь-яка крива лінія складається з нескінченно 
великої кількості нескінченно малих прямих 
(відрізків) 
•Фігура, що лежить між двома ординатами, 
різницею абсцис та нескінченно малою 
частиною будь-якої кривої, розглядається, як 
паралелограм. 



• Побудова дотичної (Лопіталь):   



Jakob Bernoulli. Tractatus de Seriebus Infinitis 





• 18 ст. – сторіччя аналізу 
• Головна наука – механіка (Ньютон), інші 

взаємодії – наслідки механічних процесів 
• Ейлер відокремив аналіз від геометрії та 

механіки, зробив її прикладним розділом 
аналізу (1736) 

• «Аналітична механіка» Лагранжа (1788) 
демонстративно не містила жодного 
креслення 

• Головний метод пізнання – диференціальні 
рівняння 



• Аналіз поширюється на комплексну область 
• Поява кратних та поверхневих інтегралів 
• Рівняння математичної фізики 
• Варіаційне числення 
• Лінійна алгебра 
• Диференціальна, нарисна та проективна 

геометрії 
• Теорія ймовірностей та математична 

статистика 
• Теорія чисел 

 



• Професійні вчені 
• Академії наук (державні). Головна - Паризька 

академія наук 
• Перший математик першої половині століття – 

Йоганн Бернуллі, другої половини століття – його 
учень Леонард Ейлер 

• Лейбніц (1646-1716), Якоб Бернуллі (1654-1705), 
Жозеф Луї Лагранж (1736-1813), П’єр Симон Лаплас 
(1749-1827) 

• Лежандр, Даламбер, Клеро, Мопертюї, Монж, Карно, 
Ламберт, Даніїл Бернуллі, Крамер, Вандермонд, де 
Муавр, Тейлор, Маклорен, Стірлінг 

 
 
 



Йоганн Бернуллі (27 липня 1667 —  
1 січня 1748, Базель, Швейцарія) 

• Ланцюгова лінія (1691) 
• Радіус кривини (1692)  
• Звичайні диф. рівняння (+ Якоб Бернуллі) – 

метод відокремлення змінних та метод 
ізоклін (1694) 

• Перша задача варіаційного числення – 
задача про брахістохрону (криву 
найшвидшого спуску) (1696) – циклоїда 
(Гюйгенс – таутохрона – досягає нижньої 
точки за однаковий проміжок часу для будь-
якої початкової точки) Розв’язана також 
Якобом Бернуллі, Лопіталем та Ньютоном 
(анонімно) (конкурс Acta Erud.) 

• Геодезичні лінії (+ Якоб Бернуллі та Лейбніц). 
Диф. рівняння ліній. 

• 1702: методи інтегрування раціональних 
дробів (розклад на простіші) (+ Лейбніц).  

• Першій підручник з диф. числення  (Лопіталь 
1696)  - 4 видання (до 1781) Видана в Англії 
(1730) із заміною диференціалів на флюксії 



Леона́рд Е�йлер (Leonhard Euler  
15 квітня 1707 — 7 (18) вересня 1783)  

  Автор 886 наукових 
публікацій у галузях 
математичного аналізу, 
диференціальної геометрії, 
теорії чисел, теорії графів, 
наближених обчислень, 
небесної механіки, 
математичної фізики, оптики, 
балістики, 
кораблебудування, теорії 
музики, що мали значний 
вплив на розвиток науки. 



У власних підручниках Ейлер використовував  
концепцію функції (Лейбніц 1673: «відрізок, довжина 
якого змінюється за певним законом» - x¹, x² замість 
сучасних f1(x), f2(x), Й. Бернуллі, 1718: «функцією 
змінної величини називають кількість, яку утворено в 
будь-який спосіб з цієї змінної величини та сталих” – 
j(x), e(x))  (1748: “функцією змінної кількості є 
аналітичний вираз, який побудовано яким-небудь 
способом з цієї кількості та чисел або сталих 
кількостей”, 1755: «якщо деякі кількості залежать одна 
від одної в такий спосіб, що під час зміни останніх і 
самі змінюються, то перші називають функцією 
других”,  писав  f : y, f: (x + y) , замість  сучасних  f(y), 
f(x+y) ), позначення тригонометричних функцій sin, cos, 
tg, ctg (Йоганн Бернуллі, 1739), грецьку літеру Σ як знак 
суми (1755), букву і  для позначення уявної одиниці 
(1777), букву e  як основу натурального логарифму 
(1728), поняття показникової функції, подвійного 
інтегралу. Використання грецької  літери  π як 
позначення відношення довжини кола до його 
діаметру стало загальновідомим з праць Ейлера, хоча 
було запропоновано Вільямом  Джонсом у 1706 році. 
 

                 Базельський університет у 17-18 ст. 



• Вступ до аналізу нескінченно малих 
(1748) 2 тт. (2 том – перший курс 
аналітичної та диференціальної 
геометрії) 

• Диференціальне числення 
(Institutionum calculi differentialis) 1755 

• Елементи варіаційного числення 
(1766) – автор терміна 

• Інтегральне числення (Institutionum 
calculi integralis, 1768—1770),  3 тт. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Будинок  Петербурзької Академії наук у другій половині 18 ст.  





“…якщо  y  є деякою функцією від  x , то треба 
визначити не стільки самий її диференціал dy, 
скільки його відношення до диференціалу dx.  
Дійсно, оскільки  всі диференціали  самі 
собою дорівнюють нулю, то, яка б не була 
функція  y  кількості x,  завжди  dy = 0,  так що 
тут в певному сенсі нема чого й шукати.  
Правильний же  погляд є таким : x отримає 
нескінченно малого приросту dx,  треба 
знайти відношення до нього приросту, якого 
завдяки цьому отримує  функція  y.  Хоча 
насправді обидва прирости  = 0, однак, між 
ними  є певне відношення, яке й шукається як 
треба  у диференціальному численні. Так, 
коли    

 y = xx, то у диференціальному  
 
численні встановлюється, що    
   
і це відношення приростів є вірним тільки якщо 
вважати, що приріст dx, який породжує 
приріст dy, дорівнює нулю. ”   

ва
ва

x
dx
dy 2=



Недоліки обґрунтування диференціального числення не 
заважали математикам 18 століття отримувати нові, 
захоплюючі результати, що допомагало не звертати уваги 
на хиткість його основ.  Однак брак строгості нового 
методу не залишився непоміченим.  
 



 “ Коли прирости зникають, ми повинні 
вважати, що їхні відношення, їхні вирази та  
все, що випливає з припущення їхнього 
існування – зникає разом з ними. ” 
Джордж Берклі. 
“The Analyst” , 1734 , ст. 20-21 



• Джон Лангден “Міркування про різницевий аналіз. Нова гілка 
алгебраїчного мистецтва” (A discourse concerning the residual 
analysis: a new branch of the algebraic art) 1758 – не розглядати 
нескінченно малі, отримувати похідні алгебраїчними методами.  

    Похідна від x³ :  
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Жан ле Рон д'Аламбер  
(Jean le Rond d'Alembert; 
16 листопада 1717 —  29 
жовтня 1783) 

• «Енциклопедія або тлумачний словник науки, 
мистецтва й ремесел» (Encyclopédie ou 
dictionnaire raisonné des sciences, des arts et des 
métiers), 1745 – головний редактор 

• Статті: Диференціали, Рівняння, Динаміка, 
Геометрія 

• У статті Диференціали – означення границі: одна 
величина є границею другої, якщо друга, 
наближаючись до першої, відрізняється від неї 
менше, ніж на будь-яку наперед задану 
величину. Далі:  диференціювання рівнянь 
полягає просто у тому, що шукають границі 
відношень скінченних різниць двох змінних, які 
входять у рівняння.  

• Не розглядав актуальних нескінченно малих 
• Позначення функції: jt, j(t+s). 



Жозе́ф-Луї́ Лагра́нж (фр. Joseph-Louis Lagrange, італ. 
Giuseppe Lodovico Lagrangia;  

25 січня 1736, Турин — 10 квітня 1813, Париж) 

• 1788: «Аналітична механіка» («Mécanique analytique»). 
Особливо пишався, що вперше з часів Архімеда книга з 
механіки не містить жодного креслення. 

• 1795: Нормальна школа. 1797: Політехнічна школа, курс 
математичного аналізу. Підручники французькою мовою. 

• «Теорія аналітичних функцій» («Théorie des fonctions 
analytiques», 1797) 



• «Теорія аналітичних функцій” не містить нескінченно малих величин.  
• Я не в змозі уявити, що відбувається, коли відношення приростів прямує до 

границі… 
• Тому відкинув  поняття нескінченно малої та переходу до границі взагалі. Похідні, 

як коефіцієнти степеневого ряду, розклад – алгебраїчними методами: 
 

• Розглядав для цього ряди Тейлора із залишковим членом  
      (у формі Лагранжа) (1772) 
• Самий термін “похідна” - “La dérivée“ – належить Лагранжу,  
      як і позначення                                        
      
      1760 - у  вигляді                                                  ,  
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• 1772 - кожна наступна похідна “походить, утворюється”  (dérive)  з попередньої, як 
коефіцієнт при першому степені приросту аргументу у розкладі ЇЇ у степеневий ряд. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• Знак факторіала                                         належить Луї Арбогасту (1800) 
• Термін “аналітична функція” –належить Кондорсе (1782) 

 

nn ⋅⋅⋅= ...21!



• Наступне ХІХ сторіччя в цілому було 
сторіччям геометрії, однак як раз в цю добу 
ї було отримано нарешті строге 
обґрунтування диференціального та 
інтегрального числення. На початку 
сторіччя — Огюстеном Луї Коші (1789 — 
1857), наприкінці — Карлом Теодором 
Вільгельмом Вейєрштрассом (1815 — 1897)  



Огюстен Луї Коші (Augustin Louis Cauchy 
 21 серпня 1789 — 23 травня 1857) 

• Понад 800 робіт з арифметики, теорії чисел, алгебри, математичного 
аналізу, диференціальних рівнянь, теоретичної і небесної механіки, 
математичної фізики тощо. 

•  «Курс аналізу» (1821), «Резюме лекцій числення нескінченно малих» (1823), 
«Лекції з додатків аналізу до геометрії» (1826–1828), систематичне 
використання поняття границі. Неперервність функції, теорія збіжних рядів, 
(вперше - точні умови збіжності рядів Тейлора до даної функції, різниця між 
збіжністю цього ряду взагалі і збіжністю до даної функції),  поняття радіуса 
збіжності, теорема про добуток двох абсолютно збіжних рядів тощо, 
означення інтеграла як границі сум, існування інтегралу від неперервної 
функції.  

• Розвинув основи теорії аналітичних функцій комплексної змінної (Ейлер, 
д'Аламбер). Інтегральна теорема Коші, інтегральна формула Коші, розклад 
функції в степеневий ряд, теорія лишків та її застосування. 

• Теорія диференціальних рівнянь: задача Коші, теореми про існування 
розв'язку для випадку дійсних і комплексних змінних, метод Коші 
інтегрування рівнянь з частинними похідними 1-го порядку. 

• Коші належать терміни «модуль» комплексного числа, «спряжені» 
комплексні числа та ін.  



Нескінченно мала – змінна величина, яка прямує до нуля 
• Під назвою змінної величини будемо 

розуміти таку, що послідовно переходить 
через низку значень, різних між собою. 
На відміну від неї, стала величина – це 
величина, значення якої залишається 
фіксованим та визначеним. Якщо 
значення, що послідовно надаються якій-
небудь змінній, наближаються 
нескінченно до певного фіксованого 
значення в такий спосіб, що нарешті 
відрізняються від нього як завгодно мало, 
то це останнє називається границею всіх 
інших.  

• Якщо  послідовні числові значення певної 
змінної нескінченно зменшуються в такий 
спосіб, що нарешті будуть менше будь-
якого наперед заданого числа, то в цьому 
випадку ця змінна називається 
нескінченно малою, або нескінченно 
малою величиною. Змінна такого роду 
має границею нуль. 



• Якщо змінна у визначена, як функція змінної х 
рівнянням  

        
       то Δу, або приріст змінної  у, що відповідає приросту 

Δх змінної  х, визначається за формулою 
         

 
• Якщо покласти  Δх = і , то обидва члени відношення 

різниць 
 

         будуть величинами нескінченно малими. Але, хоча 
вони будуть нескінченно та одночасно наближатися 
до нуля, самий дріб буде прямувати до іншої, 
додатної чи від'ємної границі. Ця границя для 
кожного значення х має також визначене значення, 
що змінюється разом з х.  Наприклад, якщо покласти  

                           , де т - ціле число, то відношення 
нескінченно малих різниць буде мати вигляд 

 
            
         а границею його буде величина              , яка є новою 

функцією  змінної х.  Так само і взагалі, лише вигляд 
нової функції, що слугує границею відношення 

                                      буде залежним від вихідної функції  
        
                             . Щоб підкреслити цю залежність, нову 

функцію називають похідною функцією, и позначають 
знаком  наголосу  

                                       або     



Карл Теодор Вільгельм Вейєрштрасс  
(Karl Theodor Wilhelm Weierstraß; 31 жовтня 1815 - 19 лютого 1897) 

• Німецький математик, розробив систему логічного 
обґрунтування математичного аналізу на основі 
побудованих ним строгої теорії збіжності та теорії дійсних 
чисел.  

• Лекції у Берлінському університеті (1856-1896): 
1. Теорія аналітичних функцій, включно з теорією дійсних 

чисел. 
2. Теорія еліптичних функцій, застосування еліптичних 

функцій до задач геометрії та механіки. 
3. Теорія абелевих інтегралів та функцій. 
4. Варіаційне числення. 
 
 
 



• Арифметизація поняття границі та неперервності  замість нечітких якісних та 
геометричних підходів. 

• Курс лекцій 1861 р. : “Якщо  f(x) є функцією від  х , та х – визначене значення, то під 
час переходу  х  в  х+h  функція зміниться і буде  f(x+h);  різницю  f(x+h) - f(x) 
називають зміненням, яке отримує функція завдяки тому, що аргумент переходить 
від  х до х+h . Якщо можливо визначити для h межу δ  таку, що для всіх  h , за 
абсолютним значенням  ще менших, ніж δ,   f(x+h) - f(x) буде менше, ніж будь-яка 
як завгодно мала величина  ε, то кажуть, що нескінченно малим зміненням 
аргументу відповідають нескінченно малі змінення функції. Бо кажуть, що певна 
величина може стати нескінченно малою, якщо її абсолютне значення може стати 
менше будь-якої малої величини, яку взято в довільний спосіб.  Якщо деяка 
функція така, що нескінченно малим зміненням аргументу відповідають 
нескінченно малі змінення функції, то кажуть, що вона – неперервна функція 
аргументу, або що вона неперервно змінюється разом з власним аргументом. ” 
/Конспект Г.А.Шварца, вперше надруковано: Dugac, P. Elements d`analyse de Karl 
Weierstrass (1973)/ 

• Стаття Heine E. Die Elemente der Functionenlehre  (1872) – вперше надруковано 
означення неперервності на ε – δ мові.  

• Перший підручник на ε – δ мові:  Stolz, О. Vorlesungen über allgemeine Arithmetik: 
Nach den neueren Ansichten (Leipzig: 1885) (Лекції із загальної  арифметики згідно 
сучасної точки зору). 



• Для Коші функція  f (x) неперервна для значення x0, 
якщо, яке б ні було додатне число ε, можна знайти 
число η(ε) таке, що з нерівності |h |≤ η(ε) випливає, 
що | f (x0 + h ) - f (x0 )| ≤ ε. /Анрі Лебег, Інтегрування та 
пошук первісних функцій, 1904/ 

 
     
 

 
 
 

 



Георг Фрідріх Бернгард Ріман  
(Georg-Friedrich-Bernhard Riemann, 17 вересня 1826 (Ганновер) - 20 липня 

1866 (Італія)) 
• Німецький математик, механік і фізик, учень Гауса. 
• Інтеграл Рімана (1854). (Раніше – Коші, але тільки для 

неперервних функцій). 
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