
I ТУР ОЛIМПIАДИ З МАТЕМАТИКИ
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ФIЗИКО-ТЕХНIЧНИЙ IНСТИТУТ ТА IНШI ФАКУЛЬТЕТИ

2018 р.

Перший курс

1. Знайти суму
2018∑
n=1

1

(n+ 1)
√
n+ n

√
n+ 1

.

2. Для довiльного фiксованого n ∈ N знайти матрицю X, що задовольняє матричне рiвняння

A · A · . . . · A︸ ︷︷ ︸
n разiв

·X · AT · AT · . . . · AT︸ ︷︷ ︸
n разiв

= E,

де

A =

cosϕ 0 − sinϕ
0 1 0

sinϕ 0 cosϕ

 ,

ϕ — фiксований аргумент, а E — одинична матриця.

3. Знайти всi строго монотоннi функцiї
(
f(x), x≥ 0

)
, якi для будь-якого x задовольняють не-

рiвнiсть

f
(
x2018

)
− f 2(x) ≥ 1

4
.

4. Довести, що для всiх n ≥ 0 та x 6= 0

dn

dxn

(
xn−1e

1
x

)
= (−1)n e

1
x

xn+1
.

5. Позначимо через Br круг з центром в точцi (r, r) та радiусом
√
r2 + 1. Описати множину⋃

r∈R
Br у якомога простiшому виглядi та зобразити її.

6. Нехай A,B,C ∈ R2 — точки з цiлими координатами. Позначимо α = ∠ABC. Довести, що
sin(2018α) та cos(2018α) — рацiональнi числа.

Розбiр завдань I туру олiмпiади вiдбудеться на засiданнi математичного гуртка.
Деталi на https://www.facebook.com/groups/math.olymp.kpi/

Результати олiмпiади будуть опублiкованi на сайтi http://matan.kpi.ua/
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Старшi курси

1. Знайти суму ряду
∞∑
n=2

n

(n2 − 1)2
.

2. Обчислити iнтеграл
π∫

0

(x
2
+
∞∑
n=1

sinnx

n

)
dx.

3. Довести, що для всiх n ≥ 0 та x 6= 0

dn

dxn

(
xn−1e

1
x

)
= (−1)n e

1
x

xn+1
.

4. Нехай функцiя y є розв’язком задачi Кошi{
(1− x2)y′′(x) = xy′(x),

y(0) = α, y′(0) = β

з деякими константами α, β ∈ R. Обчислити y(2018)(0) та y(2019)(0).

5. Для n ∈ N позначимо через θ(n) сумарну кiлькiсть дiльникiв всiх дiльникiв числа n. Напри-
клад, число 6 має чотири дiльники — 1, 2, 3 та 6. Перший з них має один дiльник, другий
та третiй — по два, а четвертий — чотири. Тому θ(6) = 1 + 2 + 2 + 4 = 9.
Визначити область збiжностi ряду

∞∑
n=1

θ(n)

nx

та знайти його суму для x = 2.

6. Позначимо через A трикутник з вершинами (0, 0), (1, 0), (0, 1), через Bx,y — круг одиничного
радiуса з центром в точцi (x, y), а через S(·) — площу областi. Знайти

∞∫
−∞

∞∫
−∞

S(A ∩Bx,y) dx dy.
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