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РЕФЕРАТ

Магiстерська дисертацiя: 53 сторiнки, 25 слайдiв для проектора, 7 пер-

шоджерел.

Актуальнiсть теми дисертацiї полягає у тому, що стохастичне моделю-

вання випадкових процесiв та полiв використовується в багатьох областях

природничих та соцiальних наук, зокрема, у економiцi, прикладнiй мате-

матицi, фiзицi, iнженерiї, метеорологiї, бiологiї, соцiологiї, в яких воно за-

безпечує основу для ґрунтовного аналiзу та прийняття рiшень. Особливе

мiсце займають методи моделювання вiнерiвського процесу та дробового

броунiвського руху, оскiльки цi процеси мають широке застосування у фi-

нансовiй та актуарнiй математицi, теорiї масового обслуговування.

Мета i завдання роботи: отримати умови, за яких вiдповiдна модель на-

ближає процес строго 𝜙-субгауссового узагальненого дробового броунiв-

ського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю у просторi 𝐶([0; 1]) у ви-

падках, коли 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝑝
𝑝 , |𝑥| ≥ 1, 𝑝 > 1, та 𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1,

𝑥 ∈ R; розробити алгоритми моделювання таких процесiв та реалiзувати

їх у програмному середовищi R.

Об’єкт дослiдження: узагальнений дробовий броунiвський рух.

Предмет дослiдження: моделювання узагальненого дробового броунiв-

ського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю.

Для отримання вказаних результатiв використано основнi поняття та

деякi результати з теорiї 𝜙-субгауссових процесiв.

В магiстерськiй дисертацiї отриманi умови, за яких вiдповiдна модель
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наближає процес строго 𝜙-субгауссового узагальненого дробового броунiв-

ського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю у просторi 𝐶([0; 1]) у ви-

падках, коли 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝑝
𝑝 , |𝑥| ≥ 1, 𝑝 > 1, та 𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1,

𝑥 ∈ R, визначенi параметри моделей для заданих значень iндекса Хюрста

𝐻, точностi та надiйностi та побудованi моделi траєкторiй таких процесiв

у програмному середовищi R.

Ключовi слова: N-функцiї Орлiча, простiр 𝜙-субгауссових випадкових

величин, 𝜙-субгауссовi випадковi процеси, строго 𝜙-субгауссовi випадковi

процеси, узагальнений дробовий броунiвський рух, точнiсть та надiйнiсть

моделювання.
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ABSTRACT

Master’s dissertation: 53 pages, 25 slides for a projector, 7 primary sources.

The relevance of the thesis topic is that stochastic simulation of random

processes and fields is used in many areas of natural and social sciences, includi-

ng economics, applied mathematics, physics, engineering, meteorology, biology,

sociology, in which it provides a basis for thorough analysis and decision maki-

ng. A special place is occupied by methods of simulation the Wiener process

and fractional Brownian motion, as these processes are widely used in financial

and actuarial mathematics, queueing theory.

Purpose and objectives of the work: to obtain the conditions under which the

corresponding model approximates strictly 𝜙-sub-Gaussian generalized fracti-

onal Brownian motion with given accuracy and reliability in space 𝐶([0; 1]) in

the cases when 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝑝
𝑝 , |𝑥| ≥ 1, 𝑝 > 1 or 𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|}− |𝑥|−1, 𝑥 ∈ R;

to develop algorithms for simulation such processes and implement them in the

R Programming Environment.

Research object: generalized fractional Brownian motion.

Subject: simulation of generalized fractional Brownian motion with given

accuracy and reliability.

To obtain these results, we use the basic concepts and some results of the

theory of 𝜙-sub-Gaussian random processes.

In Master’s dissertation, there are obtained conditions under which the

corresponding model approximates strictly 𝜙-sub-Gaussian generalized fracti-

onal Brownian motion with given accuracy and reliability in the space 𝐶([0; 1])
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in the cases when 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝑝
𝑝 , |𝑥| ≥ 1, 𝑝 > 1 or 𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1,

𝑥 ∈ R, determined parameters of the models for the given values of the Hurst

index 𝐻, accuracy and reliability and constructed models of trajectories of such

processes in the software environment R.

Keywords: Orlicz N-functions, space of 𝜙-sub-Gaussian random variables, 𝜙-

sub-Gaussian random processes, generalized fractional Brownian motion, accuracy

and reliability of simulation.
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ВСТУП

Методи моделювання випадкових процесiв та полiв використовуються в

багатьох областях природничих та соцiальних наук. Стохастичне моделю-

вання активно розвивається, починаючи з другої половини 20-го столiття.

Особливе мiсце займають методи i алгоритми моделювання вiнерiвського

процесу та процесiв дробового броунiвського руху. Численнi дослiдження

показують, що данi спостережень у теорiї масового обслуговування, до-

слiдженнях телекомунiкацiйних мереж, фiнансовiй математицi ефективно

описуються процесами, якi мають властивостi самоподiбностi та сильної за-

лежностi вiд минулого. Якраз одним iз таких процесiв є процес дробового

броунiвського руху. Але для моделювання реальних випадкових процесiв

є сенс розглядати не тiльки класичний гауссовий дробовий броунiвський

рух, а i його узагальнення, зокрема, процеси 𝜙-субгауссового узагальнено-

го дробового броунiвського руху.

У 1985 роцi Ю. Козаченко та Є. Островський [6] розглянули просто-

ри Sub𝜙(Ω) випадкових величин, де 𝜙 є 𝑁 -функцiєю Орлiча. Простори

Sub𝜙(Ω), або простори 𝜙-субгауссових випадкових величин, – це простори

центрованих випадкових величин з певними експоненцiальними момента-

ми. Клас 𝜙-субгауссових випадкових процесiв є бiльш широким, нiж клас

субгауссових процесiв, тому дає можливiсть краще моделювати реальнi ви-

падковi процеси.

В. Булдигiн та Ю. Козаченко дослiджували деякi властивостi сум випад-
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кових величин i процесiв з просторiв Sub𝜙(Ω) [1]. Подальший розвиток тео-

рiя 𝜙-субгауссових випадкових процесiв отримала у роботах Ю. Козаченка

та його учнiв, наприклад, у монографiї [5]. До класу 𝜙-субгауссових випад-

кових процесiв належать, зокрема, процеси дробового броунiвського руху,

а це означає, що до них можна застосувати отриманi для 𝜙-субгауссових

процесiв теоретичнi результати.

Результати щодо застосування дробового броунiвського руху в таких

прикладних галузях, як теорiя телекомунiкацiйних мереж та фiнансова

математика, можна знайти у працях I. Норроса, А. Ширяєва, Ю. Мiшури,

А. Свiщука, Т. Соттiнена та iн.

Магiстерська дисертацiя складається з трьох роздiлiв.

В першому роздiлi наведено необхiднi означення i властивостi з теорiї

𝜙-субгауссових випадкових величин i процесiв. Другий роздiл присвяче-

но моделюванню процесiв узагальненого дробового броунiвського руху. В

ньому наведено означення моделi, загальну теорему про моделювання стро-

го 𝜙-субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху, доведену

в роботi [3], та основнi теореми цiєї роботи, доведенi автором на основi

вищезгаданої загальної теореми. Отриманi новi теореми мiстять умови,

за яких модель буде наближати процес строго 𝜙-субгауссового узагаль-

неного дробового броунiвського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю

у просторi 𝐶([0; 1]) у випадках, коли 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝑝
𝑝 , |𝑥| ≥ 1, 𝑝 > 1, та

𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1, 𝑥 ∈ R. У третьому роздiлi на основi отрима-

них теоретичних результатiв визначено параметри моделей для заданих

значень iндекса Хюрста 𝐻, точностi 𝛿 > 0 та надiйностi 1 − 𝜈, 𝜈 ∈ (0; 1),

12



побудовано вiдповiднi моделi траєкторiй таких процесiв i представлено їх

реалiзацiї в програмному середовищi R. Основнi теореми другого роздiлу i

всi результати третього роздiлу отриманi автором самостiйно. Результати

магiстерської дисертацiї були представленi на Х-й Всеукраїнськiй науко-

вiй конференцiї молодих математикiв, Нацiональний технiчний унiверси-

тет України «КПI iм. I. Сiкорського», 16-17 квiтня 2021р. Київ, Україна

[7].
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Роздiл 1

Необхiднi вiдомостi з теорiї 𝜙-субгауссових

випадкових процесiв

У цьому роздiлi наведенi необхiднi в подальшому означення та твердже-

ння з теорiї 𝜙-субгауссових випадкових процесiв.

1.1 𝑁-функцiї Орлiча

Означення 1.1. [5] Неперервна парна опукла функцiя 𝜙 = {𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R}

називається 𝑁 -функцiєю Орлiча, якщо 𝜙(0) = 0 та 𝜙(𝑥) > 0, коли 𝑥 ̸= 0

та мають мiсце такi умови

(𝐴0) lim
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥
= 0, (𝐴∞) lim

𝑥→∞

𝜙(𝑥)

𝑥
= ∞.

Приклад 1.1. [5] Наведенi нижче функцiї є 𝑁 -функцiями Орлiча:

𝜙(𝑥) = 𝐶|𝑥|𝛼, 𝐶 > 0, 𝛼 > 1;

𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1;

𝜙(𝑥) = exp{𝑎|𝑥|𝛼} − 1, 𝑎 > 0, 𝛼 > 1;

𝜙(𝑥) =

⎧⎨⎩
(︀
𝑒𝛼
2

)︀ 2
𝛼𝑥2, коли |𝑥| ≤

(︀
2
𝛼

)︀ 1
𝛼 ;

exp{|𝑥|𝛼}, коли |𝑥| >
(︀

2
𝛼

)︀ 1
𝛼 , 0 < 𝛼 < 1.

Лема 1.1. [5] Для будь-якої 𝑁 -функцiї 𝜙 мають мiсце такi твердження:

a) 𝜙(𝛼𝑥) ≤ 𝛼𝜙(𝑥), коли 𝑥 ∈ R, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1;
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b) 𝜙(𝛼𝑥) ≥ 𝛼𝜙(𝑥), коли 𝑥 ∈ R, 𝛼 > 1;

c) 𝜙(|𝑥|+ |𝑦|) ≥ 𝜙(𝑥) + 𝜙(𝑦), коли 𝑥, 𝑦 ∈ R;

d) iснує така стала 𝑐 > 0, що 𝜙(𝑥) > 𝑐|𝑥|, коли |𝑥| > 1;

e) функцiя 𝜓(𝑥) = 𝜙(𝑥)
𝑥 є монотонно неспадною при 𝑥 > 0;

g) 𝜙(𝑥) =
∫︀ |𝑥|

0 𝑝(𝑡) 𝑑𝑡, де щiльнiсть 𝑝 = {𝑝(𝑡), 𝑡 ≥ 0} неспадна неперерв-

на справа функцiя така, що 𝑝(0) = 0 та 𝑝(𝑡) → ∞, коли 𝑡→ ∞.

Означення 1.2. [5] Нехай 𝜙 = {𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R} – деяка 𝑁 -функцiя. Функцiя

𝜙* така, що

𝜙*(𝑥) = sup
𝑦∈R

(𝑥𝑦 − 𝜙(𝑦)),

називається перетворенням Юнга-Фенхеля функцiї 𝜙.

Зауваження 1.1. [5] Якщо 𝑥 > 0, то

𝜙*(𝑥) = sup
𝑦>0

(𝑥𝑦 − 𝜙(𝑦)), 𝜙*(−𝑥) = 𝜙*(𝑥).

Умова Q. [5] Для 𝑁 -функцiї 𝜙 виконується умова Q, якщо

lim inf
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥2
= 𝑐 > 0.

Зауваження 1.2. [5] Можливо, що 𝑐 = +∞.

Приклад 1.2. [5] Для 𝑁 -функцiї 𝜙(𝑥) = 𝑐|𝑥|𝛼, коли 𝑐 > 0, 1 < 𝛼 ≤

2, виконується умова Q. Для 𝑁 -функцiї 𝑐|𝑥|𝛼, 𝑐 > 0, 𝛼 > 2 умова Q не

виконується, але для функцiї

𝜙(𝑥) =

⎧⎨⎩ |𝑥|2, |𝑥| ≤ 1,

|𝑥|𝛼, |𝑥| > 1,
коли 𝛼 > 2,
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умова Q виконується.

1.2 Простiр Sub𝜙(Ω). Означення та загальнi властивостi

Нехай {Ω,ℬ,P} – стандартний iмовiрнiсний простiр.

Означення 1.3. [5] Нехай 𝜙 – 𝑁 -функцiя, для якої виконується умова

Q. Випадкова величина 𝜉 належить простору Sub𝜙(Ω), якщо E𝜉 = 0,

E exp{𝜆𝜉} iснує для всiх 𝜆 ∈ R та iснує така стала 𝑎 > 0, що для всiх

𝜆 ∈ R виконується така нерiвнiсть

E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝜆𝑎)}. (1)

Розглянемо такий функцiонал на просторi Sub𝜙(Ω)

𝜏𝜙(𝜉) = inf(𝑎 ≥ 0: E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝑎𝜆)}, 𝜆 ∈ R). (2)

Для всiх 𝜆 ∈ R має мiсце наступна нерiвнiсть

E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝜉))} (3)

та

𝜏𝜙(𝜉) = sup
𝜆 ̸=0

𝜙(−1)(ln(E exp{𝜆𝜉}))
|𝜆|

. (4)

Лема 1.2. [5] Нехай 𝜉 ∈ Sub𝜙(Ω), 𝜏𝜙(𝜉) > 0, 𝜀 > 0. Тодi виконуються такi
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нерiвностi:

P{𝜉 > 𝜀} ≤ exp

{︂
−𝜙*

(︂
𝜀

𝜏𝜙(𝜉)

)︂}︂
,

P{𝜉 < −𝜀} ≤ exp

{︂
−𝜙*

(︂
𝜀

𝜏𝜙(𝜉)

)︂}︂
,

P{|𝜉| > 𝜀} ≤ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂
𝜀

𝜏𝜙(𝜉)

)︂}︂
.

Теорема 1.1. [1] Простiр Sub𝜙(Ω) є простором Банаха вiдносно норми 𝜏𝜙(·).

1.3 𝜙-субгауссовi випадковi процеси

Нехай 𝑇 – деякий параметричний простiр.

Означення 1.4. [5, 1] Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається

𝜙-субгауссовим, якщо випадковi величини 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , є 𝜙-субгауссовими

(𝑋(𝑡) ∈ Sub𝜙(Ω)).

Якщо при цьому 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2 , то такi процеси називаються субгауссовими.

Приклад 1.3. [5] Центрований гауссовий випадковий процес є субгауссо-

вим процесом.

Приклад 1.4. [5] Нехай 𝑋(𝑡) =
∞∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘𝜙𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , де 𝜉𝑘 – випадковi вели-

чини такi, що 𝜉𝑘 ∈ Sub𝜙(Ω) та

∞∑︁
𝑘=1

𝜏𝜙(𝜉𝑘)|𝜙𝑘(𝑡)| <∞, 𝑡 ∈ 𝑇.

Тодi 𝑋(𝑡) – 𝜙-субгауссовий процес.
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1.4 Строго 𝜙-субгауссовi випадковi процеси

Означення 1.5. [5] Сiм’я Δ випадкових величин з простору Sub𝜙(Ω) на-

зивається строго 𝜙-субгауссовою, якщо iснує стала 𝐶∆ > 0 така, що для

будь-якої скiнченої множини 𝐼, 𝜉𝑖 ∈ Δ, 𝑖 ∈ 𝐼 та для будь-яких 𝜆𝑖 ∈ R1 має

мiсце нерiвнiсть

𝜏𝜙

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︃
≤ 𝐶∆

(︃
E

(︂∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︂2
)︃ 1

2

. (5)

Сталу 𝐶∆ будемо називати визначальною сталою сiм’ї Δ.

Означення 1.6. [5] Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається

строго 𝜙-субгауссовим, якщо сiм’я випадкових величин {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} є

строго 𝜙-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї називається визначаль-

ною сталою процесу та позначається 𝐶𝑋 .

Приклад 1.5. [5] Нехай 𝑋(𝑡) =
∞∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘𝜙𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , де сiм’я випадкових

величин {𝜉𝑘, 𝑘 = 1,∞} є строго 𝜙-субгауссовою з визначальною сталою 𝐶𝜉

та ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘𝜙𝑘(𝑡) збiгається в середньому квадратичному.

Тодi випадковий процес 𝑋(𝑡) є строго 𝜙-субгауссовим випадковим про-

цесом з визначальною сталою 𝐶𝑋 = 𝐶𝜉.
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Роздiл 2

Моделювання 𝜙-субгауссового узагальненого

дробового броунiвського руху

2.1 Узагальнений дробовий броунiвський рух

Нехай {𝐵𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1]} – це дробовий броунiвський рух з iндексом Хюр-

ста 𝐻 ∈ (0, 1). Це означає, що 𝐵𝐻(𝑡) є центрованим гауссовим випадковим

процесом зi стацiонарними приростами i коварiацiйною функцiєю

E𝐵𝐻(𝑠)𝐵𝐻(𝑡) =
1

2
(𝑡2𝐻 + 𝑠2𝐻 − |𝑠− 𝑡|2𝐻).

Нехай 𝑇 = [𝑎, 𝑏], 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 <∞, або 𝑇 = R+.

Означення 2.1. [3, 5] Будемо називати випадковий процес 𝑍𝐻 = {𝑍𝐻(𝑡), 𝑡 ∈

𝑇} узагальненим дробовим броунiвським рухом (УДБР) з iндексом Хюрста

𝐻 ∈ (0, 1), якщо E𝑍𝐻(𝑡) = 0 та

𝑅𝐻(𝑡, 𝑠) = E𝑍𝐻(𝑠)𝑍𝐻(𝑡) =
1

2
(𝑡2𝐻 + 𝑠2𝐻 − |𝑠− 𝑡|2𝐻).

Означення 2.2. [3, 5] Будемо називати випадковий процес 𝑍𝐻 = {𝑍𝐻(𝑡),

𝑡 ∈ 𝑇} строго 𝜙-субгауссовим узагальненим дробовим броунiвським рухом

(𝜙-УДБР) з iндексом Хюрста 𝐻 ∈ (0, 1), якщо 𝑍𝐻 з означення 2.1 є строго

𝜙-субгауссовим.

У роботi [2] доведено, що дробовий броунiвський рух 𝐵𝐻(𝑡) можна пода-
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ти в наступному виглядi:

𝐵𝐻(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

sin𝑥𝑛𝑡

𝑥𝑛
𝑋𝑛 +

∞∑︁
𝑛=1

1− cos 𝑦𝑛𝑡

𝑦𝑛
𝑌𝑛, (6)

де ряди в (6) збiгаються в середньому квадратичному, {𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . .} та

{𝑌𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . .} – незалежнi гауссовi випадковi величини такi, що E𝑋𝑛 =

E𝑌𝑛 = 0,

Var𝑋𝑛 = 2𝐶2
𝐻𝑥

−2𝐻
𝑛 𝐽−2

1−𝐻(𝑥𝑛),

Var𝑌𝑛 = 2𝐶2
𝐻𝑦

−2𝐻
𝑛 𝐽−2

−𝐻(𝑦𝑛),

𝐶2
𝐻 = 𝜋−1Γ(1 + 2𝐻) sin(𝜋𝐻),

𝑥1 < 𝑥2 < . . . , – додатнi дiйснi нулi функцiї Бесселя першого роду 𝐽−𝐻 , а

𝑦1 < 𝑦2 < . . . , – додатнi дiйснi нулi функцiї 𝐽1−𝐻 .

У роботах [3, 5] показано, що зображення (6) можна переписати в такому

виглядi:

𝐵𝐻(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

�̃�𝑛𝑐
𝐻
𝑛 sin𝑥𝑛𝑡+

∞∑︁
𝑛=1

𝑌𝑛𝑑
𝐻
𝑛 (1− cos 𝑦𝑛𝑡),

де {�̃�𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . .} та {𝑌𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . .} – незалежнi гауссовi центрованi

випадковi величини, такi що E�̃�2
𝑛 = E𝑌 2

𝑛 = 1,

𝑐𝐻𝑛 =
√
2𝐶𝐻𝑥

−(𝐻+1)
𝑛 𝐽−1

1−𝐻(𝑥𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , (7)

𝑑𝐻𝑛 =
√
2𝐶𝐻𝑦

−(𝐻+1)
𝑛 𝐽−1

−𝐻(𝑦𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , (8)

𝐶2
𝐻 = 𝜋−1Γ(1 + 2𝐻) sin(𝜋𝐻).
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Ю.В. Козаченко, О.I. Василик та Т. Соттiнен [3, 5] запропонували уза-

гальнити даний розклад на випадок негауссових випадкових процесiв, а

саме розглянули такий ряд:

𝑍𝐻(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛𝑐
𝐻
𝑛 sin𝑥𝑛𝑡+

∞∑︁
𝑛=1

𝜂𝑛𝑑
𝐻
𝑛 (1− cos 𝑦𝑛𝑡), (9)

де 𝑡 ∈ [0, 1], 𝜉𝑛, 𝜂𝑛 – незалежнi центрованi випадковi величини такi, що

E𝜉2
𝑛 = E𝜂2

𝑛 = 1, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Вони довели наступнi твердження.

Твердження 2.1. [3, 5] Ряди в (9) збiгаються в середньому квадратично-

му, та коварiацiйна функцiя процесу 𝑍𝐻 має вигляд:

E𝑍𝐻(𝑠)𝑍𝐻(𝑡) =
1

2
(𝑡2𝐻 + 𝑠2𝐻 − |𝑠− 𝑡|2𝐻).

Твердження 2.2. [3] Ряди в (9) рiвномiрно збiгаються з ймовiрнiстю оди-

ниця до процесу 𝑍𝐻(𝑡) та процес 𝑍𝐻(𝑡) є вибiрково неперервним на [0, 1] з

ймовiрнiстю одиниця.

2.2 Моделювання узагальненого дробового броунiвського руху

У роботах Ю.В.Козаченка, О.I.Василик та Т. Соттiнена [3]–[5] запропо-

новано алгоритм моделювання процесiв строго 𝜙-субгауссового узагальне-

ного дробового броунiвського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю у

просторi 𝐶([0; 1]) на основi розкладу в ряд:
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𝑍𝑡 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛 sin(𝑥𝑛𝑡) 𝜉𝑛 +
∞∑︁
𝑛=1

𝑑𝑛
(︀
1− cos(𝑦𝑛𝑡)

)︀
𝜂𝑛, 𝑡 ∈ [0; 1], (10)

де

𝑐𝑛 =
𝜋𝐻

√
2𝑐

𝑥𝐻+1
𝑛 𝐽1−𝐻(𝑥𝑛)

, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

𝑑𝑛 =
𝜋𝐻

√
2𝑐

𝑦𝐻+1
𝑛 𝐽−𝐻(𝑦𝑛)

, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

𝑐 =
Γ(2𝐻 + 1) sin(𝜋𝐻)

𝜋2𝐻+1
.

𝜉𝑛, 𝜂𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , – незалежнi однаково розподiленi випадковi величини

з простору Sub𝜙(Ω), E𝜉
2
𝑛 = E𝜂2

𝑛 = 1, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Тут i далi припускається, що функцiя 𝜙(
√
· ) опукла.

З Твердження 2.1 та Прикладу 1.5 випливає, що випадковий процес 𝑍

виду (10) є строго 𝜙-субгауссовим узагальненим дробовим броунiвським

рухом.

Означення 2.3. [5] Модель 𝑍 наближає процес 𝑍 iз заданими надiйнiстю

1− 𝜈, 0 < 𝜈 < 1, та точнiстю 𝛿 > 0 в 𝐶([0, 1]), якщо

P

(︃
sup
𝑡∈[0,1]

|𝑍𝑡 − 𝑍𝑡| > 𝛿

)︃
≤ 𝜈.

Природною моделлю для процесу 𝑍, є така сума

𝑁∑︁
𝑛=1

(︀
𝑐𝑛 sin(𝑥𝑛𝑡) 𝜉𝑛 + 𝑑𝑛

(︀
1− cos(𝑦𝑛𝑡)

)︀
𝜂𝑛
)︀
.

Але бiльш реальним є припущення про те, що сталi 𝑐𝑛 та 𝑑𝑛, а також нулi 𝑥𝑛,
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𝑦𝑛 обчислюються тiльки приблизно. Зауважимо, що сталi 𝑐𝑛 та 𝑑𝑛 залежать

вiд значень нулiв вiдповiдних функцiй Бесселя [3, 5].

Позначимо через 𝑐𝑛 та 𝑑𝑛 наближенi значення 𝑐𝑛 та 𝑑𝑛, вiдповiдно. Нехай

|𝑐𝑛 − 𝑐𝑛| ≤ 𝛾𝑐𝑛,

|𝑑𝑛 − 𝑑𝑛| ≤ 𝛾𝑑𝑛,

𝑛 = 1, . . . , 𝑁. Похибки 𝛾𝑐𝑛 та 𝛾𝑑𝑛 вважаються вiдомими. Нехай �̃�𝑛 та 𝑦𝑛 –

наближенi значення вiдповiдних нулiв 𝑥𝑛 та 𝑦𝑛 з похибками

|�̃�𝑛 − 𝑥𝑛| ≤ 𝛾𝑥𝑛,

|𝑦𝑛 − 𝑦𝑛| ≤ 𝛾𝑦𝑛.

Похибки 𝛾𝑥𝑛 та 𝛾𝑦𝑛 теж вважаються вiдомими.

Тодi модель процесу 𝑍 матиме вигляд

𝑍𝑡 =
𝑁∑︁
𝑛=1

(︁
𝑐𝑛 sin(�̃�𝑛𝑡) 𝜉𝑛 + 𝑑𝑛

(︀
1− cos(𝑦𝑛𝑡)

)︀
𝜂𝑛

)︁
. (11)

А похибка моделювання дорiвнює

Δ𝑡 := 𝑍𝑡 − 𝑍𝑡

=
𝑁∑︁
𝑛=1

{︂(︁
𝑐𝑛 sin(𝑥𝑛𝑡)− 𝑐𝑛 sin(�̃�𝑛𝑡)

)︁
𝜉𝑛

+
(︁
𝑑𝑛
(︀
1− cos(𝑦𝑛𝑡)

)︀
− 𝑑𝑛

(︀
1− cos(𝑦𝑛𝑡)

)︀)︁
𝜂𝑛

}︂
+

∞∑︁
𝑛=𝑁+1

{︂
𝑐𝑛 sin(𝑥𝑛𝑡) 𝜉𝑛 + 𝑑𝑛

(︀
1− cos(𝑦𝑛𝑡)

)︀
𝜂𝑛

}︂
.
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Для того, щоб оцiнити Δ в 𝐶([0, 1]), потрiбно було знайти оцiнки для

𝜏𝜙(Δ𝑡) та 𝜏𝜙(Δ𝑡 −Δ𝑠) для всiх 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 1]. [5]

На основi отриманих оцiнок для похибки моделювання та з використа-

нням вiдповiдних оцiнок розподiлiв супремумiв 𝜙-субгауссових випадко-

вих процесiв було сформульовано загальну теорему про моделювання 𝜙-

субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху iз заданими на-

дiйнiстю та точнiстю у просторi 𝐶([0; 1]) (див. [3, 5]).

Теорема 2.1. [3]–[5]

Нехай 𝑏 та 𝛼 такi числа, що 0 < 𝑏 < 𝛼 < 𝐻.

Модель 𝑍, визначена в (11), наближає випадковий процес 𝑍, визначений

за допомогою 10, iз заданими надiйнiстю 1 − 𝜈, 0 < 𝜈 < 1, та точнiстю

𝛿 > 0 в 𝐶([0, 1]), якщо виконуються такi три нерiвностi:

𝛾0 < 𝛿,

𝛽𝛾0

𝛾𝛼
<

𝛿

2𝛼(exp{𝜙(1)} − 1)𝛼
,

𝜈 ≥ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂
𝛿

𝛾0
−1

)︂}︂

×

(︃
1

2𝑏(1− 𝑏
𝛼)

(︂
𝛾𝛼𝛿

𝛽𝛾0

)︂ 𝑏
𝛼

𝑙(−1)

(︂
𝛿

𝛾0
−1

)︂
+1

)︃ 2
𝑏

,

де параметри 𝛾0 = 𝛾0(𝑁), 𝛾𝛼 = 𝛾𝛼(𝑁) i 𝛽 = min{𝛾0,
𝛾𝛼
2𝛼} грунтуються

на оцiнках, отриманих для похибки моделювання, та 𝑙(−1) – узагальнена

обернена функцiя до щiльностi 𝑙 функцiї 𝜙.

Припустимо, що сталi 𝑐𝑛 та 𝑑𝑛, а також нулi 𝑥𝑛 та 𝑦𝑛 обчисленi точно.

Наслiдок 2.1. [3]–[5] Нехай похибка наближення вiдсутня, тобто 𝛾𝑐𝑛 =
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𝛾𝑑𝑛 = 𝛾𝑥𝑛 = 𝛾𝑦𝑛 = 0. Тодi умови теореми 2.1 виконуються, якщо

𝑁 ≥ max

{︃(︂
𝐴0

𝛿

)︂1/𝐻

+ 1;

(︂
𝐴0(exp{𝜙(1)} − 1)𝛼

𝛿

)︂1/𝐻

+ 1; 2

(︂
𝐴0

𝐴𝛼

)︂ 1
𝛼

}︃
та

𝜈 ≥ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂
𝛿𝑁𝐻

𝐴0
−1

)︂}︂

×

⎛⎜⎜⎝ (𝛿𝐴𝛼)
𝑏
𝛼 (𝑁+1)2𝐻𝑏/𝛼

2𝑏
(︂
1− 𝑏

𝛼

)︂
𝐴

2𝑏
𝛼
0 𝑁

(𝐻−𝛼)𝑏
𝛼

𝑙−1

(︂
𝛿(𝑁+1)𝐻

𝐴0
−1

)︂
+1

⎞⎟⎟⎠
2
𝑏

,

де

𝐴0 = 𝑎𝜙

√︂
5𝑐

2𝐻
та 𝐴𝛼 = 21−𝛼𝑎𝜙𝜋

𝛼

√︂
𝑐

𝐻 − 𝛼
.

На основi наведених вище результатiв виведемо умови, за яких модель

виду (11) наближатиме процес строго 𝜙-субгауссового узагальненого дро-

бового броунiвського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю у просторi

𝐶([0; 1]) у випадках, коли

𝜙(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝑥|𝑝
𝑝 , |𝑥| ≥ 1

|𝑥|2
𝑝 , |𝑥| < 1

, 𝑝 > 1,

та

𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1, 𝑥 ∈ R.

У наступних теоремах припускається, що похибка наближення вiдсутня,

тобто 𝛾𝑐𝑛 = 𝛾𝑑𝑛 = 𝛾𝑥𝑛 = 𝛾𝑦𝑛 = 0.

Для зручностi обчислень вибрано 𝛼 = 𝐻
2 i 𝑏 = 𝐻

4 .
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Теорема 2.2. Нехай 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝑝
𝑝 , |𝑥| ≥ 1, 𝑝 > 1, та 𝜙(𝑥) = |𝑥|2

𝑝 , |𝑥| < 1.

У цьому випадку модель 𝑍, визначена в (11), наближає процес узагаль-

неного дробового броунiвського руху 𝑍, визначений за допомогою (10), iз

заданими надiйнiстю 1 − 𝜈, 0 < 𝜈 < 1, та точнiстю 𝛿 > 0 в 𝐶([0, 1]), якщо

виконуються такi умови:

𝑁 ≥ max

⎧⎨⎩
(︃
𝑎𝜙
𝛿

√︂
5𝑐

2𝐻

)︃1/𝐻

+ 1;
22− 4

𝐻 5
1
𝐻

𝜋

⎫⎬⎭ (12)

та

2𝜇 exp

⎧⎪⎨⎪⎩−1

𝑞

⎛⎜⎝ 𝛿𝑁𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

−1

⎞⎟⎠
𝑞⎫⎪⎬⎪⎭𝑁

2(3𝑝+1)
𝑝−1 ≤ 𝜈, (13)

де 𝜇 = 𝜇(𝐻) = 𝜋2 · 2
18
𝐻 + 4

𝐻(𝑝−1)−4 · 5−
4
𝐻− 4

𝐻(𝑝−1)
(︀
𝐻
𝑐

)︀ 2
𝐻 + 4

𝐻(𝑝−1)

(︁
𝛿
𝑎𝜙

)︁ 4(𝑝+1)
𝐻(𝑝−1)

, 𝑎𝜙 =

𝜏𝜙(𝜉𝑛) = 𝜏𝜙(𝜂𝑛).

Доведення. Оскiльки ми припускаємо, що похибка наближення вiдсутня,

то можемо скористатись наслiдком 2.1.

Згiдно з цим наслiдком умови теореми 2.1 виконуються, якщо

𝑁 ≥ max

{︃(︂
𝐴0

𝛿

)︂1/𝐻

+ 1;

(︂
𝐴0(exp{𝜙(1)} − 1)𝛼

𝛿

)︂1/𝐻

+ 1; 2

(︂
𝐴0

𝐴𝛼

)︂ 1
𝛼

}︃
(14)
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та

𝜈 ≥ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂
𝛿𝑁𝐻

𝐴0
−1

)︂}︂

×

⎛⎜⎜⎝ (𝛿𝐴𝛼)
𝑏
𝛼 (𝑁+1)2𝐻𝑏/𝛼

2𝑏
(︂
1− 𝑏

𝛼

)︂
𝐴

2𝑏
𝛼
0 𝑁

(𝐻−𝛼)𝑏
𝛼

𝑙−1

(︂
𝛿(𝑁+1)𝐻

𝐴0
−1

)︂
+1

⎞⎟⎟⎠
2
𝑏

, (15)

де

𝐴0 = 𝑎𝜙

√︂
5𝑐

2𝐻
та 𝐴𝛼 = 21−𝛼𝑎𝜙𝜋

𝛼

√︂
𝑐

𝐻 − 𝛼
.

У нашому випадку 𝜙*(𝑥) = 𝑥𝑞

𝑞 , 𝑥 ≥ 1, де 𝑞 таке число, що 1
𝑝 + 1

𝑞 = 1;

𝑙(𝑥) = 𝜙′(𝑥) = 𝑥𝑝−1, 𝑥 ≥ 1; 𝑙(−1)(𝑥) = 𝑥
1

𝑝−1 , 𝑥 ≥ 1.

За припущенням 𝛼 = 𝐻
2 , 𝑏 =

𝐻
4 матимемо: 𝐴𝛼 = 𝐴𝐻

2
= 21−𝐻

2 𝑎𝜙𝜋
𝐻
2

√︁
2𝑐
𝐻 .

Спочатку розглянемо умову (14).

Для заданої функцiї 𝜙 отримаємо

(︂
𝐴0(exp{𝜙(1)} − 1)𝛼

𝛿

)︂1/𝐻

+ 1 =

(︃
𝐴0(𝑒

1
𝑝 − 1)𝛼

𝛿

)︃ 1
𝐻

+ 1 ≤
(︂
𝐴0

𝛿

)︂ 1
𝐻

+ 1,

де 𝑝 > 1, 𝛼 ∈ (0, 1).

Далi,

2

(︂
𝐴0

𝐴𝛼

)︂ 1
𝛼

= 2

⎛⎜⎝ 𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

21−𝐻
2 𝑎𝜙𝜋

𝐻
2

√︁
5𝑐
𝐻

⎞⎟⎠
2
𝐻

= 2

(︃
1

21−𝐻
2 𝜋

𝐻
2

√︂
5𝑐

2𝐻
· 𝐻
2𝑐

)︃ 2
𝐻

=

=
2 · 5 1

𝐻

2
2
𝐻−1𝜋 2

2
𝐻

=
22− 4

𝐻 5
1
𝐻

𝜋
.
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Отже, умова (14) набуває вигляду

𝑁 ≥ max

⎧⎨⎩
(︃
𝑎𝜙
𝛿

√︂
5𝑐

𝐻

)︃ 1
𝐻

+ 1;
22− 4

𝐻 5
1
𝐻

𝜋

⎫⎬⎭ .

В умовi (15) матимемо:

𝜙*
(︂
𝛿𝑁𝐻

𝐴0
− 1

)︂
=

1

𝑞

⎛⎜⎝ 𝛿𝑁𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

− 1

⎞⎟⎠
𝑞

,

⎛⎝ (𝛿𝐴𝛼)
𝑏
𝛼 (𝑁 + 1)

2𝐻𝑏
𝛼

2𝑏(1− 𝑏
𝛼)𝐴

2𝑏
𝛼
0 𝑁

(𝐻−𝛼)𝑏
𝛼

𝑙(−1)

(︂
𝛿(𝑁 + 1)𝐻

𝐴0
− 1

)︂
+ 1

⎞⎠ 2
𝑏

=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑏𝛼 =

𝐻
4
𝐻
2

=
1

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⎛⎜⎜⎝
(︁
𝛿𝑎𝜙𝜋

𝐻
2 21−𝐻

2

√︁
2𝑐
𝐻

)︁ 1
2

(𝑁 + 1)2𝐻· 12

2
𝐻
4 (1− 1

2)
(︁
𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

)︁2· 12
𝑁 (𝐻−𝐻

2 )· 12

⎛⎜⎝𝛿(𝑁 + 1)𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

− 1

⎞⎟⎠
1

𝑝−1

+ 1

⎞⎟⎟⎠
8
𝐻

= (*).

Оскiльки N - велике число, то

(*) ≈

⎛⎝𝛿 1
2𝑎

1
2
𝜙𝜋

𝐻
4 2

1
2−

𝐻
4 · (2𝑐

𝐻 )
1
4𝑁𝐻

2
𝐻
4 −1𝑎𝜙(

5𝑐
2𝐻 )

1
2𝑁

𝐻
4

· 𝛿
1

𝑝−1𝑁
𝐻

𝑝−1

𝑎
1

𝑝−1
𝜙 ( 5𝑐

2𝐻 )
1

2(𝑝−1)

⎞⎠ 8
𝐻

=

= 𝜋2

(︂
𝛿

𝑎𝜙

)︂ 4(𝑝+1)
𝐻(𝑝−1)

· 2
18
𝐻 + 4

𝐻(𝑝−1)−4 · 5−
4
𝐻− 4

𝐻(𝑝−1) ·
(︂
𝐻

𝑐

)︂ 2
𝐻 + 4

𝐻(𝑝−1)

·𝑁
2(3𝑝+1)

𝑝−1 =

= 𝜇 ·𝑁
2(3𝑝+1)

𝑝−1 ,

де
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𝜇 = 𝜋2 · 2
18
𝐻 + 4

𝐻(𝑝−1)−4 · 5−
4
𝐻− 4

𝐻(𝑝−1)
(︀
𝐻
𝑐

)︀ 2
𝐻 + 4

𝐻(𝑝−1)

(︁
𝛿
𝑎𝜙

)︁ 4(𝑝+1)
𝐻(𝑝−1)

.

Отже, умова (15) набуває вигляду:

2𝜇 · 𝑒𝑥𝑝

⎧⎪⎨⎪⎩−1

𝑞

⎛⎜⎝ 𝛿𝑁𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

− 1

⎞⎟⎠
𝑞⎫⎪⎬⎪⎭𝑁

2(3𝑝+1)
𝑝−1 ≤ 𝜈.

Таким чином, теорема доведена.

Теорема 2.3. Нехай 𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1, 𝑥 ∈ R.

У цьому випадку модель 𝑍, визначена в (11), наближає процес узагаль-

неного дробового броунiвського руху 𝑍, визначений за допомогою (10), iз

заданими надiйнiстю 1 − 𝜈, 0 < 𝜈 < 1, та точнiстю 𝛿 > 0 в 𝐶([0, 1]), якщо

виконуються такi умови:

𝑁 ≥ max

⎧⎨⎩1.025

(︃
1

𝛿

√︂
5𝑐

2𝐻

)︃1/𝐻

+ 1;
22− 4

𝐻 5
1
𝐻

𝜋

⎫⎬⎭ (16)

та

2𝜇 exp

⎧⎪⎨⎪⎩− 𝛿𝑁𝐻√︁
5𝑐
2𝐻

ln

⎛⎜⎝ 𝛿𝑁𝐻√︁
5𝑐
2𝐻

⎞⎟⎠+
𝛿𝑁𝐻√︁

5𝑐
2𝐻

− 1

⎫⎪⎬⎪⎭𝑁 6

⎛⎜⎝𝑙𝑛
⎛⎜⎝𝛿(𝑁 + 1)𝐻)√︁

5𝑐
2𝐻

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

8
𝐻

≤ 𝜈,

(17)

де 𝜇 = 𝜇(𝐻) = 𝜋2𝛿
4
𝐻 · 2 18

𝐻 −4 · 5− 4
𝐻

(︀
𝐻
𝑐

)︀ 2
𝐻 .

Доведення. Знову скористаємось наслiдком 2.1 та припущенням, що 𝛼 = 𝐻
2 ,

𝑏 = 𝐻
4 .

Перетворення Юнга-Фенхеля такої функцiї 𝜙 має вигляд:

𝜙*(𝑥) = (|𝑥|+ 1)𝑙𝑛(|𝑥|+ 1)− |𝑥|, 𝑥 ∈ R.
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При 𝑥 ≥ 0 маємо:

𝜙′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1 = 𝑙(𝑥) ⇒ 𝑙(−1)(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥+ 1), 𝑥 ≥ 0.

В умовi (14) маємо:(︂
𝐴0(exp{𝜙(1)} − 1)𝛼

𝛿

)︂1/𝐻

+ 1 =

(︂
𝐴0

𝛿

(︀
𝑒𝑒−2 − 1

)︀𝐻
2

)︂ 1
𝐻

+ 1 =

(︃
𝑎𝜙
𝛿

√︂
5𝑐

2𝐻

)︃ 1
𝐻 (︀
𝑒𝑒−2 − 1

)︀ 1
2 + 1 = 1.025 ·

(︃
𝑎𝜙
𝛿

√︂
5𝑐

2𝐻

)︃ 1
𝐻

+ 1 >

(︂
𝐴0

𝐻

)︂ 1
𝐻

+ 1.

⇒ Умова (14) має вигляд:

𝑁 ≥ max

⎧⎨⎩1.025

(︃
𝑎𝜙
𝛿

√︂
5𝑐

2𝐻

)︃1/𝐻

+ 1;
22− 4

𝐻 5
1
𝐻

𝜋

⎫⎬⎭
В умовi (15) будемо мати:

𝜙*
(︂
𝛿𝑁𝐻

𝐴0
− 1

)︂
=

(︂
𝛿𝑁𝐻

𝐴0
− 1 + 1

)︂
𝑙𝑛

(︂
𝛿𝑁𝐻

𝐴0
− 1 + 1

)︂
−
(︂
𝛿𝑁𝐻

𝐴0
− 1

)︂
=

=
𝛿𝑁𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

𝑙𝑛

⎛⎜⎝ 𝛿𝑁𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

⎞⎟⎠− 𝛿𝑁𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

+ 1,

⎛⎝ (𝛿𝐴𝛼)
𝑏
𝛼 (𝑁 + 1)

2𝐻𝑏
𝛼

2𝑏(1− 𝑏
𝛼)𝐴

2𝑏
𝛼
0 𝑁

(𝐻−𝛼)𝑏
𝛼

𝑙(−1)

(︂
𝛿(𝑁 + 1)𝐻

𝐴0
− 1

)︂
+ 1

⎞⎠ 2
𝑏

=

=

⎛⎜⎝𝛿 1
2𝑎

1
2
𝜙𝜋

𝐻
4 2

1
2−

𝐻
4 · (2𝑐

𝐻 )
1
4 (𝑁 + 1)𝐻

2
𝐻
4 −1𝑎𝜙(

5𝑐
2𝐻 )

1
2𝑁

𝐻
4

· 𝑙𝑛

⎛⎜⎝𝛿(𝑁 + 1)𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

⎞⎟⎠+ 1

⎞⎟⎠
8
𝐻

≈ (**)
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При великих N

(**) ≈
(︂
𝛿

𝑎𝜙

)︂ 4
𝐻

𝜋22
18
𝐻 −45−

4
𝐻

(︂
𝐻

𝑐

)︂ 2
𝐻

𝑁 6

⎛⎜⎝𝑙𝑛
⎛⎜⎝𝛿(𝑁 + 1)𝐻)

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

8
𝐻

⇒

Умова (15) набуде такого вигляду:

2𝜇 exp

⎧⎪⎨⎪⎩− 𝛿𝑁𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

ln

⎛⎜⎝ 𝛿𝑁𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

⎞⎟⎠+
𝛿𝑁𝐻

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

− 1

⎫⎪⎬⎪⎭𝑁 6×

×

⎛⎜⎝𝑙𝑛
⎛⎜⎝𝛿(𝑁 + 1)𝐻)

𝑎𝜙

√︁
5𝑐
2𝐻

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

8
𝐻

≤ 𝜈,

де 𝜇 = 𝜋2 · 2 18
𝐻 −4 · 5− 4

𝐻

(︀
𝐻
𝑐

)︀ 2
𝐻

(︁
𝛿
𝑎𝜙

)︁ 4
𝐻

.

У випадку заданої в умовi теореми функцiї 𝜙 параметр 𝑎𝜙 = 1. Звiдси

випливає твердження теореми 2.3, де 𝜇 = 𝜋2𝛿
4
𝐻 · 2 18

𝐻 −4 · 5− 4
𝐻

(︀
𝐻
𝑐

)︀ 2
𝐻 .
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Роздiл 3

Визначення числових параметрiв моделей i

комп’ютерне моделювання узагальненого

дробового броунiвського руху

3.1 Визначення числових параметрiв моделей i комп’ютерне мо-

делювання узагальненого дробового броунiвського руху

У теоремах 2.2 та 2.3 умови (12), (16) для знаходження 𝑁 представленi

у явному виглядi, тому їх можна легко застосувати. Умови (13) та (17)

досить складнi, але їх можна розв’язати чисельними методами.

Далi на основi теорем 2.2 та 2.3 знайдемо числовi параметри моделей

узагальненого броунiвського руху.

Нехай 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝑝
𝑝 , |𝑥| ≥ 1, 𝑝 > 1. Ми хочемо знайти числовi параметри

та побудувати модель 𝑍, визначену в (11), що наближає процес узагаль-

неного дробового броунiвського руху 𝑍, визначениий за допомогою (10),

iз заданими надiйнiстю 1 − 𝜈 = 0.99, та точнiстю 𝛿 = 0.01 в 𝐶([0, 1]) для

чотирьох значень iндекса Хюрста 𝐻.

1. 𝐻1 =
7
8 , 𝑝 = 3. Тодi матимемо, що 𝑐 = 0.02642778;

З теореми 2.2 випливає:

∙ 𝜇 = 3.4717 * 10−10,

∙ З умови (12) маємо, що 𝑁 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {45.1, 0.337},
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∙ З умови (13) випливає, що 𝑁 ≥ 1362.

Отже, достатньо взяти 𝑁 = 1362, щоб наступна модель наближала

узагальнений дробовий броунiвський рух з параметром 𝐻1 = 7
8 з на-

дiйнiстю 0.99 та точнiстю 0.01 в 𝐶([0, 1]) (див. Рис. 1).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
0.

3
−

0.
2

−
0.

1
0.

0
0.

1
0.

2
0.

3

Model for p=3 and H=7/8

time (t)

Z
(t

)

Рис. 1: Модель узагальненого дробового броунiвського руху з параметром 𝐻 = 7
8

2. 𝐻2 =
8
9 , 𝑝 = 3. Тодi матимемо, що 𝑐 = 0.02341;
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З теореми 2.2 випливає:

∙ 𝜇 = 8.969 * 10−10,

∙ З умови (12) маємо, що 𝑁 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {39.496, 0.344},

∙ З умови (13) випливає, що 𝑁 ≥ 1111.

Отже, достатньо покласти 𝑁 = 1111 (див. Рис. 2).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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1

0.
0

Model for p=3 and H=8/9

time (t)

Z
(t

)

Рис. 2: Модель узагальненого дробового броунiвського руху з параметром 𝐻 = 8
9
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3. 𝐻3 =
9
10 , 𝑝 = 3. Тодi матимемо, що 𝑐 = 0.021007;

З теореми 2.2 випливає:

∙ 𝜇 = 1.9722 * 10−9,

∙ З умови (12) маємо, що 𝑁 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {35.4, 0.3497},

∙ З умови (13) випливає, що 𝑁 ≥ 942.

Отже, достатньо покласти 𝑁 = 942 (див. Рис. 3).
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Model for p=3 and H=9/10

time (t)

Z
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Рис. 3: Модель узагальненого дробового броунiвського руху з параметром 𝐻 = 9
10
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4. 𝐻4 =
15
16 , 𝑝 = 3. Тодi матимемо, що 𝑐 = 0.012979;

З теореми 2.2 випливає:

∙ 𝜇 = 4.006 * 10−8,

∙ З умови (12) маємо, що 𝑁 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {23.6, 0.368},

∙ З умови (13) випливає, що 𝑁 ≥ 523.

Отже, достатньо покласти 𝑁 = 523 (див. Рис. 4).
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Model for p=3 and H=15/16

time (t)

Z
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Рис. 4: Модель узагальненого дробового броунiвського руху з параметром 𝐻 = 15
16

36



5. 𝐻5 =
8
9 , 𝑝 = 5. Тодi матимемо, що 𝑐 = 0.02341;

З теореми 2.2 випливає:

∙ 𝜇 = 1.329 * 10−6,

∙ З умови (12) маємо, що 𝑁 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {39.5, 0.344},

∙ З умови (13) випливає, що 𝑁 ≥ 1693.

Отже, достатньо покласти 𝑁 = 1693 (див. Рис. 5).
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Рис. 5: Модель узагальненого дробового броунiвського руху з параметром 𝐻 = 8
9 та 𝑝 = 5
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Тепер вiзьмемо надiйнiсть 1− 𝜈 = 0.95 та точнiстю 𝛿 = 0.05.

6. 𝐻6 =
3
4 , 𝑝 = 3. Тодi матимемо, що 𝑐 = 0.05373;

З теореми 2.2 випливає:

∙ 𝜇 = 2.844 * 10−6,

∙ З умови (12) маємо, що 𝑁 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {18.25, 0.27},

∙ З умови (13) випливає, що 𝑁 ≥ 1006.

Отже, достатньо покласти 𝑁 = 1006 (див. Рис. 6).
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Model for 1−v=0.95, delta=0.05, p=3 and H=3/4

time (t)
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)

Рис. 6: Модель узагальненого дробового броунiвського руху з параметром 𝐻 = 3
4 та 𝑝 = 3
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Знайдемо тi ж самi параметри, але для фунцiї 𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|}− |𝑥| − 1,

𝑥 ∈ R, надiйностi 1− 𝜈 = 0.95 та точностi 𝛿 = 0.05.

1. 𝐻1 =
3
4 . Тодi матимемо, що 𝑐 = 0.05373;

З теореми 2.3 випливає:

∙ 𝜇 = 0.2518,

∙ З умови (16) маємо, що 𝑁 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {18.68, 0.27},

∙ З умови (17) випливає, що 𝑁 ≥ 1289.

Отже, достатньо покласти 𝑁 = 1289 (див. Рис. 7).
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Рис. 7: Модель узагальненого дробового броунiвського руху з параметром 𝐻 = 3
4
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2. 𝐻2 =
7
8 . Тодi матимемо, що 𝑐 = 0.02643;

З теореми 2.3 випливає:

∙ 𝜇 = 2.0611,

∙ З умови (16) маємо, що 𝑁 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {8.188, 0.337},

∙ З умови (17) випливає, що 𝑁 ≥ 243.

Отже, достатньо покласти 𝑁 = 243 (див. Рис. 8).
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Рис. 8: Модель узагальненого дробового броунiвського руху з параметром 𝐻 = 7
8
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3. 𝐻3 =
8
9 . Тодi матимемо, що 𝑐 = 0.02341;

З теореми 2.3 випливає:

∙ 𝜇 = 2.7527,

∙ З умови (16) маємо, що 𝑁 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {7.45, 0.344},

∙ З умови (17) випливає, що 𝑁 ≥ 203.

Отже, достатньо покласти 𝑁 = 203 (див. Рис. 9).
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Рис. 9: Модель узагальненого дробового броунiвського руху з параметром 𝐻 = 8
9
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4. 𝐻4 =
15
16 . Тодi матимемо, що 𝑐 = 0.012979;

З теореми 2.3 випливає:

∙ 𝜇 = 10.045,

∙ З умови (16) маємо, що 𝑁 ≥ 𝑚𝑎𝑥 {5.163, 0.3682},

∙ З умови (17) випливає, що 𝑁 ≥ 104.

Отже, достатньо покласти 𝑁 = 104 (див. Рис. 10).
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Рис. 10: Модель узагальненого дробового броунiвського руху з параметром 𝐻 = 15
16
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Висновки: З рисункiв можна зробити висновок, що вигляд траєкторiй

повнiстю узгоджується з класичним виглядом траєкторiй процесiв субгау-

сового дробового броунiвського руху, а саме поведiнка процесу приблизно

однакова - бiльш або менш частi флуктуацiї в околi нуля. Також бачимо,

що чим бiльше значення iндекса Хюрста 𝐻, тим гладшою є крива.

3.2 Скрипт для моделювання узагальненого дробового броунiв-

ського руху в програмному середовищi R

Реалiзацiя моделi 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху для 𝜙(𝑥) =

|𝑥|𝑝
𝑝 , |𝑥| ≥ 1, 𝑝 > 1 в програмному середовищi R.

\# Встановлення необхiдних пакетiв

install.packages("Bessel")

library(Bessel)

install.packages("CircularDDM")

library( CircularDDM)

> # Simulation of fBm in R

>

> # Надiйнiсть

> nu=0.01

>

> # Точнiсть

> delta=0.01

>
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> # Hurst parameter

> H=15/16

>

> # Норма

> a_phi=1

>

> # параметр функцiї

> p=3

>

> # параметр функцiї - перетворення Юнга-Фенхеля

> q=p/(p-1)

>

> # параметр с

> c=gamma(2*H+1)*sin(pi*H)/pi^(2*H+1)

>

> # Обчислення \mu

> mu=(pi^2)*2^(18/H+4/(H*(p-1))-4)*5^(-4/H-4/(H*(p-1)))*

(H/c)^(2/H+4/(H*(p-1)))*(delta/a_phi)^(4*(p+1)/(H*(p-1)))

>

> # Умова (12) теореми 2.2.

> N1=((a_phi/delta)*sqrt(5*c/(2*H)))^(1/H)+1

> N2=2^(2-(4/H))*5^(1/H)/pi

>

> # Умова (13) теореми 2.2.
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> f23<-function(n){2*mu*exp(-(1/q)*(delta*n^H/

(a_phi*sqrt(5*c/(2*H)))-1)^q)*n^(2*(3*p+1)/(p-1))-nu}

> N3<-uniroot(f23,c(100,50000))$root

>

> # Шукане значення N

> N<-ceiling(max(N1,N2,N3))

>

> # Нулi x функцiї Бесселя J_{-H}

> x<-besselzero(H,N,1)

>

> # Нулi y функцiї Бесселя J_{1-H}

> y<-besselzero(1-H,N,1)

>

> # Коефiцiєнти c_n

> CC<-0

> for(n in 1:N) {CC[n]<-(pi^H)*sqrt(2*c)/(((x[n])^(H+1))*

BesselJ(x[n],1-H))}

>

>

> # Коефiцiєнти d_n

> DD<-0

> for(n in 1:N) {DD[n]<-(pi^H)*sqrt(2*c)/(((y[n])^(H+1))*

BesselJ(y[n],H))}

>
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> # Послiдовнiсть випадкових величин xi_n

> seq1<-runif(N)

> xi<-0

> for(n in 1:N) {xi[n]<-sign(runif(1,min=-1,max=1))*

(q*log(1/(1-seq1[n])))^(1/q)}

>

> # Послiдовнiсть випадкових величин eta_n

> seq2<-runif(N)

> eta<-0

> for(n in 1:N) {eta[n]<-sign(runif(1,min=-1,max=1))*

(q*log(1/(1-seq2[n])))^(1/q)}

>

> # Задаємо модель як функцiю вiд часу t

> model<-function(t){sum(CC*sin(x*t)*xi)+sum(DD*(1-cos(y*t))*eta)}

>

>

> # Задаємо послiдовнiсть моментiв часу в межах вiд 0 до 1 включно

з кроком 0.0001

> t<-seq(0,1,by=0.0001)

>

> # Обчислюємо значення моделi у вiдповiднi моменти часу

(згенерованi вище)

> result<-0

> for (i in 1:length(t)){result[i]<-model(t[i])}
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>

> # Будуємо графiк змодельованої траєкторiї процесу

>

> plot(t,result,type=’l’,col=’red’,xlab="time (t)",ylab="Z(t)",

main="Модель УДБР при H=15/16")

>

>

> # Зберiгаємо графiк змодельованої траєкторiї процесу

в pdf-файл (зберiгається в поточну робочу директорiю)

>

> pdf("rplot_H1516.pdf")

> plot(t,result,type=’l’,col=’red’,xlab="time (t)",ylab="Z(t)",

main="Model for p=3 and H=15/16")

> dev.off()

Реалiзацiя моделi 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху для фун-

цiї 𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1, 𝑥 ∈ R в програмному середовищi R.

> # Simulation of fBm in R

>

> # Надiйнiсть

> nu=0.05

>

> # Точнiсть

> delta=0.05

>
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> # Hurst parameter

> H=3/4

>

> # параметр с

> c=gamma(2*H+1)*sin(pi*H)/pi^(2*H+1)

>

> # Обчислення \mu

> mu=(pi^2)*((delta)^(4/H))*(2^(18/H-4))*(5^(-4/H))*((H/c)^(2/H))

>

> # Умова (16) теореми 2.3.

> N1=1.025*((1/delta)*sqrt(5*c/(2*H)))^(1/H)+1

> N2=2^(2-(4/H))*5^(1/H)/pi

>

> # Умова (17) теореми 2.3.

> f17<-function(n){2*mu*exp(-(delta*n^H/(sqrt(5*c/(2*H))))*

log(delta*n^H/(sqrt(5*c/(2*H))))+delta*n^H/(sqrt(5*c/(2*H)))-1)*

(n^6)*(log(delta*(n+1)^H/(sqrt(5*c/(2*H)))))^(8/H)-nu}

> N3<-uniroot(f17,lower = 100, upper = 10000)$root

>

> # Шукане значення N

> N<-ceiling(max(N1,N2,N3))

>

> # Нулi x функцiї Бесселя J_{-H}

> x<-besselzero(H,N,1)
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>

> # Нулi y функцiї Бесселя J_{1-H}

> y<-besselzero(1-H,N,1)

>

> # Коефiцiєнти c_n

> CC<-0

> for(n in 1:N) {CC[n]<-(pi^H)*sqrt(2*c)/

(((x[n])^(H+1))*BesselJ(x[n],1-H))}

>

>

> # Коефiцiєнти d_n

> DD<-0

> for(n in 1:N) {DD[n]<-(pi^H)*sqrt(2*c)/

(((y[n])^(H+1))*BesselJ(y[n],H))}

>

> # Послiдовнiсть випадкових величин xi_n

> xi<-rpois(N,1)-1

>

> # Послiдовнiсть випадкових величин eta_n

> eta<-rpois(N,1)-1

>

> # Задаємо модель як функцiю вiд часу t

> model<-function(t){sum(CC*sin(x*t)*xi)+sum(DD*(1-cos(y*t))*eta)}

>
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>

> # Задаємо послiдовнiсть моментiв часу в межах вiд 0 до 1

включно з кроком 0.0001

> t<-seq(0,1,by=0.0001)

>

> # Обчислюємо значення моделi у вiдповiднi моменти часу

(згенерованi вище)

> result<-0

> for (i in 1:length(t)){result[i]<-model(t[i])}

>

> # Будуємо графiк змодельованої траєкторiї процесу

>

> plot(t,result,type=’l’,col=’red’,xlab="time (t)",ylab="Z(t)",

main="Модель УДБР при H=3/4")

>

>

> # Зберiгаємо графiк змодельованої траєкторiї процесу в pdf-файл

(зберiгається в поточну робочу директорiю)

>

> pdf("rplot34_other_phi.pdf")

> plot(t,result,type=’l’,col=’red’,xlab="time (t)",ylab="Z(t)",

main="Model delta=0.05, 1-nu=0.95, H=3/4")

> dev.off()
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ВИСНОВКИ

В данiй роботi вдалося сформулювати та довести двi теореми, що мiстять

умови, за яких модель виду (11) наближає процес строго 𝜙-субгауссового

узагальненого дробового броунiвського руху iз заданими надiйнiстю та то-

чнiстю у просторi 𝐶([0; 1]) у випадках, коли 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝑝
𝑝 , |𝑥| ≥ 1, 𝑝 > 1, та

𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1, 𝑥 ∈ R.

Також визначено параметри моделей та побудовано траєкторiї таких

процесiв для рiзних iндексiв Хюрста 𝐻 i заданих значень точностi та на-

дiйностi у програмному середовищi R.
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