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Реферат

Магiстерська дисертацiя: 43 сторiнки, 27 слайдiв для проектора, 16 пер-

шоджерел.

Вивчається властивiсть консистентностi оцiнки найменших квадратiв

параметрiв нелiнiйної моделi регресiї з неперервним часом, де шум є лi-

нiйним Левi-керованим стацiонарним 4-го порядку випадковим процесом

iз нульовим середнiм, iнтегровную та iнтегровную з квадратом iмпульсною

перехiдною функцiєю.

Мета роботи полягає в отриманнi вимог до функцiї регресiї та випад-

кового шуму, для яких оцiнка найменших квадратiв параметрiв функцiї

регресiї є консистентною.

Завданням роботи є отримання результатiв про консистентнiсть най-

менших квадратiв параметрiв нелiнiйної функцiї регресiї i, зокрема, три-

гонометричної функцiї регресiї. Об’єктом дослiджень є нелiнiйна модель

регресiї з неперервним часом спостереження. Предметом дослiдження є

властивостi консистентностi оцiнки найменших квадратiв параметрiв нелi-

нiйної моделi регресiї.

Для оцiнювання амплiтуд та кутових частот тригонометричної моде-

лi ми використовуємо оцiнки найменших квадратiв у сенсi Уолкера, тобто

розглянуто спецiальну сiм’ю параметричних множин, щоб розрiзнити на-

лежним чином рiзнi кутовi частоти в сумi гармонiчних коливань.

Отримано теорему про сильну консистентнiсть оцiнки найменших ква-

дратiв параметрiв тригонометричної моделi регресiї за описаними вище

припущеннями щодо випадкового шуму. Для отримання такого результату

було доведено лему про рiвномiрну збiжнiсть майже напевно середнього

значення фiнiтного перетворення Фур’є лiнiйного Левi-керованого випад-

кового процесу.

Сформульовано i доведено узагальнення теореми Малiнво про слабку
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консистентнiсть оцiнки найменших квадратiв. Також сформульовано i до-

ведено узагальнення теореми Малiнво про сильну консистентнiсть оцiнки

найменших квадратiв параметрiв нелiнiйної моделi регресiї у випадку обме-

женої параметричної множини.

Ключовi слова: нелiнiйна модель регресiї, тригонометрична функцiя ре-

гресiї, Левi-керований лiнiйний випадковий шум, оцiнка найменших ква-

дратiв, слабка консистентнiсть, сильна консистентнiсть.
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Abstract

Master degree thesis contains 43 pages, 27 slides for projector, 16 primary

sources.

The least squares estimator property of consistency of the parameters of

nonlinear regression model with continuous time, where the random noise is a

linear Lévy driven stationary of the fourth order stochastic process with zero

mean, integrable and square integrable impulse transmission function is studied.

The goal of the work lies in obtaining the requirements to regression function

and the random noise under which the least squares estimator of regression

model parameters are consistent.

The task of the research is receiving results on the least squares estimator

consistency of nonlinear regression parameters and, in particular, trigonometric

regression parameters. Nonlinear regression model with continuous observati-

on time is the research object. Consistency of the least squares estimator of

nonlinear regression model parameters is the subject of the research.

To estimate unknown amplitudes and angular frequencies of a trigonometric

model we use the least squares estimators in the Walker sense, that is special

parametric sets are considered to distinguish properly different angular frequenci-

es in the sum of harmonic oscillations.

Theorem on strong consistency of the least squares estimators of trigonometric

regression parameters is obtained under the assumption on the random noi-

se described above. To obtain such a result a lemma was proved on the uni-

form tending to zero almost surely of the average value of Lévy-driven linear

stochastic process Fourier transform.

A generalization of Malinvaud theorem on weak consistency of the least

squares estimators was formulated and proved in the case of the unbounded

parametric set. Also a generalization of Jennrich theorem on strong consistency

of the least squares estimators of nonlinear regression parameters in the case of
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bounded parametric set is formulated and proved.

Key words: nonlinear regression model, trigonometric regression function,

Lévy-driven linear random noise, the least squares estimators, weak consistency,

strong consistency.
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Вступ

Регресiйний аналiз є iстотною частиною математичної та прикладної

статистики. Нелiнiйний регресiйний аналiз є значним розширенням та ускла-

дненням класичного лiнiйного регресiйного аналiзу, завдяки використанню

нелiнiйних або частково нелiнiйних за параметрами моделей, якi адеква-

тнiше описують, нiж лiнiйнi моделi, явища, що потребують статистичного

аналiзу. Велика кiлькiсть прикладних проблем у численних наукових, те-

хнiчних та гуманiтарних галузях знань дають поштовх розвитку нелiнiй-

ного регресiйного аналiзу.

Задача оцiнювання векторного параметра сигналу в моделях спостере-

ження ”сигнал + шум” є добре вiдомою проблемою статистики випадкових

процесiв, та у випадку нелiнiйного параметра сигналу – задачею нелiнiй-

ного регресiйного аналiзу.

Серед рiзноманiтностi задач нелiнiйного регресiйного аналiзу оцiнюван-

ня амплiтуд та кутових частот суми гармонiчних коливань, що спостерiгає-

ться на фонi випадкового шуму, займає значне мiсце, завдяки її численним

застосуванням. Статистичнi моделi такого типу називаються тригономе-

тричними моделями регресiї, а проблема статистичного оцiнювання її па-

раметрiв називається задачею виявлення прихованих перiодичностей.

Перший роздiл роботи присвячено вивченню тригонометричної моделi

регресiї, в якiй випадковий шум є лiнiйним Левi-керованим стацiонарним

4-го порядку випадковим процесом iз нульовим середнiм, iнтегровную та iн-

тегровную з квадратом iмпульсною перехiдною функцiєю. Це припущення

призводить до iнтегровностi коварiацiйної функцiї та кумулянтної функцiї

4-го порядку.

Для оцiнювання амплiтуд та кутових частот такої тригонометричної

моделi ми використовуємо оцiнки найменших квадратiв (ОНК) у сенсi Уол-

кера, тобто розглянуто спецiальну сiм’ю параметричних множин, щоб роз-
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рiзнити належним чином рiзнi кутовi частоти в сумi гармонiчних коливань.

У 2-му роздiлi отримано теорему про сильну консистентнiсть ОНК па-

раметрiв тригонометричної моделi регресiї за описаними вище припуще-

ннями щодо випадкового шуму. Для отримання такого результату було

доведено лему про рiвномiрну збiжнiсть майже напевно (м.н.) середнього

значення фiнiтного перетворення Фур’є лiнiйного Левi-керованого випад-

кового процесу.

Ця лема є головним iнструментом доведення теореми про сильну конси-

стентнiсть. Для доведення теореми, по-перше, знаходимо деякi представ-

лення ОНК амплiтуд через вiдповiднi оцiнки кутових частот. По-друге,

ми пiдставляємо цi формули у функцiонал методу найменших квадратiв.

Останнiй крок доведення полягає у перетвореннi 𝐿2-норми рiзницi мiж ем-

пiричною тригонометричною функцiєю регресiї та iстиною функцiєю ре-

гресiї таким чином, що ця норма прямує до нуля м.н. тодi i тiльки тодi,

коли оцiнки є сильно консистентними.

У 3-му роздiлi роботи сформульовано та доведено узагальнення теореми

Малiнво (див. A.V. Ivanov, N.N. Leonenko [1], E. Malinvaud [2]) про слаб-

ку консистентнiсть ОНК параметрiв нелiнiйної моделi регресiї у випадку

необмеженої параметричної множини.

У 4-му роздiлi роботи доведено узагальнення теореми Дженрiча (див.

R.I. Jennrich [3]) про сильну консистентнiсть ОНК невiдомого параметра

нелiнiйної моделi регресiї у випадку обмеженої параметричної множини.
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1 Постановка задачi та допомiжнi результати

Припустимо, що задано модель спостережень

𝑋(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝜃0) + 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (1)

де 𝑔(𝑡, 𝜃) : [0,+∞) × Θ → R - неперервна функцiя, невiдомий параметр

𝜃0 ∈ Θ ⊂ R𝑞, де Θ - вiдкрита множина; 𝜀 = {𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R} - випадковий шум,

визначений на ймовiрнiсному просторi (Ω,ℱ , 𝑃 ).

Щоб ввести умови на випадковий процес 𝜀, з (1), нам потрiбнi деякi

зауваження, якi наведено в [4].

Процес Левi 𝐿(𝑡), 𝑡 ≥ 0, є випадковим процесом з незалежними та ста-

цiонарними приростами, неперервний за ймовiрнiстю, з траєкторiями, якi

є м.н. неперервними справа та мають границi злiва (𝑐�́�𝑑𝑙�́�𝑔) та 𝐿(0) = 0.

Нехай (𝑎, 𝑏,Π) — це характеристична трiйка процесу Левi 𝐿(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

тобто для будь-яких 𝑡 ≥ 0

log𝐸 exp{𝑖𝑧𝐿(𝑡)} = 𝑡𝑘(𝑧)

для всiх 𝑧 ∈ R, де

𝑘(𝑧) = 𝑖𝑎𝑧 − 1

2
𝑏𝑧2 +

∫︁
R

(𝑒𝑖𝑧𝑢 − 1 − 𝑖𝑧𝜏(𝑢)) Π(𝑑𝑢), 𝑧 ∈ R, (2)

де 𝑎 ∈ R, 𝑏 ≥ 0, та

𝜏(𝑢) =

⎧⎨⎩ 𝑢, |𝑢| ≤ 1;
𝑢
|𝑢| , |𝑢| > 1.

Мiра Левi Π у (2) — це така мiра Радона на R∖{0}, що Π({0}) = 0, та∫︁
R

min(1, 𝑢2) Π(𝑑𝑢) < ∞.

Вiдомо, що 𝐿(𝑡) має скiнченний 𝑝-ий момент для 𝑝 > 0 (𝐸|𝐿(𝑡)|𝑝 < ∞),

тодi i лише тодi, коли ∫︁
|𝑢|≥1

|𝑢|𝑝 Π(𝑑𝑢) < ∞. (3)
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Якщо 𝐿(𝑡), 𝑡 ≥ 0 — це процес Левi з характеристиками (𝑎, 𝑏,Π), тодi

−𝐿(𝑡), 𝑡 ≥ 0, також є процесом Левi з характеристиками (−𝑎, 𝑏,
v
Π), де

v
Π(𝐴) = Π(−𝐴) для кожної борелiвської множини 𝐴. Розглянемо 𝑐�́�𝑔𝑙�́�𝑑

модифiкацiю процесу −𝐿(𝑡), тобто її траєкторiї м.н. неперервнi злiва та

мають границi справа.

Введемо двостороннiй процес Левi 𝐿(𝑡), 𝑡 ∈ R, такий, що для 𝑡 < 0 вiн

дорiвнює незалежнiй копiї процесу −𝐿(−𝑡).

Нехай �̂� : R+ → R — вимiрна функцiя. Будемо розглядати Левi-керований

лiнiйний стохастичний процес (процес ковзного середнього)

𝜀(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

�̂�(𝑡− 𝑠) 𝑑𝐿(𝑠), 𝑡 ∈ R, (4)

де 𝐿 - двостороннiй процес Левi, а стохастичний iнтеграл (4) означено в

𝐿2(Ω) в роботi B. Rajput, J. Rosinski [5].

У подальшому будемо припускати, що

�̂� ∈ 𝐿1(R) ∩ 𝐿2(R), 𝐸𝐿(1) = 0. (5)

Популярними варiантами ядра в (4) є ядра Гамма-типу:

(i) �̂�(𝑡) = 𝑡𝛼𝑒−𝜆𝑡I[0,∞)(𝑡), 𝜆 > 0, 𝛼 > −1
2 ;

(ii) �̂� = 𝑒−𝜆𝑡I[0,∞)(𝑡), 𝜆 > 0 (процес Ornstein-Uhlenbeck);

(iii) �̂� = 𝑒−𝜆𝑡, 𝜆 > 0 (добре збалансований процес Ornstein-Uhlenbeck).

𝐴. Процес 𝜀 в (1) є каузальним лiнiйним вимiрним процесом, зада-

ним формулою (4), де симетричний процес Левi 𝐿 та �̂� задовольняють (5).

Бiльш того, мiра Левi Π задовольняє (3) для p=4.

З умови 𝐴 випливає [6] для 𝑟 = 1, 2, 3, 4

log𝐸 exp{𝑖
𝑟∑︁

𝑗=1

𝑧𝑗𝜀(𝑡𝑗)} =

∫︁
R
𝑘

(︃
𝑟∑︁

𝑗=1

𝑧𝑗�̂�(𝑡𝑗 − 𝑠)

)︃
𝑑𝑠. (6)
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У свою чергу, з формули (6) можна побачити, що випадковий процес 𝜀

є стацiонарним 4-го порядку.

Позначимо

𝑚𝑟(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) = 𝐸𝜀(𝑡1) . . . 𝜀(𝑡𝑟),

𝑐𝑟(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) = 𝑖−𝑟 𝜕𝑟

𝜕𝑧1 . . . 𝜕𝑧𝑟
log𝐸 exp{𝑖

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑧𝑗𝜀(𝑡𝑗)}|𝑧1=...=𝑧𝑟=0

моментну та кумулянтну функцiї, вiдповiдно, порядку 𝑟 процесу 𝜀. Таким

чином, 𝑚2(𝑡1, 𝑡2) = 𝐵(𝑡1 − 𝑡2), де

𝐵(𝑡) = 𝑑2

∫︁
R
�̂�(𝑡− 𝑠)�̂�(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R, (7)

є коварiацiйною функцiєю 𝜀, а змiшаний момент 4-го порядку можна об-

числити за формулою

𝑚4(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 𝑐4(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑚2(𝑡1, 𝑡2)𝑚2(𝑡3, 𝑡4)+

+𝑚2(𝑡1, 𝑡3)𝑚2(𝑡2, 𝑡4) + 𝑚2(𝑡1, 𝑡4)𝑚2(𝑡2, 𝑡4). (8)

Точний вираз для кумулянтiв випадкового процесу 𝜀 можна отримати

з (6) прямими обчисленнями:

𝑐𝑟(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) = 𝑑𝑟

∫︁
R

𝑟∏︁
𝑗=1

�̂�(𝑡𝑗 − 𝑠) 𝑑𝑠, (9)

де 𝑑𝑟 — це 𝑟-ий кумулянт випадкової величини 𝐿(1). Зокрема,

𝑑2 = 𝐸𝐿2(1) = −𝑘(0),

𝑑4 = 𝐸𝐿4(1) − 3(𝐸𝐿2(1))2.

Лема 1. Якщо виконується умова 𝐴, то

𝑣*𝑇 −−−→
𝑇→∞

𝐵(0) м.н. (10)
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Доведення. Доведемо спочатку, що

𝐸[𝑣*𝑇 −𝐵(0)]2 = 𝑂(𝑇−1) при 𝑇 → ∞. (11)

З рiвностi (8) отримуємо

𝐸[𝑣*𝑇 −𝐵(0)]2 =

= 𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

𝑐4(𝑡, 𝑡, 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑡 𝑑𝑠 + 2𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

𝐵2(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑡 𝑑𝑠 =

= 𝐼1 + 𝐼2.

За умови 𝐴, формули (9) для коварiацiйної функцiї процесу 𝜀(𝑡) та

теореми Фубiнi - Тонеллi випливає, що∫︁
R
𝐵2(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝐵(0)𝑑2

∫︁
R

(︂∫︁
R
|�̂�(𝑡 + 𝑠)| · |�̂�(𝑠)| 𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡 =

= 𝐵(0)𝑑2‖�̂�‖2
1 = 𝑑2

2‖�̂�‖2
1‖�̂�‖2

2,

де

‖�̂�‖1 =

∫︁
R
|�̂�(𝑡)| 𝑑𝑡,

‖�̂�‖2 =

(︂∫︁
R
|�̂�(𝑡)|2 𝑑𝑡

)︂ 1
2

.

Тому

𝐼2 ≤ 2𝑑2
2‖�̂�‖2

1‖�̂�‖2
2𝑇

−1. (12)

З iншого боку, з формули (9) для кумулянтiв процесу 𝜀 та теореми

Фубiнi-Тонеллi одержуємо

𝐼1 = 𝑑4𝑇
−2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

∫︁
R
�̂�2(𝑡− 𝑢)�̂�2(𝑠− 𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡 𝑑𝑠 =

𝑑4𝑇
−2

∫︁ 𝑇

0

(︂∫︁
R
�̂�2(𝑡− 𝑢)

(︂∫︁ 𝑇

0

�̂�2(𝑠− 𝑢) 𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑢

)︂
𝑑𝑡 ≤
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≤ 𝑑4‖�̂�‖4
2𝑇

−1. (13)

Справедливiсть (11) безпосередньо випливає з (12) та (13).

Позначимо

𝜉𝑇 = 𝑣*𝑇 −𝐵(0),

та нехай 𝑇𝑛 = 𝑛2, 𝑛 ≥ 1. Тодi, з (11) випливає, що
∞∑︁
𝑛=1

𝐸𝜉2
𝑇𝑛

< ∞.

Отже,

𝜉𝑇𝑛
=

1

𝑇𝑛

∫︁ 𝑇𝑛

0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡−𝐵(0) −−−→
𝑛→∞

0 м.н.,

тобто,

𝑣*𝑇𝑛
=

1

𝑇𝑛

∫︁ 𝑇𝑛

0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 −−−→
𝑛→∞

𝐵(0) м.н.

Покажемо, що

sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

|𝜉𝑇 − 𝜉𝑇𝑛
| −−−→

𝑛→∞
0 м.н. (14)

Дiйсно,

sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

|𝜉𝑇 − 𝜉𝑇𝑛
| =

= sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

⃒⃒
𝑣*𝑇 − 𝑣*𝑇𝑤

⃒⃒
≤

≤ sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

(︂⃒⃒⃒⃒
1

𝑇
− 1

𝑇𝑛

⃒⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑇𝑛

0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 +

∫︁ 𝑇

𝑇𝑛

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
≤

≤ sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

𝐼3 + sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

𝐼4;

𝐼3 =
𝑇 + 𝑇𝑛

𝑇𝑛𝑇

∫︁ 𝑇𝑛

0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛

𝑇 2
𝑛

∫︁ 𝑇𝑛

0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 =
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=
𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛

𝑇𝑛
· 𝑣*𝑇𝑛

=
(𝑛 + 1)2 − 𝑛2

𝑛2
· 𝑣*𝑇𝑛

=

=
2𝑛 + 1

𝑛2
· 𝑣*𝑇𝑛

−−−→
𝑛→∞

0 м.н.;

𝐼4 =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

𝑇𝑛

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 1

𝑇𝑛

∫︁ 𝑇𝑛+1

𝑇𝑛

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑇𝑛+1

𝑇𝑛
· 1

𝑇𝑛+1

∫︁ 𝑇𝑛+1

0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡− 1

𝑇𝑛

∫︁ 𝑇𝑛

0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
𝑇𝑛+1

𝑇𝑛
· 𝑣*𝑇𝑛+1

− 𝑣*𝑇𝑛
=

(𝑛 + 1)2

𝑛2
· 𝑣*𝑇𝑛+1

− 𝑣*𝑇𝑛
−−−→
𝑛→∞

0 м.н.,

оскiльки

(𝑛 + 1)2

𝑛2
=

(︂
1 +

1

𝑛

)︂2

−−−→
𝑛→∞

1.

Отже,

sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

(𝐼3 + 𝐼4) −−−→
𝑛→∞

0 м.н.,

з чого випливає справедливiсть (14).
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2 Консистентнiсть оцiнки найменших квадра-

тiв параметрiв тригонометричної моделi ре-

гресiї

Розглянемо у моделi (1) тригонометричну функцiю регресiї

𝑔(𝑡, 𝜃0) =
𝑁∑︁
𝑘=1

(𝐴0
𝑘𝑐𝑜𝑠𝜙

0
𝑘𝑡 + 𝐵0

𝑘𝑠𝑖𝑛𝜙
0
𝑘𝑡), (15)

𝜃0 = (𝜃0
1, 𝜃

0
2, 𝜃

0
3, . . . , 𝜃

0
3𝑁−2, 𝜃

0
3𝑁−1, 𝜃

0
3𝑁) = (𝐴0

1, 𝐵
0
1 , 𝜙

0
1, . . . , 𝐴

0
𝑁 , 𝐵

0
𝑁 , 𝜙

0
𝑁), (16)

(𝐴0
𝑘)

2 + (𝐵0
𝑘)2 > 0, 𝑘 = 1, 𝑁.

Статистичне оцiнювання невiдомих амплiтуд та кутових частот (16) су-

ми гармонiчних коливань (15), що спостерiгається на фонi випадкового шу-

му 𝜀(𝑡) є ймовiрнiсною постановкою задачi проблеми виявлення прихова-

них перiодичностей. Дослiдження цiєї проблеми, а також її детермiнованої

постановки 𝜀(𝑡) ≡ 0 розпочато Лагранжем. До середини 20-го сторiччя бу-

ло розглянуто багато застосувань розв’язкiв цiєї задачi у рiзних наукових

галузях, описаних у [7]. Пiзнiше прикладнi аспекти проблеми виявлення

прихованих перiодичностей було розглянуто в оглядовiй статтi [8], та мо-

нографiї [9].

Iснує велика кiлькiсть лiтератури, де розглядається ця проблема. Ми

розглянемо лише декiлька з цих публiкацiй [10] - [15], де консистентнiсть

та асимптотична нормальнiсть вивчаються для рiзних статистичних оцiнок

невiдомих амплiтуд та кутових частот за рiзних припущень щодо випадко-

вого статистичного шуму 𝜀(𝑡) у моделi спостережень (1), (15), де 𝑁 ≥ 1. У

цих роботах розглядаються обидва випадки дискретного та неперервного

часу.

У цьому роздiлi для тригонометричної моделi регресiї (1), (15) за умови

𝐴 розглядається консистентнiсть ОНК параметра 𝜃0.
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Розглянемо частоти 𝜙0 = (𝜙0
1, . . . , 𝜙

0
𝑁) у порядку зростання. Iншими

словами, ми припустимо, що параметрична множина, де ми будемо шукати

оцiнку невiдомих кутових частот, має наступний вигляд

Φ(𝜙, 𝜙) = {𝜙 = (𝜙1, . . . , 𝜙𝑁) ∈ R𝑁 : 0 ≤ 𝜙 < 𝜙1 < . . . < 𝜙𝑁 < 𝜙 < +∞}.

Нехай

𝑄𝑇 (𝜃) = 𝑇−1

𝑇∫︁
0

[𝑋(𝑡) − 𝑔(𝑡, 𝜃)]2 𝑑𝑡. (17)

Згiдно за стандартним означенням, ОНК параметра 𝜃0, отриманою за

спостереженнями процесу {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]}, є будь-який випадковий вектор

𝜃𝑇 = (𝐴1𝑇 , 𝐵1𝑇 , 𝜙1𝑇 , . . . , 𝐴𝑁𝑇 , 𝐵𝑁𝑇 , 𝜙𝑁𝑇 ), (18)

що мiнiмiзує функцiонал 𝑄𝑇 (𝜃) на параметричнiй множинi Θ𝑇 ⊂ R3𝑁 , де

амплiтуди 𝐴𝑘, 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁 , набувають довiльнi значення з R, а кутовi ча-

стоти 𝜙 ∈ Φ𝑐, де Φ𝑐 – замикання множини Φ(𝜙, 𝜙).

Доводячи консистентнiсть оцiнок 𝜃𝑇 (див. теорему 1 нижче), ми стика-

ємось iз проблемою вивчення поведiнки при 𝑇 → ∞, вiдношень

sin𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙𝑗𝑇 )

𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙𝑗𝑇 )
,

sin𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0
𝑗 )

𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0
𝑗)

, 𝑘 ̸= 𝑗,
sin𝑇𝜙𝑘𝑇

𝑇𝜙𝑘𝑇
, 𝑘 = 1, 𝑁. (19)

Однак, користуючись наведеним вище означенням оцiнки 𝜙𝑇 =

= (𝜙1𝑇 , . . . , 𝜙𝑁𝑇 ), неможливо з’ясувати поведiнку рiзниць 𝜙𝑘𝑇 − 𝜙𝑗𝑇 та

𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0
𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑘, при 𝑇 → ∞. Тому питання поведiнки вiдношень (19)

залишається вiдкритим.

Уолкер [11] запропонував модифiкацiю означення оцiнки 𝜙0, яка гаран-

тує збiжнiсть вiдношень (19) до нуля. У свою чергу, це гарантує консистен-

тнiсть ОНК.

Iдея Уолкера полягає в тому, щоб оцiнка (18) визначалась як точка

мiнiмуму функцiонала (17) на множинi, в якiй можна достатньо добре роз-

рiзнити параметри 𝜙𝑘.
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Розглянемо неспадну сiм’ю вiдкритих множин

Φ𝑇 ⊂ Φ(𝜙, 𝜙), 𝑇 ≥ 𝑇0 > 0.

Припустимо, що вони мiстять iстинне значення параметра 𝜙0 i задоволь-

няють наступним умовам

lim
𝑇→∞

inf
1<𝑘≤𝑁 𝜙∈Φ𝑇

𝑇 (𝜙𝑘 − 𝜙𝑗) = +∞, (20)

lim
𝑇→∞

inf
𝜙∈Φ𝑇

𝑇𝜙1 = +∞. (21)

З огляду на це зауваження, ми кажемо, що вектор 𝜃𝑇 є ОНК, якщо

𝜃𝑇 є точкою мiнiмуму функцiонала 𝑄𝑇 (𝜃) на множинi Θ𝑇 , такий, що

𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ∈ R, 𝑘 = 1, 𝑁 , а 𝜙 ∈ Φ𝑐
𝑇 . У множинi Θ𝑇 вже можна достатньо добре

розрiзнити параметри 𝜙𝑘.

Умова (21), очевидно, виконується, якщо 𝜙 > 0. Якщо Φ𝑇 ⊂ Φ(0, 𝜙)),

тодi можна розглянути, наприклад, параметричнi множини, для яких

inf
1<𝑘≤𝑁 𝜙∈Φ𝑇

(𝜙𝑘 − 𝜙𝑗) = 𝑇−1/2,

inf
𝜙∈Φ𝑇

𝜙1 = 𝑇−1/2,

щоб задовольнити (20), (21).

ОНК, означена таким чином, називається ОНК у сенсi Уолкера.

Теорема 1. Нехай виконується припущення 𝐴. Тодi ОНК 𝜃𝑇 у сенсi Уол-

кера є сильно консистентною оцiнкою параметра 𝜃0, а саме:

𝐴𝑘𝑇 → 𝐴0
𝑘, 𝐵𝑘𝑇 → 𝐵0

𝑘, 𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0
𝑘) → 0 м.н., (22)

при 𝑇 → ∞, 𝑘 = 1, 𝑁.

Наступна лема є основною частиною доведення збiжностi (22).
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Лема 2. За умови 𝐴

𝜉(𝑇 ) = sup
𝜆∈R

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑇−1

𝑇∫︁
0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜀(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒→ 0 м.н., при 𝑇 → ∞. (23)

Доведення. Оскiльки⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑇∫︁
0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜀(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=

𝑇∫︁
−𝑇

𝑒−𝑖𝜆𝑡

𝑇−|𝑢|∫︁
0

𝜀(𝑡 + |𝑢|)𝜀(𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑢 =

= 2

𝑇∫︁
0

cos𝜆𝑢

𝑇−𝑢∫︁
0

𝜀(𝑡 + 𝑢)𝜀(𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑢,

тодi

𝐸𝜉2(𝑡) ≤ 2𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝐸

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑇−𝑢∫︁
0

𝜀(𝑡 + 𝑢)𝜀(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑢 ≤ 2𝑇−2

∫︁ 𝑇

0

𝐾
1
2 (𝑢)𝑑𝑢.

За формулою (8)

𝐾(𝑢) =

∫︁ 𝑇−𝑢

0

∫︁ 𝑇−𝑢

0

𝐸𝜀(𝑡 + 𝑢)𝜀(𝑠 + 𝑢)𝜀(𝑡)𝜀(𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑇−𝑢

0

∫︁ 𝑇−𝑢

0

𝑐4(𝑡 + 𝑢, 𝑠 + 𝑢, 𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 + (𝑇 − 𝑢)2𝐵2(𝑢)+

+

∫︁ 𝑇−𝑢

0

∫︁ 𝑇−𝑢

0

𝐵2(𝑡− 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 +

∫︁ 𝑇−𝑢

0

∫︁ 𝑇−𝑢

0

𝐵(𝑡− 𝑠 + 𝑢)𝐵(𝑡− 𝑠− 𝑢)𝑑𝑡𝑑𝑠 ≤

≤ 𝐾1(𝑢) + 𝐾2(𝑢) + 𝐾3(𝑢) + |𝐾4(𝑢)|,

та

𝐸𝜉2(𝑇 ) ≤ 2𝑇−2

∫︁ 𝑇

0

(𝐾
1
2
1 (𝑢) + 𝐾

1
2
2 (𝑢) + 𝐾

1
2
3 (𝑢) + |𝐾4(𝑢)|

1
2 )𝑑𝑢. (24)
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Вiдповiдно до (9)

𝐾1(𝑢) = 𝑑4

∫︁
R

(︂∫︁ 𝑇−𝑢

0

�̂�(𝑡 + 𝑢− 𝑟)�̂�(𝑡− 𝑟)𝑑𝑡

)︂2

𝑑𝑟 ≤

≤ 𝑑4

∫︁
R

(︂∫︁ 𝑇−𝑢

0

�̂�2(𝑡 + 𝑢− 𝑟)

∫︁ 𝑇−𝑢

0

�̂�2(𝑡− 𝑟)𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑟 ≤

≤ 𝑑4‖�̂�‖2
2

∫︁ 𝑇−𝑢

0

𝑑𝑡

∫︁
R
�̂�2(𝑡 + 𝑢− 𝑟)𝑑𝑟 ≤ 𝑑4‖�̂�‖2

4(𝑇 − 𝑢),

а саме

𝑇−2

∫︁ 𝑇

0

𝐾
1
2
1 (𝑢)𝑑𝑢 ≤ 𝑑

1
2
4‖�̂�‖2

2𝑇
−2

∫︁ 𝑇

0

√
𝑇 − 𝑢𝑑𝑢 =

2

3
𝑑

1
2
4‖�̂�‖2

2𝑇
− 1

2 . (25)

З умови 𝐴 випливає ‖𝐵‖1 =
∫︀
R|𝐵(𝑡)|𝑑𝑡 < ∞. Тодi

𝑇−2

∫︁ 𝑇

0

𝐾
1
2
2 (𝑢)𝑑𝑢 = 𝑇−2

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑢)|𝐵(𝑢)|𝑑𝑢 ≤ ‖𝐵‖1𝑇
−1. (26)

Бiльш того,

𝐾3(𝑢) ≤ 𝐵(0)

∫︁ 𝑇−𝑢

0

∫︁ 𝑇−𝑢

0

|𝐵(𝑡− 𝑠)|𝑑𝑡𝑑𝑠 ≤ 𝐵(0)‖𝐵‖1(𝑇 − 𝑢),

𝑇−2

∫︁ 𝑇

0

𝐾
1
2
3 (𝑢)𝑑𝑢 ≤ 2

3
𝐵

1
2 (0)‖𝐵‖

1
2
1𝑇

− 1
2 . (27)

Так само,

𝑇−2

∫︁ 𝑇

0

𝐾
1
2
4 (𝑢)𝑑𝑢 ≤ 2

3
𝐵

1
2 (0)‖𝐵‖

1
2
1𝑇

− 1
2 . (28)

З нерiвностей (24) - (28) отримуємо, що 𝐸𝜉2(𝑇 ) = 𝑂(𝑇− 1
2 ), при 𝑇 → ∞.

Нехай 𝑇𝑛 = 𝑛2+𝛿 для деякого 𝛿 > 0. Тодi
∞∑︁
𝑛=1

𝐸𝜉2(𝑇𝑛) < ∞,

тобто

𝜉(𝑇𝑛) → 0 м.н., при 𝑛 → ∞.
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Розглянемо послiдовнiсть випадкових величин

𝜁𝑛 = sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

|𝜉(𝑇 ) − 𝜉(𝑇𝑛)| =

= sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

⃒⃒⃒⃒
sup
𝜆∈R1

⃒⃒⃒⃒
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜀(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
− sup

𝜆∈R1

⃒⃒⃒⃒
1

𝑇𝑛

∫︁ 𝑇𝑛

0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜀(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
≤

≤ sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

sup
𝜆∈R1

⃒⃒⃒⃒
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜀(𝑡)𝑑𝑡− 1

𝑇𝑛

∫︁ 𝑇𝑛

0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜀(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

[︂
sup
𝜆∈R1

⃒⃒⃒⃒(︂
1

𝑇
− 1

𝑇𝑛

)︂∫︁ 𝑇𝑛

0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜀(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+ sup

𝜆∈R1

⃒⃒⃒⃒
1

𝑇

∫︁ 𝑇

𝑇𝑛

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜀(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒ ]︂
≤

≤ 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛

𝑇𝑛
𝜉(𝑇𝑛) +

1

𝑇𝑛

∫︁ 𝑇𝑛+1

𝑇𝑛

|𝜀(𝑡)|𝑑𝑡 = 𝜁(1)
𝑛 + 𝜁(2)

𝑛 .

Зрозумiло, що 𝜁
(1)
𝑛 → 0 м.н., при 𝑛 → ∞.

Враховуватимемо, що

𝐸(𝜁(2)
𝑛 )2 =

1

𝑇 2
𝑛

∫︁ 𝑇𝑛+1

𝑇𝑛

∫︁ 𝑇𝑛+1

𝑇𝑛

𝐸|𝜀(𝑡1)𝜀(𝑡2)|𝑑𝑡1𝑑𝑡2 ≤

≤ 𝐵(0)

(︂
𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛

𝑇𝑛

)︂2

= 𝑂(𝑛−2), м.н., при 𝑛 → ∞.

Таким чином, 𝜁(2)
𝑛 → 0 м.н., при 𝑛 → ∞.

Доведення теореми 1 використовує iдею статтi [14].

Доведення. Нехай

𝑥𝑘𝑇 =
sin𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0

𝑘)

𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0
𝑘))

, 𝑦𝑘𝑇 =
1 − cos𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0

𝑘))

𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0
𝑘)

.

Покажемо, що

𝐴𝑘𝑇 = 𝐴0
𝑘𝑥𝑘𝑇 −𝐵0

𝑘𝑦𝑘𝑇 + 𝑜(1), 𝐵𝑘𝑇 = 𝐴0
𝑘𝑦𝑘𝑇 −𝐵0

𝑘𝑥𝑘𝑇 + 𝑜(1), (29)
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для 𝑘 = 1, 𝑁 , де 𝑜(1) позначає, взагалi кажучи, рiзнi випадковi процеси,

що прямують до нуля м.н., при 𝑇 → ∞.

Диференцiюючи функцiонал 𝑄𝑇 (𝜃) за змiнними 𝐴1, . . . , 𝐴𝑁 та

𝐵1, . . . , 𝐵𝑁 , отримуємо наступну систему лiнiйних рiвнянь для ОНК 𝐴𝑘𝑇

та 𝐵𝑘𝑇 , 𝑘 = 1, 𝑁 :⎧⎨⎩
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑎
(1)
𝑘𝑗 (𝑇 )𝐴𝑘𝑇 +

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑏

(1)
𝑘𝑗 (𝑇 )𝐵𝑘𝑇 = 𝑐

(1)
𝑗 (𝑇 ), 𝑗 = 1, 𝑁 ,∑︀𝑁

𝑘=1 𝑎
(2)
𝑘𝑗 (𝑇 )𝐴𝑘𝑇 +

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑏

(2)
𝑘𝑗 (𝑇 )𝐵𝑘𝑇 = 𝑐

(2)
𝑗 (𝑇 ), 𝑗 = 1, 𝑁 ,

(30)

де використано позначення

⟨𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)⟩ = 𝑇−1

∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡,

𝑎
(1)
𝑘𝑗 (𝑇 ) = ⟨cos𝜙𝑘𝑇 𝑡, cos𝜙𝑗𝑇 𝑡⟩, 𝑎

(2)
𝑘𝑗 (𝑇 ) = ⟨cos𝜙𝑘𝑇 𝑡, sin𝜙𝑗𝑇 𝑡⟩,

𝑏
(1)
𝑘𝑗 (𝑇 ) = ⟨sin𝜙𝑘𝑇 𝑡, cos𝜙𝑗𝑇 𝑡⟩, 𝑏

(2)
𝑘𝑗 (𝑇 ) = ⟨sin𝜙𝑘𝑇 𝑡, sin𝜙𝑗𝑇 𝑡⟩,

𝑐
(1)
𝑗 (𝑇 ) = ⟨𝑋(𝑡), cos𝜙𝑗𝑇 𝑡⟩, 𝑐

(2)
𝑗 (𝑇 ) = ⟨𝑋(𝑡), sin𝜙𝑗𝑇 𝑡⟩,

𝑘, 𝑗 = 1, 𝑁.

Розглядаючи властивостi (20) та (21) параметричної множини Φ𝑇 (у

замиканнi якої набуває значення ОНК 𝜙𝑇 = (𝜙1𝑇 , . . . , 𝜙𝑁𝑇 )), виводимо такi

спiввiдношення:

𝑎
(1)
𝑘𝑗 (𝑇 ) = 𝑜(1), 𝑘 ̸= 𝑗,

𝑎
(1)
𝑘𝑘 (𝑇 ) =

1

2
+ 𝑜(1), 𝑎

(2)
𝑘𝑗 (𝑇 ) = 𝑜(1), 𝑘, 𝑗 = 1, 𝑁, (31)

та

𝑏
(1)
𝑘𝑗 (𝑇 ) = 𝑎

(2)
𝑘𝑗 (𝑇 ) = 𝑜(1),
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𝑏
(2)
𝑘𝑗 (𝑇 ) = 𝑜(1), 𝑘 ̸= 𝑗, 𝑏

(2)
𝑘𝑘 (𝑇 ) =

1

2
+ 𝑜(1), 𝑘, 𝑗 = 1, 𝑁. (32)

Далi маємо

𝑐
(1)
𝑗 (𝑇 ) = ⟨𝜀(𝑡), cos𝜙𝑗𝑇 𝑡⟩ + ⟨𝑔(𝑡, 𝜃0)𝑚 cos𝜙𝑗𝑇 𝑡⟩ = 𝑑

(1)
𝑗 (𝑇 ) + 𝑑

(2)
𝑗 (𝑇 ),

крiм того, 𝑑(1)
𝑗 (𝑇 ) = 𝑜(1) за лемою 2. Тодi

𝑑
(2)
𝑗 (𝑇 ) = 𝐴0

𝑗⟨cos𝜙0
𝑗𝑡, cos𝜙𝑗𝑇 𝑡⟩ + 𝐵0

𝑗 ⟨sin𝜙0
𝑗𝑡, cos𝜙𝑗𝑇 𝑡⟩ + 𝑜(1) (33)

=
1

2
[𝐴0

𝑗𝑦𝑗𝑇 −𝐵0
𝑗𝑥𝑗𝑇 ] + 𝑜(1), 𝑗 = 1, 𝑁.

Так само

𝑐
(2)
𝑗 (𝑇 ) =

1

2
[𝐴0

𝑗𝑦𝑗𝑇 + 𝐵0
𝑗𝑥𝑗𝑇 ] + 𝑜(1), 𝑗 = 1, 𝑁. (34)

Тепер спiввiдношення (29) випливають iз (30) - (34).

Оскiльки |𝑥𝑘𝑇 |, |𝑦𝑘𝑇 | ≤ 1, то з (29) випливає, що

|𝐴𝑘𝑇 |, |𝐵𝑘𝑇 | ≤ |𝐴𝑘𝑇 | + |𝐵𝑘𝑇 | + 𝑜(1), 𝑘 = 1, 𝑁. (35)

Нехай

𝛥𝑔(𝑡; 𝜃1, 𝜃2) = 𝑔(𝑡; 𝜃1) − 𝑔(𝑡; 𝜃2)

та

𝐺𝑇 (𝜃1, 𝜃2) = ⟨𝛥𝑔(𝑡; 𝜃1, 𝜃2), 𝛥𝑔(𝑡; 𝜃1, 𝜃2)⟩.

За означенням ОНК

𝑄𝑇 (𝜃𝑇 ) ≤ 𝑄𝑇 (𝜃0). (36)

З iншого боку,

𝑄𝑇 (𝜃𝑇 ) −𝑄𝑇 (𝜃0) = 𝐺𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃
0) + 2⟨𝜀(𝑡), 𝛥𝑔(𝑡; 𝜃0, 𝜃𝑇 )⟩, (37)
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де

⟨𝜀(𝑡), 𝛥𝑔(𝑡; 𝜃0, 𝜃𝑇 )⟩ = 𝑜(1) (38)

з огляду на лему 2 та оцiнки (35). Беручи до уваги нерiвнiсть (36), отри-

муємо з (37) та (38), що

𝐺𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃
0) → 0 м.н., при 𝑇 → ∞. (39)

Покладемо

𝑔𝑘𝑇 (𝑡) = 𝐴𝑘𝑇 cos𝜙𝑘𝑇 𝑡 + 𝐵𝑘𝑇 sin𝜙𝑘𝑇 𝑡− 𝐴0
𝑘 cos𝜙0

𝑘𝑡−𝐵0
𝑘 sin𝜙0

𝑘𝑡.

Тодi

𝐺𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃
0) =

𝑁∑︁
𝑘=1

⟨𝑔𝑘𝑇 (𝑇 ), 𝑔𝑘𝑇 (𝑇 )⟩ + 2
∑︁
𝑘<𝑗

⟨𝑔𝑘𝑇 (𝑇 ), 𝑔𝑗𝑇 (𝑇 )⟩.

Використовуючи наведенi вище мiркування та оцiнки (35), ми знаходимо,

що

⟨𝑔𝑘𝑇 (𝑡), 𝑔𝑗𝑇 (𝑡)⟩ = 𝑜(1), 𝑘 ̸= 𝑗, (40)

⟨𝑔𝑘𝑇 (𝑡), 𝑔𝑘𝑇 (𝑡)⟩ =
1

2
[𝐴2

𝑘𝑇 + 𝐵2
𝑘𝑇 + (𝐴0

𝑘)
2 + (𝐵0

𝑘)2]−

−(𝐴𝑘𝑇𝐴
0
𝑘 + 𝐵𝑘𝑇𝐵

0
𝑘)𝑥𝑘𝑇 + (𝐴𝑘𝑇𝐵

0
𝑘 − 𝐴0

𝑘𝐵𝑘𝑇 )𝑦𝑘𝑇 + 𝑜(1), 𝑘 = 1, 𝑁. (41)

Пiдставивши спiввiдношення (29) у (41) та врахувавши (40), ми знахо-

димо, що

𝐺𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃
0) =

1

2

𝑁∑︁
𝑘=1

((𝐴0
𝑘)

2 + (𝐵0
𝑘)2)(1 − 𝑥2

𝑘𝑇 − 𝑦2
𝑘𝑇 ) + 𝑜(1)

=
1

2

𝑁∑︁
𝑘=1

((𝐴0
𝑘)

2 + (𝐵0
𝑘)2)

(︃
1 −

(︂
sin 1

2𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0
𝑘)

1
2𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0

𝑘

)︂2
)︃

+ 𝑜(1).
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Таким чином, спiввiдношення (39) виконується тодi i лише тодi, коли

𝑇 (𝜙𝑘𝑇 − 𝜙0
𝑘) → 0 м.н., при 𝑇 → ∞, 𝑘 = 1, 𝑁. (42)

Iз спiввiдношень (42), очевидно, випливає, що

𝑥𝑘𝑇 → 1, 𝑦𝑘𝑇 → 0 м.н., при 𝑇 → ∞, 𝑘 = 1, 𝑁.

Сильна консистентнiсть оцiнок 𝐴𝑘𝑇 та 𝐵𝑘𝑇 випливає з рiвностей (29).
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3 Узагальнення теореми Малiнво

Розглянемо класичну модель регресiї

𝑋𝑗 = 𝑔(𝑗, 𝜃0) + 𝜀𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛, (43)

де 𝑔(𝑗, 𝜃) : Θ → R, 𝑗 ≥ 1, – послiдовнiсть неперервних функцiй, невiдомий

параметр 𝜃0 ∈ Θ ⊂ R𝑞, де Θ – вiкрита множина; 𝜀𝑗, 𝑗 ≥ 1, – послiдов-

нiсть незалежних однаково розподiлених випадкових величин з нульовим

середнiм та скiнченним 2-им моментом: 𝐸𝜀𝑗 = 0, та 𝐸𝜀2
𝑗 = 𝜎2 < ∞.

Означення 1. ОНК параметра 𝜃0 ∈ Θ в класичнiй моделi регресiї (43)

називається будь-який вектор 𝜃𝑛 ∈ Θ𝑐 такий, що

𝑄𝑛(𝜃𝑛) = min
𝜃∈Θ𝑐

𝑄𝑛(𝜃),

𝑄𝑛(𝜃) =
𝑛∑︁

𝑗=1

(𝑋𝑗 − 𝑔(𝑗, 𝜃))2.

Позначимо

𝜙𝑛(𝜃1, 𝜃2) =
𝑛∑︁

𝑗=1

(𝑔(𝑗, 𝜃1) − 𝑔(𝑗, 𝜃2))
2, 𝜃1, 𝜃2 ∈ Θ𝑐, 𝑛 ≥ 1. (44)

Припустимо, що виконано наступнi умови.

𝐵. Для будь-яких 𝜀 > 0 та 𝑅 > 0 iснує 𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑅) таке, що для

достатньо великих 𝑛 (𝑛 > 𝑛0)

sup
𝑢1,𝑢2∈(Θ𝑐−𝜃0) ∩ 𝑣(𝑅),

‖𝑢1−𝑢2‖≤𝛿

𝑛−1𝜙𝑛(𝜃0 + 𝑢1, 𝜃
0 + 𝑢2) ≤ 𝜀. (45)

𝐶. Для деякого 𝑅0 > 0 та будь-якого 𝜌 ∈ (0;𝑅0) iснують числа 𝑎 =

𝑎(𝑅0) > 0 та 𝑏 = 𝑏(𝜌,𝑅0) > 0 такi, що для 𝑛 > 𝑛0

inf
𝑢∈(Θ𝑐−𝜃0)∩(𝑣𝑐(𝑅0)∖𝑣(𝜌))

𝑛−1𝜙𝑛(𝜃0 + 𝑢, 𝜃0) ≥ 𝑏; (46)
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inf
𝑢∈(Θ𝑐−𝜃0)∩𝑣(𝑅0)

𝑛−1𝜙𝑛(𝜃0 + 𝑢, 𝜃0) ≥ 4𝜎2 + 𝑎. (47)

У роботi [2] Малiнво довiв для класичної моделi (43) наступну теорему.

Теорема (Малiнво). За умов 𝐵 та 𝐶 ОНК 𝜃𝑛 параметра 𝜃0 у класичнiй

моделi регресiї (43) слабко консистентна, тобто

𝜃𝑛
𝑃−−−→

𝑛→∞
𝜃0. (48)

Деякi результати про консистентнiсть ОНК 𝜃𝑇 у моделi (1) зi стацiонар-

ним випадковим шумом 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R, було отримано у [1] та [4]. У цьому роз-

дiлi ми доведемо одне узагальнення теореми Малiнво про консистентнiсть

ОНК 𝜃𝑇 за умови 𝐴 i розглядаємо нелiнiйну функцiю регресiї 𝑔(𝑡, 𝜃), яка

задовольняє умовам, наведеним далi.

Згiдно зi стандартним означенням ОНК параметра 𝜃0, отриманою за

спостереженнями процесу {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]}, якщо 𝑔(𝑡, 𝜃) - нелiнiйна фун-

кцiя, або 𝑔(𝑡, 𝜃) лiнiйна, але Θ ̸≡ R𝑞 та неможливо множину Θ описати

простими обмеженнями, тодi оцiнку 𝜃𝑇 , взагалi кажучи, неможливо запи-

сати в явному виглядi. Якщо 𝑔(𝑡, 𝜃) - лiнiйна функцiя та Θ = R𝑞, тодi

оцiнка 𝜃𝑇 знаходиться в явному виглядi.

Припустимо, що функцiя 𝑔(𝑡, 𝜃) для будь-якого 𝑡 ≥ 0 є неперервно ди-

ференцiйовною за 𝜃 ∈ Θ𝑐, а її похiднi 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃) = 𝜕
𝜕𝜃𝑖

𝑔(𝑡, 𝜃), 𝑖 = 1, 𝑞, локально

iнтегрованi з квадратом за 𝑡, тобто 𝑑2
𝑖𝑇 (𝜃) =

𝑇∫︀
0

𝑔2
𝑖 (𝑡, 𝜃)𝑑𝑡, 𝑡 > 0.

Також введемо дiагональну матрицю

𝑑𝑇 (𝜃) = diag(𝑑𝑖𝑇 (𝜃), 𝑖 = 1, 𝑞).

Позначимо

Φ𝑇 (𝜃1, 𝜃2) =

𝑇∫︁
0

(𝑔(𝑡, 𝜃1) − 𝑔(𝑡, 𝜃2))
2𝑑𝑡, 𝜃1, 𝜃2 ∈ Θ𝑐,

𝑤𝑇 (𝜃1, 𝜃2) =

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)(𝑔(𝑡, 𝜃1) − 𝑔(𝑡, 𝜃2))𝑑𝑡, 𝜃1, 𝜃2 ∈ Θ𝑐,
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𝑧𝑇 (𝜃1, 𝜃2) = Φ−1
𝑇 (𝜃1, 𝜃2)𝑤𝑇 (𝜃1, 𝜃2), 𝜃1 ̸= 𝜃2,

𝑧𝑇 (𝜃1, 𝜃2) = 0, 𝜃1 = 𝜃2.

За означенням 𝜃𝑇 м.н.

𝑣*𝑇 ≥ 𝑇−1𝑄𝑇 (𝜃𝑇 ) = 𝑣*𝑇 − 2𝑇−1𝑤𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃) + 𝑇−1Φ(𝜃𝑇 , 𝜃),

або

Φ𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃)(𝑧𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃) − 1

2
) ≥ 0. (49)

Нехай 𝐵𝑇 (𝜃) ∈ Θ𝑐 - борелева множина та 𝜃 /∈ 𝐵𝑐
𝑇 (𝜃). Якщо 𝜃𝑇 ∈ 𝐵𝑇 (𝜃)

i для будь-яких 𝛿 > 0 та 𝜃1, 𝜃2 ∈ Θ𝑐

inf
|𝜃1−𝜃2|>𝛿

Φ𝑇 (𝜃1, 𝜃2) > 0,

тодi з (49) випливає, що

𝑃{𝜃𝑇 ∈ 𝐵𝑇 (𝜃)} ≤ 𝑃{ sup
𝜏∈𝐵𝑐

𝑇 (𝜃)

𝑧𝑇 (𝜏, 𝜃) ≥ 1

2
}. (50)

Ця нерiвнiсть (50) є вихiдною для отримання достатнiх умов консистен-

тностi 𝜃𝑇 . Зокрема, якщо 𝐵𝑇 (𝜃) = Θ𝑐 ∩ {𝜏 : |𝜏 − 𝜃| ≥ 𝜌}, тодi зi збiжностi

правої частини (50) при 𝑇 → ∞ до нуля випливає, що для 𝜃𝑇 виконується

𝑃{|𝜃𝑇 − 𝜃| ≥ 𝜌} −−−→
𝑇→∞

0.

Позначимо

𝑣(𝑅) = {𝑢 ∈ R𝑞 : ‖𝑢‖ < 𝑅},

Ψ𝑇 (𝑢1, 𝑢2) =

𝑇∫︁
0

[𝑔(𝑡, 𝜃0 + 𝑇
1
2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑢1) − 𝑔(𝑡, 𝜃0 + 𝑇
1
2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑢2)]
2 𝑑𝑡.

Для будь-якого фiксованого 𝜃0 ∈ Θ функцiю Ψ𝑇 (𝑢1, 𝑢2) будемо розгля-

дати на множинi 𝑈𝑇 (𝜃0) × 𝑈𝑇 (𝜃0), 𝑈𝑇 (𝜃0) = 𝑇− 1
2𝑑𝑇 (𝜃0)(Θ𝑐 − 𝜃0).
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Стосовно функцiї регресiї 𝑔 припустимо наступне.

𝐷. Для будь-яких 𝜀 > 0 та 𝑅 > 0 iснує 𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑅) > 0 таке, що

sup
𝑢1,𝑢2∈𝑈𝑇 (𝜃0)∩𝑣𝑐(𝑅),

‖𝑢1−𝑢2‖≤𝛿

𝑇−1Ψ𝑇 (𝑢1, 𝑢2) ≤ 𝜀. (51)

𝐸. Для деякого 𝑅0 > 0 та будь-якого 𝜌 ∈ (0, 𝑅0) iснують 𝑎 = 𝑎(𝑅0) > 0

та 𝑏 = 𝑏(𝜌,𝑅0) > 0 такi, що

inf
𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∩(𝑣𝑐(𝑅0)∖𝑣(𝜌))

𝑇−1Ψ𝑇 (𝑢, 0) ≥ 𝑏; (52)

inf
𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∖𝑣𝑐(𝑅0)

𝑇−1Ψ𝑇 (𝑢, 0) ≥ 4𝐵(0) + 𝑎. (53)

У лемi 1 було доведено, що за умови 𝐴

𝐸(𝑣*𝑇 −𝐵(0))2 = 𝑂(𝑇−1). (54)

Щодо доведення наступного твердження, див. роботу A.V. Ivanov,

N.N. Leonenko, I.V. Orlovskyi [4].

Лема 3. За умови 𝐴 для будь-яких 𝜃1, 𝜃2 ∈ Θ𝑐

𝐸𝑤4
𝑇 (𝜃1, 𝜃2) ≤ 𝑐Φ2

𝑇 (𝜃1, 𝜃2). (55)

Доведення. З формули (8)

𝐸𝑤4
𝑇 (𝜃1, 𝜃2) =

∫︁
[0,𝑇 ]4

𝑐4(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
4∏︁

𝑖=1

(𝑔(𝑡𝑖, 𝜃1) − 𝑔(𝑡𝑖, 𝜃2)) 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 𝑑𝑡3 𝑑𝑡4+

+3

⎛⎝ 𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

𝐵(𝑡1 − 𝑡2)(𝑔(𝑡1, 𝜃1) − 𝑔(𝑡1, 𝜃2))(𝑔(𝑡2, 𝜃1) − 𝑔(𝑡2, 𝜃2)) 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2

⎞⎠2

=
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= 𝐼7 + 3𝐼3
8 .

За умови 𝐴 i теореми Фубiнi-Тонеллi

|𝐼8| ≤
1

2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

𝐵(𝑡1 − 𝑡2)[(𝑔(𝑡1, 𝜃1) − 𝑔(𝑡1, 𝜃2))
2+

+(𝑔(𝑡2, 𝜃1) − 𝑔(𝑡2, 𝜃2))
2] 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 ≤ 𝑑2‖�̂�‖2

1,

‖�̂�‖1 =

∫︁
R

|�̂�(𝑡)| 𝑑𝑡.

З iншого боку, за формулою (9)

|𝐼7| ≤ 𝑑4

∫︁
R

𝑑𝑠

∫︁
[0,𝑇 ]4

4∏︁
𝑖=1

|(�̂�(𝑡𝑖 − 𝑠))(𝑔(𝑡𝑖, 𝜃1) − 𝑔(𝑡𝑖, 𝜃2))| 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 𝑑𝑡3 𝑑𝑡4 ≤

≤ 1

2
𝑑4

∫︁
[0,𝑇 ]4

4∏︁
𝑖=1

|(�̂�(𝑡𝑖 − 𝑠))|[(𝑔(𝑡1, 𝜃1) − 𝑔(𝑡1, 𝜃2))
2(𝑔(𝑡2, 𝜃1) − 𝑔(𝑡2, 𝜃2))

2+

+(𝑔(𝑡3, 𝜃1) − 𝑔(𝑡3, 𝜃2))
2(𝑔(𝑡4, 𝜃1) − 𝑔(𝑡4, 𝜃2))

2]𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 𝑑𝑡3 𝑑𝑡4 = 𝐼
(1)
7 + 𝐼

(2)
7 ;

𝐼
(1)
7 =

1

2
𝑑4

∫︁
R

𝑑𝑠

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|�̂�(𝑡1 − 𝑠)�̂�(𝑡2 − 𝑠)|(𝑔(𝑡1, 𝜃1) − 𝑔(𝑡1, 𝜃2))
2·

·(𝑔(𝑡2, 𝜃1) − 𝑔(𝑡2, 𝜃2))
2𝑑𝑡1 𝑑𝑡2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|�̂�(𝑡1 − 𝑠)�̂�(𝑡2 − 𝑠)| 𝑑𝑡3 𝑑𝑡4 ≤

≤ 1

4
𝑑4‖�̂�‖2

1

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

(𝑔(𝑡1, 𝜃1) − 𝑔(𝑡1, 𝜃2))
2(𝑔(𝑡2, 𝜃1) − 𝑔(𝑡2, 𝜃2))

2·
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·

⎛⎝∫︁
R

[︀
�̂�2(𝑡1 − 𝑠) + �̂�2(𝑡2 − 𝑠)

]︀⎞⎠ 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 ≤
1

2
𝑑4‖�̂�‖2

1Φ
2
𝑇 (𝜃1, 𝜃2).

Для iнтеграла 𝐼
(1)
7 отримуємо ту саму оцiнку. Отже, отримуємо нерiв-

нiсть (55) з = 𝑑4‖�̂�‖2
1‖�̂�‖2

2 + 3𝑑2
2‖�̂�‖4

1.

Наступну теорему для гауссiвського стацiонарного процесу 𝜀(𝑡) було

доведено в роботi A.V. Ivanov, N.N. Leonenko [1].

Теорема 2. Якщо виконано умови 𝐴, 𝐷 та 𝐸, то для будь-якого 𝜌 > 0

𝑃{‖𝑇− 1
2𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0)‖ ≥ 𝜌} = 𝑂(𝑇−1) при 𝑇 → ∞.

Доведення. Нехай 𝜌 ∈ (0;𝑅0) фiксоване, числа 𝑅0, 𝑏 та 𝑎 з умови 𝐸.

Для зручностi позначимо

𝑢𝑇 = 𝑇− 1
2𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0),

𝑧𝑇 (𝑢) = 𝑧𝑇 (𝑡, 𝜃0 + 𝑇− 1
2𝑑𝑇 (𝜃0)𝑢)

Для будь-якого 𝜃0 ∈ Θ з нерiвностi (50) отримуємо

𝑃{‖𝑢𝑇 (𝜃0)‖ ≥ 𝜌} ≤ 𝑃{ sup
𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∖𝑣𝑐(𝑅0)

𝑧𝑇 (𝑢) ≥ 1

2
}+

+𝑃{ sup
𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∩(𝑣𝑐(𝑅0)∖𝑣(𝜌))

𝑧𝑇 (𝑢) ≥ 1

2
} = 𝑃1 + 𝑃2.

Використовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського, умову (53), нерiвнiсть

Чебишова та умову (54) послiдовно отримуємо:
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inf
𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∖𝑣𝑐(𝑅0)

𝑇−1Ψ(𝑢, 0) − 4𝐵(0) ≥ 𝑎,

1

4
inf

𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∖𝑣𝑐(𝑅0)
𝑇−1Ψ(𝑢, 0) −𝐵(0) ≥ 𝑎

4
,

𝑣*𝑇 −𝐵(0) ≥ 1

4
inf

𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∖𝑣𝑐(𝑅0)
𝑇−1Ψ(𝑢, 0) −𝐵(0) ≥ 𝑎

4
,

𝑣*𝑇 −𝐵(0) ≥ 𝑎

4
,

𝑃1 ≤ 𝑃{𝑣*𝑇 ≥ 1

4
inf

𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∖𝑣𝑐(𝑅0)
𝑇−1Ψ(𝑢, 0)} ≤ 𝑃{𝑣*𝑇 −𝐵(0) ≥ 𝑎

4
} = 𝑂(𝑇−1).

Нехай 𝐹 (1), . . . , 𝐹 (𝑚) ⊂ 𝑣𝑐(𝑅0)∖𝑣(𝜌) - замкненi множини,
⋃︀𝑚

𝑖=1 𝐹
(𝑖) =

𝑣𝑐(𝑅0)∖𝑣(𝜌), де дiаметр кожного 𝐹 (𝑖) менше за 𝛿, з умови 𝐸 для будь-якого

𝜀 > 0 та 𝑅0 > 0, 𝑢(𝑖) ∈ 𝐹 (𝑖)
⋂︀

𝑈𝑇 (𝜃0), 𝑖 = 1,𝑚.

Тодi

𝑃2 ≤
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑃{ sup
𝑢∈𝐹 (𝑖)

⋂︀
𝑈𝑇 (𝜃0)

𝑧𝑇 (𝑢) ≥ 1

2
},

𝑃{ sup
𝑢∈𝐹 (𝑖)

⋂︀
𝑈𝑇 (𝜃0)

𝑧𝑇 (𝑢) ≥ 1

2
} ≤ 𝑃{|𝑧𝑇 (𝑢(𝑖))| ≥

1

4
}+

+𝑃{ sup
𝑢1,𝑢2∈𝐹 (𝑖)

⋂︀
𝑈𝑇 (𝜃0)

|𝑧𝑇 (𝑢1) − 𝑧𝑇 (𝑢2)| ≥
1

4
} = 𝑃

(𝑖)
3 + 𝑃

(𝑖)
4 , 𝑖 = 1,𝑚.

За умови (52) та нерiвностi (55) маємо

𝑃
(𝑖)
3 ≤ 𝑐Ψ−2

𝑇 (𝑢(𝑖), 0) ≤ 𝑐𝑏−2𝑇−2, 𝑖 = 1,𝑚.

Зауважимо, що

|𝑧𝑇 (𝑢1) − 𝑧𝑇 (𝑢2)| ≤ |𝑤𝑇 (𝜃0 + 𝑇
1
2𝑑−1

𝑇 𝑢1, 𝜃)| · |Ψ−1
𝑇 (𝑢1, 0) − Ψ−1

𝑇 (𝑢2, 0)|+
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+Ψ−1
𝑇 (𝑢2, 0)𝑇 (𝜃0 + 𝑇

1
2𝑑−1

𝑇 𝑢1, 𝜃
0 + 𝑇

1
2𝑑−1

𝑇 𝑢2)|,

|Ψ−1
𝑇 (𝑢1, 0) − Ψ−1

𝑇 (𝑢2, 0)| ≤

≤ 2
1
2Ψ

1
2

𝑇 (𝑢1, 𝑢2) · (Ψ
− 1

2

𝑇 (𝑢1, 0)Ψ−1
𝑇 (𝑢2, 0) + Ψ−1

𝑇 (𝑢1, 0)Ψ
− 1

2

𝑇 (𝑢2, 0)).

Таким чином, для 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝐹 (𝑖)
⋂︀

𝑈 𝑐
𝑇 (𝜃) за умов (51) та (52) отримуємо

|𝑧𝑇 (𝑢1) − 𝑧𝑇 (𝑢2)| ≤ 𝑣*𝑇Ψ
1
2

𝑇 (𝑢1, 𝑢2)·

·[2
1
2 (Ψ

− 1
2

𝑇 (𝑢1, 0)Ψ−1
𝑇 (𝑢2, 0) + Ψ−1

𝑇 (𝑢1, 0)Ψ
− 1

2

𝑇 (𝑢2, 0)) + Ψ−1
𝑇 (𝑢2, 0)] =

= 𝑣*𝑇Ψ
1
2

𝑇 (𝑢1, 𝑢2)[2
1
2Ψ

− 1
2

𝑇 (𝑢1, 0)Ψ−1
𝑇 (𝑢2, 0)(1 + Ψ

− 1
2

𝑇 (𝑢1, 0)) + Ψ−1
𝑇 (𝑢2, 0)] =

= 𝑣*𝑇Ψ
1
2

𝑇 (𝑢1, 𝑢2)((1 + 2
3
2 )Ψ−1

𝑇 (𝑢2, 0) + 2
1
2Ψ

− 1
2

𝑇 (𝑢1, 0)Ψ
− 1

2

𝑇 (𝑢2, 0)) · 𝑇
1
2 .

З умови (51) та (52)

sup
𝑢1,𝑢2∈𝑈𝑇 (𝜃0)∩𝑣𝑐(𝑅),

|𝑢1−𝑢2|≤𝛿

𝑇− 1
2Ψ

1
2

𝑇 (𝑢1, 𝑢2) ≤ 𝜀
1
2 ;

inf
𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∩(𝑣𝑐(𝑅0)∖𝑣(𝜌))

𝑇Ψ−1(𝑢, 0) ≤ 𝑏−1.

Отже, для 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝐹 (𝑖)
⋂︀

𝑈𝑇 (𝜃0), 𝑖 = 1,𝑚

|𝑧𝑇 (𝑢1) − 𝑧𝑇 (𝑢2)| ≤ (1 + 2
3
2 )𝑣*𝑇𝜀

1
2𝑏−1.

Тодi 𝑃 (𝑖)
4 = 𝑂(𝑇−1), якщо 𝜀 обране так, що 𝑏2/16(9 + 4

√
2)𝜀 > 𝐵(0).

Таким чином, згрупувавши оцiнки 𝑃1, 𝑃2, 𝑃
(𝑖)
3 , 𝑃

(𝑖)
4 , 𝑖 = 1,𝑚, отримаємо

твердження теореми.
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4 Узагальнення теореми Дженрiча

У роботi [3] Р.Дженрiч довiв для класичної регресiйної моделi (43) тео-

рему про сильну консистентнiсть ОНК 𝜃𝑛 невiдомого параметра 𝜃0 ∈ Θ, де

Θ ⊂ R𝑞 є вiдкритою обмеженою множиною. Введемо умову цiєї теореми.

𝐹.

sup
𝜃1,𝜃2∈Θ𝑐

|𝑛−1𝜙𝑛(𝜃1, 𝜃2) − 𝜙(𝜃1, 𝜃2)| −−−→
𝑛→∞

0, (56)

де функцiя 𝜙(𝜃1, 𝜃2) ≥ 0 є неперервною на Θ𝑐 × Θ𝑐, причому 𝜙(𝜃1, 𝜃2) = 0

тодi i тiльки тодi, коли 𝜃1 = 𝜃2.

Теорема (Дженрiч). За умови 𝐹 ОНК 𝜃𝑇 є сильно консистентною оцiн-

кою параметра 𝜃0 ∈ Θ, тобто

𝜃𝑛 −−−→
𝑛→∞

𝜃0 м.н. (57)

У цьому роздiлi отримано одне узагальнення теореми Дженрiча для

ОНК 𝜃𝑇 в моделi спостережень (1). Зауважимо, що для моделi (43) Теорему

Дженрiча було узагальнено в [16].

Припустимо, що в моделi (1) параметрична множина ще й обмежена,

та для будь-якого 𝜃 ∈ Θ iснують такi константи 𝑘𝑖(𝜃) > 0 та 𝑘𝑖(𝜃) < ∞, 𝑖 =

1, 𝑞, що

𝑘𝑖(𝜃) ≤ lim
𝑇→∞

𝑇− 1
2𝑑𝑖𝑇 (𝜃) ≤ lim

𝑇→∞
𝑇− 1

2𝑑𝑖𝑇 (𝜃) ≤ 𝑘𝑖(𝜃). (58)

У цьому випадку при доведеннi консистентностi ОНК параметра 𝜃 у

моделi (1) зникає потреба у нормуваннi ОНК вигляду 𝑇− 1
2𝑑𝑇 (𝜃) в умовах

вiдповiдної теореми та її доведення.

Введемо потрiбнi нам умови.

𝐺. Для будь-яких 𝑟 > 0 таких, що (Θ𝑐 − 𝜃)∖𝑣(𝑟) ̸= ø, та 𝜃0 ∈ Θ iснує

число 𝜌 = 𝜌(𝑟, 𝜃0) > 0 таке, що

inf
𝑢∈(Θ𝑐−𝜃0)∖𝑣(𝑟)

𝑇−1Φ𝑇 (𝜃0 + 𝑢, 𝜃0) ≥ 𝜌. (59)
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𝐻. Iснує константа 𝑐0 < ∞ така, що для 𝑇 > 𝑇0 рiвномiрно за

𝜃1, 𝜃2 ∈ Θ𝑐

𝑇−1Φ𝑇 (𝜃1, 𝜃2) ≤ 𝑐0‖𝜃1 − 𝜃2‖2. (60)

Теорема 3. Нехай виконано умови 𝐴,𝐺 та 𝐻. Тодi ОНК 𝜃𝑇 є сильно

консистентною, тобто

𝜃𝑇 −−−→
𝑇→∞

𝜃0 м.н. (61)

Доведення. За означенням ОНК 𝜃𝑇 , яке ми вже писали вище, м.н.

𝑣*𝑇 ≥ 𝑇−1𝑄𝑇 (𝜃𝑇 ) = 𝑣*𝑇 − 2𝑇−1𝑤𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃
0) + 𝑇−1Φ𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃

0),

або

𝑇−1Φ𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃
0) − 2𝑇−1𝑤𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃

0) ≤ 0 м.н. (62)

Покажемо, для довiльного фiксованого 𝜏 ∈ Θ𝑐

𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏, 𝜃0) −−−→
𝑇→∞

0 м.н. (63)

Очевидно,

𝐸(𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏, 𝜃0))2 = 𝐸(𝑇−1

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)(𝑔(𝑡, 𝜏) − 𝑔(𝑡, 𝜃0)) 𝑑𝑡)2 =

= 𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

𝐵(𝑡− 𝑠)((𝑔(𝑡, 𝜏) − 𝑔(𝑡, 𝜃0))((𝑔(𝑠, 𝜏) − 𝑔(𝑡, 𝜃0)) 𝑑𝑡 𝑑𝑠 ≤

≤ 1

2
𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝐵(𝑡− 𝑠)|(((𝑔(𝑡, 𝜏) − 𝑔(𝑡, 𝜃0))2 + ((𝑔(𝑠, 𝜏) − 𝑔(𝑠, 𝜃0))2) 𝑑𝑡 𝑑𝑠 ≤

≤ 𝑇−1

∫︁
R

|𝐵(𝑡)| 𝑑𝑡(𝑇−1Φ𝑇 (𝜏, 𝜃0)). (64)
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Покажемо, що 𝐵 ∈ 𝐿1(R). Дiйсно, за умови 𝐴 та формули (9) випливає,

що

∫︁
R

|𝐵(𝑡)| 𝑑𝑡 = 𝑑2

∫︁
R

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
R

�̂�(𝑡 + 𝑠)�̂�(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑑2

∫︁
R

∫︁
R

(|�̂�(𝑡 + 𝑠)| |�̂�(𝑠)|) 𝑑𝑠 𝑑𝑡 =

= 𝑑2

∫︁
R

⎛⎝∫︁
R

|�̂�(𝑡 + 𝑠)| 𝑑𝑡

⎞⎠ |�̂�(𝑠)| 𝑑𝑠 = 𝑑2‖�̂�‖2
𝐿1
. (65)

При отриманнiй нерiвностi (65) ми скористались теоремою Фубiнi-Тонеллi.

Таким чином, повертаючись до нерiвностi (64) отримуємо за допомогою 𝐻

𝐸(𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏, 𝜃0))2 ≤ (𝑑2‖�̂�‖2
𝐿1
𝑐0 sup

𝜃1,𝜃2∈Θ𝑐

‖𝜃1 − 𝜃2‖2)𝑇−1 = 𝑂(𝑇−1). (66)

Розглянемо послiдовнiсть 𝑇𝑛 = 𝑛2, 𝑛 ≥ 1. За (66) маємо

∞∑︁
𝑛=1

𝐸(𝑇−1
𝑛 𝑤𝑇𝑛

(𝜏, 𝜃0))2 < ∞, (67)

тобто для довiльного фiксованого 𝜏 ∈ Θ𝑐

𝑇−1
𝑛 𝑤𝑇𝑛

(𝜏, 𝜃0) −−−→
𝑛→∞

0 м.н. (68)

Для отримання (63) доведемо, що послiдовнiсть в.в

𝜂𝑛 = sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

⃒⃒
𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏, 𝜃0) − 𝑇−1

𝑛 𝑤𝑇𝑛
(𝜏, 𝜃0)

⃒⃒
−−−→
𝑛→∞

0 м.н. (69)

Нехай 𝑇 ∈ [𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1). Тодi з використанням позначення ∆(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝜏)−

− 𝑔(𝑡, 𝜃0), одержуємо⃒⃒⃒⃒
𝑇−1

∫︁ 𝑇

0

𝜀(𝑡)∆(𝑡) 𝑑𝑡− 𝑇−1
𝑛

∫︁ 𝑇

0

𝜀(𝑡)∆(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
=
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=

⃒⃒⃒⃒
(𝑇−1 − 𝑇−1

𝑛 )

∫︁ 𝑇𝑛

0

𝜀(𝑡)∆(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑇−1

∫︁ 𝑇

𝑇𝑛

𝜀(𝑡)∆(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛

𝑇𝑛
𝑇−1
𝑛

⃒⃒
𝑤𝑇𝑛

(𝜏, 𝜃0)
⃒⃒

+

(︂
𝑇−1
𝑛

∫︁ 𝑇𝑛+1

𝑇𝑛

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡

)︂ 1
2

×

×
(︂
𝑇−1
𝑛

∫︁ 𝑇𝑛+1

𝑇𝑛

(︀
𝑔(𝑡, 𝜏) − 𝑔(𝑡, 𝜃0)

)︀2
𝑑𝑡

)︂ 1
2

. (70)

Завдяки (68) i тому, що

𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛

𝑇𝑛
=

(𝑛 + 1)2 − 𝑛2

𝑛2
=

2𝑛 + 1

𝑛2
= 𝑂(𝑛−1),

1-й доданок правої частини нерiвностi (70) прямує до нуля м.н. З iншого

боку, за лемою 1

𝑇−1
𝑛

∫︁ 𝑇𝑛+1

𝑇𝑛

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑇𝑛+1

𝑇𝑛
𝑣*𝑇𝑛+1

− 𝑣*𝑇𝑛
−−−→
𝑛→∞

0 м.н.

Аналогiчно за умови 𝐻

𝑇−1
𝑛

∫︁ 𝑇𝑛+1

𝑇𝑁

(︀
𝑔(𝑡, 𝜏) − 𝑔(𝑡, 𝜃0)

)︀2
𝑑𝑡 ≤

(︂
𝑇𝑛+1

𝑇𝑛

)︂
𝑇−1
𝑛+1Φ𝑇𝑛+1(𝜏, 𝜃

0) ≤

≤ 𝑐0 sup
𝜃1,𝜃2∈Θ𝑐

‖𝜃1 − 𝜃2‖2

(︂
𝑇𝑛+1

𝑇𝑛

)︂
.

Таким чином, i 2-й доданок правої частини нерiвностi (70) збiгається до

нуля м.н., звiдки i випливає (63).

Розглянемо довiльну злiченну множину Θ′ ⊂ Θ𝑐 всюди щiльну в Θ𝑐.

Нехай Ω′ ⊂ Ω подiя повної ймовiрностi така, що для елементарних подiй

𝑤 ∈ Ω′

𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏, 𝜃0) −−−→
𝑇→∞

0, 𝜏 ∈ Θ′, 𝑣*𝑇 −−−→
𝑇→∞

𝐵(0).

Нехай також для 𝑇 > 𝑇0 𝑇−1Φ𝑇 (𝜃1, 𝜃2) ≤ 𝜀 при ‖𝜃1 − 𝜃2‖ < 𝛿. За

умови 𝐻 можна взяти 𝑐0𝛿
2 ≤ 𝜀. Зрозумiло, що

sup
𝜏∈Θ𝑐

(︀
𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏, 𝜃0)

)︀2 ≤ 2( max
1≤𝑖≤𝑚𝛿

⃒⃒
𝑛−1𝑤𝑇 (𝜏𝑖, 𝜃

0)
⃒⃒2

+
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+ max
1≤𝑖≤𝑚𝛿

sup
𝜏∈𝑣𝜏𝑖(𝛿)∩Θ𝑐

⃒⃒
𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏𝑖, 𝜏)

⃒⃒2
), (71)

де 𝑣𝜏𝑖(𝛿), 𝑖 = 1,𝑚𝛿, є скiнченне покриття Θ𝑐, 𝜏𝑖 ∈ Θ′. Якщо 𝑤 ∈ Ω′, то для

𝑇 > 𝑇0

max
1≤𝑖≤𝑚𝛿

⃒⃒
𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏𝑖, 𝜃

0)
⃒⃒2
< 𝜀, 𝑣*𝑇 < 𝐵(0) + 𝜀. (72)

Тепер, оскiльки

⃒⃒
𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏𝑖, 𝜏)

⃒⃒2 ≤ 𝑇−1Φ𝑇 (𝜏𝑖, 𝜏)𝑣*𝑇 ,

то з умови 𝐻 та тексту перед нерiвнiстю (71) випливає, що 2-й доданок

правої частини нерiвностi (71) при 𝑇 > 𝑇0 оцiнюється зверху величиною

𝜀(𝐵(0) + 𝜀). Таким чином,

sup
𝜏∈Θ𝑐

⃒⃒
𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏, 𝜃0)

⃒⃒2 ≤ 2𝜀(𝐵(0) + 𝜀 + 1), (73)

та

sup
𝜏∈Θ𝑐

⃒⃒
𝑇−1𝑤𝑇 (𝜏, 𝜃0)

⃒⃒
−−−→
𝑇→∞

0 м.н. (74)

У свою чергу, з (74) маємо

𝑇−1𝑤𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃
0) −−−→

𝑇→∞
0 м.н. (75)

Разом з (62) це означає, що

𝑇−1Φ𝑇 (𝜃𝑇 , 𝜃
0) −−−→

𝑇→∞
0 м.н. (76)

Покажемо, як iз (76) та 𝐺 випливає твердження теореми. Припустимо,

що для елементарної подiї 𝑤 ∈ Ω

𝑇−1Φ(𝜃𝑇 , 𝜃
0) −−−→

𝑇→∞
0, але 𝜃𝑇 ̸−−−→

𝑇→∞
0.

Це означає, що iснує 𝑟 > 0 та послiдовнiсть 𝑇𝑘, 𝑘 ≥ 1, така, що

‖𝜃𝑇𝑘
− 𝜃0‖ ≥ 𝑟.
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Для цiєї послiдовностi за умови 𝐺

𝑇−1
𝑘 Φ𝑇𝑘

(𝜃𝑇𝑘
(𝑤), 𝜃0) ≥ 𝜌(𝑟) > 0.

Прийшли до протирiччя.
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Висновки

У магiстерськiй дисертацiї розглянуто нелiнiйну модель регресiї з не-

перервним часом i випадковим шумом, який є лiнiйним Левi-керованим

випадковим процесом.

Нами доведено:

1) теорему про сильну консистентнiсть ОНК параметрiв тригонометричної

моделi регресiї;

2) узагальнення теореми Малiнво про слабку консистентнiсть ОНК параме-

трiв загальної моделi регресiї у випадку необмеженої параметричної мно-

жини;

3) узагальнення теореми Дженрiча про сильну консистентнiсть ОНК у ви-

падку обмеженої параметричної множини.

Природним напрямом подальших дослiджень є отримання умов кон-

систентностi перiодограмних оцiнок параметрiв тригонометричної моделi

регресiї з лiнiйним Левi-керованим шумом. Варто також отримати вла-

стивiсть консистентностi ОНК для бiльш широкого рiзномаїття функцiй

регресiї, нiж в цiй дисертацiї, для моделi з лiнiйним Левi-керованим випад-

ковим шумом.



42

Список використаних джерел

[1] Ivanov A.V., Leonenko N.N. Statistical Analysis of Random Fields. Kluwer

Acad. Publ. Dordrecht. 1989

[2] Malinvaud E. The consistency of nonlinear regression. Ann. Math. Statist.

Vol 41. P. 953-969. 1970.

[3] Jennrich R.I. Non-linear least squares estimators. Ann. Math. Statist. 1969.

Vol 40, P. 633-643.

[4] Ivanov A.V., Leonenko N.N., Orlovskyi I.V. On the Whittle estimator for

linear random noise spectral density parameter in continuous-time nonlinear

regression models, Stat. Inference Stoch. Processes 2020. Vol. 23 P. 129-169.

[5] Rajput B., and Rosinski J. Spectral representations of infinitely divisible

processes, Prob. Theory Rel. Fields. 1989. 82. P. 451-487.

[6] Anh V.V., Heyde C.C., Leonenko N.N. Dynamic models of long-memory
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