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Реферат

Магiстерська дисертацiя: 48 сторiнок, 23 слайди для проектора, 19 пер-

шоджерел.

В роботi дослiджується асимптотична нормальнiсть оцiнки найменших

квадратiв парарметрiв нелiнiйної моделi регресiї з лiнiйним випадковим

шумом, керованим процесом Левi.

Мета дослiдження полягає в отриманнi ряду умов на функцiю регресiї

та випадкового процесу, що задає випадковий шум, за яких оцiнка наймен-

ших квадратiв є асимптотично нормальною.

Завданням магiстерської дисертацiї є доведення асимптотичної нормаль-

ностi оцiнки найменших квадратiв параметрiв нелiнiйної, зокрема, триго-

нометричної моделi регресiї. Об’єктом дослiдження є нелiнiйна модель ре-

гресiї з лiнiйним випадковим шумом та неперервним часом спостереження.

Предметом дослiдження є асимптотична нормальнiсть оцiнки найменших

квадратiв параметрiв нелiнiйної функцiї регресiї.

Для досягнення вказаної мети було використано такi поняття, як Левi-

керований лiнiйний стохастичний процес, нормована оцiнка найменших ква-

дратiв, спектральна мiра функцiї регресiї, центральна гранична теорема

для зваженого iнтегралу вiд випадкового шуму, а також теорема Брауера

про нерухому точку.

Вперше в нелiнiйнiй моделi регресiї з Левi-керованим лiнiйним випадко-

вим шумом доведено асимптотичну нормальнiсть оцiнки найменших ква-

дратiв невiдомих параметрiв, що визначає важливiсть, новизну та актуаль-

нiсть отриманих результатiв у статистицi випадкових процесiв.

Ключовi слова: нелiнiйна модель регресiї, функцiя регресiї, лiнiйний ви-

падковий шум, Левi-керований процес, коварiацiйна функцiя, спектральна

щiльнiсть, оцiнка найменших квадратiв, теорема редукцiї, спектральна мi-

ра функцiї регресiї, асимптотична єдинiсть, асимптотична нормальнiсть,
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центральна гранична теорема, теорема Брауера про нерухому точку.
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Abstract

Master degree thesis contains 48 pages, 23 slides for projector, 19 primary

sources.

The least squares estimator asymptotic normality of the parameters of a

nonlinear regression model with Levy-driven continuous-time linear random

noise is investigated.

The goal of the study is to obtain a number of conditions for the regres-

sion function and the random noise process, under which the least squares

estimator is asymptotically normal.

The task of the master thesis is to prove the least squares estimator of

the parameters of a nonlinear, in particular, trigonometric regression model

asymptotic normality. The object of the study is a nonlinear regression model

with linear random noise and continuous observation time. The subject of

the study is the least squares estimator of the parameters of the nonlinear

regression function asymptotic normality.

To achieve this goal, we used such concepts as Levi-driven continuous

stochastic process, normalized least squares estimator, spectral measure of

the regression function, central limit theorem for the weighted integral of a

random noise, and Brauer fixed point theorem.

For the first time in nonlinear regression model with Levi-driven linear

random noise, the least squares estimator of unknown parameters asymptotic

normality was proved, which determines obtained results importance, novelty

and relevance in statistics of stochastic processes.

Key words: nonlinear regression model, regression function, linear ran-

dom noise, Levi-driven process, covariance function, spectral density, least

squares estimator, reduction theorem, spectral measure of a regression func-

tion, asymptotic uniqueness, asymptotic normality, central limit theorem,

Brauer fixed point theorem.



Змiст

Вступ 8

1 Постановка задачi 10

2 Теорема редукцiї (лiнеаризацiї) 15

3 Асимптотична єдинiсть оцiнки найменших квадраiв 23

4 Асимптотична нормальнiсть оцiнки найменших квадратiв 35

Список використаних джерел 46



8

Вступ

В роботi розглядається нелiнiйна модель регресiї з неперервним часом

спостереження та Левi-керованим лiнiйним випадковим шумом.

Ми розглянемо таку проблему регресiйного аналiзу як оцiнювання ам-

плiтуд та кутових частот суми гармонiчних коливань, прихованих наявнi-

стю адитивного лiнiйного випадкового шуму. Описану регресiйну модель

називають тригонометричною, а вказану проблему – задачею про виявле-

ння прихованих перiодичностей.

Асимптотична поведiнка оцiнок найменших квадратiв (ОНК) тригоно-

метричних регресiйних моделей з неперервним часом та рiзними умовами

щодо випадкового шуму вивчалась у роботах П. Уiтла [1], А. М. Уолке-

ра [2], Е. Дж. Хеннана [3], А. Я. Дороговцева [4], П. С. Кнопова [5], О. В.

Iванова [6], О. В. Iванова, Н. Н. Леоненка, М. Д. Руiз-Медини, Б. М. Жу-

раковського [7] та iнших.

В ходi нашого дослiдження було проаналiзовано асимптотичну нор-

мальнiсть ОНК параметрiв тригонометричної регресiйної моделi з лiнiй-

ним випадковим шумом. Ми спирались на статтi [7] та О. В. Iванов, Н. Н.

Леоненко, I. В. Орловський [8]. На вiдмiну вiд нашої нелiнiйної регресiйної

моделi з лiнiйним випадковим шумом, у статтi [7] описано асимптотичнi

властивостi ОНК параметрiв нелiнiйної регресiйної моделi з випадковим

шумом, який є локальним нелiнiйним перетворенням гауссiвського часово-

го ряду. Робота [8] мiстить постановку задачi статистичного оцiнювання з

лiнiйним Левi-керованим випадковим шумом та деякi потрiбнi нам резуль-

тати.

Магiстерська дисертацiя налiчує 4 роздiли.

У 1-му роздiлi розглянуто нелiнiйну, зокрема, тригонометричну, регре-

сiйну модель, формулюється умова на випадковий шум, потрiбна для до-

ведення асимптотичної нормальностi ОНК параметрiв моделi, а також, да-
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ється означення ОНКв сенсi Уолкера Walker A .M. [2].

У 2-му роздiлi розглянуто умови на функцiю регресiї, потрiбнi для дове-

дення теореми редукцiї (теорема 1), яка дозволяє замiнити вивчення асим-

птотичного розподiлу ОНК в нелiнiйнiй моделi вивченням асимптотичного

розподiлу ОНК в деякiй вiртуальнiй лiнiйнiй моделi регресiї.

У 3-му роздiлi доведено теорему єдиностi (теорема 2), яка стверджує,

що асимптотично ОНК є єдиною за ймовiрнiстю, якщо вона є слабко кон-

систентною, i є асимптотично єдиною з ймовiрнiстю 1, коли ОНК є сильно

консистентною оцiнкою невiдомого параметра 𝜃.

У 4-му роздiлi сформульовано центральну граничну теорему (теоре-

ма 3) про асимптотичну нормальнiсть зваженого iнтегралу вiд Левi-керова-

ного лiнiйного випадкового процесу [8]. Крiм цього, застосованi результати

попереднiх роздiлiв, якi дозволяють разом зi вказаною центральною гра-

ничною теоремою, довести теорему про асимптотичну нормальнiсть ОНК

параметрiв загальної нелiнiйної моделi регресiї (теорема 4).

Результати проведеного дослiдження доповiдались на Десятiй всеукра-

їнськiй науковiй конференцiї молодих математикiв [9].
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1 Постановка задачi

Розглянемо регресiйну модель

𝑋(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝜃0) + 𝜀(𝑡), 𝑡 ≥ 0, (1)

де 𝑔 : (0;∞) × Θ𝛾 → R – неперервна функцiя, Θ ⊂ R𝑞 – вiдкрита опукла

множина, Θ𝛾 =
⋃︀

‖𝑒‖≤1

(Θ + 𝛾𝑒), 𝛾 > 0, 𝜃0 ∈ Θ – iстинне значення невiдомого

параметра, 𝜀 – випадковий шум, описаний нижче.

Позначимо (Ω,ℱ ,P) – повний ймовiрнiсний простiр, на якому задано

випадковий процес, що розглянуто в роботi.

Процес Левi 𝐿(𝑡), 𝑡 ≥ 0, – це стохастичний процес з незалежними та

стацiонарними приростами, м. н. неперервними справа траєкторiями та з

лiвими границями (cadlag), а також для якого 𝐿(0) = 0.

Позначимо через (𝑎, 𝑏, 𝜋) характеристичну трiйку процесу Левi 𝐿(𝑡),

𝑡 ≥ 0. Тодi для всiх 𝑡 ≥ 0

logE exp {𝑖𝑧𝐿(𝑡)} = 𝑡𝑘(𝑧)

для 𝑧 ∈ R, де

𝑘(𝑧) = 𝑖𝑎𝑧 − 1

2
𝑏𝑧2 +

∫︁
R

(︁
𝑒𝑖𝑧𝑢 − 1 − 𝑖𝑧𝜏(𝑢)

)︁
𝜋(𝑑𝑢), 𝑧 ∈ R, (2)

причому 𝑎 ∈ R, 𝑏 ≥ 0 та

𝜏(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑢, |𝑢| ≤ 1,

𝑢
|𝑢| , |𝑢| > 1.

Мiра Левi 𝜋 в (2) – мiра на R ∖ {0} така, що 𝜋({0}) = 0 та∫︁
R

min(1, 𝑢2) 𝜋(𝑑𝑢) <∞.

Вiдомо, що 𝐿(𝑡) має скiнченний 𝑝-ий момент для 𝑝 > 0 (E|𝐿(𝑡)|𝑝 <∞) тодi

й лише тодi, коли ∫︁
R

|𝑢|𝑝 𝜋(𝑑𝑢) <∞,
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та 𝐿(𝑡) має скiнченний експоненцiальний момент 𝑝-го порядку, 𝑝 > 0(︁
E𝑒𝑝𝐿(𝑡) <∞

)︁
тодi й лише тодi, коли∫︁

|𝑢|≥1

𝑒𝑝𝑢 𝜋(𝑑𝑢) <∞. (3)

Якщо 𝐿(𝑡), 𝑡 ≥ 0, — процес Левi з характеристиками (𝑎, 𝑏, 𝜋), тодi

−𝐿(𝑡), 𝑡 ≥ 0, є також процесом Левi з характеристиками (−𝑎, 𝑏, 𝜋̃), де

𝜋̃(𝐴) = 𝜋(−𝐴) для кожної борелевої множини 𝐴.

Розглянемо модифiкацiю процесу Левi −𝐿(𝑡), з траекторiями, якi м. н.

неперервнi злiва та мають границi справа (caglad), i позначимо цю модифi-

кацiю −𝐿̃(𝑡), 𝑡 ≥ 0. Тодi розглянемо двостороннiй процес Левi 𝐿(𝑡), 𝑡 ∈ R,

такий, що для 𝑡 ≥ 0 вiн дорiвнює 𝐿(𝑡), а для 𝑡 < 0, є незалежною копiєю

процесу −𝐿̃(𝑡).

Нехай 𝑎̂ : 𝑅+ → 𝑅 – вимiрна функцiя. Розглянемо Левi-керований лi-

нiйний випадковий процес

𝜀(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑎̂(𝑡− 𝑠) 𝑑𝐿(𝑠), 𝑡 ∈ R. (4)

Для каузального процесу (4) 𝑎̂(𝑡) = 0, 𝑡 < 0.

Припустимо, що

𝑎̂ ∈ 𝐿1(R) ∩ 𝐿2(R), E𝐿(1) = 0. (5)

За умови (5) та ∫︁
R

𝑢2 𝜋(𝑑𝑢) <∞,

iнтеграл в (4) коректно визначений в 𝐿2(Ω) в сенсi стохастичної iнтегрова-

ностi, введеної в роботi Б. Райпута та Я. Розинського [10].

Часто в якостi ядра в (4) обирають ядра гамма-типу [7]:

1. 𝑎̂ = 𝑡𝛼𝑒−𝜆𝑡1[0;+∞)(𝑡), 𝜆 > 0, 𝛼 > −1
2 ;
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2. 𝑎̂ = 𝑒−𝜆𝑡1[0;+∞)(𝑡), 𝜆 > 0 (процес Орнштейна - Уленбека);

3. 𝑎̂ = 𝑒−𝜆𝑡, 𝜆 > 0 (збалансований процес Орнштейна - Уленбека).

A. Процес {𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R}, заданий в (4), є вимiрним лiнiйним процесом,

де двостороннiй процес Левi 𝐿(𝑡) та функцiя 𝑎̂ задовольняють умови (3)

та (5).

З умови A випливає, що для будь-якого 𝑟 ≥ 1

log E exp
{︁
𝑖

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑧𝑗𝜀(𝑡𝑗)
}︁

=

∫︁
R

𝑘

(︃
𝑟∑︁
𝑗=1

𝑧𝑗𝑎̂(𝑡𝑗 − 𝑠)

)︃
𝑑𝑠. (6)

З формули (6) видно, що стохастичний процес 𝜀 стацiонарний.

Позначимо

𝑚𝑟(𝑡1, ..., 𝑡𝑟) = E𝜀(𝑡1)...𝜀(𝑡𝑟),

𝑐𝑟(𝑡1, ..., 𝑡𝑟) = 𝑖−𝑟
𝜕𝑟

𝜕𝑧1...𝜕𝑧𝑟
log E exp

{︁
𝑖

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑧𝑗𝜀(𝑡𝑗)
}︁⃒⃒⃒

𝑧1=...=𝑧𝑟=0

моментнi та кумулянтнi функцiї вiдповiдно порядкiв 𝑟 ≥ 1 процесу 𝜀. Тодi

𝑚2(𝑡1, 𝑡2) = 𝐵(𝑡1 − 𝑡2), де

𝐵(𝑡) = 𝑑2

∫︁
R

𝑎̂(𝑡+ 𝑠)𝑎̂(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R, (7)

– коварiацiйна функцiя процесу 𝜀, та моментна функцiя 4-го порядку має

вигляд

𝑚4(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 𝑐4(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) +𝑚2(𝑡1, 𝑡2)𝑚2(𝑡3, 𝑡4)+

+𝑚2(𝑡1, 𝑡3)𝑚2(𝑡2, 𝑡4) +𝑚2(𝑡1, 𝑡4)𝑚2(𝑡2, 𝑡3). (8)

Явне представлення кумулянтiв стохастичного процесу 𝜀 може бути

отримано з (6) прямими обчисленнями:

𝑐𝑟(𝑡1, ..., 𝑡𝑟) = 𝑑𝑟

∫︁
R

𝑟∏︁
𝑗=1

𝑎̂(𝑡𝑗 − 𝑠) 𝑑𝑠, (9)
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де 𝑑𝑟 — 𝑟-ий кумулянт випадкової величини 𝐿(1). Зокрема,

𝑑2 = E𝐿2(1) = −𝑘(2)(0), 𝑑4 = E𝐿4(1) − 3(E𝐿2(1))2.

За умови A, спектральнi щiльностi стацiонарного процесу 𝜀 всiх порядкiв

iснують та задаються формулами

𝑓𝑟(𝜆1, ..., 𝜆𝑟−1) = (2𝜋)−𝑟+1𝑑𝑟 · 𝑎

(︃
−

𝑟−1∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗

)︃
·
𝑟−1∏︁
𝑗=1

𝑎(𝜆𝑗), (10)

де 𝑎 ∈ 𝐿2(R), 𝑎(𝜆) =
∫︀
R
𝑒−𝑖𝜆𝑡𝑎̂(𝑡) 𝑑𝑡, 𝜆 ∈ R, якщо комплекснозначнi функцiї

𝑓𝑟 ∈ 𝐿1(R𝑟−1), 𝑟 > 2, [11].

Для 𝑟 = 2, щiльнiсть 2-го порядку має вигляд:

𝑓(𝜆) = 𝑓2(𝜆) =
1

2𝜋
𝑑2𝑎(𝜆)𝑎(−𝜆) =

1

2𝜋
𝑑2|𝑎(𝜆)|2.

Розглянемо тригонометричну функцiю регресiї

𝑔(𝑡, 𝜃0) =
𝑁∑︁
𝑘=1

(𝐴0
𝑘 cos𝜙0

𝑘𝑡+𝐵0
𝑘 sin𝜙0

𝑘𝑡), (11)

𝜃0 = (𝜃0
1, 𝜃

0
2, 𝜃

0
3, ..., 𝜃

0
3𝑁−2, 𝜃

0
3𝑁−1, 𝜃

0
3𝑁) = (𝐴0

1, 𝐵
0
1 , 𝜙

0
1, ..., 𝐴

0
𝑁 , 𝐵

0
𝑁 , 𝜙

0
𝑁),

(𝐶0
𝑘)2 = (𝐴0

𝑘)
2 + (𝐵0

𝑘)
2 > 0, 𝑘 = 1, 𝑁.

Розташуємо частоти 𝜙0 = (𝜙0
1, ..., 𝜙

0
𝑁) у порядку зростання та розглянемо

монотонно неспадну сiм’ю вiдкритих множин Φ𝑇 , 𝑇 > 𝑇0 > 0, таку, що⋃︁
𝑇>𝑇0

Φ𝑇 = Φ(𝜙, 𝜙),

де

Φ(𝜙, 𝜙) = {𝜙 = (𝜙1, ..., 𝜙𝑁) ∈ R𝑁 : 0 ≤ 𝜙 < 𝜙1 < ... < 𝜙𝑁 < 𝜙 <∞}.

Припустимо, що множини Φ𝑇 мiстять iстинне значення параметра 𝜙0

та задовольняють наступним умовам:

lim
𝑇→∞

inf
1≤𝑗<𝑘≤𝑁
𝜙∈Φ𝑇

𝑇 (𝜙𝑘 − 𝜙𝑗) = +∞, (12)
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lim
𝑇→∞

inf
𝜙∈Φ𝑇

𝑇𝜙1 = +∞. (13)

Умови (12) та (13) називають умовами розрiзнення параметрiв триго-

нометричної регресiйної моделi (1), (11).

Якщо 𝜙 > 0, то умова (13) виконується. У випадку 𝜙 = 0 та Φ𝑇 ⊂

⊂ Φ(0, 𝜙) для виконання (12), (13) достатньо взяти, наприклад, параме-

тричнi множини Φ𝑇 , для яких виконується

inf
1≤𝑗<𝑘≤𝑁
𝜙∈Φ𝑇

(𝜙𝑘 − 𝜙𝑗) = 𝑇−1/2, inf
𝜙∈Φ𝑇

𝜙1 = 𝑇−1/2.

Позначимо

𝑄𝑇 (𝜃) =

𝑇∫︁
0

(𝑋(𝑡) − 𝑔(𝑡, 𝜃))2 𝑑𝑡.

Означення 1. ОНК параметра 𝜃0 ∈ Θ у сенсi Уолкера [2] називається

випадковий вектор

𝜃𝑇 = (𝐴1𝑇 , 𝐵1𝑇 , 𝜙1𝑇 , ..., 𝐴𝑁𝑇 , 𝐵𝑁𝑇 , 𝜙𝑁𝑇 ),

що мiнiмiзує функцiонал 𝑄𝑇 (𝜃) на множинi параметрiв Θ𝑇 ⊂ R3𝑁 , в

якiй амплiтуди 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ∈ R, 𝑘 = 1, 𝑁 , а кутовi частоти 𝜙 ∈ Φ𝑐
𝑇 , де Φ𝑐

𝑇 –

замикання множини Φ𝑇 .



15

2 Теорема редукцiї (лiнеаризацiї)

Розглянемо загальну нелiнiйну регресiйну модель (1) з випадковим шу-

мом, який задовольняє умову A. Узагальнимо означення 1 для загальної

моделi регресiї (1).

Нехай Θ𝑇 , 𝑇 > 𝑇0, – монотонно неспадна сiм’я вiдкритих множин, якi

мiстять iстинне значення параметра 𝜃0 та таких, що⋃︁
𝑇>𝑇0

Θ𝑇 = Θ.

Означення 2. ОНК невiдомого параметра 𝜃0 = (𝜃0
1, . . . , 𝜃

0
𝑞) ∈ Θ за спо-

стереженнями процесу {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} називається випадковий ве-

ктор 𝜃𝑇 ∈ Θ𝑐
𝑇 , який має наступну властивiсть:

𝑄𝑇 (𝜃𝑇 ) = inf
𝜃∈Θ𝑐

𝑇

𝑄𝑇 (𝜃).

Розглянемо наступнi умови.

B1. Припустимо, що 𝑔(𝑡, 𝜃) двiчi неперервно диференцiйовна за 𝜃 ∈ Θ𝑐.

Позначимо

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃) =
𝜕

𝜕𝜃𝑖
𝑔(𝑡, 𝜃), 𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃) =

𝜕2

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑙
𝑔(𝑡, 𝜃), 𝑖, 𝑙 = 1, ..., 𝑞, (14)

𝑑𝑇 (𝜃) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑𝑖𝑇 (𝜃))𝑞𝑖=1, 𝜃 ∈ Θ𝑐, 𝑑2
𝑖𝑇 (𝜃) =

𝑇∫︁
0

𝑔2
𝑖 (𝑡, 𝜃) 𝑑𝑡, 𝑖 = 1, ..., 𝑞.

Зробимо додаткове припущення.

B2. Iснують границi

lim
𝑇→∞

𝑇−1𝑑2
𝑖𝑇 (𝜃) > 0, 𝜃 ∈ Θ, 𝑖 = 1, .., 𝑞. (15)

Вiдмiтимо, що границi в (15), в загальному випадку, можуть бути нескiн-

ченними. Також, покладемо

𝑑2
𝑖𝑙,𝑇 (𝜃) =

𝑇∫︁
0

𝑔2
𝑖𝑙(𝑡, 𝜃) 𝑑𝑡, 𝜃 ∈ Θ𝑐, 𝑖, 𝑙 = 1, ..., 𝑞. (16)
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Розглянемо нормовану ОНК

𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0) (17)

та введемо наступнi позначення:

ℎ(𝑡, 𝑢) = 𝑔(𝑡, 𝜃0 + 𝑑−1
𝑇 (𝜃0)𝑢),

ℎ𝑖(𝑡, 𝑢) = 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0 + 𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑢), 𝑖 = 1, ..., 𝑞,

ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢) = 𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃
0 + 𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑢), 𝑖, 𝑙 = 1, ..., 𝑞,

𝑉 (𝑅) = {𝑢 ∈ R𝑞 : ||𝑢|| < 𝑅} – вiдкрита куля радiусу 𝑅.

Цi позначення вiдповiдають замiнi змiнних 𝑢 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃 − 𝜃0). Лiтерою 𝑘

будемо позначати додатнi константи. Наступнi припущення сформульованi

для 𝑅 > 0, 𝜃 ∈ Θ та достатньо великого 𝑇 > 𝑇0(𝑅):

B3.

(i) sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

≤ 𝑘𝑖(𝑅)𝑇− 1
2 , (18)

(ii) sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑇− 1
2 , (19)

(iii)
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑇− 1

2 , 𝑖, 𝑙 = 1, ..., 𝑞. (20)

В умовi В3 константи 𝑘𝑖, 𝑘𝑖𝑙, 𝑘𝑖𝑙, 𝑖, 𝑙 = 1, ..., 𝑞, можуть залежати вiд iстин-

ного значення параметра 𝜃0 ∈ Θ.

Далi будемо використовувати такi позначення: 𝐻(𝑡;𝑢1, 𝑢2) = ℎ(𝑡, 𝑢1) −

−ℎ(𝑡, 𝑢2), 𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2) = ℎ𝑖(𝑡, 𝑢1) − ℎ𝑖(𝑡, 𝑢2), 𝑖 = 1, ..., 𝑞. Позначимо також

вектори Ψ𝑇 (𝑢) =
(︀
Ψ𝑖
𝑇 (𝑢)

)︀𝑞
𝑖=1

, з

Ψ𝑖
𝑇 (𝑢) =

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡+

𝑇∫︁
0

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡, (21)

та 𝐿𝑇 (𝑢) =
(︀
𝐿𝑖𝑇 (𝑢)

)︀𝑞
𝑖=1

, з

𝐿𝑖𝑇 (𝑢) =

𝑇∫︁
0

(︃
𝜀(𝑡) −

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃)

𝑑𝑙𝑇𝜃
𝑢𝑙

)︃
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡, 𝑖 = 1, ..., 𝑞. (22)
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Вектори (21) та (22) визначенi для 𝑢 ∈ 𝑈 𝑐
𝑇 (𝜃0), де 𝑈𝑇 (𝜃0) = 𝑑𝑇 (𝜃0)(Θ𝑐

𝑇 −

−𝜃0). Зауважимо, що за нашим припущенням, для будь-якого 𝑅 > 0 та

𝑇 > 𝑇0(𝑅), 𝑉 𝑐(𝑅) ⊂ 𝑈𝑇 (𝜃).

Нормована ОНК 𝑢̂𝑇 задовольняє систему нормальних рiвнянь

Ψ𝑇 (𝑢) = 0, (23)

а вектор 𝐿𝑇 (𝜃) вiдповiдає вiртуальнiй моделi лiнiйної регресiї

𝑍(𝑡) =

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)𝛽𝑖 + 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (24)

Система нормальних рiвнянь для моделi (24)

𝐿𝑇 (𝜃) = 0 (25)

визначає нормовану ОНК 𝑢̃𝑇 параметра 𝛽, де

𝑢̃𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃)(𝛽𝑇 − 𝛽), (26)

𝛽𝑇 – звичайна ОНК параметра 𝛽 в моделi (24).

Далi ми доводимо теорему редукцiї для загальної моделi регресiї, яка

дозволяє замiнити вивчення асимптотичного розподiлу ОНК в нелiнiйнiй

моделi (1) вивченням асимптотичного розподiлу ОНК у вiртуальнiй лiнiй-

нiй моделi (24). Таким чином, вказана теорема редукцiї, фактично, є тео-

ремою лiнеаризацiї.

Доведення проводиться за схемою роботи [7]. Вiдмiннiсть полягає в то-

му, що ми використовуємо умову A стостовно випадкового шуму, тодi як

у [7] у якостi шуму розглядалось нелiнiйне локальне перетворення гауссо-

вого випадкового шуму з сильною залежнiстю.

Теорема 1 (редукцiї). За умов A, B1 - B3 для будь-яких 𝑅 > 0, 𝑟 > 0,

P
{︁

sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

||Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)|| > 𝑟
}︁
→ 0, 𝑇 → ∞. (27)
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Доведення. Запишемо представлення

Ψ𝑖
𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑖𝑇 (𝑢) =

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡+

𝑇∫︁
0

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡−

−
𝑇∫︁

0

𝜀(𝑡)
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡+

𝑇∫︁
0

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃)
𝑢𝑙 𝑑𝑡 =

=

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡+

𝑇∫︁
0

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡+

+

𝑇∫︁
0

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)

[︃
𝐻(𝑡; 0, 𝑢) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃)
𝑢𝑙

]︃
𝑑𝑡 =

= 𝐼1(𝑢) + 𝐼2(𝑢) + 𝐼3(𝑢). (28)

E𝐼2
1(𝑢) =

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

𝐵(𝑡− 𝑠) · 𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
· 𝐻𝑖(𝑠;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡 𝑑𝑠 ≤

≤ sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

{︃
𝐻2
𝑖 (𝑡;𝑢, 0)

𝑑2
𝑖𝑇 (𝜃)

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝐵(𝑡− 𝑠)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠

}︃
. (29)

Використовуючи умову В3, знаходимо наступне:

sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

|𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃)

≤ sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

{︃
𝑞∑︁
𝑙=1

sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|ℎ𝑖𝑙(𝑡;𝑢)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃)𝑑𝑙𝑇 (𝜃)

|𝑢𝑙|

}︃
=

= sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

{︃
𝑞∑︁
𝑙=1

sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|ℎ𝑖𝑙(𝑡;𝑢)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃)

· 𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)𝑑𝑙𝑇 (𝜃)
|𝑢𝑙|

}︃
≤

≤ 𝑅

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃
𝑇−1.

E𝐼2
1(𝑢) ≤

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃2

𝑅2𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝐵(𝑡− 𝑠)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠.

Покажемо, що

𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝐵(𝑡− 𝑠)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠→ 0, 𝑇 → ∞. (30)
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За формулою (7) та теоремою Фубiнi, отримуємо

𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝐵(𝑡− 𝑠)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠 =

= 𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

𝑑2

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
R

𝑎̂(𝑡− 𝑠+ 𝑢)𝑎̂(𝑢) 𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡 𝑑𝑠 ≤

≤ 𝑑2𝑇
−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

∫︁
R

|𝑎̂(𝑡− 𝑠+ 𝑢)| · |𝑎̂(𝑢)| 𝑑𝑢 𝑑𝑡 𝑑𝑠 =

= 𝑑2𝑇
−2

∫︁
R

|𝑎̂(𝑢)| ·

(︃ 𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝑎̂(𝑡− 𝑠+ 𝑢)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠

)︃
𝑑𝑢. (31)

Оцiнимо iнтеграл в дужках:

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝑎̂(𝑡− 𝑠+ 𝑢)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠 ≤
𝑇∫︁

0

(︃∫︁
R

|𝑎̂(𝑡)| 𝑑𝑡

)︃
𝑑𝑠 = ||𝑎̂||𝐿1

𝑇∫︁
0

𝑑𝑠 = 𝑇 ||𝑎̂||𝐿1
.

Таким чином,

𝑑2𝑇
−2

∫︁
R

|𝑎̂(𝑢)| ·

(︃ 𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝑎̂(𝑡− 𝑠+ 𝑢)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠

)︃
𝑑𝑢 ≤

≤ 𝑑2𝑇
−1||𝑎̂||𝐿1

∫︁
R

|𝑎̂(𝑢)| 𝑑𝑢 =

= 𝑑2 ||𝑎̂||2𝐿1
𝑇−1. (32)

Тобто маємо, що

𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝐵(𝑡− 𝑠)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠 ≤ 𝑑2 ||𝑎̂||2𝐿1
𝑇−1, (33)

отже,

𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝐵(𝑡− 𝑠)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠 = 𝑂(𝑇−1) при 𝑇 → ∞. (34)
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Тодi поточково для 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)

𝐼1(𝑢)
P−→ 0 при 𝑇 → ∞. (35)

З iншого боку, за нерiвнiстю Маркова

P
{︁

sup
||𝑢1−𝑢2||≤ℎ

|𝐼1(𝑢1)− 𝐼1(𝑢2)| > 𝑟
}︁
≤ 𝑟−1E sup

||𝑢1−𝑢2||≤ℎ

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑟−1 sup
||𝑢1−𝑢2||≤ℎ

sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

|𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃)

E|𝜀(0)|𝑇. (36)

За умови В3 маємо

sup
||𝑢1−𝑢2||≤ℎ

sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

|𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃)

≤

≤ ℎ sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

{︃
𝑞∑︁
𝑙=1

sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|ℎ𝑖𝑙(𝑡;𝑢)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃)

· 𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)𝑑𝑙𝑇 (𝜃)

}︃
≤

≤ ℎ

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃
𝑇−1. (37)

З (36) та (37) випливає, що

P
{︁

sup
||𝑢1−𝑢2||≤ℎ

|𝐼1(𝑢1) − 𝐼1(𝑢2)| > 𝑟
}︁
≤ 𝑘1𝑟

−1ℎ, (38)

де

𝑘1 =

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃
E|𝜀(0)|.

Припустимо, що 𝑁ℎ – скiнченна ℎ-сiтка кулi 𝑉 𝑐(𝑅). Тодi,

sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|𝐼1(𝑢)| ≤ sup
||𝑢1−𝑢2||≤ℎ

|𝐼1(𝑢1) − 𝐼1(𝑢2)| + max
𝑢∈𝑁ℎ

|𝐼1(𝑢)|. (39)

Iз (36) та (37) випливає, що для будь-якого 𝑟 > 0,

P
{︁

sup
||𝑢1−𝑢2||≤ℎ

|𝐼1(𝑢)| > 𝑟
}︁
≤ 2𝑘1𝑟

−1ℎ+ P

{︂
max
𝑢∈𝑁ℎ

|𝐼1(𝑢)| > 𝑟

2

}︂
. (40)

Для 𝜖 > 0 покладемо ℎ = 𝜖𝑟
4𝑘1

.
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Оскiльки 𝐼1(𝑢)
P−→ 0 поточково, то для 𝑇 > 𝑇0,

P

{︂
max
𝑢∈𝑁 𝜖𝑟

4𝑘1

|𝐼1(𝑢)| > 𝑟

2

}︂
≤ 𝜖

2
,

та

P

{︃
sup

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|𝐼1(𝑢)| > 𝑟

}︃
≤ 𝜖.

Це означає, що 𝐼1(𝑢)
P−→ 0, 𝑇 → ∞, рiвномiрно за 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅).

З умови В3 та нерiвностi Кошi-Буняковського, застосувавши формулу

Лагранжа, маємо, що

sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

|𝐻(𝑡; 0, 𝑢)| = sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑞∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖(𝑡, 𝑢
*
𝑡 )

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝐻𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

||𝑢||

[︃
sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

𝑞∑︁
𝑖=1

(︂
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢

*
𝑡 )

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)

)︂2
]︃ 1

2

≤ ||𝑘(𝑅)||𝑅𝑇− 1
2 , (41)

де 𝑘(𝑅) = (𝑘1(𝑅), ..., 𝑘𝑞(𝑅)).

Iз (28), (37) та (41) маємо

sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|𝐼2(𝑢)| = sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑇∫︁
0

𝐻(𝑡; 0, 𝑢) · 𝐻𝑖(𝑡; 0, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐻(𝑡; 0, 𝑢) · 𝐻𝑖(𝑡; 0, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ ||𝑘(𝑅)||𝑅2𝑇− 1

2

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃
,

тобто, 𝐼2(𝑢) → 0, 𝑇 → ∞, рiвномiрно за 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅).

Перепишемо 𝐼3(𝑢) наступним чином:

𝐼3(𝑢) =

𝑇∫︁
0

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)

[︃
𝐻(𝑡; 0, 𝑢) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃)
𝑢𝑙

]︃
𝑑𝑡 =

= −1

2

𝑇∫︁
0

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)

𝑞∑︁
𝑙,𝑗=1

ℎ𝑙𝑗(𝑡, 𝑢
*
𝑡 )

𝑑𝑙𝑇 (𝜃)𝑑𝑗𝑇 (𝜃)
𝑢𝑙𝑢𝑗 𝑑𝑡 =

= −1

2

𝑞∑︁
𝑙,𝑗=1

(︃ 𝑇∫︁
0

ℎ𝑙𝑗(𝑡, 𝑢
*
𝑡 )

𝑑𝑙𝑇 (𝜃)𝑑𝑗𝑇 (𝜃)
· 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)
𝑑𝑖𝑇 (𝜃)

𝑑𝑡

)︃
𝑢𝑙𝑢𝑗, 𝑢

*
𝑡 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅).
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З умови В3, застосувавши нерiвнiсть Кошi-Буняковського, отримуємо

sup
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|𝐼3(𝑢)| ≤ 𝑇

2
𝑘𝑖(𝑅)

(︃
𝑞∑︁

𝑙,𝑗=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙|𝑢𝑗||𝑢𝑙|

)︃
𝑇− 3

2 ≤

≤ 𝑞𝑘𝑖(𝑅)

2
max

1≤𝑗, 𝑙≤𝑞

{︁
𝑘𝑗𝑙(𝑅)𝑘𝑗𝑙

}︁
||𝑢||2𝑇− 1

2 .

Тому, 𝐼3(𝑢) → 0, 𝑇 → ∞, рiвномiрно за 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅). �

Наслiдок 1. Якщо виконано умову А, то теорема 1 справедлива для три-

гонометричної моделi регресiї (1), (11), оскiльки тригонометрична фун-

кцiя регресiї задовольняє умови B1 - B3 [7].
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3 Асимптотична єдинiсть оцiнки найменших

квадраiв

В цьому роздiлi доведено, що ОНК 𝑢̂𝑇 є, в деякому сенсi, асимптотично

при 𝑇 → ∞ єдиним розв’язком системи нормальних рiвнянь (23). Позна-

чимо 𝐽𝑇 (𝜃) =

(︂
𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃)

)︂𝑞
𝑖,𝑙=1

, де

𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃) = 𝑑−1
𝑖𝑇 (𝜃)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃)

𝑇∫︁
0

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)𝑔𝑙(𝑡, 𝜃) 𝑑𝑡. (42)

Нехай також 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴) та 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴), вiдповiдно, мiнiмальне та максимальне

власнi значення додатно визначеної матрицi 𝐴. Сформулюємо наступну

умову.

B4. Для деякого 𝜆* > 0 та 𝑇 > 𝑇0 = 𝑇0(𝜃
0)

𝜆𝑚𝑖𝑛

(︁
𝐽𝑇 (𝜃0)

)︁
≥ 𝜆*, 𝜃

0 ∈ Θ. (43)

Розглянемо нормовану ОНК

𝑤̂𝑇 = 𝑇− 1
2𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0), (44)

якiй вiдповiдає замiна змiнних 𝑤 = 𝑇− 1
2𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃− 𝜃0) у функцiї регресiї та

її похiдних. Введемо наступнi позначення: для 𝑖, 𝑙 = 1, ..., 𝑞,

𝑓(𝑡, 𝑤) = 𝑔(𝑡, 𝜃0 + 𝑇
1
2𝑑−1
𝑇 (𝜃0)𝑤), 𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) = 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0 + 𝑇
1
2𝑑−1
𝑇 (𝜃0)𝑤),

𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤) = 𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃
0 + 𝑇

1
2𝑑−1
𝑇 (𝜃0)𝑤).

Крiм цього, для 𝑖, 𝑙 = 1, ..., 𝑞, позначимо також

𝐹 (𝑡;𝑤1, 𝑤2) = 𝑓(𝑡, 𝑤1) − 𝑓(𝑡, 𝑤2),

𝐹𝑖(𝑡;𝑤1, 𝑤2) = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑤1) − 𝑓𝑖(𝑡, 𝑤2),

Ψ𝑖𝑙,𝑇 (𝑤, 0) =

𝑇∫︁
0

(︀
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖𝑙(𝑡, 0)

)︀2
𝑑𝑡.
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Сформулюємо ще одну умову.

B5. Для деякого 𝑟0 > 0 та для 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞

(i) sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

sup
𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

|𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

≤ 𝑘𝑖(𝑟0)𝑇
− 1

2 ; (45)

(ii) sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

sup
𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

|𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑇
− 1

2 ; (46)

(iii) sup
𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

𝑇𝑑−2
𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑−2

𝑙𝑇 (𝜃0)Ψ𝑖𝑙,𝑇 (𝑤, 0)||𝑤||−2 ≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0); (47)

Розглянемо функцiонал

(2𝑇 )−1

𝑇∫︁
0

[𝑥(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑤)]2 𝑑𝑡 = (2𝑇 )−1𝑄𝑇

(︂
𝜃0 + 𝑇

1
2𝑑−1
𝑇 (𝜃0)𝑤

)︂
, (48)

та вектор

𝑀𝑇 (𝑤) =

(︂
𝑀 𝑖

𝑇 (𝑤)

)︂𝑞
𝑖=1

=

(︃
𝜕

𝜕𝑤𝑖

(︂
(2𝑇 )−1𝑄𝑇

(︁
𝜃0 + 𝑇

1
2𝑑−1
𝑇 (𝜃0)𝑤

)︁)︂)︃𝑞

𝑖=1

=

=

(︃
𝑇− 1

2

𝑇∫︁
0

[𝑥(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑤)]
−𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃)
𝑑𝑡

)︃𝑞

𝑖=1

.

Тодi нормована ОНК 𝑤̂𝑇 задовольняє систему нормальних рiвнянь

𝑀𝑇 (𝑤) = 0. (49)

Також припустимо, що ОНК 𝑤̂𝑇 є консистентною в наступному сенсi.

CW. Для будь-якого 𝜌 > 0

P{||𝑤̂𝑇 || > 𝜌} → 0, 𝑇 → ∞.

Позначимо

𝜈*𝑇 = 𝑇−1

𝑇∫︁
0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡.

Для доведення асимптотичної єдиностi ОНК 𝑤̂𝑇 нам знадобиться на-

ступна лема, слабший варiант якої доведено в [8].
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Лема 1. Якщо виконується умова A, то

𝜈*𝑇 → 𝐵(0) м. н., 𝑇 → ∞. (50)

Доведення. Насамперед доведемо, що

E[𝜈*𝑇 −𝐵(0)]2 = 𝑂(𝑇−1), 𝑇 → ∞. (51)

Використавши (8), отримуємо

E[𝜈*𝑇 −𝐵(0)]2 =

= 𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

𝑐4(𝑡, 𝑡, 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑡 𝑑𝑠+ 2𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

𝐵2(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑡 𝑑𝑠 =

= 𝐼1 + 𝐼2.

З умови A та теореми Фубiнi випливає, що∫︁
R

𝐵2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 𝐵(0)𝑑2

∫︁
R

(︃∫︁
R

|𝑎̂(𝑡+ 𝑠)| · |𝑎̂(𝑠)| 𝑑𝑠

)︃
𝑑𝑡 =

= 𝐵(0) 𝑑2 ||𝑎̂||21 = 𝑑2
2 ||𝑎̂||21 ||𝑎̂||22,

де

||𝑎̂||1 =

∫︁
R

|𝑎̂(𝑡)| 𝑑𝑡, ||𝑎̂||2 =

(︂∫︁
R

|𝑎̂(𝑡)|2 𝑑𝑡
)︂1/2

.

Тому

𝐼2 ≤ 2𝑑2
2 ||𝑎̂||21 ||𝑎̂||22 𝑇−1. (52)

З iношого боку, використавши формулу (9) для кумулянтiв процесу 𝜀,

отримуємо

𝐼1 = 𝑑4𝑇
−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

∫︁
R

𝑎̂2(𝑡− 𝑢)𝑎̂2(𝑠− 𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡 𝑑𝑠 =

= 𝑑4𝑇
−2

𝑇∫︁
0

(︃∫︁
R

𝑎̂2(𝑡− 𝑢)

(︂ 𝑇∫︁
0

𝑎̂2(𝑠− 𝑢) 𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑢

)︃
𝑑𝑡 ≤ (53)
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≤ 𝑑4 ||𝑎̂||42 𝑇−1.

Справедливiсть (51) безпосередньо випливає з (52) та (53).

Позначимо

𝜉𝑇 = 𝜈*𝑇 −𝐵(0)

та нехай 𝑇𝑛 = 𝑛2, 𝑛 ≥ 1. Тодi з (51) випливає, що

∞∑︁
𝑛=1

E 𝜉2
𝑇𝑛
<∞.

Отже,

𝜉𝑇𝑛 = 𝑇−1
𝑛

𝑇𝑛∫︁
0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡−𝐵(0) → 0 м. н., 𝑇 → ∞.

тобто,

𝜈*𝑇𝑛 = 𝑇−1
𝑛

𝑇𝑛∫︁
0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡→ 𝐵(0) м. н., 𝑇 → ∞.

Покажемо, що

sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

|𝜉𝑇 − 𝜉𝑇𝑛| → 0 м. н., 𝑛→ ∞. (54)

Одержуємо

sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

|𝜉𝑇 − 𝜉𝑇𝑛| =

= sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

⃒⃒⃒⃒
𝜈*𝑇 − 𝜈*𝑇𝑛| ≤

≤ sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

(︃⃒⃒⃒⃒
𝑇−1 − 𝑇−1

𝑛

⃒⃒⃒⃒ 𝑇𝑛∫︁
0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑇−1

𝑇∫︁
𝑇𝑛

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡

)︃
=

= sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

(𝐼1 + 𝐼2);

𝐼1 =
𝑇 − 𝑇𝑛
𝑇𝑛𝑇

𝑇𝑛∫︁
0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛
𝑇 2
𝑛

𝑇𝑛∫︁
0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛

𝑇𝑛
· 𝜈*𝑇𝑛 =

(𝑛+ 1)2 − 𝑛2

𝑛2
· 𝜈*𝑇𝑛 =
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=
2𝑛+ 1

𝑛2
· 𝜈*𝑇𝑛 → 0 м. н., 𝑛→ ∞.

Маємо далi

𝐼2 = 𝑇−1

𝑇∫︁
𝑇𝑛

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 𝑇−1
𝑛

𝑇𝑛+1∫︁
𝑇𝑛

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
𝑇𝑛+1

𝑇𝑛
· 1

𝑇𝑛+1

𝑇𝑛+1∫︁
0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡− 𝑇−1
𝑛

𝑇𝑛∫︁
0

𝜀2(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
𝑇𝑛+1

𝑇𝑛
· 𝜈*𝑇𝑛+1

− 𝜈*𝑇𝑛 =
(𝑛+ 1)2

𝑛2
· 𝜈*𝑇𝑛+1

− 𝜈*𝑇𝑛 → 0 м. н., 𝑛→ ∞,

оскiльки
(𝑛+ 1)2

𝑛2
=

(︂
1 +

1

𝑛

)︂2

→ 1, 𝑛→ ∞.

Отже,

sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

(𝐼1 + 𝐼2) → 0 м. н., 𝑛→ ∞,

з чого випливає справедливiсть (54). �

Результат леми 1 дозволяє перейти до формулювання i доведення на-

ступної теореми єдиностi.

Теорема 2 (єдиностi). За умов А, B3(iii), B4, B5 та СW, нормова-

на ОНК (44) є єдиним розв’язком системи рiвнянь (49) з ймовiрнiстю,

прямуючою до 1 при 𝑇 → ∞.

Доведення. Розглянемо функцiонал (48) та загальний елемент матрицi

Гессе ℋ𝑇 =
(︀
ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤)

)︀𝑞
𝑖,𝑙=1

:

ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤) =

𝜕2

𝜕𝑤𝑖𝜕𝑤𝑙

(︂
1

2
𝑄𝑇 (𝜃0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤)

)︂
=

= 𝑇−1

𝑇∫︁
0

(︂
[𝑋(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑤)]

−𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑇 +

𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)𝑓𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑇

)︂
𝑑𝑡 =

=

𝑇∫︁
0

[𝐹 (𝑡; 0, 𝑤) + 𝜀(𝑡))]
−𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡+

𝑇∫︁
0

𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)𝑓𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡 =
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=

𝑇∫︁
0

𝐹 (𝑡; 0, 𝑤)
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡−

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡+

+

𝑇∫︁
0

(︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0) + 𝑓𝑖(𝑡, 0)

)︀(︀
𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0) + 𝑓𝑙(𝑡, 0)

)︀
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑡 =

= 𝑞1(𝑤) + 𝑞2(𝑤)+

+

𝑇∫︁
0

(︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0)

)︀(︀
𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0)

)︀
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑡+

+

𝑇∫︁
0

(︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0)

)︀
𝑓𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡+

𝑇∫︁
0

(︀
𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0)

)︀
𝑓𝑖(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡+

+

𝑇∫︁
0

𝑓𝑖(𝑡, 0)𝑓𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡 =

= 𝑞1(𝑤) + 𝑞2(𝑤) + 𝑞3(𝑤) + 𝑞4(𝑤) + 𝑞5(𝑤) + 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞. (55)

Використовуючи наступну нерiвнiсть з монографiї [13],

|𝜆𝑚𝑖𝑛(ℋ𝑇 (𝑤)) − 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐽𝑇 (𝜃0))| ≤ 𝑞 max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

⃒⃒
ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤) − 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

⃒⃒
, (56)

отримуємо

max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

⃒⃒
ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤) − 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

⃒⃒
≤

5∑︁
𝑚=1

max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

|𝑞𝑚(𝑤)|. (57)

Застосовуючи умови теореми, одержуємо для ||𝑤|| ≤ 𝜏0

|𝑞1(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑇∫︁
0

𝐹 (𝑡;𝑤, 0)
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐹 (𝑡;𝑤, 0)

𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘𝑖𝑙𝑇
−1 sup

𝑡∈[0;𝑇 ]

|𝐹 (𝑡;𝑤, 0)| ≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘𝑖𝑙 sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

|𝑓(𝑡, 𝑤) − 𝑓(𝑡, 0)| =
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= 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘𝑖𝑙 sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑇 1/2

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑤𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘𝑖𝑙𝑇
1/2

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

(︂
𝑓𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

)︂2
)︃1/2

||𝑤|| ≤

≤ ||𝑘(𝑟0)|| · 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘𝑖𝑙||𝑤||, (58)

де

𝑘(𝑟0) =
(︀
𝑘1(𝑟0), ..., 𝑘𝑞(𝑟0)

)︀
, ||𝑤*

𝑡 || ≤ ||𝑤||, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ].

Далi розглянемо

|𝑞2(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
𝐹𝑖𝑙(𝑡;𝑤, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡+

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ |𝑞6(𝑤)| + |𝑞7(𝑇 )|. (59)

З умови B5(iii) випливає, що

|𝑞6(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
𝐹𝑖𝑙(𝑡;𝑤, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
(︀
𝜈*𝑇
)︀1/2

(︃
𝑇

Ψ𝑖𝑙,𝑇 (𝑤, 0)

𝑑2
𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑2

𝑙𝑇 (𝜃0)

)︃1/2

≤

≤
(︀
𝜈*𝑇
)︀1/2

𝑘
1/2
𝑖𝑙 (𝑟0) ||𝑤||.

Позначимо 𝑜(𝑘)(1) випадковi процеси, якi залежать вiд 𝑇 або 𝑛 та пря-

мують до 0 м. н. при 𝑇 → ∞ або 𝑛→ ∞.

За лемою 1

𝜈*𝑇 = 𝑜(1)(1) +𝐵(0),

тому можемо обмежити 𝑞6(𝑤) наступним чином:

|𝑞6(𝑤)| ≤ 𝑘
1/2
𝑖𝑙 (𝑟0)

(︀
𝑜(1)(1) +𝐵(0)

)︀1/2||𝑤||. (60)
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Беручи до уваги умови B3(iii), B5(ii), маємо

E|𝑞7(𝑇 )|2 = E

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤

≤
𝑇∫︁

0

𝑇∫︁
0

|𝐵(𝑡− 𝑠)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠

(︃
sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

|𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃0)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

)︃2

≤

≤ (𝑘𝑖𝑙(𝑟0) 𝑘𝑖𝑙)
2 𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝐵(𝑡− 𝑠)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠.

З формули (34) випливає, що

𝑇−2

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
0

|𝐵(𝑡− 𝑠)| 𝑑𝑡 𝑑𝑠 ≤ 𝑑2 ||𝑎̂||21 𝑇−1.

Тому якщо 𝑇𝑛 = 𝑛2, 𝑛 ≥ 1, то

∞∑︁
𝑛=1

E|𝑞7(𝑇𝑛)|2 <∞

та 𝑞7(𝑇𝑛) → 0 м. н., при 𝑇 → ∞. Розглянемо послiдовнiсть випадкових

величин

𝜉𝑛 = sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

|𝑞7(𝑇 ) − 𝑞7(𝑇𝑛)| ≤

≤ sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇𝑛∫︁

0

𝜀(𝑡)𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃
0) 𝑑𝑡

(︀
𝑑−1
𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃0) − 𝑑−1
𝑖𝑇𝑛

(𝜃0)𝑑−1
𝑙𝑇𝑛

(𝜃0)
)︀⃒⃒⃒⃒⃒+

+ sup
𝑇𝑛≤𝑇<𝑇𝑛+1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇𝑛∫︁
𝑇

𝜀(𝑡)
𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝑞8(𝑛) + 𝑞9(𝑛). (61)

Оцiнимо 𝑞8(𝑛):

𝑞8(𝑛) ≤
𝑇𝑛∫︁

0

|𝜀(𝑡)| 𝑑𝑡 sup
0≤𝑡≤𝑇𝑛

|𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃0)|𝑑−1
𝑖𝑇𝑛

(𝜃0)𝑑−1
𝑙𝑇𝑛

(𝜃0)×
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×

(︃
1 − 𝑑𝑖𝑇𝑛(𝜃0)𝑑𝑙𝑇𝑛(𝜃0)

𝑑𝑖𝑇𝑛+1
(𝜃0)𝑑𝑙𝑇𝑛+1

(𝜃0)

)︃
≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0) 𝑘𝑖𝑙𝑇
−1
𝑛

𝑇𝑛∫︁
0

|𝜀(𝑡)| 𝑑𝑡

(︃
1 − 𝑑𝑖𝑇𝑛(𝜃0)𝑑𝑙𝑇𝑛(𝜃0)

𝑑𝑖𝑇𝑛+1
(𝜃0)𝑑𝑙𝑇𝑛+1

(𝜃0)

)︃
. (62)

З леми 1 очевидно, що

𝑇−1
𝑛

𝑇𝑛∫︁
0

|𝜀(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤ (𝜈*𝑇𝑛)1/2 → 𝐵1/2(0) м. н., при 𝑇 → ∞. (63)

Доведемо, що

𝑟𝑖(𝑛) = 𝑑𝑖𝑇𝑛+1
𝑑−1
𝑖𝑇𝑛

→ 1, 𝑛→ ∞, для 𝑖 = 1, 𝑞. (64)

Маємо

𝑟2
𝑖 (𝑛) = 1 + 𝑑−2

𝑖𝑇𝑛
(𝜃0)

𝑇𝑛+1∫︁
𝑇𝑛

𝑔2
𝑖 (𝑡, 𝜃

0) 𝑑𝑡 ≤

≤ 1 + (𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛) sup
0≤𝑡≤𝑇𝑛+1

|𝑔2
𝑖 (𝑡, 𝜃

0)| 𝑑−2
𝑖𝑇𝑛+1

(𝜃0) 𝑟2
𝑖 (𝑛) ≤

≤ 1 + 𝑘2
𝑖 (𝑟0)

𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛
𝑇𝑛+1

𝑟2
𝑖 (𝑛),

або

1 ≤ 𝑟2
𝑖 (𝑛) ≤

(︃
1 − 𝑘2

𝑖 (𝑟0)
𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛
𝑇𝑛+1

)︃−1

→ 1, 𝑛→ ∞. (65)

Тому 𝑞8(𝑛) = 𝑜(2)(1).

З iншого боку,

𝑞9(𝑛) ≤

(︃ 𝑇𝑛+1∫︁
𝑇𝑛

|𝜀(𝑡)| 𝑑𝑡

)︃(︃
sup𝑡∈[0;𝑇𝑛+1] |𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃0)|

𝑑𝑖𝑙,𝑇𝑛+1
(𝜃0)

)︃(︃
𝑑𝑖𝑙,𝑇𝑛+1

(𝜃0)

𝑑𝑖𝑇𝑛+1
(𝜃0)𝑑𝑙𝑇𝑛+1

(𝜃0)

)︃
×

×

(︃
𝑑𝑖𝑇𝑛+1

(𝜃0)𝑑𝑙𝑇𝑛+1
(𝜃0)

𝑑𝑖𝑇𝑛(𝜃0)𝑑𝑙𝑇𝑛(𝜃0)

)︃
=

4∏︁
𝑘=1

𝑞
(𝑘)
9 (𝑛). (66)

Вiдповiдно до (64),

𝑞
(4)
9 (𝑛) → 1, 𝑛→ ∞.
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Бiльше того,

𝑞
(2)
9 (𝑛) 𝑞

(3)
9 (𝑛) ≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0) 𝑘𝑖𝑙 𝑇

−1
𝑛+1,

та за нерiвнiстю 𝑥 ≤ 1
2(1 + 𝑥2)

𝑇−1
𝑛+1

𝑇𝑛+1∫︁
𝑇𝑛

|𝜀(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤ 1

2

(︃
𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛
𝑇𝑛+1

+ 𝜈*𝑇𝑛+1
− 𝑇𝑛
𝑇𝑛+1

𝜈*𝑇𝑛

)︃
→ 0 м. н., 𝑛→ ∞,

тобто, 𝑞9(𝑛) = 𝑜(3)(1). Тодi 𝑞7(𝑇 ) = 𝑜(4)(1), та завдяки (60), маємо, що

|𝑞2(𝑤)| ≤ 𝑘
1/2
𝑖𝑙 (𝑟0)

(︀
𝑜(1)(1) +𝐵(0)

)︀1/2||𝑤|| + 𝑜(4)(1). (67)

Продовжимо оцiнювати доданки суми (55):

|𝑞3(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑇∫︁
0

(︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0)

)︀(︀
𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0)

)︀
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 2

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑞∑︁
𝑠=1

sup
𝑡∈[0;𝑇 ], 𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

|𝑓𝑖𝑗(𝑡, 𝑤)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)

×

× sup
𝑡∈[0;𝑇 ], 𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

|𝑓𝑙𝑠(𝑡, 𝑤)|
𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)𝑑𝑠𝑇 (𝜃0)

|𝑤𝑗| · |𝑤𝑠| ≤

≤

(︃
𝑞∑︁
𝑗=1

𝑘𝑖𝑗(𝑟0) 𝑘𝑖𝑗 |𝑤𝑗|

)︃(︃
𝑞∑︁
𝑠=1

𝑘𝑙𝑠(𝑟0) 𝑘𝑙𝑠 |𝑤𝑠|

)︃
≤

≤

(︃
𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0) 𝑘𝑖𝑗

)︁2
)︃1/2(︃ 𝑞∑︁

𝑠=1

(︁
𝑘𝑙𝑠(𝑟0) 𝑘𝑙𝑠

)︁2
)︃1/2

||𝑤||2. (68)

Аналогiчно,

|𝑞4(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑇∫︁
0

(︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0)

)︀
𝑓𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 3/2

𝑞∑︁
𝑗=1

|𝑤𝑗| sup
𝑡∈[0;𝑇 ], 𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

|𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)|
𝑑𝑖𝑗,𝑇 (𝜃0)

· 𝑑𝑖𝑗,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)
· |𝑓𝑙(𝑡, 0)|
𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑙(𝑟0)

(︃
𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0) 𝑘𝑖𝑙

)︁2
)︃1/2

||𝑤||; (69)
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|𝑞5(𝑤)| ≤ 𝑘𝑖(𝑟0)

(︃
𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑙𝑗(𝑟0) 𝑘𝑙𝑗

)︁2
)︃1/2

||𝑤||. (70)

Беручи до уваги спiввiдношення (55) - (70), отримуємо

|𝜆𝑚𝑖𝑛(ℋ𝑇 (𝑤)) − 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐽𝑇 (𝜃0))| ≤

≤ 𝑞 max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

(︃
||𝑘(𝑟0)|| 𝑘𝑖𝑙 𝑘𝑖𝑙 ||𝑤|| + 𝑘

1/2
𝑖𝑙 (𝑟0) +

(︁
𝑜(1)(1) + E𝜀2(0)

)︁1/2

||𝑤||+

+𝑜(4)(1) +

(︃
𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0)𝑘𝑖𝑗

)︁2
)︃1/2(︃ 𝑞∑︁

𝑠=1

(︁
𝑘𝑙𝑠(𝑟0)𝑘𝑙𝑠

)︁2
)︃1/2

||𝑤||2+

+𝑘𝑙(𝑟0)

(︃
𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0)𝑘𝑖𝑗

)︁2
)︃1/2

||𝑤||+

+𝑘𝑖(𝑟0)

(︃
𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑙𝑗(𝑟0)𝑘𝑙𝑗

)︁2
)︃1/2

||𝑤||

)︃
. (71)

Замiнивши в (71) 𝑤 на нормовану ОНК 𝑤̂𝑇 , та взявши до уваги, що за

умови B4 при 𝑇 > 𝑇0 матриця 𝐽𝑇 (𝜃0) є додатно визначеною з мiнiмальним

власним значенням 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐽𝑇 (𝜃0)) ≥ 𝜆*, розглянемо для деякого 𝑟 > 0 подiю

Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3 =

=
{︀
|𝑜(1)(1)| ≤ 𝑟, |𝑜(4)(1)| ≤ 𝑟, ||𝑤̂𝑇 || ≤ 𝑟

}︀
⊂

⊂
{︁⃒⃒⃒
𝜆𝑚𝑖𝑛(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) − 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐽𝑇 (𝜃0))

⃒⃒⃒
≤ 𝜆*

2

}︁
=

=
{︁
𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐽𝑇 (𝜃0)) − 𝜆*

2
≤ 𝜆𝑚𝑖𝑛(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) ≤ 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐽𝑇 (𝜃0)) +

𝜆*
2

}︁
⊂

⊂
{︁
𝜆𝑚𝑖𝑛(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) ≥ 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐽𝑇 (𝜃0)) − 𝜆*

2

}︁
⊂

⊂
{︁
𝜆𝑚𝑖𝑛(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) ≥ 𝜆*

2

}︁
. (72)

Отримуємо, що

P{Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3} ≤

≤ P{Γ1} + P{Γ2} + P{Γ3} =
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= P
{︀
|𝑜(1)(1)| > 𝑟

}︀
+ P

{︀
|𝑜(4)(1)| > 𝑟

}︀
+ P{||𝑤̂𝑇 || > 𝑟}.

Для довiльних 𝜀 > 0 та 𝑇 > 𝑇0

P
{︀
|𝑜(1)(1)| > 𝑟

}︀
≤ 𝜀

3
,

та

P
{︀
|𝑜(4)(1)| > 𝑟

}︀
≤ 𝜀

3
.

В такому випадку, якщо для 𝑇 > 𝑇0

P{||𝑤̂𝑇 || > 𝑟} ≤ 𝜀

3
за умови CW, то

P
{︀
|𝑜(1)(1)| > 𝑟

}︀
+ P

{︀
|𝑜(4)(1)| > 𝑟

}︀
+ P{||𝑤̂𝑇 || > 𝑟} ≤ 𝜀.

Це означає, що для 𝑇 > 𝑇0

P{Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3} > 1 − 𝜀. (73)

Тому нормована ОНК 𝑤̂𝑇 є єдиним розв’язком системи рiвнянь (49) з

ймовiрнiстю, прямуючою до 1 при 𝑇 → ∞, оскiльки матриця ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 ) є

додатно визначеною, та функцiонал (48) має єдиний екстремум (мiнiмум)

в точцi 𝑤̂𝑇 . �

Розглянемо наступну умову:

CS.

𝑤̂𝑇 → 0 м. н., 𝑇 → ∞. (74)

Наслiдок 2. За умов А, B3(iii), B4, B5 та СS, нормована ОНК 𝑤̂𝑇

з (44) є м. н. єдиним розв’язком системи рiвнянь (49).

Доведення. Доведення випливає безпосередньо з нерiвностi (71). �

Зауваження 1. Оскiльки −𝑇−1/2Ψ(𝑢̂𝑇 ) = 𝑀𝑇 (𝑤̂𝑇 ) = 0, де 𝑤̂𝑇 = 𝑇−1/2𝑢̂𝑇 ,

𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃)(𝜃𝑇 − 𝜃), то iз єдиностi оцiнки 𝑤̂𝑇 в кулi 𝑉 (𝑟) при 𝑇 > 𝑇0 для

деякого 𝑟 > 0 випливає єдинiсть оцiнки 𝑢̂𝑇 для 𝑇 > 𝑇0 в кулi 𝑉 (𝑇 1/2𝑟).

Слiд зауважити, що наслiдок 2, зокрема, є справедливим i для три-

гонометричної моделi регресiї (1), (11), оскiльки така модель задовольняє

умови даного наслiдку.
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4 Асимптотична нормальнiсть оцiнки наймен-

ших квадратiв

Розглянемо сiм’ю матричнозначних мiр 𝜇𝑇 (𝑑𝑥, 𝜃0) =

(︂
𝜇𝑗𝑙𝑇 (𝑑𝑥, 𝜃0)

)︂𝑞
𝑗,𝑙=1

,

𝑇 > 𝑇0, 𝜃
0 ∈ Θ, iз щiльностями

𝜇𝑗𝑙𝑇 (𝑥, 𝜃0) = 𝑔𝑗𝑇 (𝑥, 𝜃0)𝑔𝑙𝑇 (𝑥, 𝜃0)

(︃∫︁
R

|𝑔𝑙𝑇 (𝑥, 𝜃0)|2 𝑑𝑥

)︃− 1
2

, 𝑥 ∈ R, (75)

де

𝑔𝑗𝑇 (𝑥, 𝜃) =

𝑇∫︁
0

𝑒𝑖𝑥𝑡𝑔𝑗(𝑡, 𝜃) 𝑑𝑡, 𝑗 = 1, 𝑞.

B6. Припустимо, що сiм’я мiр 𝜇𝑇 слабко збiгається до мiри 𝜇:

𝜇𝑇 ⇒ 𝜇, 𝑇 → ∞,

де мiри 𝜇𝑇 визначенi щiльностями (75), а 𝜇 – додатно визначена матрична

мiра.

Ця умова означає, що елементи 𝜇𝑗𝑙 матричнозначної мiри 𝜇 є компле-

ксними зарядами обмеженої варiацiї, а матрицi 𝜇(𝐴) – невiд’ємно означенi

для будь-якого 𝐴 ∈ ℒ, де ℒ – 𝜎-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин в

R, а 𝜇(R) – додатно визначена матриця.

Означення 3. Додатно визначена матричнозначна мiра

𝜇(𝑑𝑥, 𝜃0) =

(︂
𝜇𝑗𝑙(𝑥, 𝜃0)

)︂𝑞
𝑗,𝑙=1

називається спектральною мiрою функцiї регресiї 𝑔(𝑡, 𝜃0) [14], [15].

Елементи 𝜇𝑗𝑙(𝑥, 𝜃0) можна визначити, користуючись наступними спiввiд-

ношеннями [15]

𝑅𝑗𝑙(ℎ, 𝜃
0) = lim

𝑇→∞
𝑑−1
𝑗𝑇 (𝜃0)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃0)

𝑇∫︁
0

𝑔𝑗(𝑡+ ℎ, 𝜃0)𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0) 𝑑𝑥 =
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=

∫︁
R

𝑒𝑖𝜆ℎ𝜇𝑗𝑙(𝑑𝜆; 𝜃0), 𝑗, 𝑙 = 1, 𝑞, (76)

де, за припущенням, матрична функцiя (𝑅𝑗𝑙(ℎ; 𝜃0)) неперервна при ℎ = 0.

Використовуючи спiввiдношення (76), можна довести [16], що тригионо-

метрична функцiя регресiї (11) має блочно-дiагональну спектральну мiру

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0) з блоками ⎛⎜⎜⎜⎝
κ𝑘 𝑖𝜌𝑘 𝛽𝑘

−𝑖𝜌𝑘 κ𝑘 𝛾𝑘

𝛽𝑘 𝛾𝑘 κ𝑘

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑘 = 1, 𝑁, (77)

де

𝛽𝑘 =

√
3

2𝐶𝑘
(𝐵𝑘κ𝑘 + 𝑖𝐴𝑘𝜌𝑘), 𝛾𝑘 =

√
3

2𝐶𝑘
(−𝐴𝑘κ𝑘 + 𝑖𝐵𝑘𝜌𝑘),

𝐶𝑘 =
√︁
𝐴2
𝑘 +𝐵2

𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁.

В (77) мiри κ𝑘 = κ𝑘(𝑑𝜆) та заряди 𝜌𝑘 = 𝜌𝑘(𝑑𝜆) сконцентрованi в точках

±𝜙𝑘, причому κ𝑘
(︀{︀

± 𝜙𝑘
}︀)︀

= 1
2 , 𝜌𝑘

(︀{︀
± 𝜙𝑘

}︀)︀
= ±1

2 .

Повертаючись до загального випадку, зафiксуємо параметр 𝜃0 ∈ Θ фун-

кцiї регресiї 𝑔(𝑡, 𝜃0). Використаємо позначення

𝑏𝑖𝑇 (𝑡, 𝜃0) = 𝑑−1
𝑖𝑇 (𝜃0)𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

та умову B3(i) при 𝑅 = 0.

Наступна теорема є важливою частиною доведення асимптотичної нор-

мальностi ОНК 𝜃𝑇 в моделi (1) i доведена в роботi [8].

Теорема 3. За умов А, B3(i) та B6 вектор

𝜁𝑇 = 𝑑−1
𝑇 (𝜃0)

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)∇𝑔(𝑡, 𝜃0) 𝑑𝑡 =

(︃ 𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)𝑏𝑖𝑇 (𝑡, 𝜃0) 𝑑𝑡

)︃𝑞

𝑖=1

(78)

є асимптотично нормальним 𝑁(0,Σ), при 𝑇 → ∞,

Σ = 2𝜋

∫︁
R

𝑓(𝜆)𝜇(𝑑𝜆; 𝜃0) = 𝑑2

∞∫︁
−∞

|𝑎(𝜆)|2𝜇(𝑑𝜆; 𝜃0).
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Доведення. Для будь-якого 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑞) ∈ R𝑞 позначимо

𝜂𝑇 = ⟨𝜁𝑇 , 𝑧⟩ =

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)𝑆𝑇 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝑆𝑇 (𝑡) =

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑇 (𝑡, 𝜃0)𝑧𝑖.

За умови B6

𝜎2(𝑧) = lim
𝑇→∞

E𝜂2
𝑇 = 2𝜋

∫︁
R

𝑓(𝜆)𝜇𝑧(𝑑𝜆; 𝜃0),

𝜇𝑧(𝑑𝜆; 𝜃0) =

𝑞∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜇𝑖𝑗(𝑑𝜆; 𝜃0)𝑧𝑖𝑧𝑗.

Для доведення теореми достатньо показати, що для будь-яких 𝑧 ∈ R та

𝑣 ≥ 1

lim
𝑇→∞

E𝜂𝑛𝑇 = E𝜂𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩(𝑛− 1)!!𝜎𝑛(𝑧), 𝑛 = 2𝑣,

0, 𝑛 = 2𝑣 + 1.
(79)

Використаємо формулу Леонова-Ширяєва [17]. Покладемо

𝐼 = {1, 2, ..., 𝑛}, 𝐼𝑝 =
{︁
𝑖1, ..., 𝑖𝑙𝑝

}︁
⊂ 𝐼, 𝑐(𝐼𝑝) = 𝑐𝑙𝑝

(︁
𝑡𝑖1, ..., 𝑡𝑖𝑙𝑝

)︁
.

Тодi

𝑚(𝐼) = 𝑚𝑛(𝑡1, ..., 𝑡𝑛) =
∑︁
𝐴𝑟

𝑟∏︁
𝑝=1

𝑐(𝐼𝑝), (80)

де
∑︀
𝐴𝑟

– пiдсумовування за всiма невпорядкованими розбиттями 𝐴𝑟 =

=

{︂
𝑟⋃︀
𝑝=1

𝐼𝑝

}︂
множини 𝐼 на множини 𝐼1, ..., 𝐼𝑟 такi, що 𝐼 =

𝑟⋃︀
𝑝=1

𝐼𝑝, 𝐼𝑖 ∩ 𝐼𝑗 =

= ∅, 𝑖 ̸= 𝑗.

Отримуємо, що

E𝜂𝑛𝑇 =

∫︁
[0;𝑇 ]𝑛

𝑚𝑛(𝑡1, ..., 𝑡𝑛)
𝑛∏︁
𝑘=1

𝑅𝑇 (𝑡𝑘) 𝑑𝑡1... 𝑑𝑡𝑛. (81)

Застосувавши формулу (80) до (81), можна отримати (79), довiвши, що

𝐼(𝑙) =

∫︁
[0;𝑇 ]𝑙

𝑐𝑙(𝑡1, ..., 𝑡𝑙)
𝑙∏︁

𝑘=1

𝑅𝑇 (𝑡𝑘) 𝑑𝑡1... 𝑑𝑡𝑙 → 0, 𝑇 → ∞ (82)
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для 𝑙 = 3, 𝑛. Беручи до уваги, що E𝜀(𝑡) = 0, з (82) випливає, що в (79) всi

непарнi моменти E𝜂2𝑣+1 = 0. З iншого боку, для парних моментiв E𝜂2𝑣 ми

знайдемо, що в (81), завдяки (80), тiльки тi члени вiдповiдають розбиттям

множини 𝐼 = {1, 2, ..., 2𝑣} на пари iндексiв, лишатимуться ненульовими,

тобто «Гауссова частина»: всi 𝑙𝑝 = 2. В (80) буде (2𝑣 − 1)!! таких членiв, i

кожен з них буде дорiвнювати 𝜎2𝑣(𝑧).

Доведемо (82). З умови B3(i) випливає, що

sup
𝑡∈[0;𝑇 ]

|𝑅𝑇 (𝑡)| ≤ ||𝑘(0)|| · ||𝑧|| · 𝑇− 1
2 , 𝑘(0) = (𝑘1(0), ..., 𝑘𝑞(0)), 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑞).

Використовуючи формулу (9), маємо

|𝐼(𝑙) =

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁

[0;𝑇 ]𝑙

𝑐𝑙(𝑡1 − 𝑡𝑙, ..., 𝑡𝑙−1 − 𝑡𝑙, 0)
𝑙∏︁

𝑘=1

𝑅𝑇 (𝑡𝑘) 𝑑𝑡1... 𝑑𝑡𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ |𝑑𝑙|

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
R

𝑑𝑠

∫︁
[0;𝑇 ]𝑙

(︃
𝑙−1∏︁
𝑘=1

𝑎̂(𝑡𝑖 − 𝑡𝑙 − 𝑠)

)︃
𝑎̂(−𝑠)

𝑙∏︁
𝑘=1

𝑅𝑇 (𝑡𝑘) 𝑑𝑡1... 𝑑𝑡𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ |𝑑𝑙|
∫︁
R

|𝑎̂(−𝑠)|
𝑇∫︁

0

(︃ 𝑇∫︁
0

|𝑎̂(𝑡− 𝑡𝑙 − 𝑠)𝑅𝑇 (𝑡)| 𝑑𝑡

)︃𝑙−1

|𝑅𝑇 (𝑡𝑙)| 𝑑𝑡𝑙 𝑑𝑠 ≤

≤ |𝑑𝑙|
(︁
||𝑐||𝑙−1||𝑧||𝑙−1||𝑎̂||𝑙1𝑇− 𝑙−1

2

)︁(︁
||𝑐|| · ||𝑧||𝑇

1
2

)︁
=

= |𝑑𝑙| · (||𝑐|| · ||𝑧|| · ||𝑎̂||1)𝑙 · 𝑇−
(︀

𝑙
2−1
)︀
→ 0, 𝑇 → ∞, 𝑙 ≥ 3. � (83)

Доведена теорема далi буде використана для отримання асимптотичної

нормальностi ОНК 𝜃𝑇 , заданої означенням 2, параметра нелiнiйної моделi

регресiї (1), що, в свою чергу, допоможе довести асимптотичну нормаль-

нiсть ОНК 𝜃𝑇 з означення 1, параметра 𝜃0 тригонометричної моделi регре-

сiї (11).

Зауважимо, що подiбну теорему було доведено в [7] за iнших припущень

щодо випадкового шуму 𝜀(𝑡).
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Теорема 4. За умов А, В1 – В6 та СW випадковий вектор 𝑢̂𝑇 =

= 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0) при 𝑇 → ∞ є асимптотично нормальним 𝑁(0,Γ), де

Γ = 2𝜋

(︃∫︁
R

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

)︃−1

·
∫︁
R

𝑓(𝜆)𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0) ·

(︃∫︁
R

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

)︃−1

=

= 𝑑2

(︃∫︁
R

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

)︃−1

·
∫︁
R

|𝑎(𝜆)|2𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0) ·

(︃∫︁
R

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

)︃−1

. (84)

Доведення. Як було зазначено в (22),

𝐿𝑖𝑇 (𝑢) =

𝑇∫︁
0

(︃
𝜀(𝑡) −

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙

)︃
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡 = 0

або
𝑇∫︁

0

𝜀(𝑡)
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡 =

𝑞∑︁
𝑙=1

(︃ 𝑇∫︁
0

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
· 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
· 𝑢𝑙 𝑑𝑡

)︃
=

=

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)𝑢𝑙, 𝑖 = 1, 𝑞.

Маємо наступну систему рiвнянь вiдносно 𝑢:

𝐽𝑇 (𝜃0)𝑢 = 𝑑−1
𝑇 (𝜃0)

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)∇𝑔(𝑡, 𝜃0) 𝑑𝑡,

з якої випливає, що

𝑢̃𝑇 = (𝑢̃1, ..., 𝑢̃𝑞)
* = Λ𝑇 (𝜃0)

𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)𝑑−1
𝑇 (𝜃0)∇𝑔(𝑡, 𝜃0) 𝑑𝑡 = Λ𝑇 (𝜃0)𝜁𝑇 , (85)

де Λ𝑇 (𝜃0) = 𝐽−1
𝑇 (𝜃0).

Вiдмiтимо, що з теореми 3 випливає, що вектор 𝑢̃𝑇 є асимптотично нор-

мальним 𝑁(0,Γ) при 𝑇 → ∞, де Γ задано формулою (84). Коварiацiйна

матриця вектора 𝑢̃𝑇 має вигляд

Γ𝑇 = Λ𝑇 (𝜃0)𝜎2
𝑇Λ𝑇 (𝜃0), (86)
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де 𝜎2
𝑇 – коварiацiйна матриця вектора 𝜁𝑇 . Якщо 𝑇 → ∞, то

Γ = lim
𝑇→∞

Γ𝑇 = 2𝜋

(︃∫︁
R

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

)︃−1

·
∫︁
R

𝑓(𝜆)𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0) ·

(︃∫︁
R

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

)︃−1

=

= 𝑑2

(︃∫︁
R

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

)︃−1

·
∫︁
R

|𝑎(𝜆)|2𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0) ·

(︃∫︁
R

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

)︃−1

. (87)

Доведемо, що функцiя розподiлу 𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) випадкового вектора 𝑢̂𝑇 =

= 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 −𝜃0) при 𝑇 → ∞ збiгається до функцiї розподiлу гауссiвського

випадкового вектора

Φ0,Γ(𝑦) = Φ0,Γ(𝜋(𝑦)), 𝜋(𝑦) = (−∞, 𝑦1) × ...× (−∞, 𝑦𝑞), 𝑦 ∈ R𝑞.

Покажемо, що для довiльного 𝑟 > 0

∆𝑇 (𝑟) = P{||𝑢̂𝑇 − 𝑢̃𝑇 || > 𝑟} → 0, 𝑇 → ∞. (88)

Розглянемо подiю 𝐴𝑇 = {𝑢̃𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅−𝑟)}, де 𝑅 таке, що внаслiдок асим-

птотичної нормальностi вектора 𝑢̃𝑇 та при 𝑇 > 𝑇0 виконується P
{︀
𝐴𝑇

}︀
≤ 𝜀

3 ,

де 𝜀 > 0 – мале фiксоване число.

Введемо ще одну подiю

𝐵𝑇 =
{︁

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

||Λ𝑇 (𝜃0)(Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢))|| ≤ 𝑟
}︁
.

З теореми редукцiї випливає, що для 𝑇 > 𝑇0 виконується

P{𝐵𝑇} =
{︁

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

||Λ𝑇 (𝜃0)(Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢))|| > 𝑟
}︁
≤

≤ P
{︁
𝜆𝑚𝑎𝑥Λ𝑇 (𝜃0) max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
||Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)|| > 𝑟

}︁
=

P

{︂
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐽𝑇 (𝜃0))
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
||Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)|| > 𝑟

}︂
≤

≤ P
{︁

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

||Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)|| ≥ 𝜆*𝑟
}︁
≤ 𝜀

3
.
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Також введемо подiю 𝐶𝑇 , яка полягає в тому, що ОНК 𝑢̂𝑇 є єдиним розв’яз-

ком системи рiвнянь (20). Аналогiчно до подiї 𝐵𝑇 , з теореми єдиностi ви-

пливає, що для 𝑇 > 𝑇0 P{𝐶𝑇} ≤ 𝜀
3 . Отже, маємо, що

P{𝐴𝑇 ∩𝐵𝑇 ∩ 𝐶𝑇} = 1 − 𝜀. (89)

Зауважимо, що

Λ𝑇 (𝜃0)𝐿𝑇 (𝑢) = Λ𝑇 (𝜃0)

(︃ 𝑇∫︁
0

𝜀(𝑡)
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡

)︃𝑞

𝑖=1

−

−Λ𝑇 (𝜃0)

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙

𝑇∫︁
0

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
𝑑𝑡

)︃𝑞

𝑖=1

=

= 𝑢̃𝑇 − Λ𝑇 (𝜃0)

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙 · 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

)︃𝑞

𝑖=1

= 𝑢̃𝑇 − 𝑢.

Якщо вiдбулась подiя 𝐴𝑇 ∩𝐵𝑇 ∩𝐶𝑇 , то для 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) справедливо насту-

пне:

||𝑢+ Λ𝑇 (𝜃0)Ψ𝑇 (𝑢)|| =

||𝑢+ Λ𝑇 (𝜃0)(Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)) + Λ𝑇 (𝜃0)𝐿𝑇 (𝑢)|| =

= ||𝑢+ 𝑢̃− 𝑢+ Λ𝑇 (𝜃0)(Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢))|| ≤

≤ ||𝑢̃|| + ||Λ𝑇 (𝜃0)(Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢))|| ≤

≤ 𝑅− 𝑟 + 𝑟 = 𝑅.

Таким чином, 𝐺𝑇 (𝑢) = 𝑢+ Λ𝑇 (𝜃0)Ψ𝑇 (𝑢) – неперервне вiдображення 𝑉 𝑐(𝑅)

в 𝑉 𝑐(𝑅).

Для доведення (88) нам знадобиться теорема Брауера про нерухому

точку [18].

Теорема 5 (Брауера). Якщо 𝐹 – неперервне вiдображення 𝑉 𝑐(𝑅) у себе,

то iснує 𝑥0 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) таке, що 𝐹 (𝑥0) = 𝑥0.
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Використавши теорему Брауера до 𝐹𝑇 (𝑢), отримуємо, що iснує точка

𝑢0
𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) така, що 𝐹𝑇 (𝑢0

𝑇 ) = 𝑢0
𝑇 , а з невиродженостi Λ𝑇 (𝜃0) = 𝐽−1

𝑇 (𝜃0)

випливає, що Ψ𝑇 (𝑢0
𝑇 ) = 0. Оскiльки, за нашим припущенням, виконується

подiя 𝐶𝑇 , то єдиним розв’язком системи рiвнянь Ψ𝑇 (𝑢) = 0 в кулi 𝑉 𝑐(𝑅) є

нормована ОНК 𝑢̂𝑇 , отже,

{𝐴𝑇 ∩𝐵𝑇 ∩ 𝐶𝑇} ⊂ {𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} i P{𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} ≥ 1 − 𝜀.

Варто вiдмiтити, що з (89) випливає

1 − 𝜀 ≤ P
{︀
{𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} ∩𝐵𝑇

}︀
=

= P
{︁
{𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} ∩

{︁
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
||Λ𝑇 (𝜃0)(Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢))|| ≤ 𝑟

}︁}︁
≤

≤ P{||Λ𝑇 (𝜃0)(Ψ𝑇 (𝑢̂𝑇 ) − 𝐿𝑇 (𝑢̂𝑇 ))|| ≤ 𝑟} =

= P{||Λ𝑇 (𝜃0)𝐿𝑇 (𝑢̂𝑇 )|| ≤ 𝑟} =

= P{||𝑢̃𝑇 − 𝑢̂𝑇 || ≤ 𝑟}. (90)

Справедливiсть (88) випливає безпосередньо з (90).

Подальшi мiркування стандартнi [7], [12], i наведенi тiльки для повноти

викладення.

Розглянемо для 𝜀 > 0 та 𝐴 ∈ B𝑞, де B𝑞 – 𝜎 - алгебра борелевих пiд-

множин R𝑞, множини

𝐴𝜀 =
{︁
𝑥 ∈ R𝑞 : inf

𝑦∈𝐴
||𝑥− 𝑦|| < 𝜀

}︁
, 𝐴−𝜀 = R𝑞 ∖ (R𝑞 ∖ 𝐴)𝜀.

Беручи до уваги (88), отримуємо для функцiї розподiлу

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) = P{𝑢̂𝑇 ∈ Π(𝑦)}, 𝑦 ∈ R𝑞,

та для будь-яких 𝑦 ∈ R𝑞 i 𝜀 > 0

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) ≥ P{𝑢̃𝑇 ∈ Π(𝑦)−𝜀} − ∆𝑇 (𝜀), (91)

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) ≤ P{𝑢̃𝑇 ∈ Π(𝑦)𝜀} + ∆𝑇 (𝜀). (92)
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Ранiше вже було доведено, що для довiльних 𝑦 ∈ R𝑞 та 𝜀 > 0

|P{𝑢̃𝑇 ∈ Π(𝑦)±𝜀} − Φ0,Γ(Π(𝑦)±𝜀)| → 0, 𝑇 → ∞. (93)

Позначимо 𝜙(𝑦, 𝜃0) як гауссiвську щiльнiсть, яка вiдповiдає функцiї роз-

подiлу Φ0,Γ(𝑦). Оскiльки 𝜆𝑚𝑖𝑛(Γ) = 𝜆 > 0, 𝜆𝑚𝑎𝑥(Γ) = 𝜆 <∞, то

𝜙(𝑦, 𝜃0) ≤ (2𝜋𝜆)−𝑞/2 exp

{︃
− ||𝑦||2

2𝜆

}︃
= 𝑣(||𝑦||).

Сформулюємо для 𝑣(||𝑦||) наступну теорему [19].

Теорема 6. Якщо 𝑣 — невiд’ємна диференцiйовна на [0;∞) функцiя та

така, що

(1) 𝑏 =

∞∫︁
0

|𝑣′(𝜆)|𝜆𝑞−1 𝑑𝜆 <∞;

(2) lim
𝜆→∞

𝑣(𝜆) = 0,

то для будь-якої опуклої множини 𝐶 ∈ B𝑞 та для довiльних 𝜀, 𝛿 > 0

справедлива нерiвнiсть∫︁
𝐶𝜀∖𝐶−𝛿

𝑣(||𝜆||) 𝑑𝜆 ≤ 𝑏

(︃
2𝜋𝑞/2

Γ(𝑞/2)

)︃
(𝜀+ 𝛿).

Застосувавши вказану теорему до 𝑣(||𝑦||), отримуємо, що для будь-

якого 𝜓 ̸= 0 виконується

|Φ0,Γ(Π(𝑦)) − Φ0,Γ(Π(𝑦)𝜓)| =

∫︁
Π

𝜙(𝑦, 𝜃0) 𝑑𝑦 ≤ 𝑏

(︃
2𝜋𝑞/2

Γ(𝑞/2)

)︃
|𝜓|, (94)

де

Π =

⎧⎪⎨⎪⎩Π(𝑦)𝜓 ∖ Π𝑐(𝑦), 𝜓 > 0,

Π(𝑦) ∖ Π(𝑦)𝜓, 𝜓 < 0.

Для будь-якого 𝑦 ∈ R𝑞 та довiльного 𝜀 > 0

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) − Φ0,Γ(𝑦) ≤
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≤ ∆𝑇 (𝜀) + P{𝑢̃𝑇 ∈ Π(𝑦)𝜀} − Φ0,Γ(𝑦) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) + |P{𝑢̃𝑇 ∈ Π(𝑦)𝜀} − Φ0,Γ(𝑦)| ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) + |P{𝑢̃𝑇 ∈ Π(𝑦)𝜀} − Φ0,Γ(Π(𝑦)𝜀)| + |Φ0,Γ(Π(𝑦)𝜀) − Φ0,Γ(𝑦)|; (95)

Φ0,Γ(𝑦) −𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) + P{𝑢̃𝑇 ∈ Π(𝑦)−𝜀} − Φ0,Γ(𝑦) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) + |Φ0,Γ(𝑦) − P{𝑢̃𝑇 ∈ Π(𝑦)−𝜀}| ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) + |Φ0,Γ(Π(𝑦)−𝜀)−P{𝑢̃𝑇 ∈ Π(𝑦)−𝜀}|+ |Φ0,Γ(𝑦)−Φ0,Γ(Π(𝑦)−𝜀)|. (96)

Отже, зi спiввiдношень (89) - (96), випливає, що

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) → Φ0,Γ(𝑦), 𝑦 ∈ R𝑞, 𝑇 → ∞. �

Використавши (77) та той факт, що для тригонометричної функцiї ре-

гресiї (11)

𝑇−1𝑑2
3𝑘−2,𝑇 (𝜃0), 𝑇

−1𝑑2
3𝑘−1,𝑇 (𝜃0) →

1

2
,

𝑇−3𝑑2
3𝑘,𝑇 (𝜃0) →

1

6

(︀
(𝐴0

𝑘)
2 + (𝐵0

𝑘)
2
)︀
, 𝑇 → ∞,

можна сформулювати [7] наступну теорему.

Теорема 7. За умови A та умов розрiзнення параметрiв (12), (13) для

тригонометричної моделi (1), (11), нормована ОНК(︂
𝑇

1
2 (𝐴1𝑇 − 𝐴0

1), 𝑇
1
2 (𝐵1𝑇 −𝐵0

1), 𝑇
3
2 (𝜙1𝑇 − 𝜙0

1), ...,

𝑇
1
2 (𝐴𝑁𝑇 − 𝐴0

𝑁), 𝑇
1
2 (𝐵𝑁𝑇 −𝐵0

𝑁), 𝑇
3
2 (𝜙𝑁𝑇 − 𝜙0

𝑁)

)︂
є асимптотично нормальною 𝑁(0,Σ𝑇𝑅𝐼𝐺), де Σ𝑇𝑅𝐼𝐺 – блочно-дiагональна

матриця з блоками

4𝜋𝑓(𝜙0
𝑘)

(𝐶0
𝑘)2

⎛⎜⎜⎜⎝
(𝐴0

𝑘)
2 + 4(𝐵0

𝑘)
2 −3𝐴0

𝑘𝐵
0
𝑘 −6𝐵0

𝑘

−3𝐴0
𝑘𝐵

0
𝑘 4(𝐴0

𝑘)
2 + (𝐵0

𝑘)
2 6𝐴0

𝑘

−6𝐵0
𝑘 6𝐴0

𝑘 12

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑘 = 1, 𝑁,

причому 4𝜋𝑓(𝜙0
𝑘) = 2𝑑2|𝑎(𝜙0

𝑘)|2.

Матриця Σ𝑇𝑅𝐼𝐺 є додатно визначеною, якщо 𝑓(𝜙0
𝑘) > 0, 𝑘 = 1, 𝑁 .
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Висновки

У магiстерськiй дисертацiї отримано асимптотичну нормальнiсть ОНК

параметрiв нелiнiйної моделi регресiї з неперервним часом спостереження

та випадковим шумом, який задається лiнiйним стохастичним процесом,

керованим процесом Левi. Доведено теорему редукцiї, яка дозволяє замi-

нити вивчення асимптотичного розподiлу ОНК в нелiнiйнiй моделi вивче-

нням асимптотичного розподiлу ОНК у вiртуальнiй лiнiйнiй моделi. Отри-

мано теорему асимптотичної єдиностi ОНК параметрiв нелiнiйної моделi

регресiї. Використавши центральну граничну теорему для зваженого iнте-

гралу вiд Левi-керованого лiнiйного процесу та теорему Брауера про неру-

хому точку, доведено теорему про асимптотичну нормальнiсть ОНК в сенсi

Уолкера в загальнiй нелiнiйнiй моделi регресiї. Нарештi, використавши ре-

зультати останнiх теорем, доведено асимптотичну нормальнiсть ОНК для

тригонометричної моделi регресiї.

Логiчним продовженням описаного дослiдження є отримання властиво-

стей асимптотичної нормальностi перiодограмних оцiнок параметрiв триго-

нометричної моделi регресiї з лiнiйним Левi-керованим випадковим шумом.
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