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РЕФЕРАТ

Магiстерська дисертацiя: 43 сторiнки, 1 рисунок, 36 першоджерел.

Мета роботи полягає у дослiдженнi консистентностi оцiнки Уiтла па-

раметра спектральної щiльностi лiнiйного випадкового шуму в нелiнiйнiй

моделi регресiї. Слiд зазначити, що випадковий шум не обов’язково є гаус-

сiвським.

Об’єкт дослiдження — нелiнiйна модель регресiї з дискретним часом та

лiнiйним випадковим шумом.

Предмет дослiдження — консистентнiсть оцiнки Уiтла параметрiв спе-

ктральної щiльностi випадкового шуму вказаної моделi регресiї.

Результатом дисертацiйної роботи є отримання достатнiх умов конси-

стентностi оцiнки Уiтла параметрiв спектральної щiльностi лiнiйного ви-

падкового шуму в нелiнiйнiй моделi регресiї.

Дослiдження мають теоретичний характер, але можуть бути застосованi

в багатьох сферах, зокрема в статистичному аналiзi, метеорологiї, геофiзи-

цi, економiцi, статистичнiй радiофiзицi, фiнансах тощо.

Результати магiстерської дисертацiї доповiдались на X Всеукраїнськiй

науковiй конференцiї молодих математикiв.

Ключовi слова: оцiнка Уiтла, оцiнка мiнiмального контрасту, спе-

ктральна щiльнiсть, лiнiйний випадковий шум, нелiнiйна модель регресiї,

консистентiсть, оцiнка найменших квадратiв.
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ABSTRACT

Master’s thesis: 43 pages, 1 drawing, 36 primary sources.

The aim of the work is to study the consistency properties of the Whittle

estimator of the linear random noise spectral density parameters in a nonli-

near regression model. It should be noted that random noise is not necessarily

Gaussian.

The object of research is the nonlinear regression model with discrete-time

and linear random noise.

The subject of research is the consistency of Whittle’s estimator of

parameters of the random noise spectral density of the specified regression

model.

Sufficient conditions of the consistency of Whittle’s estimation of the

parameters of the spectral density of linear random noise in the nonlinear

regression model are obtained in the master’s thesis.

The research made in this work is theoretical but can be applied in many

fields, including statistical analysis, meteorology, geophysics, economics, stati-

stical radiophysics, finance, and so on.

The results of the master’s thesis were presented at the X All-Ukrainian

Scientific Conference of Young Mathematicians.

Keywords:Whittle estimator, minimum contrast estimator, spectral densi-

ty, linear random noise, nonlinear regression model, consistency, least-squares

estimator.
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ВСТУП

Проблематика дисертацiї вiдноситься до статистики випадкових проце-

сiв, яка є важливою галуззю сучасної теорiї ймовiрностей та математи-

чної статистики. У роботi зосереджено увагу на такому важливому аспектi

дослiдження, як вивчення регресiйних моделей i оцiнка функцiональних

характеристик випадкового шуму. Для дослiдження в роботi використано

модель регресiї типу «сигнал + шум». Складнiстю такої постановки задачi

є те, що «сигнал» в цьому випадку стає заважаючим i ускладнює аналiз

випадкового шуму. Тодi, щоб нейтралiзувати його присутнiсть, ми повиннi

оцiнити параметр.

Першим кроком є застосування оцiнки найменших квадратiв (ОНК) для

невiдомого параметра нелiнiйної регресiї. Вибiр такої оцiнки є доцiльним

з огляду на широку вживанiсть, дослiдженiсть та простоту обчислення.

Асимптотичнi властивостi ОНК в нелiнiйнiй моделi регресiї вивчались ба-

гатьма авторами, ми зiшлемось лише на монографiї Iванова О.В. [8], Iва-

нова О.В. i Леоненка М. М. [9] та Iванова О.В. i Приходька В. В. [2], в яких

мiститься, зокрема, великий бiблiографiчних джерел, з даної тематики.

Наступним кроком є побудова оцiнки параметра спектральної щiльно-

стi лiнiйного випадкового шуму. У якостi такої оцiнки в данiй роботi бу-

ло обрано оцiнку Уiтла, названу на честь новозеландського математика i

статистика П. Уiтла. Дана оцiнка була запропонована ще в 50-х роках ми-

нулого столiття, а на сьогоднiшнiй час її результати утворюють розвинену

теорiя, що охоплює рiзнi математичнi моделi стохастичних процесiв i полiв.

Працi Уiтла та iнших сучасних авторiв на цю тему наведемо в посилан-

нях далi: P.Whittle [10], [11], Hannan [12], [13], Dunsmuir, Hannan [14], Guyon

8
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[15], Rosenblatt [16], Fox, Taqqu [17], Dahlhaus [18], Heyde, Gay [19], [20] Gi-

raitis, Surgailis [21], Giraitis, Taqqu [22], Gao та iн. [23], Gao [24] Leonenko,

Sakhno [25], Bahamonde,Doukhan [26], Ginovyan, Sahakyan [27], Avram та

iн. [29], Anh та iн. [28], Bai та iн. [30], Ginovyan та iн. [31], Giraitis та iн. [32].

У статтi Koul, Surgailis [33] в моделi лiнiйної регресiї асимптотичнi вла-

стивостi оцiнювача Уiтла сильно залежних параметрiв спектральної щiль-

ностi випадкових шумiв вивчались в дискретному часi.

У роботi [2] отримано достатнi умови щодо консистенцiї Уiтла параме-

тра спектральної щiльностi гауссового стацiонарного випадкового шуму, а

стаття [1] продовжує це дослiдження, поширюючи його на випадок Левi ке-

рованого лiнiйного випадкового шуму. Дослiдження дисертацiйної роботи

мають теоретичний характер, але можуть бути застосованi в багатьох сфе-

рах, зокрема в статистичному аналiзi, метеорологiї, геофiзицi, економiцi,

статистичнiй радiофiзицi, фiнансах тощо.

Отриманий результат доповнює результат працi Iванова О.В., Леоненко

Н. Н., Орловського I. В. [1] на випадок дискретного часу.

В дисертацiї використовувалась схема доведення робiт [1], [2] та допомi-

жнi результати [3] i [4], де описувались властивостi ядер Феєра.



Роздiл 1

Умови для параметрiв моделi регресiї

1.1 Постановка задачi

На ймовiрнiсному просторi (Ω,F, 𝑃 ) розглянемо модель регресiї:

𝑋𝑗 = 𝑔(𝑗, 𝛼0) + 𝜀𝑗, 𝑗 ≥ 1, (1.1)

де 𝑔(𝑗, ·) : 𝐴𝛽 → R, 𝑗 ≥ 1, – неперервнi функцiї, 𝐴𝛽 =
⋃︀

‖𝑒‖≤1

(𝐴 + 𝛽𝑒), 𝛽 > 0

– деяке число, 𝐴 ⊂ R𝑞 – обмежена опукла вiдкрита множина, 𝛼0 ∈ 𝐴 –

iстинне значення параметра.

Вiдносно шуму 𝜀 = {𝜀𝑗, 𝑗 ∈ Z} припустимо наступну умову:
A1. 𝜀𝑗, 𝑗 ∈ Z, є лiнiйним часовим рядом вигляду:

𝜀𝑗 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑎̂(𝑗 − 𝑘)𝜉𝑘 (1.2)

де 𝜉𝑘, 𝑘 ∈ Z, – незалежнi однаково розподiленi випадковi величини з

𝐸𝜉0 = 0, 𝐸𝜉0
4 < ∞ та 𝑎̂ ∈ 𝑙1.

Позначимо:

𝑐𝑟(𝑗1, . . . , 𝑗𝑟) = 𝑖−𝑟 𝜕𝑟

𝜕𝑧1 . . . 𝜕𝑧𝑟
ln𝐸 exp

{︃
𝑖

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘𝜀𝑗𝑘

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧1=...=𝑧𝑟=0

, (1.3)

як кумулянту функцiї вiдповiдно до порядку 𝑟, 𝑟 ≥ 1, часового ряду 𝜀.

Тодi вираз для кумулянти часового ряду 𝜀 задається формулою

𝑐𝑟(𝑗1, . . . 𝑗𝑟) = 𝑑𝑟
∑︁
𝑖∈Z

𝑟∏︁
𝑘=1

𝑎̂(𝑗𝑘 − 𝑖), (1.4)

10
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де 𝑑𝑟 – 𝑟-та кумулянта випадкової величини 𝜉0. Зокрема,

𝑑2 = 𝐸𝜉20 , 𝑑4 = 𝐸𝜉40 − 3(𝐸𝜉20)
2. (1.5)

З умови А1 випливає iснування спектральних щiльностей лiнiйного часо-

вого ряду 𝜀 до четвертого порядку включно. Загальний вигляд спектраль-

ної щiльностi порядку 𝑟, для лiнiйного часового ряду 𝜀, має вигляд

𝑓𝑟(𝜆1, . . . , 𝜆𝑟−1) = (2𝜋)−𝑟+1𝑑𝑟 𝑎

(︃
𝑟−1∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘

)︃
𝑟−1∏︁
𝑘=1

𝑎(𝜆𝑘), (1.6)

де 𝑎(𝜆) =
∑︀
𝑗∈Z

𝑎̂(𝑗)𝑒−𝑖𝜆𝑗, 𝜆 ∈ [−𝜋; 𝜋], 𝑎 ∈ 𝐿2[−𝜋; 𝜋].

Для 𝑟 = 2 спектральна щiльнiсть другого порядку буде мати вигляд

𝑓2(𝜆) = 𝑑2𝑎(𝜆)𝑎(−𝜆),

Для зручностi позначимо 𝑓2(𝜆) = 𝑓(𝜆).

A2. Припустимо, що 𝑎(𝜆) = 𝑎(𝜆, 𝜃(1)), 𝑑2 = 𝑑2(𝜃
(2)), 𝜃 = (𝜃(1), 𝜃(2)) ∈

Θ𝜏 ,Θ𝜏 =
⋃︀

‖𝑒‖<1

(Θ+𝜏𝑒), 𝜏 > 0 — деяке число, Θ ⊂ R𝑚 — обмежена вiдкрита

опукла множина, тобто спектральна щiльнiсть випадкового процесу 𝜀

𝑓(𝜆) = 𝑓(𝜆, 𝜃),

де 𝜃 ∈ Θ𝜏 ,𝜃0 ∈ Θ – iстинне значення параметра.

Означення 1.1. Будь-який випадковий вектор 𝛼̂ = (𝛼̂1𝑁 , . . . , 𝛼̂𝑞𝑁)
′ ∈ 𝐴,

який має властивiсть

𝑄𝑁(𝛼̂𝑁) = min
𝜏∈𝐴𝑐

𝑄𝑁(𝜏), 𝑄𝑁(𝜏) =
𝑁∑︁
𝑗=1

[𝑋𝑗 − 𝑔(𝑗, 𝜏)]2,

де 𝐴𝑐 замикання множини 𝐴, називається оцiнкою найменших квадратiв

(ОНК) невiдомого параметра 𝛼0, отриманого за спостереженнями {𝑋𝑗, 𝑗 =

1, 𝑁}.

Розглянемо залишкову перiодограму

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁) =
1

2𝜋𝑁

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒−𝑖𝑗𝜆(𝑋𝑗 − 𝑔(𝑗, 𝛼̂𝑁))

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

, 𝜆 ∈ [−𝜋; 𝜋]
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i поле контрасту Уiтла буде наступним:

𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁) =

𝜋∫︁
−𝜋

(︂
ln 𝑓(𝜆, 𝜃) +

𝐼𝑁(𝜆)

𝑓(𝜆, 𝜃)

)︂
𝑑𝜆, 𝜃 ∈ Θ𝑐. (1.7)

Означення 1.2. Оцiнкою мiнiмального контрасту (ОМК) для невiдо-

мого параметра 𝜃0 ∈ Θ називають випадковий вектор 𝜃𝑁 = (𝜃1𝑁 , . . . , 𝜃𝑚𝑁)

такий що

𝑈𝑁(𝜃𝑁 ; 𝛼̂𝑁) = min
𝜃∈Θ𝑐

𝑈𝑁(𝜃; 𝛼̂𝑁),
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1.2 Додатковий блок умов

Нехай функцiя 𝑔(𝑗, 𝛼), 𝑗 ≥ 1, у (1.1) неперервно диференцiйовна вiдно-

сно 𝛼 ∈ 𝐴𝑐.

Позначимо

𝑔𝑖(𝑗, 𝛼) =
𝜕

𝜕𝛼𝑖
𝑔(𝑗, 𝛼), 𝑖 = 1, 𝑞,

𝑑𝑁(𝛼) = diag(𝑑𝑖𝑁(𝛼), 𝑖 = 1, 𝑞), 𝑑2𝑖𝑁(𝛼) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑔2𝑖 (𝑗, 𝛼),

i lim inf
𝑁→∞

𝑁− 1
2𝑑𝑖𝑁(𝛼) > 0, 𝑖 = 1, 𝑞, 𝛼 ∈ 𝐴𝑗.

Тодi

Φ𝑁(𝛼1, 𝛼2) =
𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑔(𝑗, 𝛼1)− 𝑔(𝑗, 𝛼2))
2, 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐴𝑐.

.

Припустимо, що виконуються наступнi умови:

С1. ОНК 𝛼𝑁 є слабко консистентною оцiнкою 𝛼0 ∈ 𝐴 у наступному

розумiннi

𝑁− 1
2𝑑𝑁(𝛼0)(𝛼̂𝑁 − 𝛼0)

𝑃→ 0, 𝑁 → ∞.

С2. Iснує така константа 𝑐0 < ∞, що для будь-яких 𝛼0 ∈ Θ i 𝑁 > 𝑁0,

де 𝑐0 i 𝑁0 можуть залежати вiд 𝛼0,

Φ𝑁(𝛼;𝛼0) ≤ 𝑐0‖𝑑𝑁(𝛼0)(𝛼− 𝛼0)‖2, 𝛼 ∈ 𝐴𝑐.

С3. 𝑓(𝜆, 𝜃1) ̸= 𝑓(𝜆, 𝜃2) на множинi додатної мiри Лебега, при 𝜃1 ̸=
𝜃2, 𝜃1, 𝜃2 ∈ Θ𝑐.

С4. Функцiя 𝑓(𝜆, 𝜃) неперервна за 𝜃 ∈ Θ𝑐 для майже всiх 𝜆 ∈ [−𝜋; 𝜋]

причому iснують 𝑐1, 𝑐2 ∈ (0;∞) такi, що для (𝜆, 𝜃) ∈ [−𝜋; 𝜋]×Θ𝑐 виконує-

ться

𝑐1 < 𝑓(𝜆, 𝜃) < 𝑐2.



Роздiл 2

Допомiжнi твердження

2.1 Часовi ряди

Нижче викладено деякi результати роботи [35].

Часовий ряд — це послiдовнiсть змiнних, значення яких представляють

однаково вiддаленi спостереження явища з часом. Ми можемо написати

часовий ряд 𝑋𝑗 в загальному випадку як

𝑋𝑗 = 𝛼0 + 𝛼1𝑋𝑗−1 + . . .+ 𝛼𝑁𝑋𝑗−𝑁 + 𝜀𝑗, 𝑗 ≥ 1

де 𝜀𝑗 — бiлий шум. Деякi спостереження 𝑋𝑗, 𝑗 = 1, 𝑁 — це рiвнi часового

ряду, з кiлькiстю рiвнiв 𝑁 .

Статистичне явище, що розповсюджується в часi за законами теорiї ймо-

вiрностей називається стохастичним процесом. Далi ми будемо називати

його просто процесом. Аналiзуючи часовий ряд, ми розглядаємо його, як

реалiзацiю стохастичного процесу.

Стохастичний процес буде стацiонарним, якщо його математичне спо-

дiвання, дисперсiя i коварiацiя випадкової величини 𝑋𝑗 не залежать вiд

часу. Тодi з припущення про стацiонарнiсть середнє значення i дисперсiя

будуть константою i матимуть вигляд

𝑀 = 𝐸[𝑋𝑗]

𝐷 = 𝐸[(𝑋𝑗 −𝑀)2]

Крiм того, середнє значення М стохастичного процесу можна оцiнити за

14
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допомогою вибiркового середнього числового ряду

𝑋𝑁 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗,

а дисперсiю — за допомогою вибiркової дисперсiї

𝐷̂𝑁 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗 −𝑋𝑁)
2
.

Модель часових рядiв — це iнструмент, який використовується для про-

гнозування майбутнiх значень ряду шляхом аналiзу залежностi мiж значе-

ннями, що спостерiгаються в рядi, i часом їх виникнення. Моделi часових

рядiв можуть бути розробленi з використанням рiзноманiтних статисти-

чних методiв часових рядiв. Методика, що з’являється в цiй галузi — це

використання нейроних мереж, оголошених унiверсальним апроксимато-

ром для нелiнiйних моделей.
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2.2 Процес ковзного середнього

Ковзне середнє є одними з найбiльш простих i популярних iндикаторiв в

математичнiй статистицi, оскiльки є основою багатьох методiв розрахунку

числових рядiв. Цей метод являє собою узагальнення вiдомих даних шля-

хом знаходження середнього арифметичного послiдовних менших наборiв

даних. Також ковзне середнє iнодi називають лiнiєю тренда. Чим менший

параметр ковзного середнього, тим швидше воно визначає нову тенденцiю,

але й одночасно робить бiльше помилкових коливань, i навпаки чим бiль-

ший параметр (довге ковзне середнє), тим повiльнiше визначається новий

тренд, але надходить менше помилкових коливань. Його можна обчислити

за формулою

𝑆𝑗 =

𝑁∑︀
𝑗=1

𝑋𝑗

𝑁
,

де 𝑋𝑗 — числова характеристика процесу, а 𝑁 — кiлькiсть перiодiв.

Один з найбiльш серйозних недолiкiв ковзного середнього полягає в то-

му, що цей метод надає однаковi оцiнки як новим даним, так i бiльш ста-

рими, хоча логiчнiше було б припустити, що новi данi важливiшi, тому що

вiдображають бiльш близьку ситуацiю до поточного моменту. Також при

використаннi методу ковзного середнього для торгiвлi по тренду запiзнюва-

ння на входi i на виходi з тренда як правило дуже значне, тому в бiльшостi

випадкiв втрачається велика частина трендового руху [36].
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2.3 Ядра Феєра

В математицi ядро Феєра використовується для знаходження суми за Че-

заро рядiв Фур’є або перетворень Фур’є. Воно назване на честь угорського

математика Лiпота Фейер (1880–1959).

Ядро Феєра задається як:

𝐹𝑁(𝑢) =
1

𝑢+ 1

sin2
(︁
(𝑁+1)𝑢

2

)︁
sin2 𝑢

2

.

Багатовимiрним аналогом ядра Фейєра є функцiя 𝐹
(𝑘)
𝑁 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘), 𝑘 ≥ 3 ,

яка має наступний вигляд

𝐹
(𝑘)
𝑁 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) = 𝐹

(𝑘)
𝑁 (𝑢1,..., 𝑢𝑘−1) = (2𝜋)−(𝑘−1)𝑁−1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒
𝑖

𝑘∑︀
𝑠=1

𝑗𝑠𝑢𝑠

=

= (2𝜋)−(𝑘−1)𝑁−1
𝑘∏︁

𝑖=1

sin 𝑁𝑢𝑠

2

sin 𝑢𝑠

2

,

(2.1)

де 𝑢𝑘 = −(𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘−1), 𝑢𝑠 ∈ [−𝜋; 𝜋].

Властивостi:

1) sup
𝑁

𝜋∫︁
−𝜋

. . .

𝜋∫︁
−𝜋

|𝐹 (𝑘)
𝑁 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘)|𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 < ∞;

2)

𝜋∫︁
−𝜋

. . .

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹
(𝑘)
𝑁 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 = 1;

3) для кожного 𝑠 > 0, при 𝑁 ≥ 2∫︁
|𝑢|≤𝜋 |𝑢|≤𝑠

. . .

∫︁
|𝐹 (𝑘)

𝑁 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘)|𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 = 𝑂

(︃
ln𝑘 𝑁

𝑁 sin 𝑠
2

)︃
,

де {|𝑢| ≤ 𝛼} = {(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) : |𝑢𝑛| ≤ 𝛼, 𝑛 = 1, 𝑘}.
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Наступний малюнок iлюструє графiки деяких ядер Феєра.

Наступне твердження базується на результатах Бенктуса [3], [4].

Лема 2.1. Нехай функцiя 𝐺(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘), 𝑢𝑘 = −(𝑢1+ . . .+𝑢𝑘−1) обме-

жена i неперервна в точцi (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘−1) = (0, . . . , 0). Тодi

lim
𝑁→∞

∫︁
[−𝜋;𝜋]𝑘−1

𝐹 𝑘
𝑁(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘−1)𝐺(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘)𝑑𝑢1 . . . · 𝑑𝑢𝑘−1 = 𝐺(0, . . . , 0).



19

2.4 Спектральна щiльнiсть та її властивостi

У цьому роздiлi наведенi деякi результати робiт [7], [6] та [5].

Математичне сподiвання i дисперсiя є важливими характеристиками ви-

падкового процесу, але вони не дають достатнього уявлення про те, який

характер матимуть окремi реалiзацiї випадкового процесу.

Якщо, до прикладу, виникне ситуацiя, де реалiзацiя двох випадкових

процесiв, зовсiм рiзних за своєю структурою, але мають однаковi значення

математичного сподiвання i дисперсiї, то для бiльш детальної характери-

стики внутрiшньої структури, тобто врахувати зв’язок мiж значеннями ви-

падкового процесу в рiзнi моменти часу необхiдно обчислити кореляцiйну

функцiю випадкового процесу.

Нехай (Ω,F, 𝑃 ) — ймовiрнiсний простiр i 𝜁 = (𝜁1, 𝜁2, ...) — деякий часо-

вий ряд випадкових величин. Позначимо 𝜔𝑗𝜁 часовий ряд (𝜁𝑗+1, 𝜁𝑗+2, ...).

Означення 2.1. Часовий ряд 𝜁 є стацiонарним в вузькому сенсi, якщо

для будь-якого 𝑗 ≥ 1 розподiли ймовiрностей 𝜔𝑗𝜁 i 𝜁 спiвпадають, тобто

𝑃{(𝜁1, 𝜁2, ...) ∈ B} = 𝑃{(𝜁𝑗+1, 𝜁𝑗+2, ...) ∈ B, B ∈ B(R∞). (2.2)

Звiдси, зокрема, випливає що якщо 𝐸𝜁21 < ∞ то 𝐸𝜁𝑗 не залежить лише

вiд 𝑗

𝐸𝜁𝑗 = 𝐸𝜁1, (2.3)

а коварiацiя 𝐾(𝜁𝑗+𝑘, 𝜁𝑗) = 𝐸(𝜁𝑗+𝑘 − 𝐸𝜁𝑗+𝑘)(𝜁𝑗 − 𝐸𝜁𝑗) залежить лише вiд 𝑘

𝐾(𝜁𝑗+𝑘, 𝜁𝑗) = 𝐾(𝜁1+𝑘, 𝜁1) (2.4)

Стацiонарним в широкому сенсi часовим рядом (з скiнченним другим

моментом) буде часовий ряд для якого умова (2.2) замiняється умовами

(2.3) i (2.4).

Нехай R2 = R2(Ω,F, 𝑃 ), то якщо 𝜁, 𝜂 ∈ R2, тодi

(𝜁, 𝜂) = 𝐸𝜁𝜂 (2.5)

i норма

‖𝜁‖ = (𝜁, 𝜁)
1
2 . (2.6)
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Якщо 𝜁, 𝜂 ∈ R2, то їх кореляцiю назвем величину

𝐾(𝜁, 𝜂) = 𝐸(𝜁 − 𝐸𝜁)(𝜂 − 𝐸𝜂). (2.7)

З (2.3) i (2.7) випливає, що якщо 𝐸𝜁 = 𝐸𝜂 = 0, то

𝐾(𝜁, 𝜂) = (𝜁, 𝜂). (2.8)

Означення 2.2. Часовий ряд 𝜁 = {𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z} з 𝐸|𝜁𝑗|2 < ∞, 𝑗 ∈ Z є

стацiонарним в широкому сенсi, якщо для всiх 𝑗 ∈ Z виконується

𝐸𝜁𝑘 = 𝐸𝜁0, 𝐾(𝜁𝑗+𝑘, 𝜁𝑗) = 𝐾(𝜁𝑗, 𝜁0), 𝑘 ∈ Z (2.9)

Для спрощення викладу далi будемо припускати, що 𝐸𝜁0 = 0.

Означення 2.3. Фукнцiю 𝐵(𝑘) будемо називати функцiєю кореляцiї,

якщо виконується

𝐵(𝑗) = 𝐾(𝜁𝑗, 𝜁0), 𝑗 ∈ Z. (2.10)

Безпосередньо з (2.10) випливає, що кореляцiйна функцiя 𝐵(𝑗) є не-

вiд’ємною, тобто для будь-яких чисел 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 i будь-яких 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚,

𝑚 ≥ 1, виконується
𝑚∑︁

𝑖,𝑙=1

𝑎𝑖𝑎𝑙𝐵(𝑡𝑖 − 𝑡𝑙) ≥ 0.

В свою чергу звiдси випливають наступнi властивости кореляцiної фун-

кцiї:

1) 𝐵(0) ≥ 0,

2) 𝐵(−𝑗) = 𝐵(𝑗),

3) |𝐵(𝑗)| ≤ 𝐵(0),

При дослiдженнi автоматичних систем управлiння зручно користува-

тися такою характеристикою стацiонарного випадкового процесу як спе-

ктральна щiльнiсть.
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У багатьох випадках, особливо при вивченнi перетворення стацiонарних

випадкових процесiв лiнiйними системами управлiння, спектральна щiль-

нiсть виявляється бiльш зручною характеристикою, нiж кореляцiйна фун-

кцiя.

Фiзичний змiст спектральної щiльностi це характеристика розподiлу по-

тужностi сигналу за частотним спектром. Спектральну щiльнiсть можна

визначити експериментально через середню величину квадрата амплiтуди

гармонiк реалiзацiї випадкового процесу. Прилади, що застосовують для

цього, називаються спектрометрами.

Аналiтично, термiн спектральна щiльнiсть визначається наступним чи-

ном.

Означення 2.4. Спектральною щiльнiстю стацiонарного випадкового

процесу 𝑋𝑗 називають функцiю 𝑓𝑋(𝑢) яка пов’язана з кореляцiйної фун-

кцiєю 𝐵(𝑗) взаємно-оберненими перетвореннями Фур’є:

𝑓𝑋(𝑢) =
∞∑︁
𝑗=1

𝐵(𝑗)𝑒−𝑖𝑢𝑗,

𝐵(𝑗) =
1

2𝜋

∞∑︁
𝑗=1

𝑓𝑋(𝑢)𝑒
𝑖𝑢𝑗.

Цi формули називають формулами Вiнера-Хiнчина.

Властвостi спектральної щiльностi

1) 𝑓𝑋(𝑢) ≥ 0,

2) 𝑓𝑋(−𝑢) = 𝑠𝑋(𝑢),

3) lim
𝑢→∞

𝑓𝑋(𝑢) = 0,

Загалом кореляцiйна функцiя 𝐾𝑋(𝑗) i спектральна щiльнiсть 𝑓𝑋(𝑢) ста-

цiонарного в широкому сенсi випадкового процесу мають всi властивостi,

характернi для пари взаємних перетворень Фур’є. Зокрема, чим «ширше»

спектральна щiльнiсть, тим «вужче» кореляцiйна функцiя i навпаки. Цей

результат кiлькiсно виражається у виглядi принципу або спiввiдношення

невизначеностi.
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2.5 Деякi властивостi лiнiйних випадкових процесiв

Результати наведенi в пiдроздiлi спираються на результати [1].

Припустимо, що випадковий процес 𝜀 задовольняє умовi A1.

Позначимо

𝑚𝑟(𝑗1, . . . , 𝑗𝑟) = 𝐸𝜀(𝑗1) . . . 𝜀(𝑗𝑟), (2.11)

як момент функцiї вiдповiдно до порядку 𝑟, 𝑟 ≥ 1, часового ряду 𝜀.

Тодi з умови А1 маємо

𝑚2(𝑗1, 𝑗2) = 𝐸𝜀(𝑗1)𝜀(𝑗2) = 𝐵(𝑗1 − 𝑗2),

де

𝐵(𝑗) = 𝑑2
∑︁
𝑖∈Z

𝑎̂(𝑗 + 𝑖)𝑎̂(𝑖), 𝑗 ≥ 1, (2.12)

є функцiєю коварiацiї 𝜀, функцiя четвертого моменту задається

𝑚4(𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4) = 𝑐4(𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4) +𝑚2(𝑗1, 𝑗2)𝑚2(𝑗3, 𝑗4)+

+𝑚2(𝑗1, 𝑗3)𝑚2(𝑗2, 𝑗4) +𝑚2(𝑗1, 𝑗4)𝑚2(𝑗2, 𝑗3).
(2.13)

Лема 2.2. За умови А1

𝜈*𝑁 = 𝑁−1
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜀2(𝑗)
𝑃→𝐵(0), 𝑁 → ∞. (2.14)

Доведення. Для будь-якого 𝜌 > 0 за нерiвнiстю Чебишева:

𝑃{|𝜈*𝑁 −𝐵(0)| ≥ 𝜌} ≤ 𝐸(𝜈*𝑁 −𝐵(0))2

𝜌2
= 𝜌−2𝐸

(︃
𝑁−1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜀2(𝑗)−𝐵(0)

)︃2

=

= 𝜌−2𝐸

(︃
𝑁−2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜀2(𝑗)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜀2(𝑘)− 2𝑁−1𝐵(0)
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜀2(𝑗) +𝐵2(0)

)︃
=

= 𝜌−2𝑁−1
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐸𝜀2(𝑗)𝜀2(𝑘)− 2𝜌−2𝑁−1𝐵(0)
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐸𝜀2(𝑗) + 𝜌−2𝐵2(0)

Оскiльки 𝐵(0), то 𝐸𝐵2(0) = 𝐵2(0), 𝐸𝜀2(𝑗) = 𝐵(0).

Користуючись формулами (2.11) i (2.13) :

𝐸𝜀2(𝑗)𝜀2(𝑘) = 𝑚4(𝑗, 𝑗, 𝑘, 𝑘) = 𝑚4(𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4) = 𝑐4(𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4)+

𝑚2(𝑗1, 𝑗2)𝑚2(𝑗3, 𝑗4) +𝑚2(𝑗1, 𝑗3)𝑚2(𝑗2, 𝑗4) +𝑚2(𝑗1, 𝑗4)𝑚2(𝑗2, 𝑗3),
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де 𝑚2(𝑗, 𝑗) = 𝐵(0), 𝑚2(𝑘, 𝑘) = 𝐵(0), 𝑚2(𝑗, 𝑘) = 𝐵(𝑗 − 𝑘) отримаємо:

𝑃{|𝜈*𝑁 −𝐵(0)| ≥ 𝜌} ≤ 𝜌−2𝑁−2
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑐4(𝑗, 𝑗, 𝑘, 𝑘) +𝐵2(0)+

+ 2𝐵2(𝑗 − 𝑘)) + 𝜌−2𝐵2(0) =

= 𝜌−2𝑁−2
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐4(𝑗, 𝑗, 𝑘, 𝑘) + 𝜌−2𝑁−2
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐵2(0)+

+ 𝜌−2𝑁−2
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

2𝐵2(𝑗 − 𝑘)− 𝜌−2𝐵2(0) =

= 𝜌−2𝑁−2
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐4(𝑗, 𝑗, 𝑘, 𝑘) + 2𝜌−2𝑁−2
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐵2(𝑗 − 𝑘) = 𝐼1 + 𝐼2

Користуючись формулою (1.4) розпишемо 𝐼1.

𝐼1 = 𝜌−2𝑁−2
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐4(𝑗, 𝑗, 𝑘, 𝑘) =

= 𝜌−2𝑁−2
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑑4
∑︁
𝑖∈Z

𝑎̂2(𝑗 − 𝑖)𝑎̂2(𝑘 − 𝑖) =

≤ 𝑑4𝜌
−2𝑁−2

𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑖∈Z

𝑎̂2(𝑗 − 𝑖)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎̂2(𝑘 − 𝑖) ≤

≤ 𝑑4𝜌
−2𝑁−2

𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑖∈Z

𝑎̂2(𝑖)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎̂2(𝑘) ≤

= 𝑑4𝜌
−2𝑁−1‖𝑎̂‖42,

де ‖𝑎̂‖2 =
(︂∑︀

𝑖∈Z
|𝑎𝑖|2

)︂ 1
2

, а те, що 𝑎̂ ∈ 𝑙2 випливає з того, що 𝑎̂ ∈ 𝑙1.

Тобто 𝐼1 = 𝑂(𝑁−1).

З умови A1 випливає, що коварiацiйна функцiя 𝐵 ∈ 𝑙1.
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Дiйсно,∑︁
𝑗∈Z

|𝐵(𝑗)| =
∑︁
𝑗∈Z

|𝑑2
∑︁
𝑖∈Z

𝑎̂(𝑗 + 𝑖)𝑎̂(𝑖)| ≤

≤ 𝑑2
∑︁
𝑗∈Z

∑︁
𝑖∈Z

|𝑎̂(𝑗 + 𝑖)𝑎̂(𝑖)| = 𝑑2
∑︁
𝑖∈Z

|𝑎̂(𝑖)|
∑︁
𝑗∈Z

|𝑎̂(𝑗 + 𝑖)| =

= 𝑑2

(︃∑︁
𝑖∈Z

|𝑎̂(𝑖)|

)︃2

< ∞,

оскiльки 𝑎̂ ∈ 𝑙1. Це означає, що також 𝐵 ∈ 𝑙2, а тому

𝐼2 = 2𝜌−2𝑁−2
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐵2(𝑗 − 𝑘) ≤ 2𝜌−2𝑁−2
𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘∈Z

𝐵2(𝑗 − 𝑘) =

= 2𝜌−2𝑁−1‖𝐵‖22

Тобто, 𝐼2 = 𝑂(𝑁−1).

Таким чином для довiльного 𝜌 > 0 виконується

𝑃 {|𝑣*𝑁 −𝐵(0)| ≥ 𝜌} → 0, 𝑁 → ∞.

Лему доведено.
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2.6 Оцiнка залишкової перiодограми

Позначимо

𝑔𝑁(𝜆, 𝛼) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒−𝑖𝑗𝜆𝑔(𝑗, 𝛼), 𝑆𝑁(𝜆, 𝛼) = 𝑔𝑁(𝜆, 𝛼0)− 𝑔𝑁(𝜆, 𝛼)

𝜀𝑁(𝜆) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒−i𝑗𝜆𝜀𝑗, 𝐼𝜀𝑁 = (2𝜋𝑁)−1|𝜀𝑁(𝜆)|2.

Запишемо залишкову перiодограму у виглядi:

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁) = (2𝜋𝑁)−1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒−𝑖𝑗𝜆(𝑋𝑗 − 𝑔(𝑗, 𝛼̂𝑁))

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

=

= (2𝜋𝑁)−1
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒−𝑖𝑗𝜆(𝑋𝑗 − 𝑔(𝑗, 𝛼̂𝑁))
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒𝑖𝑘𝜆(𝑋𝑘 − 𝑔(𝑘, 𝛼̂𝑁)).

Знаючи, що 𝑋𝑗 = 𝑔(𝑗, 𝛼0) + 𝜀𝑗, отримаєм наступне:

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁) = (2𝜋𝑁)−1
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑖𝑗𝜆𝑒𝑖𝑘𝜆(𝑔(𝑗, 𝛼̂0)− 𝑔(𝑗, 𝛼̂𝑁) + 𝜀𝑗)·

· (𝑔(𝑘, 𝛼̂0)− 𝑔(𝑘, 𝛼̂𝑁) + 𝜀𝑘)) =

= (2𝜋𝑁)−1
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑖𝑗𝜆𝑒𝑖𝑘𝜆(𝑔(𝑗, 𝛼̂0)− 𝑔(𝑗, 𝛼̂𝑁))(𝑔(𝑘, 𝛼̂0)− 𝑔(𝑘, 𝛼̂𝑁))+

+ (2𝜋𝑁)−1
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑖𝑗𝜆𝑒𝑖𝑘𝜆(𝑔(𝑗, 𝛼̂0)− 𝑔(𝑗, 𝛼̂𝑁))𝜀𝑘)+

+ (2𝜋𝑁)−1
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑖𝑗𝜆𝑒𝑖𝑘𝜆(𝑔(𝑘, 𝛼̂0)− 𝑔(𝑘, 𝛼̂𝑁))𝜀𝑗 +

+ (2𝜋𝑁)−1
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑖𝑗𝜆𝑒𝑖𝑘𝜆𝜀𝑗𝜀𝑘.

З властивостей комплексного числа: 𝑅𝑒 𝑧 = 1
2(𝑧 + 𝑧). Тодi

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁) = (2𝜋𝑁)−1|𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)|2 + 2(2𝜋𝑁)−1𝑅𝑒{𝜀𝑁(𝜆)𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)}+

+ (2𝜋𝑁)−1|𝜀𝑁(𝜆)|2 = (2𝜋𝑁)−1|𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)|2+

+ (𝜋𝑁)−1𝑅𝑒{𝜀𝑁(𝜆)𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)}+ 𝐼𝜀𝑁 .
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Нехай 𝜙 = 𝜙(𝜆; 𝜃), (𝜆; 𝜃) ∈ [−𝜋; 𝜋]×Θ𝑐, буде парною вимiрною за Лебе-

гом вiдносно змiнної 𝜆 для кожного фiксованого 𝜃 ваговою функцiєю.

Розглянемо

𝐼𝑁(𝜙, 𝛼̂𝑁) =

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆 = (2𝜋𝑁)−1

∫︁ 𝜋

−𝜋

|𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)|2𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆+

+ (𝜋𝑁)−1

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑅𝑒{𝜀𝑁(𝜆)𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)}𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆+

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝐼𝜀𝑁𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆 =

= 𝐽
(1)
𝑁 (𝜙) + 𝐽

(2)
𝑁 (𝜙) + 𝐽𝑒

𝑁(𝜙).

Припустимо

𝜙(𝜆; 𝜃) ≥ 0, sup
𝜆∈[−𝜋,𝜋],𝜃∈Θ

𝜙(𝜆; 𝜃) = 𝑐(𝜙) < ∞. (2.15)

Використовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського

|𝐽 (2)
𝑁 (𝜙)| ≤ 2𝑐(𝜙)

⎛⎝(2𝜋𝑁)−1

𝜋∫︁
−𝜋

|𝜀𝑁(𝜆)|2𝑑𝜆

⎞⎠ 1
2

·

·

⎛⎝(2𝜋𝑁)−1

𝜋∫︁
−𝜋

|𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)|𝑑𝜆

⎞⎠ 1
2

.

За умовою С2 i рiвнiстю Парсеваля

(2𝜋𝑁)−1

∫︁ 𝜋

−𝜋

|𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)|2𝑑𝜆 = 𝑁−1Φ(𝛼̂𝑁 , 𝛼0) ≤

≤ 𝑐0𝑁
−1‖𝑑𝑁(𝛼0)(𝛼̂𝑁 − 𝛼0)‖2,

(2.16)

а тому

|𝐽 (2)
𝑁 (𝜙)| ≤ 2𝑐

1
2
0 (𝜙)(𝜈

*
𝑁)

1
2‖𝑁− 1

2𝑑𝑁(𝛼0)(𝛼̂𝑁 − 𝛼0)‖,

де 𝜈*𝑁 задано (2.14).

Беручи до уваги умови A1, C1, C2 i Лему 2.2 отримаємо

sup
𝜃∈Θ𝑐

|𝐽 (2)
𝑁 (𝜙)| 𝑃→ 0, 𝑁

𝑃→ ∞. (2.17)

З iншого боку використовуючи (2.16)

𝐽
(1)
𝑁 (𝜙) ≤ 𝑐(𝜙)(2𝜋𝑁)−1

∫︁ 𝜋

−𝜋

|𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)|2𝑑𝜆 ≤

≤ 𝑐0𝑐(𝜙)𝑁
−1‖𝑑𝑁(𝛼0)(𝛼̂𝑁 − 𝛼0)‖2,
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i завдяки C1, C2 отримаємо наступне

sup
𝜃∈Θ𝑐

|𝐽 (1)
𝑁 (𝜙)| 𝑃→ 0, 𝑁

𝑃→ ∞. (2.18)

Лема 2.3. Припустимо, що виконуються умови А1, А2 i ведена вище

вагова функцiя 𝜙(𝜆; 𝜃) задовольняє (2.15). Тодi, при 𝑁 → ∞

𝐽𝑒
𝑁(𝜙)

𝑃→ 𝐽(𝜙) =

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆, 𝜃 ∈ Θ𝑐

Доведення. Нам достатньо довести, що

1)𝐸𝐽𝜀
𝑁(𝜙) → 𝐽(𝜙); 2)𝐽𝜀

𝑁(𝜙)− 𝐸𝐽𝜀
𝑁(𝜙)

𝑃→ 0. (2.19)

З того, що 𝐼𝜀𝑁(𝜆) = (2𝜋𝑁)−1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑁∑︀𝑗=1

𝑒−i𝑗𝜆𝜀𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

, маємо:

𝐸𝐽𝜀
𝑁(𝜙) = 𝐸

𝜋∫︁
−𝜋

𝐼𝜀𝑁(𝜆)𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆 =

𝜋∫︁
−𝜋

(2𝜋𝑁)−1
𝑁∑︁

𝑗,𝑘=1

𝐸𝜀𝑗𝜀𝑘𝑒
−𝑖𝑗𝜆𝑒𝑖𝑘𝜆𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆 =

= (2𝜋𝑁)−1

𝜋∫︁
−𝜋

𝑁∑︁
𝑗,𝑘=1

𝐵(𝑗 − 𝑘)𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆 =

= (2𝜋𝑁)−1

𝜋∫︁
−𝜋

⎛⎝ 𝑁∑︁
𝑗,𝑘=1

⎛⎝ 1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑢, 𝜃0)𝑒
𝑖(𝑗−𝑘)𝑢𝑑𝑢

⎞⎠ 𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆

⎞⎠𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆 =

= (4𝜋2𝑁)
−1

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆

𝜋∫︁
−𝜋

𝑁∑︁
𝑗,𝑘=1

𝑒𝑖(𝑗−𝑘)𝑢−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝑓(𝑢, 𝜃0)𝑑𝑢 =

= (4𝜋2𝑁)
−1

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆

𝜋∫︁
−𝜋

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑖𝑗(𝑢−𝜆)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒𝑖𝑘(𝜆−𝑢)

)︃
𝑓(𝑢, 𝜃0)𝑑𝑢 =

=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹
(2)
𝑁 (𝑢− 𝜆)𝑓(𝑢, 𝜃0)𝑑𝑢,

де 𝐹
(2)
𝑁 (𝑢 − 𝜆) = 𝐹

(2)
𝑁 (𝑢 − 𝜆, 𝜆 − 𝑢) – ядро Феєра, яке задається рiвнiстю

(2.1).
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Зробимо замiну змiнних 𝑡 = 𝑢− 𝜆

𝐸𝐽𝜀
𝑁(𝜙) =

1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆

𝜋−𝜆∫︁
−𝜋−𝜆

Φ𝑁(𝑡)𝑓(𝑡+ 𝜆, 𝜃0)𝑑𝑡 =

=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆

𝜋∫︁
−𝜋

Φ𝑁(𝑡)𝑓(𝑡+ 𝜆, 𝜃0)𝑑𝑡

(2.20)

в силу перiодичностi ядра Φ𝑁(𝑡) та спректральної щiльностi 𝑓(𝑡, 𝜃0).

Отже,

𝐸𝐽𝜀
𝑁(𝜙) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝐺2(𝑡)Φ𝑁(𝑡)𝑑𝑡, 𝐺2(𝑡) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑡+ 𝜆, 𝜃0)𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆; (2.21)

Оскiльки, використовуючи (2.15) та перiодичнiсть спектральної щiльностi

𝑓

|𝐺2(𝑡)| ≤ 𝑐(𝜙)

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑡+ 𝜆, 𝜃0)𝑑𝑡 = 𝑐(𝜙)

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)𝑑𝑡 = 𝑐(𝜙)𝐵(0),

то функцiя 𝐺2(𝑡) є обмеженою. Неперервнiсть функцiї 𝐺2(𝑡) випливає з

умов теореми. Тодi застосовуючи Лему 2.1 до (2.21) будемо мати

𝐸𝐽𝜀
𝑁(𝜙) → 𝐺2(0) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑡+ 𝜆, 𝜃0)𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆 = 𝐽(𝜙)

i умову 1) з формули (2.19) виконано.

Для доведення 2) з (2.19) достатньо показати, що

𝐷𝐽𝜀
𝑁 → 0, 𝑁 → ∞.

Розглянемо

𝐷𝐽𝜀
𝑁(𝜆) = 𝐸(𝐽𝜀

𝑁(𝜙))
2 − (𝐸𝐽𝜀

𝑁(𝜙))
2 =

= (2𝜋𝑁)−2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

⎛⎝ 𝑁∑︁
𝑗,𝑘=1

𝑁∑︁
𝑙,𝑠=1

𝐸𝜀𝑗𝜀𝑘𝜀𝑙𝜀𝑠𝑒
−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝑒−𝑖(𝑙−𝑠)𝜇

⎞⎠𝜙(𝜆, 𝜃)𝜙(𝜇, 𝜃)𝑑𝜆𝑑𝜇−

− (2𝜋𝑁)−2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

(︁
𝐵(𝑗 − 𝑘)𝐵(𝑙 − 𝑠)𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝑒−𝑖(𝑙−𝑠)𝜇

)︁
𝜙(𝜆, 𝜃)𝜙(𝜇, 𝜃)𝑑𝜆𝑑𝜇.
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Використаємо (2.11) i (2.13)

𝐸𝜀𝑗𝜀𝑘𝜀𝑙𝜀𝑠 = 𝑚4(𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑠) =

= 𝑐4(𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑠) +𝑚2(𝑗, 𝑘)𝑚2(𝑙, 𝑠) +𝑚2(𝑗, 𝑙)𝑚2(𝑘, 𝑠) +𝑚2(𝑗, 𝑠)𝑚2(𝑘, 𝑙) =

= 𝑐4(𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑠) +𝐵(𝑗 − 𝑘)𝐵(𝑙 − 𝑠) +𝐵(𝑗 − 𝑙)𝐵(𝑘 − 𝑠) +𝐵(𝑗 − 𝑠)𝐵(𝑘 − 𝑙).

Тодi

𝐷𝐽𝜀
𝑁(𝜙) = (2𝜋𝑁)−2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑁∑︁
𝑗,𝑘,𝑙,𝑠=1

(𝑐4(𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑠) +𝐵(𝑗 − 𝑙)𝐵(𝑘 − 𝑠)+

+𝐵(𝑗 − 𝑠)𝐵(𝑘 − 𝑙))𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆−𝑖(𝑙−𝑠)𝜇𝜙(𝜆, 𝜃)𝜙(𝜇, 𝜃)𝑑𝜆𝑑𝜇 = 𝐼3 + 𝐼4 + 𝐼5.

Помiтимо, що

(2𝜋𝑁)
−2

𝑁∑︁
𝑗,𝑘,𝑙,𝑠=1

𝑐4(𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑠)𝑒
−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆−𝑖(𝑙−𝑠)𝜇 =

= (2𝜋𝑁)
−2

𝑁∑︁
𝑗,𝑘,𝑙,𝑠=1

𝑐4(𝑗 − 𝑠, 𝑘 − 𝑠, 𝑙 − 𝑠, 0)𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆−𝑖(𝑙−𝑠)𝜇 =

= (2𝜋𝑁)
−2

𝑁∑︁
𝑗,𝑘,𝑙,𝑠=1

∫︁
[−𝜋,𝜋]3

𝑓4(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)𝑒
𝑖[(𝑗−𝑠]𝑢1+(𝑘−𝑠)𝑢2+(𝑙−𝑠)𝑢3]·

· 𝑒−𝑖[(𝑗−𝑘)𝜆+(𝑙−𝑠)𝜇]𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3 =

=
2𝜋

𝑁

∫︁
[−𝜋,𝜋]3

⎛⎝(8𝜋3𝑁)
−1

𝑁∑︁
𝑗,𝑘,𝑙,𝑠=1

𝑒𝑖[(𝑢1−𝜆)𝑗+(𝑢2+𝜆)𝑘+(𝑢3−𝜇)𝑙+(𝜇−𝑢1−𝑢2−𝑢3)𝑠]

⎞⎠ ·

· 𝑓4(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3 =

=
2𝜋

𝑁

∫︁
[−𝜋,𝜋]3

𝐹
(4)
𝑁 (𝑢1 − 𝜆, 𝑢2 + 𝜆, 𝑢3 − 𝜇)𝑓4(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3,

де 𝐹 (4)
𝑁 є ядром Феєра (2.1) при 𝑘 = 4.
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Тодi

𝐼3 = (2𝜋𝑁)
−2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑁∑︁
𝑗,𝑘,𝑙,𝑠=1

𝑐4(𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑠)𝑒
−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆−𝑖(𝑙−𝑠)𝜇𝜙(𝜆, 𝜃)𝜙(𝜇, 𝜃)𝑑𝜆𝑑𝜇 =

=
2𝜋

𝑁

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

⎡⎢⎣ ∫︁
[−𝜋,𝜋]3

𝐹
(4)
𝑁 (𝑢1 − 𝜆, 𝑢2 + 𝜆, 𝑢3 − 𝜇)𝑓4(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3

⎤⎥⎦ ·

· 𝜙(𝜆, 𝜃)𝜙(𝜇, 𝜃)𝑑𝜆𝑑𝜇 =

=
2𝜋

𝑁

∫︁
[−𝜋,𝜋]3

𝐹
(4)
𝑁 (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)𝐺4(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)𝑑𝑣1𝑑𝑣2𝑑𝑣3,

де

𝐺4(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓4(𝑣1 + 𝜆, 𝑣2 − 𝜆, 𝑣3 + 𝜇)𝜙(𝜆, 𝜃)𝜙(𝜇, 𝜃)𝑑𝜆𝑑𝜇,

результат отримується аналогiчно (2.20) замiною змiнних

𝑣1 = 𝑢− 𝜆, 𝑣2 = 𝑢2 + 𝜆, 𝑣3 = 𝑢3 − 𝜇,

та використанням перiодичностi функцiй 𝐹
(4)
𝑁 та 𝑓 .

Неперервнiсть 𝐺4 випливає з умов леми, а тому нам достатньо показати

обмеженiсть.

Помiтимо, що завдяки (1.6)

|𝐺4(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)| ≤ 𝑑4(2𝜋)
−3

𝜋∫︁
−𝜋

|𝑎(𝜆+ 𝑣1)𝑎(−𝜆+ 𝑣2)𝜙(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆·

·
𝜋∫︁

−𝜋

|𝑎(𝜇+ 𝑣3)𝑎(−𝜇− 𝑣1 − 𝑣2 − 𝑣3)|𝜙(𝜇, 𝜃)𝑑𝜇 ≤

≤ 𝑑4𝑐
2(𝜙)(2𝜋)−3

𝜋∫︁
−𝜋

|𝑎(𝜆+ 𝑣1)𝑎(−𝜆+ 𝑣2)𝜙𝑑𝜆·

·
𝜋∫︁

−𝜋

|𝑎(𝜇+ 𝑣3)𝑎(−𝜇− 𝑣1 − 𝑣2 − 𝑣3)|𝑑𝜇 ≤
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≤ 𝑑4𝑐
2(𝜙)(2𝜋)−3

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

|𝑎(𝜆+ 𝑣1)|2𝑑𝜆
𝜋∫︁

−𝜋

|𝑎(−𝜆+ 𝑣2)|2𝑑𝜆 ·

·
𝜋∫︁

−𝜋

|𝑎(𝜇+ 𝑣3)|2𝑑𝜇
𝜋∫︁

−𝜋

|𝑎(−𝜇− 𝑣1 − 𝑣2 − 𝑣3)|2𝑑𝜇

⎞⎠ 1
2

=

= 𝑑4𝑐
2(𝜙)(2𝜋)−3‖𝑎‖42,

де

‖𝑎‖2 =

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

|𝑎(𝜆)|2𝑑𝜆

⎞⎠ 1
2

(2.22)

Застосовуючи Лему (2.1) до 𝐺4(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) , будемо мати∫︁
[−𝜋,𝜋]3

𝐹
(4)
𝑁 (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)𝐺4(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) → 𝐺4(0, 0, 0),

звiдки

𝐼3 → 0, 𝑁 → ∞. (2.23)

За аналогiєю

(2𝜋𝑁)−2
𝑁∑︁

𝑗,𝑘,𝑙,𝑠=1

𝐵(𝑗 − 𝑙)𝐵(𝑘 − 𝑠)𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆−𝑖(𝑙−𝑠)𝜇 =

= (2𝜋𝑁)−2
𝑁∑︁

𝑗,𝑘,𝑙,𝑠=1

⎡⎣ 𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑢1, 𝜃0)𝑓(𝑢2, 𝜃0)𝑒
𝑖(𝑗−𝑠)𝑢1𝑒𝑖(𝑘−𝑙)𝑢2𝑑𝑢1𝑑𝑢2

⎤⎦ ·

· 𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆−𝑖(𝑙−𝑠)𝜇 =

=
2𝜋

𝑁

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

(8𝜋3𝑁)
−1

𝑁∑︁
𝑗,𝑘,𝑙,𝑠=1

𝑒𝑖[(𝑢1−𝜆)+𝑘(𝑢2+𝜆)−𝑙(𝑢1+𝜇)+𝑠(−𝑢2+𝜇)]·

· 𝑓(𝑢1, 𝜃0)𝑓(𝑢2, 𝜃0)𝑑𝑢1𝑑𝑢2 =

=
2𝜋

𝑁

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹
(4)
𝑁 (𝑢1 − 𝜆, 𝑢2 + 𝜆,−𝑢1 − 𝜇)𝑓(𝑢1, 𝜃0)𝑓(𝑢2, 𝜃0)𝑑𝑢1𝑑𝑢2
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i

𝐼4 = (2𝜋𝑁)−2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑁∑︁
𝑗,𝑘,𝑙,𝑠=1

𝐵(𝑗 − 𝑙)𝐵(𝑘 − 𝑠)𝑒−𝑖(𝑗−𝑘)𝜆−𝑖(𝑙−𝑠)𝜇𝜙(𝜆, 𝜃)𝜙(𝜇, 𝜃)𝑑𝜆𝑑𝜇 =

=
2𝜋

𝑁

∫︁
[−𝜋,𝜋]3

𝐹
(4)
𝑁 (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)𝐺5(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)𝑑𝑣1𝑑𝑣2𝑑𝑣3,

де

𝐺5(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑣1 + 𝜆, 𝜃0)𝑓(𝑣2 − 𝜆, 𝜃0)𝜙(𝜆, 𝜃)𝜙(−𝑣1 − 𝑣3 − 𝜆, 𝜃)𝑑𝜆.

Для застосування Леми 2.1 достатньо показати обмеженiсть 𝐺5.

|𝐺5(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)| ≤ 𝑑4𝑐
2(𝜙)

𝜋∫︁
−𝜋

|𝑓(𝑣1 + 𝜆, 𝜃0)||𝑓(𝑣2 − 𝜆, 𝜃0)|𝑑𝜆 ≤

≤ 𝑐2(𝜙)

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 2(𝑣1 + 𝜆, 𝜃0)𝑑𝜆

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 2(𝑣2 − 𝜆, 𝜃0)𝑑𝜆

⎞⎠ 1
2

=

= 𝑐2(𝜙)‖𝑓‖22 < ∞

i тому

𝐼4 → 0, 𝑁 → ∞. (2.24)

Отримання того, що

𝐼5 → 0, 𝑁 → ∞ (2.25)

є аналогiчним доведенню (2.24).

З (2.23) — (2.25) випливає виконання умови 2) з (2.19).

З виконання обох умов (2.19) випливає результат даної Леми.

Наслiдок 2.1. Якщо 𝜙(𝜆, 𝜃) = 1
𝑓(𝜆,𝜃) , то за умов A1,A2,C1, С2 i С4

𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)
𝑃→ 𝑈𝑁(𝜃) =

𝜋∫︁
−𝜋

(ln 𝑓(𝜆, 𝜃) +
𝑓(𝜆, 𝜃0)

𝑓(𝜆, 𝜃)
)𝑑𝜆, 𝜃 ∈ Θ𝑐.
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Доведення.

𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁) =

𝜋∫︁
−𝜋

(︂
ln 𝑓(𝜆, 𝜃) +

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)

𝑓(𝜆, 𝜃)

)︂
𝑑𝜆 =

=

𝜋∫︁
−𝜋

ln 𝑓(𝜆, 𝜃)𝑑𝜆+

𝜋∫︁
−𝜋

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)

𝑓(𝜆, 𝜃)
𝑑𝜆

Перший доданок є константою. За умовою C4 вагова функцiя 𝜙(𝜆, 𝜃) =

1
𝑓(𝜆,𝜃) буде задовольняти умовам Леми 2.3.

Тодi
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃)

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)
𝑑𝜆

𝑃→
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)

𝑓(𝜆, 𝜃)
𝑑𝜆.

Наслiдок доведено.

Розглянемо функцiю контрасту Уiтла

𝐾(𝜃, 𝜃0) = 𝑈(𝜃)− 𝑈(𝜃0) =

∫︁ 𝜋

−𝜋

(︂
𝑓(𝜆, 𝜃0)

𝑓(𝜆, 𝜃)
− 1− ln

𝑓(𝜆, 𝜃0)

𝑓(𝜆, 𝜃)

)︂
𝑑𝜆 ≥ 0,

де 𝐾(𝜃, 𝜃0) = 0 тодi дише тодi, коли 𝜃 = 𝜃0, що випливає з умови С3.

Лема 2.4. Якщо виконуються умови A1,A2,C1, С2 i С2, то

sup
𝜃∈Θ𝑐

|𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃)| 𝑃→ 0, 𝑁 → ∞.

Доведення. Нехай {𝜃𝑗, 𝑗 = 1, 𝑁𝑗} 𝛿 - сiтка множини Θ𝑐. Нехай 𝜃 ∈ Θ.

Тодi iснує 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑁𝛿} таке, що ‖𝜃 − 𝜃𝑘‖ ≤ 𝛿.

Тодi

|𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃)| ≤ |𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃)− (𝑈𝑁(𝜃𝑘, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃𝑘))|+

+ |𝑈𝑁(𝜃𝑘, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃𝑘)| ≤ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤𝛿

|𝑈𝑁(𝜃1, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃1)−

− (𝑈𝑁(𝜃2, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃2))|+ max
1≤𝑗≤𝑁𝛿

|𝑈𝑁(𝜃𝑗, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃𝑗)|.

З останнього випливає, що для кожного 𝜌 ≥ 0 маємо

𝑃{sup
𝜃∈Θ𝑐

|𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)− 𝑈𝑁(𝜃)| ≥ 𝜌} ≤

≤ 𝑃{ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤𝛿

|𝑈𝑁(𝜃1, 𝛼̂𝑁)− 𝑈𝑁(𝜃1)− (𝑈𝑁(𝜃2, 𝛼̂𝑁)− 𝑈𝑁(𝜃2))| ≥
𝜌

2
}+

+ 𝑃{ max
1≤𝑗≤𝑁𝛿

|𝑈𝑁(𝜃𝑗, 𝛼̂𝑁)− 𝑈𝑁(𝜃𝑗)| ≥
𝜌

2
} = 𝑃1 + 𝑃2
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За Наслiдком 2.1

𝑃2 = { max
1≤𝑗≤𝑁𝛿

|𝑈𝑁(𝜃𝑗, 𝛼̂𝑁)− 𝑈𝑁(𝜃𝑗)| ≤
𝜌

2
} → 0, 𝑁 → ∞.

З iншого боку,

𝑃1 = 𝑃

{︃
sup

‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

|𝑈𝑁(𝜃1, 𝛼̂𝑁)− 𝑈𝑁(𝜃1)− (𝑈𝑁(𝜃2, 𝛼̂𝑁)− 𝑈𝑁(𝜃2))| ≥
𝜌

2

}︃
≤

≤ 𝑃

⎧⎨⎩ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

(︂
ln 𝑓(𝜆, 𝜃1) +

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)

𝑓(𝜆, 𝜃1)

)︂
𝑑𝜆 −

−
𝜋∫︁

−𝜋

(︂
ln 𝑓(𝜆, 𝜃1) +

𝑓(𝜆, 𝜃0)

𝑓(𝜆, 𝜃1)

)︂
𝑑𝜆−

𝜋∫︁
−𝜋

(︂
ln 𝑓(𝜆, 𝜃2) +

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆+

+

𝜋∫︁
−𝜋

(︂
ln 𝑓(𝜆, 𝜃1) +

𝑓(𝜆, 𝜃0)

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≥ 𝜌

2

⎫⎬⎭ ≤

≤ 𝑃

⎧⎨⎩ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

ln 𝑓(𝜆, 𝜃1) +

𝜋∫︁
−𝜋

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)

𝑓(𝜆, 𝜃1)
𝑑𝜆−

𝜋∫︁
−𝜋

ln 𝑓(𝜆, 𝜃1) −

−
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)

𝑓(𝜆, 𝜃1)
𝑑𝜆−

𝜋∫︁
−𝜋

ln 𝑓(𝜆, 𝜃2)−
𝜋∫︁

−𝜋

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)

𝑓(𝜆, 𝜃2)
𝑑𝜆+

+

𝜋∫︁
−𝜋

ln 𝑓(𝜆, 𝜃1) +

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)

𝑓(𝜆, 𝜃2)
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≥ 𝜌

2

⎫⎬⎭ ≤

≤ 𝑃

⎧⎨⎩ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

𝐼𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)

(︂
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+

+ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)

(︂
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≥ 𝜌

2

⎫⎬⎭ ≤

≤ 𝑃{ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

[︁
(2𝜋𝑁)−1|𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)|2(𝜋𝑁)−1𝑅𝑒{𝜀𝑁(𝜆)𝑆𝑁(𝜆, 𝛼̂𝑁)} +

+ 𝐼𝜀𝑁 ]

(︂
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
+

+ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)

(︂
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≥ 𝜌

2
} ≤
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≤ 𝑃

⎧⎨⎩ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

𝐼𝜀𝑁(𝜆)

(︂
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ +

+ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)

(︂
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+

+ 2 sup
𝜃∈Θ𝑐

⃒⃒⃒⃒
𝐽
(1)
𝑁

(︂
1

𝑓

)︂⃒⃒⃒⃒
+ 2 sup

𝜃∈Θ𝑐

𝐽
(2)
𝑁

(︂
1

𝑓

)︂
≥ 𝜌

2

}︂
.

Звiдки

𝑃1 ≤ 𝑃

⎧⎨⎩ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

𝐼𝜀𝑁(𝜆)

(︂
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ +

+ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)

(︂
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≥ 𝜌

4

⎫⎬⎭+

+ 𝑃

{︂
sup
𝜃∈Θ𝑐

𝐽
(1)
𝑁

(︂
1

𝑓

)︂
≥ 𝜌

16

}︂
++𝑃

{︂
sup
𝜃∈Θ𝑐

𝐽
(2)
𝑁

(︂
1

𝑓

)︂
≥ 𝜌

16

}︂
=

= 𝑃3 + 𝑃4 + 𝑃5

З (2.17) та (2.18) з 𝜙(𝜆, 𝜃) = 1
𝑓(𝜆,𝜃) випливає, що

𝑃4 → 0, 𝑁 → 0, (2.26)

𝑃5 → 0, 𝑁 → 0. (2.27)

Помiтимо, що

sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)

(︂
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝜂(𝛿)

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)(𝜆)𝑑𝜆,

де

𝜂(𝛿) = sup
𝜆∈[−𝜋,𝜋],‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

𝜋∫︁
−𝜋

⃒⃒⃒⃒
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜆 → 0, 𝛿 → 0. (2.28)
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Тому можна обрати таке 𝛿 > 0, то

𝑃3 ≤ 𝑃

⎧⎨⎩ sup
‖𝜃1−𝜃2‖≤ 𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜋∫︁
−𝜋

𝐼𝜀𝑁(𝜆)

(︂
1

𝑓(𝜆, 𝜃1)
− 1

𝑓(𝜆, 𝜃2)

)︂
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≥ 𝜌

8

⎫⎬⎭ ≤

≤

⎧⎨⎩𝜂(𝛿)

𝜋∫︁
−𝜋

𝐼𝜀𝑁(𝜆)𝑑𝜆 ≥ 𝜌

8

⎫⎬⎭ =

= 𝑃

⎧⎨⎩𝜂(𝛿)

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

𝐼𝜀𝑁(𝜆)𝑑𝜆−
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)𝑑𝜆

⎞⎠+ 𝜂(𝛿)

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)𝑑𝜆 ≥ 𝜌

8

⎫⎬⎭ .

Враховуючи (2.28) та Лему 2.3 будемо мати

𝑃3 ≤ 𝑃

⎧⎨⎩𝜂(𝛿)

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

𝐼𝜀𝑁(𝜆)𝑑𝜆−
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓(𝜆, 𝜃0)𝑑𝜆

⎞⎠ ≥ 𝜌

16

⎫⎬⎭→ 0, 𝑁 → ∞. (2.29)

З (2.26), (2.27) та (2.29) випливає, що

𝑃1 → 0, 𝑁 → ∞.

Лему доведено.



Роздiл 3

Консистентнiсть оцiнки Уiтла

Теорема 3.1. Якщо виконуються умови А1, А2 , С1 – С3, то ОМК

є слабко консистентною оцiнкою параметра 𝜃0, тобто

𝜃𝑁
𝑃→ 𝜃0, 𝑁 → ∞.

Доведення. За Означенням 1.2, для будь-якого 𝜌 > 0

𝑃
{︁⃦⃦⃦

𝜃𝑁 − 𝜃0

⃦⃦⃦
≥ 𝜌
}︁
= 𝑃

{︁⃦⃦⃦
𝜃𝑁 − 𝜃0

⃦⃦⃦
≥ 𝜌;𝑈𝑁(𝜃𝑁 , 𝛼̂𝑁) ≤ 𝑈𝑁(𝜃0, 𝛼̂𝑁)

}︁
≤

≤ 𝑃

{︂⃦⃦⃦
𝜃𝑁 − 𝜃0

⃦⃦⃦
≥ 𝜌; inf

𝜃∈Θ𝑐
𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)− 𝑈𝑁(𝜃0, 𝛼̂𝑁) ≤ 0

}︂
≤

≤ 𝑃

{︂
inf

‖𝜃−𝜃0‖≥𝜌
(𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)− 𝑈𝑁(𝜃0, 𝛼̂𝑁)) ≤ 0

}︂
=

= 𝑃

{︂
inf

‖𝜃−𝜃0‖≥𝜌
𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃)− (𝑈𝑁(𝜃0, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃0)) +

+ 𝐾(𝜃0, 𝜃) ≤ 0} ≤

≤ 𝑃

{︂
inf

‖𝜃−𝜃0‖≥𝜌
[𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃)− (𝑈𝑁(𝜃0, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃0))] +

+ inf
‖𝜃−𝜃0‖≥𝜌

𝐾(𝜃0, 𝜃) ≤ 0

}︂
≤

≤ 𝑃

{︃
sup

‖𝜃−𝜃0‖≥𝜌

|𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃)− 𝑈𝑁(𝜃0, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃0)| ≥

≥ inf
‖𝜃−𝜃0‖≥𝜌

𝐾(𝜃0, 𝜃)

}︂
≤

≤ 𝑃

{︂
sup
𝜃∈Θ𝑐

|𝑈𝑁(𝜃, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃)|+ |𝑈𝑁(𝜃0, 𝛼̂𝑁)− 𝑈(𝜃0)| ≥

inf
‖𝜃−𝜃0‖≥𝜌

𝐾(𝜃0, 𝜃)

}︂
→ 0,

37
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коли 𝑁 → ∞ завдяки Лемi 2.4, Наслiдку 2.1 та властивостi функцiї кон-

трасту 𝐾.



Висновки

В магiстерськiй дисертацiї було дослiджено i сформульовано доста-

тнi умови консистентностi оцiнки мiнiмального контрасту параметра спе-

ктральної щiльностi лiнiйного випадкового шуму в нелiнiйнiй моделi регре-

сiї з дискретним часом. При цьому розглядався не обов’язково гауссiвський

випадковий процес. Вiдмова гауссовостi та розгляд дискретного часу приве-

зли до значних ускладнень дослiдження , тому при роботi з негауссiвським

випадковим процесом було використано спектральнi щiльностi старших по-

рядкiв.

Отримана властивiсть консистентностi оцiнки Уiтла є необхiдною

для подальших дослiджень асимптотичних властивостей оцiнки, зокрема

для асимптотичної нормальностi.

Знайдений результат повнiстю задовольняє поставлену мету роботи.
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