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Реферат

Магiстерська дисертацiя: 46 сторiнок, 19 слайдiв для проектора, 34 першо-
джерела.

В роботi дослiджується неперервна в часi статистична модель чирпованого
сигналу, що спостерiгається на фонi сильно або слабко залежного вибiрково
неперервного стацiонарного гауссiвського шуму.

Мета роботи полягає в отриманнi вимог до параметричної множини, де шу-
кається оцiнка найменших квадратiв, а також випадкового шуму, за яких оцiнка
найменших квадратiв параметрiв чирпованого сигналу буде сильно консистен-
тною.

Завданням роботи є отримання результату про сильну консистентнiсть оцiн-
ки найменших квадратiв невiдомих амплiтуд та кутових частот чирпованого си-
гналу. Об’єктом дослiдження є тригонометрична модель регресiї вигляду «чир-
пований сигнал+шум». Предметом дослiдження є властивiсть сильної конси-
стентностi оцiнки найменших квадратiв параметрiв чирпованого сигналу.

Для оцiнювання амплiтуд та кутових частот чирпованого сигналу використа-
но оцiнку найменших квадратiв, визначену на спецiальнiй сiм’ї параметричних
множин, якi розрiзняють належним чином параметри в сумi чирпованих гармо-
нiк.

В роботi доведено теорему про сильну консистентнiсть оцiнки найменших
квадратiв параметрiв множинного чирпованого сигналу при виконаннi певних
вимог до випадкового шуму та параметричних множин, що мiстять iстиннi зна-
чення параметрiв. Для отримання цього результату було доведено рiвномiрний
посилений закон великих чисел для заданого випадкового шуму, зваженого
тригонометричними функцiями вiд квадратичного аргументу.

Ключовi слова: множинний чирпований сигнал, сильно (слабко) залежний
стацiонарний гауссiвський процес, оцiнка найменших квадратiв, рiвномiрний
закон великих чисел, теорема Iссерлiса, iнтеграли Френеля, сильна консистен-
тнiсть.
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Abstract

Master degree thesis contains 46 pages, 19 slides for projector, 34 primary sources.
A time continuous statistical model of multiple chirp signal observed against the

background of strongly or weakly dependent sample-continuous stationary Gaussian
noise is considered in the paper.

The goal of the work is obtaining the requirements to parametric set, where the
least squares estimate is sought, and to the random noise for which the least squares
estimates for chirp signal parameters will be strong consistent.

The task of the research is receiving result on the least squares estimate strong
consistency of the unknowns amplitudes and angular frequencies of the chirp signal.
A trigonometric regression model is the research object, that is the model «chirp
signal + noise». Strong consistency of the least squares estimate of a chirp signal
parameters is the subject of the research.

To estimate the amplitudes and angular frequencies of the chirp signal we use the
least squares estimate, defined on special family of parametric sets, which distinguish
properly parameters in the sum of chirp harmonic oscillations.

Theorem on the strong consistency of the least squares estimate of the multi-
ple chirp signal parameters under indicated assumptions on the random noise and
parametric sets containing the true values of the parameters is proved. To obtain this
result, an uniform strong law of large numbers was proved for the stochastic process
weighted by the trigonometric functions of the quadratic variable.

Keywords:multiple chirp signal, strongly (weakly) dependent stationaryGaussian
process, least squares estimate, uniform law of large numbers, Isserlis’ theorem,
Fresnel integrals, strong consistency.
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Вступ

Серед рiзноманiтних проблем нелiнiйного регресiйного аналiзу та теорiї
обробки сигналiв задача оцiнювання амплiтуд i кутових частот гармонiчних
коливань, що спостерiгаються на фонi випадкового шуму, є досить важливою
через численнi застосування. Проблема виявлення прихованих перiодичностей
має довгу iсторiю та велику бiблiографiю. Тут ми вкажемо на роботи Artis et al.
[1], Ivanov [2], Quinn and Hannan [3], Ivanov et al. [4], де можна знайти багато
посилань на публiкацiї, що стосуються цiєї теми.

Останнi декiлька десятилiть тригонометричнi моделi на площинi, де пiд
аргументами синусiв i косинусiв є лiнiйнi форми двох змiнних з невiдомими
частотами як коефiцiєнтами, мають особливу увагу в лiтературi з оброблення
сигналiв та зображень через їх численнi застосування в аналiзi симетричних
текстурованих поверхонь (див. Rao, Zhao, and Zhou [5], Kundu and Mitra [6],
Zhang and Mandrekar [7], Kundu and Nandi [8], Nandi, Kundu, and Srivastava [9],
Ivanov and Malyar [10], Ivanov and Lymar [11]).

В роботах Brillinger [12], Ivanov and Savych [13], Ivanov and Dykyi [14] де-
якi скалярнi та двовимiрнi результати поширюються на моделi багатовимiр-
ної синусоїдної регресiї. Таким чином, дане узагальнення проблеми виявлення
прихованих перiодичностей в статистицi випадкових процесiв перетворює її на
вiдповiдну задачу зi статистики випадкових полiв на площинi та евклiдових
просторах вищої розмiрностi.

Iншим важливим узагальненням класичних тригонометричнихмоделей ємо-
делi частотно модульованих синусоїдних сигналiв, якi спостерiгаються на фонi
випадкових шумiв, що мають рiзну природу. Дослiдження проблем оцiнювання
параметрiв таких сигналiв вiдбувається протягом тривалого часу (див. Cook and
Bernfeld [15], Cramer and Leadbetter [16]). Наразi, потiк лiтератури з оцiнюва-
ння невiдомих параметрiв частотно-модульованих сигналiв є досить великим.
Вкажемо для iлюстрацiї лише статтi Yang et al. [17], Djurovic [18], Jiang and Wu
[19], Moradi and Mohseni [20].

Найбiльш вивченим серед частотно-модульованих сигналiв є сигнал iз ча-
стотною лiнiйною модуляцiєю, який ми будемо називати чирпованим сигналом
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(англ. chirp signal). Для однiєї гармонiки вiн може бути записаний, як

A cos(ϕt+ ψt2) +B sin(ϕt+ ψt2), t ≥ 0, (1)

де A, B є амплiтудами, ϕ – початкова частота, ψ – параметр, який характеризує
швидкiсть змiни частоти модульованого сигналу (англ. chirp rate). Для дискре-
тного часу t i випадкового шуму, який є лiнiйним часовим рядом, ряд резуль-
татiв щодо консистентностi та асимптотичної нормальностi оцiнки найменших
квадратiв (ОНК) та деяких iнших оцiнок параметрiв чирпованого сигналу, що
складається з однiєї гармонiки чи є сумою декiлькох гармонiк (1), були отрима-
нi у великiй кiлькостi робiт. Наприклад, див. публiкацiї Nandi and Kundu [21],
Kundu and Nandi [22], Nandi and Kundu [23], Kundu and Nandi [24], Lahiri [25],
Lahiri, Kundu, and Mitra [26], Grover, Kundu, and Mitra [27].

Варто зазначити, що чирпованi сигнали використовуються у радарах – при-
строях, що дозволяють визначати вiдстань до об’єкта, а також напрямок його
руху, тому задача оцiнювання параметрiв чирпованого сигналу має важливий
прикладний характер.

За результатами, отриманими у данiй магiстерськiй дисертацiї, було зробле-
но доповiдь на XI Всеукраїнськiй науковiй конференцiї молодих математикiв
[34], а також подано до друку статтю у Austrian Journal of Statistics [28].
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1 Постановка задачi

У роботi ми розглядаємо неперервний у часi множинний чирпований сигнал,
що спостерiгається на фонi адитивного випадкового шуму i доводимо сильну
консистентнiсть ОНК невiдомих параметрiв сигналу.

Регресiйнi моделi з неперервним часом є дуже важливими, оскiльки моделi
дискретного типу, якi зазвичай використовуються в реальних прикладних зада-
чах, можуть бути отриманi з неперервних за часом моделей, використовуючи
рiзнi методи дискретизацiї: див., наприклад, Grenander [29], стор. 249-251, або
Angulo et al. [30], де було запропоновано декiлька методiв дискретизацiї, таких
як семплiнг локальних середнiх значень, семплiнг миттєвих значень, рандомi-
зований семплiнг. Крiм того, використовуючи моделi з неперервним часом, їх
можна дискретизувати рiзними способами вiдповiдно до потреби, що дозволяє
дослiджувати як асимптотику для фiксованого промiжку спостережень, так i
асимптотику для зростаючого iнтервалу, яка розглядається в данiй роботi.

Припустимо, що ми спостерiгаємо випадковий процес

X(t) = g(t, θ0) + ε(t), t ∈ R+, (2)

де

g(t, θ0) =
N∑
j=1

(
A0
j cos

(
ϕ0jt+ ψ0

j t
2
)
+B0

j sin
(
ϕ0jt+ ψ0

j t
2
))
, (3)

θ0 =
(
A0

1, B
0
1 , ϕ

0
1, ψ

0
1, ..., A

0
N , B

0
N , ϕ

0
N , ψ

0
N

)
, (4)(

A0
j

)2
+
(
B0
j

)2
> 0, j = 1, N ; ε = {ε(t), t ∈ R} є випадковимшумом, визначеним

на ймовiрнiсному просторi (Ω,F , P ), i задовольняє наступнiй вимозi.
A. ε – вибiрково неперервний стацiонарний гауссiвський випадковий процес

з нульовим середнiм та коварiацiйною функцiєю (к.ф.) B(t) = Eε(t)ε(0), t ∈ R,
що задовольняє одну з умов:

(i) B(t) = L(|t|)|t|−α, α ∈ (0, 1), де L – неспадна повiльно змiнна на нескiнчен-
ностi функцiя;

(ii) B(·) ∈ L1(R).
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Варто зазначити, що тригонометрична функцiя (3) для N ≥ 2 не задоволь-
няє умовам будь-якої загальної теореми нелiнiйного регресiйного аналiзу про
консистентнiсть ОНК невiдомих параметрiв (див., для прикладу, Ivanov and
Leonenko [31], Ivanov [32]). Для доведення консистентностi ОНК (4) необхiдно
змiнити стандартне означення ОНК, використовуючи параметричнi множини,
що дозволять добре розрiзняти параметри моделi.

Припустимо, що iстиннi значення амплiтуд A0
j , B

0
j , j = 1, N , є рiзними чи-

слами, а iстиннi значення параметрiв частот ϕ0j , j = 1, N , та ψ0
j , j = 1, N , є

рiзними додатними числами. Розмiстимо параметри ψ0 =
(
ψ0
1, ..., ψ

0
N

)
в поряд-

ку зростання i припустимо, що параметрична множина, в якiй будемо шукати
оцiнку невiдомих iстинних значень параметрiв ψ, має вигляд

ψ0 ∈ Ψ(ψ, ψ) =
{
ψ = (ψ1, ..., ψN) ∈ RN : 0 ≤ ψ < ψ1 < ... < ψN < ψ < +∞

}
.

В свою чергу, також введемо параметричну множину

Φ(ϕ, ϕ) =
{
ϕ = (ϕ1, ..., ϕN) : 0 ≤ ϕ < ϕj < ϕ < +∞, j = 1, N

}
,

таку, що ϕ0 =
(
ϕ01, ..., ϕ

0
N

)
∈ Φ(ϕ, ϕ).

Розглянемо монотонно неспадну сiм’ю вiдкритих множин ΨT ⊂ Ψ
(
ψ, ψ

)
,

T > T0 > 0, що мiстить вектор ψ0, таку, що
⋃

T>T0

ΨT = Ψ̃, Ψ̃c = Ψc
(
ψ, ψ

)
, i

виконується наступна умова.

B. 1) lim
T→∞

inf
1≤j≤N−1
ψ∈ΨT

T 2 (ψj+1 − ψj) = +∞;

2) lim
T→∞

inf
ψ∈ΨT

T 2ψ1 = +∞.

УмоваB дозволяє розрiзняти близькi значення параметрiвψj та враховувати
можливу близькiсть до нуля параметра ψ1.

Означення 1. Будь-який випадковий вектор

θT = (A1T , B1T , ϕ1T , ψ1T , ..., ANT , BNT , ϕNT , ψNT ), (5)
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що мiнiмiзує значення функцiоналу

QT (θ) = T−1

∫ T

0

[X(t)− g(t, θ)]2 dt (6)

на параметричнiй множинi Θc
T ⊂ R4N , де амплiтуди Aj, Bj, j = 1, N , можуть

приймати будь-якi значення, а параметри (ϕ, ψ) приймають значення у множинi
Φc(ϕ, ϕ)×Ψc

T , T > T0 > 0, називається ОНК параметра θ0.
В данiй роботi дослiджується саме така оцiнка θT , визначена на параметри-

чнiй множинi Θc
T , що залежить вiд T .

Теорема 1. Нехай виконуються умови A та B. Тодi ОНК θT є сильно консис-
тентною оцiнкою параметра θ0 в тому сенсi, що

AjT → A0
j , BjT → B0

j ,

T
(
ϕjT − ϕ0j

)
→ 0, T 2

(
ψjT − ψ0

j

)
→ 0 м.н., при T → ∞, j = 1, N.

Доведення цiєї теореми наведено у третьому роздiлi.
Приклад 1. Чирпований сигнал, що складається з однiєї гармонiки з пара-

метрами θ0 = (1, 1, 1, 1)
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Приклад 2.Множинний чирпований сигнал, що складається з трьох гармо-
нiк з параметрами θ0 = ((1, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 0.5), (3, 1, 1, 3))

12



2 Рiвномiрний закон великих чисел

В даному роздiлi доведено посилений рiвномiрний закон великих чисел для
випадкового процесу ε, зваженого тригонометричними функцiями вiд квадра-
тичного аргументу.

Теорема 2. Якщо виконано умову A, то

ξT = sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

e−i(ϕt+ψt
2)ε(t)dt

∣∣∣∣→ 0 м.н., при T → ∞. (7)

Доведення. Позначимо ηT (ϕ, ψ) вираз пiд аргументом супремуму в (7). Тодi

η2T (ϕ, ψ) = T−2

∫ T

0

∫ T

0

exp
{
−i(ϕ(t− s) + ψ(t2 − s2))

}
ε(t)ε(s)dtds

= T−2

∫∫
t>s

+T−2

∫∫
t<s

= I1 + I2.

Зробимо замiну змiнних t − s = u, s = s′, в iнтегралi I1, а також пiсля
виконання замiни перепозначимо змiнну s′ на s. Матимемо

|I1| = T−2

∣∣∣∣∫ T

0

e−i(ϕu+ψu
2)

∫ T−u

0

e−i(2ψus)ε(s+ u)ε(s)dsdu

∣∣∣∣
≤ T−2

∫ T

0

∣∣∣∣∫ T−u

0

e−i(2ψus)ε(s+ u)ε(s)ds

∣∣∣∣ du. (8)

Замiнивши змiннi t на s, а s на t, в iнтегралi I2, отримуємо аналогiчно

|I2| = T−2

∣∣∣∣∫ T

0

ei(ϕu+ψu
2)

∫ T−u

0

ei(2ψus)ε(s+ u)ε(s)dsdu

∣∣∣∣
≤ T−2

∫ T

0

∣∣∣∣∫ T−u

0

ei(2ψus)ε(s+ u)ε(s)ds

∣∣∣∣ du. (9)
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З (8) i (9) випливає, що

Eξ2T ≤ 2T−2

∫ T

0

E sup
ψ∈R

∣∣∣∣∫ T−u

0

ei(2ψus)ε(s+ u)ε(s)ds

∣∣∣∣ du
≤ 2T−2

∫ T

0

(
E sup

ψ∈R

∫ T−u

0

∫ T−u

0

e−i2ψu(t−s)ε(t+ u)ε(t)

× ε(s+ u)ε(s)dtds

) 1
2

du. (10)

Використовуючи позначення η̃(t) = ε(t + u)ε(t), зробимо, як вище, замiну
змiнних t− s = v, s = s′, у подвiйному iнтегралi у виразi (10). Тодi

∫ T−u

0

∫ T−u

0

e−i(2ψu)(t−s)η̃(t)η̃(s)dtds

= 2

∫ T−u

0

cos(2ψuv)

∫ T−u−v

0

η̃(v + s)η̃(s)dsdv

≤ 2

∫ T−u

0

∣∣∣∣∫ T−u−v

0

ε(u+ v + s)ε(u+ s)ε(v + s)ε(s)ds

∣∣∣∣ dv,
i, таким чином,

Eξ2T ≤ 2
√
2T−2

∫ T

0

(∫ T−u

0

E

∣∣∣∣ ∫ T−u−v

0

ε(u+ v + s)ε(u+ s)

× ε(v + s)ε(s)ds

∣∣∣∣dv) 1
2

du

≤ 2
√
2T−2

∫ T

0

(∫ T−u

0

(∫ T−u−v

0

∫ T−u−v

0

Eε(u+ v + s)ε(u+ s)

× ε(v + s)ε(s)ε(u+ v + t)ε(u+ t)ε(v + t)ε(t)dtds

) 1
2

dv

) 1
2

du. (11)

Для подальшого оцiнювання правої частини нерiвностi (11) ми використо-
вуємо умову A i застосовуємо теорему Iссерлiса (див. Michalovicz et al. [33]) до
добутку 8 значень стацiонарного гауссiвського процесу ε. Якщо даний добуток
мiстить 2n множникiв, то кiлькiсть доданкiв у сумi Iссерлiса дорiвнює (2n−1)!!.
В нашому випадку, n = 4, а кiлькiсть доданкiв 7!! = 105. Крiм того, кожен до-
данок є добутком деяких 4 значень коварiацiйної функцiї процесу ε. Це цiна,
яку ми повиннi заплатити, щоб позбутися змiнних ϕ та ψ у нерiвностi (11), що є

14



важливим кроком для доведення (7). Застосування теореми Iссерлiса до правої
частини (11) наведено у додатку А.

Згiдно з результатом додатку А

E
1

ε(u+ v + s)
2

ε(u+ s)
3

ε(v + s)
4

ε(s)
5

ε(u+ v + t)
6

ε(u+ t)
7

ε(v + t)
8

ε(t)

=
105∑
r=1

br(u, v, t− s), (12)

де вирази br(u, v, t−s) заданi формулами (А1)-(А9), i, насправдi, не усi залежать
вiд всiх змiнних u, v, t− s. Тому

Eξ2T ≤

≤ 2
√
2T−2

∫ T

0

∫ T−u

0

(∫ T−u−v

0

∫ T−u−v

0

105∑
r=1

br(u, v, t− s)dtds

) 1
2

dv


1
2

du

≤ 2
√
2

105∑
r=1

T−2

×
∫ T

0

(∫ T−u

0

(∫ T−u−v

0

∫ T−u−v

0

br(u, v, t− s)dtds

) 1
2

dv

) 1
2

du. (13)

Очевидно, що для r = 1, 105, роблячи послiдовнi замiни змiнних u → Tu,
v → Tv, а тодi t→ Tt, s→ Ts, матимемо

T−2

∫ T

0

(∫ T−u

0

(∫ T−u−v

0

∫ T−u−v

0

br(u, v, t− s)dtds

) 1
2

dv

) 1
2

du

= T−1

∫ T

0

(
T−1

∫ T−u

0

(
T−2

∫ T−u−v

0

∫ T−u−v

0

br(u, v, t− s)dtds

) 1
2

dv

) 1
2

du

=

∫ 1

0

(∫ 1−u

0

(∫ 1−u−v

0

∫ 1−u−v

0

br(Tu, Tv, T (t− s))dtds

) 1
2

dv

) 1
2

du

≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

(∫ 1

0

∫ 1

0

br(Tu, Tv, T (t− s))dtds

) 1
2

dv

) 1
2

du = Jr. (14)
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У (А1)-(А9) маємо значення к.ф. B, якi охоплюють усi комбiнацiї змiнних
пiд їх аргументами, що дозволяє належним чином оцiнити iнтеграли (14), вра-
ховуючи умову A(i). У додатку А для зручностi в списках (А1)-(А9) добуткiв
значень к.ф. B, що ми позначили br, пiдкреслено тi значення к.ф., iнтеграли
вiд яких будемо оцiнювати далi. Решту значень ми оцiнюємо величиною B(0).
Таким чином, отримуємо дещо загрубленi оцiнки величин Jr, проте це значно
спрощує подальше доведення.

Спершу, в iнтегралах вiд br ми розглянемо множники

B (T (t− s)) , B (T (t− s+ u))B (T (t− s− u)) ,

B (T (t− s+ v))B (T (t− s− v)) ,

B (T (t− s+ u+ v))B (T (t− s− u− v)) . (15)

Нехай a(t) ≥ 0 є парною функцiєю i sup
t
a(t) = a0 < +∞. Тодi

∫ 1

0

∫ 1

0

a(t− s)dtds =

∫ 1

−1

(1− |t|)a(t)dt ≤
∫ 1

−1

a(t)dt. (16)

Застосовуючи (16) до парних функцiй

a(t) = B(Tt), B(T (t+ w))B(T (t− w)), w = u, v, u+ v > 0, (17)

отримуємо ∫ 1

0

∫ 1

0

B(T (t− s))dtds ≤ 2

∫ 1

0

B(Tt)dt; (18)

∫ 1

0

∫ 1

0

B(T (t− s+ w))B(T (t− s− w))dtds

≤
∫ 1

−1

B(T (t+ w))B(T (t− w))dt

≤ B(0)

(∫ 1

0

B(T (t+ w))dt+

∫ 0

−1

B(T (t− w))dt

)
= 2B(0)

∫ T

0

B(T (t+ w))dt. (19)
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По-друге, в iнтегралах вiд br подивимось на множники

B(T (t− s+ u))B(T (t− s− u− v)), B(T (t− s+ v))B(T (t− s− u− v)),

B(T (t− s+ u+ v))B(T (t− s− u)), B(T (t− s+ u+ v))B(T (t− s− v)),

B(T (t− s+ v))B(T (t− s− u)), B(T (t− s+ u))B(T (t− s− v)). (20)

Усi цi вирази можуть бути записанi як узагальнення (17) у формi

B(T (t− s+ w1))B(T (t− s− w2)), w1, w2 > 0. (21)

Отримуємо послiдовно

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

a(t− s+ w1)a(t− s− w2)dtds =

∫∫
t>s

+

∫∫
t<s

,

∫∫
t>s

=

∫ 1

0

∫ 1−u

0

a(u+ w1)a(u− w2)dsdu

=

∫ 1

0

(1− u)a(u+ w1)a(u− w2)du ≤ a0

∫ 1

0

a(u+ w1)du,

∫∫
t<s

=

∫ 1

0

∫ 1−u

0

a(−u+ w1)a(−u− w2)dsdu

=

∫ 1

0

(1− u)a(−u+ w1)a(−u− w2)du ≤ a0

∫ 1

0

a(u+ w2)du,

тобто,

∫ 1

0

∫ 1

0

B(T (t− s+ w1))B(T (t− s− w2))dsdt

≤ B(0)

(∫ 1

0

B(T (t+ w1))dt+

∫ 1

0

B(T (t+ w2))dt

)
. (22)

По-третє, залишається розглянути випадки, коли у виразах br будемо оцiню-
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вати iнтеграли вiд значень к.ф. B(Tu), B(Tv), B(T (u+ v)). Тодi, вiдповiдно,

Jr ≤ B
3
4 (0)

∫ 1

0

B
1
4 (Tu)du, Jr ≤ B

3
4 (0)

(∫ 1

0

B
1
2 (Tv)dv

) 1
2

,

Jr ≤ B
3
4 (0)

∫ 1

0

(∫ 1

0

B
1
2 (T (u+ v))dv

) 1
2

du. (23)

Тепер оцiнимо зверху значення B(T (t + w)), де t ∈ [0, 1] i w може до-
рiвнювати 0, u, v, u + v, де u, v ∈ (0, 1]. За умовою A(i) для будь-якого
δ > 0 i T > T0 = T0(δ) L(T (t + w)) ≤ L(3T ) ≤ (1 + δ)L(T ). Крiм того,
(T (t+ w))−α ≤ T−αt−α, i для T > T0 маємо∫ 1

0

B(T (t+ w))dt ≤ 1 + δ

1− α
B(T ). (24)

Зауважимо, що в списках (А1)-(А9) пiдкресленi значення к.ф. B, якi вiдпо-
вiдають формулам (15) та (20), входять у 75 доданкiв iз суми (13). Позначимо
цi доданки Jri, i = 1, 75, i беручи до уваги нерiвностi (18), (19), (22), (24), отри-
муємо для T > T0

2
√
2

75∑
i=1

Jri ≤ 75(21+
1
2+

1
4 )B

3
4 (0)

(
1 + δ

1− α

) 1
4

B
1
4 (T ). (25)

Залишається оцiнити iнтеграли у (23). Другий та третiй iнтеграли оцiнюю-
ться однаково. Для другого iнтеграла при T > T0 отримуємо оцiнку

(∫ 1

0

B
1
2 (Tv)dv

) 1
2

≤ (1 + δ)
1
4

(1− α
2 )

1
2

B
1
4 (T ). (26)

У списках (А1)-(А9) 25 пiдкреслених значень к.ф. B вiдповiдають другому
та третьому iнтегралам у (23). Позначивши вiдповiднi вирази (14) у сумi (13)
Jri, i = 76, 100, з (26) отримуємо

2
√
2

100∑
i=76

Jri ≤ 25(21+
1
2 )B

3
4 (0)

(1 + δ)
1
4

(1− α
2 )

1
2

B
1
4 (T ). (27)

Нарештi, для останнiх 5 виразiв Jri, i = 101, 105, що вiдповiдають першому
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iнтегралу у (23), маємо очевидну нерiвнiсть

2
√
2

105∑
i=101

Jri ≤ 5(21+
1
2 )B

3
4 (0)

(1 + δ)
1
4

1− α
4

B
1
4 (T ). (28)

Враховуючи оцiнки (25), (27), (28) для δ > 0 i T > T0(δ), приходимо до
нерiвностi

Eξ2T ≤ 2
√
2
(
75

4
√
2(1− α)−

1
4 + 25(1− α/2)−

1
2 + 5(1− α/4)−1

)
× (1 + δ)

1
4B

3
4 (0)B

1
4 (T ), (29)

тобто,
Eξ2T = O

(
B

1
4 (T )

)
, при T → ∞. (30)

Тепер розглянемо випадок, коли виконується умова A(ii). Тодi замiсть (13)
запишемо нерiвнiсть

Eξ2T ≤ 2
√
2

105∑
r=1

T−2

×
∫ T

0

(∫ T−u

0

(∫ T−u−v

0

∫ T−u−v

0

|br(u, v, t− s)|dtds
) 1

2

dv

) 1
2

du, (31)

в якiй сума мiстить 24 + 72 = 96 доданкiв, де в добутках 4 значень к.ф. B
рiзниця t − s присутня в аргументах к.ф. 4 або 2 рази. В цих доданках ми
мажоруватимемо подвiйний iнтеграл величиною

B3(0)∥B∥1(T − u− v), ∥B∥1 =
∫ ∞

−∞
|B(t)|dt,

i тодi отримуємо

2
√
2T−2

∫ T

0

(∫ T−u

0

(
B3(0)∥B∥1(T − u− v)

) 1
2 dv

) 1
2

du

=
16

7
√
3
B

3
4 (0)∥B∥1/41 T− 1

4 . (32)
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В рештi 9 доданкiв суми (31), що мiстять добутки значень к.ф. B, записанi
в (А9), подвiйний iнтеграл, наприклад, може бути оцiнений 5 разiв B3(0)(T −
u− v)2|B(v)|, 3 рази як B3(0)(T − u− v)2|B(u+ v)|, i один раз (див. формулу
5 в A(9)) як (T − u− v)2B4(u).

Таким чином,

2
√
2B

3
4 (0)T−2

∫ T

0

(∫ T−u

0

(T − u− v)|B(v)|
1
2dv

) 1
2

du

≤ 8
√
2

7
√
3
B

3
4 (0)∥B∥1/41 T− 1

4 . (33)

Для iнтегралiв iз |B(u + v)| замiсть |B(v)| отримуємо ту ж саму оцiнку.
Нарештi,

2
√
2T−2

∫ T

0

|B(u)|
(∫ T−u

0

(T − u− v)dv

) 1
2

du ≤ 2∥B∥1T−1. (34)

З (31)-(34) випливає, що за умови A(ii)

Eξ2T ≤

(
1536 + 64

√
2

7
√
3

)
B

3
4 (0)∥B∥1/41 T− 1

4 + 2∥B∥1T−1, (35)

тобто,
Eξ2T = O

(
T− 1

4

)
, при T → ∞. (36)

Повертаючись до спiввiдношення (30), покладемо Tn = nβ, де β > 4
α . Тодi∞∑

n=1
Eξ2Tn < +∞, i ξTn → 0 м.н., при n → ∞. Розглянемо послiдовнiсть

випадкових величин

ζn = sup
Tn≤T<Tn+1

|ξT − ξTn|

= sup
Tn≤T<Tn+1

∣∣∣∣ sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

e−i(ϕt+ψt
2)ε(t)dt

∣∣∣∣− sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1
n

∫ Tn

0

e−i(ϕt+ψt
2)ε(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ sup

Tn≤T<Tn+1

sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

e−i(ϕt+ψt
2)ε(t)dt− T−1

n

∫ Tn

0

e−i(ϕt+ψt
2)ε(t)dt

∣∣∣∣
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≤ sup
Tn≤T<Tn+1

[
sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣(T−1 − T−1
n )

∫ Tn

0

e−i(ϕt+ψt
2)ε(t)dt

∣∣∣∣
+ sup

ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

Tn

e−i(ϕt+ψt
2)ε(t)dt

∣∣∣∣
]
≤ Tn+1 − Tn

Tn
ξTn + T−1

n

∫ Tn+1

Tn

|ε(t)|dt

= ζn1 + ζn2.

Очевидно, ζn1 → 0 м.н., при n→ ∞. З iншого боку,

Eζ2n2 = T−2
n

∫ Tn+1

Tn

∫ Tn+1

Tn

E|ε(t)ε(s)|dtds ≤ B(0)

(
Tn+1 − Tn

Tn

)2

= O(n−2),

∞∑
n=1

Eζ2n2 < +∞. Таким чином, ζn2 → 0 м.н., при n → ∞, i за умови A(i)

спiввiдношення (7) виконується. За умовиA(ii) отримуємо аналогiчнi збiжностi,
що випливає з (36).

■

Наведемо деякi наслiдки iз доведеної теореми.
Оскiльки, e−i(ϕt+ψt2) = cos(ϕt+ ψt2)− i sin(ϕt+ ψt2), тодi

ξT =

= sup
ϕ,ψ∈R

√(
T−1

∫ T

0

cos(ϕt+ ψt2)ε(t)dt

)2

+

(
T−1

∫ T

0

sin(ϕt+ ψt2)ε(t)dt

)2

,

а, отже, маємо наступнi очевиднi наслiдки.
Наслiдок 1.

sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

cos(ϕt+ ψt2)ε(t)dt

∣∣∣∣→ 0 м.н., при T → ∞.

Наслiдок 2.

sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

sin(ϕt+ ψt2)ε(t)dt

∣∣∣∣→ 0 м.н., при T → ∞.
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Розглянемо тепер величини

A(T ) = sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

[
ei(ϕt+ψt

2) ± ei(ϕt−ψt
2)
]
ε(t)dt

∣∣∣∣ .
З теореми 2 очевидно, що A(T ) → 0 м.н. при T → ∞.

Оскiльки,

ei(ϕt+ψt
2) ± ei(ϕt−ψt

2) = [cos(ϕt+ ψt2)± cos(ϕt− ψt2)]

+ i[sin(ϕt+ ψt2)± sin(ϕt− ψt2)],

тодi

A(T ) = sup
ϕ,ψ∈R

((
T−1

∫ T

0

[sin(ϕt+ ψt2)± sin(ϕt− ψt2)]ε(t)dt

)2

+

(
T−1

∫ T

0

[sin(ϕt+ ψt2)± sin(ϕt− ψt2)]ε(t)dt

)2
) 1

2

.

В останнiй формулi розпишемо суми косинусiв та синусiв, а також рiзницi
косинусiв та синусiв. Матимемо

A+(T ) = 2 sup
ϕ,ψ∈R

((
T−1

∫ T

0

cos(ϕt) cos(ψt2)ε(t)dt

)2

+

(
T−1

∫ T

0

sin(ϕt) cos(ψt2)ε(t)dt

)2
) 1

2

,

A−(T ) = 2 sup
ϕ,ψ∈R

((
T−1

∫ T

0

sin(ϕt) sin(ψt2)ε(t)dt

)2

+

(
T−1

∫ T

0

cos(ϕt) sin(ψt2)ε(t)dt

)2
) 1

2

.

Оскiльки,A+(T ), A−(T ) → 0 м.н. при T → ∞, то з двох попереднiх формул
випливають наступнi 4 наслiдки з теореми 2.
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Наслiдок 3.

sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

cos(ϕt) cos(ψt2)ε(t)dt

∣∣∣∣→ 0 м.н., при T → ∞.

Наслiдок 4.

sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

cos(ϕt) sin(ψt2)ε(t)dt

∣∣∣∣→ 0 м.н., при T → ∞.

Наслiдок 5.

sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

sin(ϕt) sin(ψt2)ε(t)dt

∣∣∣∣→ 0 м.н., при T → ∞.

Наслiдок 6.

sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

sin(ϕt) cos(ψt2)ε(t)dt

∣∣∣∣→ 0 м.н., при T → ∞.

Далi, пiд час доведення теореми 1, будемо використовувати наслiдки 1 та 2.
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3 Доведення теореми про консистентнiсть ОНК

параметрiв чирпованого сигналу

Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь для параметрiвAkT ,BkT , k = 1, N , що
є пiдсистемою системи нормальних рiвнянь для ОНК θT :

∂QT (θT )

∂Ap
=
∂QT (θT )

∂Bp
= 0, p = 1, N,

i перепишемо її бiльш детально у формi
N∑
j=1

a
(1)
jp (T )AjT +

N∑
j=1

b
(1)
jp (T )BjT = c

(1)
p , p = 1, N ;

N∑
j=1

a
(2)
jp (T )AjT +

N∑
j=1

b
(2)
jp (T )BjT = c

(2)
p , p = 1, N.

(37)

В (37) ми використовуємо наступне позначення. Нехай

cos(ϕjT t+ ψjT t
2) = cosj(t), sin(ϕjT t+ ψjT t

2) = sinj(t),

cos(ϕ0jt+ ψ0
j t

2) = cos0j(t), sin(ϕ0jt+ ψ0
j t

2) = sin0j(t).

Тодi коефiцiєнти системи (37) можуть бути записанi у виглядi

a
(1)
jp (T ) = T−1

∫ T

0

cosj(t) cosp(t)dt, a
(2)
jp (T ) = T−1

∫ T

0

cosj(t) sinp(t)dt,

b
(1)
jp (T ) = T−1

∫ T

0

sinj(t) cosp(t)dt, b
(2)
jp (T ) = T−1

∫ T

0

sinj(t) sinp(t)dt,

c(1)p (T ) = T−1

∫ T

0

X(t) cosp(t)dt, c(2)p (T ) = T−1

∫ T

0

X(t) sinp(t)dt.

Позначимо також через oT (1), T > 0, можливо, рiзнi випадковi процеси такi,
що oT (1) → 0 м.н., при T → ∞. Використовуючи умову B, покажемо, що

a
(1)
jp (T ) = oT (1), j ̸= p, a(1)pp (T ) =

1

2
+ oT (1);
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a
(2)
jp (T ) = oT (1), j, p = 1, N ; b

(1)
jp (T ) = oT (1);

b
(2)
jp (T ) = oT (1), j ̸= p, b(2)pp (T ) =

1

2
+ oT (1), j, p = 1, N. (38)

Для отримання (38) доведемо спочатку одну лему.
Лема 1. Нехай αT , βT , T > 0 – деякi функцiї, i βT → +∞, при T → ∞. Тодi∫ 1

0

cos(αT t+ βT t
2)dt→ 0,

∫ 1

0

sin(αT t+ βT t
2)dt→ 0, при T → ∞. (39)

Доведення. Очевидно,

1∫
0

cos

sin
(αT t+ βT t

2)dt =

1∫
0

cos

sin

(
βT

(
t+

αT
2βT

)2

− α2
T

4βT

)
dt

=
1√
βT


√
βT+αT /2

√
βT∫

αT /2
√
βT

cos

sin

(
t2 − α2

T

4βT

)
dt


= cos

(
α2
T

4βT

) 1√
βT

√
βT+αT /2

√
βT∫

αT /2
√
βT

cos

sin
(t2)dt


± sin

(
α2
T

4βT

) 1√
βT

√
βT+αT /2

√
βT∫

αT /2
√
βT

sin

cos
(t2)dt

 . (40)

Оскiльки iнтеграли Френеля

C(x) =

∫ x

0

cos(t2)dt, S(x) =

∫ x

0

sin(t2)dt, x > 0,

приймаючи додатнi значення, мають властивiсть max
x

C(x),max
x

S(x) < 1, то з
(40) випливає, що∣∣∣∣∫ 1

0

cos(αT t+ βT t
2)dt

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∫ 1

0

sin(αT t+ βT t
2)dt

∣∣∣∣ < 4β
− 1

2

T . (41)

■
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Припустимо, що j > p. Тодi за умовою B та лемою 1

a
(1)
jp (T ) =

1

2

∫ 1

0

cos(T (ϕjT + ϕpT )t+ T 2(ψjT + ψpT )t
2)dt

+
1

2

∫ 1

0

cos(T (ϕjT − ϕpT )t+ T 2(ψjT − ψpT )t
2)dt = c+jp + c−jp = oT (1).

Випадок j < p розглядається аналогiчно. Крiм того, b(2)jp (T ) = c−jp − c+jp =

oT (1), j ̸= p. З iншого боку,

a(1)pp (T ) =
1

2
+

1

2

∫ 1

0

cos((2ϕpTT )t+ (2ψpTT
2)t2)dt

=
1

2
+

1

2
c+pp =

1

2
+ oT (1), b(2)pp (T ) =

1

2
− 1

2
c+pp =

1

2
+ oT (1).

Далi для випадку j > p отримуємо

b
(1)
jp (T ) =

1

2

∫ 1

0

sin(T (ϕjT + ϕpT )t+ T 2(ψjT + ψpT )t
2)dt

+
1

2

∫ 1

0

sin(T (ϕjT − ϕpT )t+ T 2(ψjT − ψpT )t
2)dt = s+jp + s−jp = oT (1),

a
(2)
jp (T ) = s+jp − s−jp = oT (1). Випадок j < p розглядається аналогiчно.
Також зазначимо, що

a(2)pp (T ) = b(1)pp =
1

2
s+pp = oT (1),

i спiввiдношення (38) виконуються.
Крiм того,

c(1)p (T ) = T−1

∫ T

0

ε(t) cosp(t)dt+ T−1

∫ T

0

g(t, θ0) cosp(t)dt, (42)

i перший вираз у сумi (42) дорiвнює oT (1), p = 1, N , за теоремою 2. З iншого
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боку, для будь-якого p

T−1

∫ T

0

g(t, θ0) cosp(t)dt =
N∑
j=1

A0
jT

−1

∫ T

0

cos0j(t) cosp(t)dt

+
N∑
j=1

B0
jT

−1

∫ T

0

sin0j(t) cosp(t)dt

= A0
p(2T )

−1

∫ T

0

cos((ϕpT − ϕ0p)t+ (ψpT − ψ0
p)t

2)dt

−B0
p(2T )

−1

∫ T

0

sin((ϕpT − ϕ0p)t+ (ψpT − ψ0
p)t

2)dt+ oT (1), (43)

за умовою B i лемою 1. Використовуючи позначення

xpT = T−1

∫ T

0

cos((ϕpT − ϕ0p)t+ (ψpT − ψ0
p)t

2)dt, (44)

ypT = T−1

∫ T

0

sin((ϕpT − ϕ0p)t+ (ψpT − ψ0
p)t

2)dt, (45)

з (42) i (43) отримуємо

c(1)p (T ) =
1

2
[A0

pxpT −B0
pypT ] + oT (1), p = 1, N. (46)

Аналогiчно

c(2)p (T ) =
1

2
[A0

pypT +B0
pxpT ] + oT (1), p = 1, N. (47)

Застосовуючи спiввiдношення (38), (46), (47) до системи рiвнянь (37), отри-
муємо такi вирази для ОНК параметрiв AjT , BjT :

AjT = A0
jxjT −B0

j yiT +oT (1), BjT = A0
jyjT +B

0
jxiT +oT (1), j = 1, N. (48)

Очевидно, |xjT |, |yjT | ≤ 1, тодi з (48) випливає, що

|AjT | ≤ |A0
j |+ |B0

j |+ oT (1), |BjT | ≤ |A0
j |+ |B0

j |+ oT (1), j = 1, N. (49)

27



Нехай,

GT (θ1, θ2) = T−1

∫ T

0

(g(t, θ1)− g(t, θ2))
2dt, θ1, θ2 ∈ Θc

T .

З означення ОНК θT випливає

0 ≥ QT (θT )−QT (θ
0)

= T−1

∫ T

0

[X(t)− g(t, θT )]
2 dt− T−1

∫ T

0

[X(t)− g(t, θ0)]
2 dt

= T−1

∫ T

0

[
g(t, θ0) + ε(t)− g(t, θT )

]2
dt− T−1

∫ T

0

ε2(t)dt

= GT (θT , θ
0) + 2T−1

∫ T

0

ε(t)(g(t, θ0)− g(t, θT ))dt. (50)

За теоремою 2 та нерiвностями (49)

T−1

∫ T

0

ε(t)(g(t, θ0)− g(t, θT ))dt =
N∑
j=1

A0
jT

−1

∫ T

0

cos(ϕ0jt+ ψ0
j t

2)ε(t)dt

+
N∑
j=1

B0
jT

−1

∫ T

0

sin(ϕ0jt+ψ0
j t

2)ε(t)dt−
N∑
j=1

AjTT
−1

∫ T

0

cos(ϕjT t+ψjT t
2)ε(t)dt

−
N∑
j=1

BjTT
−1

∫ T

0

sin(ϕjT t+ ψjT t
2)ε(t)dt→ 0 м.н., при T → ∞,

i тодi маємо
GT (θT , θ

0) → 0 м.н., при T → ∞. (51)

Використовуючи позначення

gjT (t) = AjT cosj(t) +BjT sinj(t)− A0
j cos

0
j(t)−B0

j sin
0
j(t),

отримуємо

GT (θT , θ
0) =

N∑
j=1

T−1

∫ T

0

g2jT (t)dt+ 2
∑
j<p

T−1

∫ T

0

gjT (t)gpT (t)dt. (52)

З леми 1, умови B, нерiвностей (49) i попереднiх мiркувань, знаходимо, що
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для j < p

T−1

∫ T

0

gjT (t)gpT (t)dt

= AjTApTT
−1

∫ T

0

cosj(t) cosp(t)dt+ AjTBpTT
−1

∫ T

0

cosj(t) sinp(t)dt

− AjTA
0
pT

−1

∫ T

0

cosj(t) cos
0
p(t)dt− AjTB

0
pT

−1

∫ T

0

cosj(t) sin
0
p(t)dt

+BjTApTT
−1

∫ T

0

sinj(t) cosp(t)dt+BjTBpTT
−1

∫ T

0

sinj(t) sinp(t)dt

−BjTA
0
pT

−1

∫ T

0

sinj(t) cos
0
p(t)dt−BjTB

0
pT

−1

∫ T

0

sinj(t) sin
0
p(t)dt

− A0
jApTT

−1

∫ T

0

cos0j(t) cosp(t)dt− A0
jBpTT

−1

∫ T

0

cos0j(t) sinp(t)dt

+ A0
jA

0
pT

−1

∫ T

0

cos0j(t) cos
0
p(t)dt+ A0

jB
0
pT

−1

∫ T

0

cos0j(t) sin
0
p(t)dt

−B0
jApTT

−1

∫ T

0

sin0j(t) cosp(t)dt−B0
jBpTT

−1

∫ T

0

sin0j(t) sinp(t)dt

+B0
jA

0
pT

−1

∫ T

0

sin0j(t) cos
0
p(t)dt+B0

jB
0
pT

−1

∫ T

0

sin0j(t) sin
0
p(t)dt = oT (1).

З iншого боку,

T−1

∫ T

0

g2jT (t)dt = A2
jTT

−1

∫ T

0

cos2j(t)dt+B2
jTT

−1

∫ T

0

sin2j(t)dt

+ (A0
j)

2T−1

∫ T

0

(cos0j(t))
2dt+ (B0

j )
2T−1

∫ T

0

(sin0j(t))
2dt

+ 2AjTBjTT
−1

∫ T

0

cosj(t) sinj(t)dt+ 2A0
jB

0
jT

−1

∫ T

0

cos0j(t) sin
0
j(t)dt

− 2AjTA
0
jT

−1

∫ T

0

cosj(t) cos
0
j(t)dt− 2BjTB

0
jT

−1

∫ T

0

sinj(t) sin
0
j(t)dt

− 2AjTB
0
jT

−1

∫ T

0

cosj(t) sin
0
j(t)dt− 2BjTA

0
jT

−1

∫ T

0

sinj(t) cos
0
j(t)dt

=
1

2

[
A2
jT +B2

jT + (A0
j)

2 + (B0
j )

2
]
−
(
AjTA

0
j +BjTB

0
j

)
xjT

+
(
AjTB

0
j − A0

jBjT

)
yjT + oT (1), j = 1, N. (53)
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Пiдставляючи рiвностi (48) у вираз (53), отримуємо

T−1

∫ T

0

g2jT (t)dt

=
1

2

[
(A0

jxjT −B0
j yiT )

2 + (A0
jyjT +B0

jxiT )
2 + (A0

j)
2 + (B0

j )
2
]

−
[
(A0

jxjT −B0
j yiT )A

0
j + (A0

jyjT +B0
jxiT )B

0
j

]
xjT

+
[
(A0

jxjT −B0
j yiT )B

0
j − (A0

jyjT +B0
jxiT )A

0
j

]
yjT + oT (1)

=
1

2

(
(A0

j)
2 + (B0

j )
2
) (

1− x2jT − y2jT
)
+ oT (1), j = 1, N. (54)

Беручи до уваги (51), (52), i (54), приходимо до спiввiдношення

N∑
j=1

1

2

(
(A0

j)
2 + (B0

j )
2
) (

1− x2jT − y2jT
)
→ 0 м.н., при T → ∞. (55)

З (55) випливає, що

x2jT + y2jT → 1 м.н., при T → ∞, j = 1, N. (56)

Використовуючи позначення λjT = T (ϕjT−ϕ0j), µjT = T 2(ψjT−ψ0
j ), можемо

записати

xjT =

∫ 1

0

cos(λjT t+µjT t
2)dt, yjT =

∫ 1

0

sin(λjT t+µjT t
2)dt, j = 1, N. (57)

Нехай Ω0 ⊂ Ω, P (Ω0) = 1, є деякою випадковою подiєю, для якої справе-
дливий результат (56). Якщо для будь-якої елементарної подiї ω ∈ Ω0

λjT , µjT → 0, при T → ∞, j = 1, N, (58)

тодi (56) виконується за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть.
Припустимо, що (58) не виконується для деякого ω0 ∈ Ω0 i розглянемо усi

можливi варiанти поведiнки випадкових величин λjT , µjT .
Нехай, для деякого j ∈ {1, ..., N} i ω0 ∈ Ω0 µjT ̸→ 0, при T → ∞. Тодi

iснують ε0 > 0 i послiдовнiсть {Tn, n ≥ 1}, Tn → ∞, при n → ∞, така, що
|µjTn| ≥ ε0, n ≥ 1. Нехай множина значень {µjTn, n ≥ 1} є обмеженою, тодi
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iснує пiдпослiдовнiсть {Tnk, k ≥ 1}, така, що µjTnk → µj ̸= 0, при k → ∞.
Тодi для деякої пiдпослiдовностi {Tnkm ,m ≥ 1} λjTnkm → λj ̸= ±∞, або
λjTnkm → +∞, або −∞, при m → ∞. Якщо множина значень {µjTn, n ≥ 1} є
необмеженою, тодi для деякої пiдпослiдовностi {Tnk, k ≥ 1} µjTnk → +∞ або
−∞, при k → ∞. В той же час, пiдпослiдовностi λjTnkm мають властивостi, опи-
санi вище. Мiняючи мiсцями значення λjT , µjT ми приходимо до симетричних
властивостей їх пiдпослiдовностей.

Позначимо λjTnkm = λjm, µjTnkm = µjm i, використовуючи попереднi виклад-
ки, визначимо усi можливi варiанти збiжностей λjm, µjm, приm→ ∞.

(i) λjm → +∞ або −∞, µjm → µj ̸= 0;

(ii) λjm → +∞ або −∞, µjm → 0;

(iii) λjm → λj, µjm → µj, λ2j + µ2j > 0;

(iv) λjm → +∞ або −∞, µjm → +∞ або −∞;

(v) λjm → λj, µjm → +∞ або −∞.

Позначимо також xjTnkm = xjm, yjTnkm = yjm i покажемо, що для варiантiв
(i)-(v)

x2jm + y2jm ̸→ 1, приm→ ∞. (59)

Нехай µjm ̸→ 0, при m → ∞, i µjm > 0 для достатньо великих m. Вико-
ристовуючи рiвнiсть (40), виразимо x2jm + y2jm у термiнах iнтегралiв Френеля.
Покладемо γjm = λjm/2

√
µjm, тодi

x2im + y2im

=
cos2(γ2jm)

µjm


√
µjm+γjm∫
γjm

cos(t2)dt


2

+
sin2(γ2jm)

µjm


√
µjm+γjm∫
γjm

sin(t2)dt


2

+
sin(2γ2jm)

µjm


√
µjm+γjm∫
γjm

cos(t2)dt




√
µjm+γjm∫
γjm

sin(t2)dt
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+
cos2(γ2jm)

µjm


√
µjm+γjm∫
γjm

sin(t2)dt


2

+
sin2(γ2jm)

µjm


√
µjm+γjm∫
γjm

cos(t2)dt


2

−
sin(2γ2jm)

µjm


√
µjm+γjm∫
γjm

cos(t2)dt




√
µjm+γjm∫
γjm

sin(t2)dt


=

1

µjm


√
µjm+γjm∫
γjm

cos(t2)dt


2

+
1

µjm


√
µjm+γjm∫
γjm

sin(t2)dt


2

. (60)

У випадку, коли µjm < 0 для достатньо великих m i γ′jm = λjm/2
√

|µjm|,
отримуємо аналогiчно

x2im + y2im

=
1

|µjm|


√

|µjm|−γ′jm∫
−γ′jm

cos(t2)dt


2

+
1

|µjm|


√

|µjm|−γ′jm∫
−γ′jm

sin(t2)dt


2

. (61)

Користуючисьформулами (60), (61) i властивостями iнтегралiвФренеля, для
випадкiв (i), (iv) i (v) отримуємо

x2im + y2im → 0, приm→ ∞. (62)

Переходячи до випадку (ii), знаходимо

x2im + y2im =

∫ 1

0

∫ 1

0

cos(λjmt+ µjmt
2) cos(λjms+ µjms

2)dtds

+

∫ 1

0

∫ 1

0

sin(λjmt+ µjmt
2) sin(λjms+ µjms

2)dtds

=

∫ 1

0

∫ 1

0

cos(λjm(t− s) + µjm(t
2 − s2))dtds

≤
∣∣∣∣∫ 1

0

∫ 1

0

cos(λjm(t− s)) cos(µjm(t
2 − s2))dtds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ 1

0

∫ 1

0

sin(λjm(t− s)) sin(µjm(t
2 − s2))dtds

∣∣∣∣
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≤
(∫ 1

0

∫ 1

0

cos2(λjm(t− s))dtds

) 1
2
(∫ 1

0

∫ 1

0

cos2(µjm(t
2 − s2))dtds

) 1
2

+

(∫ 1

0

∫ 1

0

sin2(λjm(t− s))dtds

) 1
2
(∫ 1

0

∫ 1

0

sin2(µjm(t
2 − s2))dtds

) 1
2

≤
(∫ 1

0

∫ 1

0

cos2(λjm(t− s))dtds

) 1
2

+

(∫ 1

0

∫ 1

0

sin2(µjm(t
2 − s2))dtds

) 1
2

. (63)

Застосовуючи теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть до 2-го доданку у
(63), отримуємо

(∫ 1

0

∫ 1

0

sin2(µjm(t
2 − s2))dtds

) 1
2

→ 0 приm→ ∞.

Для 1-го доданку матимемо

(∫ 1

0

∫ 1

0

cos2(λjm(t− s))dtds

) 1
2

=

(
1

2
+

1

2

∫ 1

0

∫ 1

0

cos(2λjm(t− s))dtds

) 1
2

=

(
1

2
+

1

2

∫ 1

0

sin(2λjmt)− sin(2λjm(t− 1))

2λjm
dt

) 1
2

=

(
1

2
+

1− cos(2λjm)

4λ2jm

) 1
2

=

(
1

2
+

1

2

(
sinλjm
λjm

)2
) 1

2

,

тобто, для варiанту (ii)

lim sup
m→∞

(x2jm + y2jm) ≤
1√
2
. (64)

У випадку (iii) за вище згаданою теоремою Лебега, а також застосовуючи
нерiвнiсть Буняковського, матимемо

lim
m→∞

(x2jm + y2jm) =

(∫ 1

0

cos(λjt+ µjt
2)dt

)2

+

(∫ 1

0

sin(λjt+ µjt
2)dt

)2

≤
∫ 1

0

cos2(λjt+ µjt
2)dt+

∫ 1

0

sin2(λjt+ µjt
2)dt = 1, (65)
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i рiвнiсть буде досягатися тодi i тiльки тодi, коли для деяких сталих k1, k2

cos(λjt+ µjt
2) = k1, sin(λjt+ µjt

2) = k2, t ∈ [0, 1].

Однак, це неможливо, i тому

lim
m→∞

(x2jm + y2jm) < 1. (66)

Разом iз (55), це означає, що для j = 1, N

λjT = T (ϕjT − ϕ0j), µjT = T 2(ψjT − ψ0
j ) → 0 м.н., при T → ∞. (67)

З спiввiдношень (57) та (67), очевидно, випливає, що

xjT → 1, yjT → 0 м.н., при T → ∞, j = 1, N.

Тодi з (48) також випливає, що

AjT → A0
j , BjT → B0

j м.н., при T → ∞, j = 1, N. (68)

■
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Додаток А. Застосування теореми Iссерлiса

Пронумеруємо множники пiд позначкою математичного сподiвання в (12)
злiва направо числами 1, 2,..., 8 i роздiлимо всi 105 доданкiв з теореми Iссерлiса
на 3 категорiї.

Перший набiр складається з виразiв, у яких усi чотири значення к.ф. мiстять
t− s пiд аргументом. Маємо 24 таких вирази. Їх можна знайти, наприклад, на-
ступним чином. Позначимо через (ab) математичне сподiвання добутку значень
випадкового процесу ε, позначених номерами a та b у (12). Тодi матимемо

1. (15)(26)(37)(48) = B(t− s)B(t−s)B(t−s)B(t−s); (A1)

2. (15)(26)(38)(47) = B(t− s)B(t− s)B(t− s− v)B(t− s+ v);

3. (15)(27)(36)(48) = B(t− s)B(t− s+ v − u)B(t− s+ u− v)B(t− s);

4. (15)(27)(38)(46) = B(t− s)B(t− s+ v − u)B(t− s− v)B(t− s+ u);

5. (15)(28)(36)(47) = B(t− s)B(t− s− u)B(t− s+ u− v)B(t− s+ v);

6. (15)(28)(37)(46) = B(t− s)B(t− s− u)B(t− s)B(t− s+ u);

7. (16)(25)(37)(48) = B(t− s− v)B(t− s+ v)B(t− s)B(t− s);

8. (16)(25)(38)(47) = B(t− s− v)B(t− s+ v)B(t− s− v)B(t− s+ v);

9. (16)(27)(35)(48) = B(t− s− v)B(t− s+ v − u)B(t− s+ u)B(t− s);

10. (16)(27)(38)(45) = B(t−s−v)B(t−s+v−u)B(t− s− v)B(t− s+ u+ v);

11. (16)(28)(35)(47) = B(t− s− v)B(t− s− u)B(t− s+ u)B(t− s+ v);

12. (16)(28)(37)(45) = B(t− s− v)B(t− s− u)B(t− s)B(t− s+ u+ v);

13. (17)(25)(36)(48) = B(t−s−u)B(t−s+v)B(t−s+u−v)B(t− s); (A2)

14. (17)(25)(38)(46) = B(t− s− u)B(t− s+ v)B(t− s− v)B(t− s+ u);
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15. (17)(26)(35)(48) = B(t− s− u)B(t− s)B(t− s+ u)B(t− s);

16. (17)(26)(38)(45) = B(t− s− u)B(t− s)B(t− s− v)B(t− s+ u+ v);

17. (17)(28)(35)(46) = B(t− s− u)B(t− s− u)B(t− s+ u)B(t− s+ u);

18. (17)(28)(36)(45) = B(t− s− u)B(t−s−u)B(t−s+u−v)B(t− s+ u+ v);

19. (18)(25)(36)(47) = B(t− s− u− v)B(t− s+ v)B(t−s+u−v)B(t−s+v);

20. (18)(25)(37)(46) = B(t− s− u− v)B(t− s+ v)B(t− s)B(t− s+ u);

21. (18)(26)(35)(47) = B(t− s− u− v)B(t− s)B(t− s+ u)B(t− s+ v);

22. (18)(26)(37)(45) = B(t− s− u− v)B(t− s)B(t− s)B(t− s+ u+ v);

23. (18)(27)(35)(46) = B(t− s− u− v)B(t−s+v−u)B(t−s+u)B(t− s+ u);

24. (18)(27)(36)(45) = B(t− s− u− v)B(t− s+ v − u)B(t− s+ u− v)

×B(t− s+ u+ v).

Другий набiр складається з добуткiв, у яких 2 значення к.ф. мiстять t − s

пiд аргументом. Маємо 72 таких вирази, i вони можуть бути визначенi, напри-
клад, використовуючи такi мiркування. Загалом iснує 6 математичних сподi-
вань, утворених першими 4 множниками у (12)

(i) (12), (13), (14), (23), (24), (34),

i, вiдповiдно, 6 математичних сподiвань, що складаються з других 4 множникiв
у (12)

(ii) (56), (57), (58), (67), (68), (78).

Кожен елемент у другому наборi є добутком одного значення к.ф. з (i) i
одного з (ii), а також двох iнших значень к.ф., отриманих шляхом взяття мате-
матичного сподiвання вiд добутку процесiв ε з номерами, що залишилися вiд
першої четвiрки, на значення ε з номерами, що залишилися вiд другої четвiрки.
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1-ша дюжина: (12)×... .

1. (12)(56)(37)(48) = B(v)B(v)B(t− s)B(t− s); (A3)

2. (12)(56)(38)(47) = B(v)B(v)B(t− s− v)B(t− s+ v);

3. (12)(57)(36)(48) = B(v)B(u)B(t− s+ u− v)B(t− s);

4. (12)(57)(38)(46) = B(v)B(u)B(t− s− v)B(t− s+ u);

5. (12)(58)(36)(47) = B(v)B(u+ v)B(t− s+ u− v)B(t− s+ v);

6. (12)(58)(37)(46) = B(v)B(u+ v)B(t− s)B(t− s+ u);

7. (12)(67)(35)(48) = B(v)B(u− v)B(t− s+ u)B(t− s);

8. (12)(67)(38)(45) = B(v)B(u− v)B(t− s− v)B(t− s+ u+ v);

9. (12)(68)(35)(47) = B(v)B(u)B(t− s+ u)B(t− s+ v);

10. (12)(68)(37)(45) = B(v)B(u)B(t− s)B(t− s+ u+ v);

11. (12)(78)(35)(46) = B(v)B(v)B(t− s+ u)B(t− s+ u);

12. (12)(78)(36)(45) = B(v)B(v)B(t− s+ u− v)B(t− s+ u+ v);

2-га дюжина: (13)×... .

13. (13)(56)(27)(48) = B(u)B(v)B(t−s+v−u)B(t− s); (A4)

14. (13)(56)(28)(47) = B(u)B(v)B(t− s− u)B(t− s+ v);

15. (13)(57)(26)(48) = B(u)B(u)B(t− s)B(t− s);

16. (13)(57)(28)(46) = B(u)B(u)B(t− s− u)B(t− s+ u);

17. (13)(58)(26)(47) = B(u)B(u+ v)B(t− s)B(t− s+ v);

18. (13)(58)(27)(46) = B(u)B(u+ v)B(t− s+ v − u)B(t− s+ u);

19. (13)(67)(25)(48) = B(u)B(u− v)B(t− s+ v)B(t− s);

20. (13)(67)(28)(45) = B(u)B(u− v)B(t− s− u)B(t− s+ u+ v);
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21. (13)(68)(25)(47) = B(u)B(u)B(t− s+ v)B(t− s+ v);

22. (13)(68)(27)(45) = B(u)B(u)B(t− s+ v − u)B(t− s+ u+ v);

23. (13)(78)(25)(46) = B(u)B(v)B(t− s+ v)B(t− s+ u);

24. (13)(78)(26)(45) = B(u)B(v)B(t− s)B(t− s+ u+ v);

3-тя дюжина: (14)×... .

25. (14)(56)(27)(38) = B(u+v)B(v)B(t−s+v−u)B(t−s−v); (A5)

26. (14)(56)(28)(37) = B(u+ v)B(v)B(t− s− u)B(t− s);

27. (14)(57)(26)(38) = B(u+ v)B(u)B(t− s)B(t− s− v);

28. (14)(57)(28)(36) = B(u+ v)B(u)B(t− s− u)B(t− s+ u− v);

29. (14)(58)(26)(37) = B(u+ v)B(u+ v)B(t− s)B(t− s);

30. (14)(58)(27)(36) = B(u+ v)B(u+ v)B(t− s+ v − u)B(t− s+ u− v);

31. (14)(67)(25)(38) = B(u+ v)B(u− v)B(t− s+ v)B(t− s− v);

32. (14)(67)(28)(35) = B(u+ v)B(u− v)B(t− s− u)B(t− s+ u);

33. (14)(68)(25)(37) = B(u+ v)B(u)B(t− s+ v)B(t− s);

34. (14)(68)(27)(35) = B(u+ v)B(u)B(t− s+ v − u)B(t− s+ u);

35. (14)(78)(25)(36) = B(u+ v)B(v)B(t− s+ v)B(t− s+ u− v);

36. (14)(78)(26)(35) = B(u+ v)B(v)B(t− s)B(t− s+ u);

4-та дюжина: (23)×... .

37. (23)(56)(17)(48) = B(u−v)B(v)B(t−s−u)B(t− s); (A6)

38. (23)(56)(18)(47) = B(u− v)B(v)B(t− s− u− v)B(t− s+ v);

39. (23)(57)(16)(48) = B(u− v)B(u)B(t− s− v)B(t− s);

40. (23)(57)(18)(46) = B(u− v)B(u)B(t− s− u− v)B(t− s+ u);
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41. (23)(58)(16)(47) = B(u− v)B(u+ v)B(t− s− v)B(t− s+ v);

42. (23)(58)(17)(46) = B(u− v)B(u+ v)B(t− s− u)B(t− s+ u);

43. (23)(67)(15)(48) = B(u− v)B(u− v)B(t− s)B(t− s);

44. (23)(67)(18)(45) = B(u− v)B(u− v)B(t− s− u− v)B(t− s+ u+ v);

45. (23)(68)(15)(47) = B(u− v)B(u)B(t− s)B(t− s+ v);

46. (23)(68)(17)(45) = B(u− v)B(u)B(t− s− u)B(t− s+ u+ v);

47. (23)(78)(15)(46) = B(u− v)B(v)B(t− s)B(t− s+ u);

48. (23)(78)(16)(45) = B(u− v)B(v)B(t− s− v)B(t− s+ u+ v);

5-та дюжина: (24)×... .

49. (24)(56)(17)(38) = B(u)B(v)B(t−s−u)B(t−s−v); (A7)

50. (24)(56)(18)(37) = B(u)B(v)B(t− s− u− v)B(t− s);

51. (24)(57)(16)(38) = B(u)B(u)B(t− s− v)B(t− s− v);

52. (24)(57)(18)(36) = B(u)B(u)B(t− s− u− v)B(t− s+ u− v);

53. (24)(58)(16)(37) = B(u)B(u+ v)B(t− s− v)B(t− s);

54. (24)(58)(17)(36) = B(u)B(u+ v)B(t− s− u)B(t− s+ u− v);

55. (24)(67)(15)(38) = B(u)B(u− v)B(t− s)B(t− s− v);

56. (24)(67)(18)(35) = B(u)B(u− v)B(t− s− u− v)B(t− s+ u);

57. (24)(68)(15)(37) = B(u)B(u)B(t− s)B(t− s);

58. (24)(68)(17)(35) = B(u)B(u)B(t− s− u)B(t− s+ u);

59. (24)(78)(15)(36) = B(u)B(v)B(t− s)B(t− s+ u− v);

60. (24)(78)(16)(35) = B(u)B(v)B(t− s− v)B(t− s+ u);
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6-та дюжина: (34)×... .

61. (34)(56)(17)(28) = B(v)B(v)B(t−s−u)B(t−s−u); (A8)

62. (34)(56)(18)(27) = B(v)B(v)B(t− s− u− v)B(t− s+ v − u);

63. (34)(57)(16)(28) = B(v)B(u)B(t− s− v)B(t− s− u);

64. (34)(57)(18)(26) = B(v)B(u)B(t− s− u− v)B(t− s+ u);

65. (34)(58)(16)(27) = B(v)B(u+ v)B(t− s− v)B(t− s+ v − u);

66. (34)(58)(17)(26) = B(v)B(u+ v)B(t− s− u)B(t− s+ u);

67. (34)(67)(15)(28) = B(v)B(u− v)B(t− s)B(t− s− u);

68. (34)(67)(18)(25) = B(v)B(u− v)B(t− s− u− v)B(t− s+ v);

69. (34)(68)(15)(27) = B(v)B(u)B(t− s)B(t− s+ v − u);

70. (34)(68)(17)(25) = B(v)B(u)B(t− s− u)B(t− s+ v);

71. (34)(78)(15)(26) = B(v)B(v)B(t− s)B(t− s);

72. (34)(78)(16)(25) = B(v)B(v)B(t− s− v)B(t− s+ v).

Третiй набiр складається з добуткiв, якi не мiстять t − s пiд аргументом
к.ф. Маємо 9 таких добуткiв, i вони можуть бути визначенi як доданки пiсля
формального множення двох сум

((12)(34) + (13)(24) + (14)(23))((56)(78) + (57)(68) + (58)(67)),

тобто,

1. (12)(34)(56)(78) = B(v)B(v)B(v)B(v); (A9)

2. (12)(34)(57)(68) = B(v)B(v)B(u)B(u);

3. (12)(34)(58)(67) = B(v)B(v)B(u+ v)B(u− v);

4. (13)(24)(56)(78) = B(u)B(u)B(v)B(v);
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5. (13)(24)(57)(68) = B(u)B(u)B(u)B(u);

6. (13)(24)(58)(67) = B(u)B(u)B(u+ v)B(u− v);

7. (14)(23)(56)(78) = B(u+ v)B(u− v)B(v)B(v);

8. (14)(23)(57)(68) = B(u+ v)B(u− v)B(u)B(u);

9. (14)(23)(58)(67) = B(u+ v)B(u− v)B(u+ v)B(u− v).
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Висновки

У магiстерськiй дисертацiї доведено сильну консистентнiсть ОНК параме-
трiв чирпованого сигналу у моделi з неперервним часом. Для цього було вста-
новлено вимоги до параметричних множин, в яких шукається оцiнка, що до-
зволяють належним чином розрiзняти параметри ψ. Припускається також, що
випадковий шум є вибiрково неперервним гауссiвським стацiонарним випад-
ковим процесом, к.ф. якого задовольняє умовам, якi вiдповiдають сильнiй або
слабкiй залежностi випадкового шуму.

Доведенню сильної консистентностi передує доведення рiвномiрного поси-
леного закону великих чисел для заданого випадкового шуму, зваженого триго-
нометричними функцiями вiд квадратичного аргументу, що є важливим кроком
для отримання результату про консистентнiсть ОНК параметрiв дослiджуваної
моделi.

Природним напрямком продовження дослiдження є доведення асимптоти-
чної нормальностi ОНК, а також ускладнення моделi на випадок, коли пiд ар-
гументами синуса та косинуса будуть стояти полiноми довiльного порядку, де
коефiцiєнти полiномiв будуть параметрами моделi.
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