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Реферат

Магiстерська дисертацiя мiстить 54сторiнки, 58 рисункiв та 30 по-
силань.
Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню системи Лоренца, ру-
глярних, хаотичних режимiв та бiфуркацiй у нiй.
Актуальнiсть роботи полягає в тому, що об’єкт дослiдження - си-
стема Лоренца, класчина система диференцiальних рiвнянь, яка є
одною з найпопулярнiших динамiчних систем для теоретичного до-
слiдження фахiвцями рiзних профiлiв.
Метою дисертацiї є виявлення та опис сценарiю узагальненої перемi-
жностi та симетричних атракторiв i їх бiфуркацiй в системi Лоренца
При виконаннi роботи використовувались рiзноманiтнi чисельнi ме-
тоди хаотичної динамiки i комп’ютерної вiзуалiзацiї отриманих ре-
зультатiв.
Новизна отриманих результатiв полягає виявленнi нетипового сце-
нарiю переходу до хаосу в системi Лоренца i побудова та опис симе-
тричних атракторiв i їх бiфуркацiй.
Ключовi слова: детермiнований хаос, симетричний хаотичний атра-
ктор, сценарiї переходу до хаосу, узагальнена перемiжнiсть.



Abstract

The master’s thesis contains 52 pages, 58 figures and references.
The dissertation work is devoted to the study of the Lorenz system:
regular, chaotic regimes and bifurcations.
The relevance of the work lies in the fact that the object of research
is the Lorenz system, a classic system of differential equations, which
is one of the most popular dynamic systems for theoretical research by
specialists of various profiles.
The aim of the dissertation is to identify and describe the scenario of
generalized intermittency and symmetric attractors and their bifurcati-
ons in the Lorenz system
Various numerical methods of chaotic dynamics and computer visuali-
zation of the obtained results were used in the performance of the work.
The novelty of the obtained results is the discovery of an atypical scenario
of the transition to chaos in the Lorentz system and the construction
and description of symmetric attractors and their bifurcations.
Key words: deterministic chaos, symmetric chaotic attractor, scenarios
of transition to chaos, generalized intermittency.
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Вступ

В цiй роботi вивчається нелiнiйна система диференцiальних рiвнянь,
вiдома як система Лоренца
Ця система вперше була розглянена в 1963 роцi америанським дослi-
дником Едвардом Нортоном Лоренцом[1], який займався питаннями
метеорологiї, зокрема прогнозуванням погоди.В журналi "Journal of
Atmospheric Sciences"вiн опублiкував статтю "Deterministic Nonperi-
odic Flow". Вона була присвячена дослiдженню нелiнiйної системи
диференцiальних рiвнянь, яка була отримана при аналiзi задачi про
конвекцiю в шарi рiдини, що пiдiгрiвається знизу. При чисельно-
му аналiзi цiєї задачi на коммп’ютерi була встановлена наявнiсть в
цiй детермiнованiй системi усталеного хаотичного режиму. Цю ро-
боту можна вважати вiдкриттям детермiнованого хаосу в фiзичнiй
динамiчнiй системi. Згодом з’ясувалося, що ця система може бути
застосована не тiльки для задачi про конвекцiю рiдини, а й для опи-
су динамiки багатьох iнших фiзичних систем. Отже модель Лоренца
має дуже штроку область застосування

ẋ = σ(y − x)

ẏ = x(r − z)− y

ż = xy − bz

тут x, y, z - деякi динамiчнi змiннi, змiст яких змiнюється вiд зада-
чi до задачi. Наприклад, для задачi про конвекцiю в шарi рiдини:
x - характеризує швiдкiсть обертання конвекцiйних валiв, а y, z -
вiдповiдають за розподiл температур по горизонталi i вертикалi вiд-
повiдно. b, σ, r - деякi параметри. В задачi про конвекцiю параметр b

визначається геометрiєю конвекцiйної комiрки, σ - число Прандтля,
що є вiдношенням кiнематичної в’язкостi до коефiцiєнта температу-
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ропровiдностi, r - число Релея, безрозмiрна величини, що визначає
поведнку рiдини пiд впливом температури[5].
Сценарiї переходу до хаосу дослiджувались рiзними науковцями.
Початком дослiджень з цiєї теми можна вважати роботи М. Фей-
генбаума[12,13] , в яких було описано та детально дослiджено послi-
довнiсть бiфуркацiй подвоєння перiоду, внаслiдок якої утворюється
хаотичний атрактор. У 1980 роцi французькими дослiдниками П.
Манневiлем i I. Помо[14,15] було описано сценарiй переходу до хаосу
через перемiжнiсть в системi Лоренца. Далi в роботах О.Ю. Швеця
та його учнiв[16-18,20-25]: С.В. Донецького, В.О. Сiренка та iнших в
рiзних неiдеальних динамiчних системах було виявлено та описано
перехiд "хаотичний атрактор-хаотичний атрактор"через сценарiй,
що отримав назву узагальненої перемiжностi.
В цiй роботi за допомогою рiзноманiтних, переважно чисельних ме-
отдiв дослiджувалися граничнi множини цiєї динамiчної системи, їх
бiфуркацiї, сценарiї переходу до детермiнованого хаосу. Було вста-
новлено, що в цiй системi реалiзуєтсья перехiд до хаосу через сце-
нарiй узаальненої перемiжностi
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Роздiл 1

Загальнi вiдомостi з
теорiї динамчних систем

1.1 Динамiчна система

[5,6,7] Означення 1. Динамiчною системою називаєтсья об’єкт,
що складається з 3 компонентiв: 1. Метричного простору D, який
називаєтсья фазовим простором
2. Часу t, який може бути неперервним, тобто належати мно-
жинi дiйсних чисел або дискретиним, тобто належати множинi
цiлих або натуральних чисел
3. Оператора еволюцiї, тобто вiдображення будь-якої точки в ме-
тричному просторi D i будь-якого значення часу t в однозначно
визначенний стан ϕ(t, x) ∈ D

Спосiб задання оператора еволюцiї може вiдрiзнятися. Вiн мо-
же мати вигляд диференцiального або iнтегрального перетворення,
дискретного вiдображення, марковського ланцюга й т.i.

Означення 2. Граничною множиною динамiчної системи на-
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зивається така множина K ∈ D, що ∀ k, t

ϕ(t, k) ∈ K (1.1)

де k - довiльна точка множини K

Означення 3. Динамiчна система називається дисипативною,
якщо ∀V ∈ D

lim
t→∞

µ(ϕ(t, V ) = 0 (1.2)

де µ - мiра в просторi D, ϕ(t, V ) - сукупнiсть всiх траекторiй, що
починаютсья з множини V

Означення 4. Гранична множина K називається аттракто-
ром (притягувальною множиною), якщо
∃ вiдкрита множина B ⊃ K:∀x ∈ B limt→∞ ρ(K,ϕ(t, x)) = 0

де ρ - метрика в просторi D Множина B тодi називається басейном
притягання аттрактора K.

1.2 Граничнi множини динамiчних систем

Для дисипативних динамiчних систем iснують рiзнi типи притягу-
вальних граничних множин. Зокрема:

1. Нерухома точка. Точка x називається нерухомою точкою ди-
намiчної системи з оператором еволюцiї ϕ, якщо ∀ t : ϕ(x, t) = x.

2. Граничний цикл. Це перiодична, замкнена траекторiя в фазо-
вому просторi.

3. Квазiперiодичнi аттрактори. Тороїдальнi поверхнi в фазовому
просторi
Цi три типи аттракторiв називаються регулярними. Їм вiдповiдає
повнiстью передбачуваний рух зображальної точки у фазовому про-
сторi.
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Але виявляється, що бувають i iншi аттрактори в динамiчних си-
стемах. Рух зображальної точки до таких аттракторiв вiдбувається
по складнiй траекторiї, вигляд якої сильно залежить вiд початкових
умов i через це є принципово непередбачуваним. Однак на вiдмiну
вiд класичних випадкових процесiв рух по цим траекторiям є повнi-
стью детермiнованим i йому притаманнi деякi чiткi якiснi i кiлькiснi
характеристики, тому такий тип динамiки здобув назву "детермiно-
ваний хаос".

1.3 Стiйкiсть траекторiй

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

ẋn = Xn(t, x) (1.3)

Припустимо, що правi частини рiвнянь є аналiтичними функцiями.
Тодi ця система задовiльняє умовам теореми iснування та єдиностi
розв’язку задачi Кошi. Розглянемо, тодi, деякий цiлком визначений
розв’язок цiєї системи.

xn = fn(t) (1.4)

що задовiльняє початковим умовам

xn0 = fn0(t0) (1.5)

Цьому розв’язку вiдповiдає деякий рух системи, який ми будемо
називати незбуреним рухом. Тепер трохи змiнимо початковi умови
(5), надав їм малi збурення

xn0 = fn0(t0) + εn (1.6)

11



Рух системи, який вiдповiдає цьому розв’язку будемо називати збу-
реним рухом, а величини εn - збуерннями. Позначимо значення змiн-
них у незбуреному русi через yi(t), а у збуреному русi fn(t) i скла-
демо рiзницю мiж ними:

xi = yi(t)− fn(t), i = 1, ..., n (1.7)

Цi змiннi будемо називати вiдхиленнями або варiацiями. Якщо всi
варiацiї дорiвнюють нулю, то незбурений руз спiвпадає iз збуреним.
У фазовому просторi незбуреному руху буже вiдповiдати нерухома
точка в початку координат. Якщо для як завгодно малого числа
ε > 0 можна знайти число δ > 0, що при всiх збуреннях x0, якi
задовольняють умовi:

∥x0∥ < δ (1.8)

i при всiх t > t0 буде виконуватися умова

∥x∥ < ε (1.9)

Тодi такий незбурений рух називається стiйким за Ляпуновим. Якщо
iснує таке збурення, що умова (8) не виконується, то такий рух на-
зиваєтсья не стiйким за Ляпуновим. Геометрично стiйкiсть руху за
Ляпуновим означає, що близькi траекторiї залишаються близькими
на довiльних промiжках часу.
Означення 5. Розв’язок (x0, t) називається стiйким за Лагран-
жем, якщо

∃M : ∀t > 0 ∥(x0, t)∥ < M (1.10)

Тобто траекторiя завжди залишаєтсья всерединi деякої сфери радi-
уса M
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1.4 Ляпуновськi характеристичнi показни-
ки

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь (3). Нехай x(t) незбу-
рена траекторiя цiєї системи. Далi розглянемо траекторiю
y(t) = x(t) + x̃(t). Цю траекторiю назвемо збуреною. Тодi еволюцiя
малого збурення буде описуватися рiвнянням першого наближення

˙̃x = A(t)x̃ (1.11)

де A матриця, що має вигляд

A =



∂X1

∂x1

∂X1

∂x2
· · · ∂X1

∂xn

∂X2

∂x1

∂X2

∂x2
· · · ∂X2

∂xn

... ... . . . ...

∂Xn

∂x1

∂Xn

∂x2
· · · ∂Xn

∂xn


(1.12)

Тодi для системи (11) має мiсце теорема
Теорема Ляпунова.
Нехай iснує така константа M, що для всiх елементiв Aij матрицi A
i для довiльного T ,

1

T

∫ T

0

|Aij|dt < M (1.13)

Тодi
1. Для будь-якого розв’язку x̃(t) рiвняння (11) iснує ляпуновський
характеристичний показник - дiйсне число, яке визначається фор-
мулою

λx̃(t) = lim sup
T→∞

1

T
ln ||x̃(T )|| (1.14)
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2. При множеннi на константу ляпуновський показник не змiнюється

λCx̃(t) = λx̃(t)

3. Ляпуновський показник лiнiйної комбiнацiї розв’язкiв не переви-
щує найбiльшого з показникiв цих двох розв’язкiв

λC1x̃1(t)+C2x̃2(t) ≤ max(λx̃1(t), λx̃2(t))

4.Iснує n лiнiйно незалежних розв’язкiв x̃i(t) (фундаментальна си-
стема розв’яязкiв) рiвняння (11), яким вiдповiдає n ляпуновських
характеристичних показникiв, якi нумеруються в порядку спадання
λ1, λ2, ..., λn.
Набiр цих чисел називається спектром ляпуновських характеристи-
чних показникiв(ЛХП). Найбiльше з цих чисел λ1 називається стар-
шим ЛХП. Тепер повернемось до розгляду вихiдної нелiнiйної си-
стеми (3). Для кожної траекторiї x(t) система першного наближе-
ння (11) дає цiлком визначений спектр ЛХП. присутнiсть в цьому
спектрi показника λ означає, що iснує таке збурення вихiдної трае-
кторiї, яке еволюцiунує в часi у лiнiйному наближеннi, як eλt. Таким
чином присутнiсть в спектрi хоча б одного додатного ЛХП означає
нестiйкiсть цiєї траекторiї. Якщо ж всi показники вiд’ємнi, то це
свiдчить про асимптотичну стiйкiсть розляданої траекторiї.
Спектр ЛХП атрактора має задовольняти наступним умовам:
1. Сума ЛХП має бути вiд’ємна

n∑
i=1

λi < 0

Це умова дисипативностi, завдяки якiй атрактор є притягувалбною
граничною множиною нульової мiри у фазовому просторi.
2. В атрактора, вiдмiнного вiд положення рiвноваги, обов’язково по-
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винен бути хоча б один нульовий показник.

1.5 Iнварiантна мiра

Розглянемо в фазовому просторi ансамбль дисипативних динамi-
чних систем.Цi системи задаватимуться системою диференцiальних
рiвнянь у векторному виглядi

ẋ = X(x)

Представники ансамблю вiдрiзняються лише початковими умовами.
Нехай початкова точка знаходиться в басейнi притягання певного
атрактора. Для областi D фазового простору визначимо мiру µ(D)

наступним чином:

µ(D) = lim
T→∞

τ(D, x0, T )

T

де x0 початкова точка траекторiї, τ(D, x0, T ) - час знаходження зо-
бражальної точки в областi D за промiжок часу T .
Якщо означена в такий спосiб мiра виявляється однаковою при май-
же всiх значеннях початкових значеннях така мiра називається iн-
варiантною мiрою.
Розглянемо тепер питання чисельної побудови розподiлу такої мi-
ри. Спочатку чисельно будується необхiдна траекторiя i записуємо
в пам’ять комп’ютера масив значень фазових координат. Послiдов-
но виводимо на екран отриманi точки, при чому при попаданнi в
певну область монiтору їх колiр змiнюється пропорцiйно їх кiль-
костi. При достатньо великiй кiлькостi пiдрахованих координат ми
отримаємо деяку проекцiю фазового портрету, однi областi якої за-
фарбованi бiльш яскраво, iншi - менш яскраво. Яскрава частина
вiдповiдає областям, де зображальна точка проводить багато часу,

15



менш яскравi - де менше часу.

1.6 Перерiз Пуанкаре

Розглянемо динамiчну систему з неперервним часом, динамiка якої
описується деякими диференцiальними рiвняннями. Обмежимось роз-
гляданням лише випадку системи iз тривимiрним фазовим просто-
ром, оскiльки саме така розмiрнiсть системи Лоренца, що рознля-
дається в данiй роботi. Маємо систему

ẋ = f1(x, y, z)

ẏ = f2(x, y, z)

ż = f3(x, y, z)

Розглянемо деякий роза’язок цiєї системи, йому вiдповiдає деяка
траекторiя Γ у фазовому просторi. Помiтимо тепер деяку площину
S, рiвняння якої має вигляд

S(x, y, z) = 0

Вибiр такої площини досить довiльний, однак вона має бути розта-
шована так, що траекторiя багаторазово перетинала її i дотик до
площини був неможливий (трансверсальний перетин). Така площи-
на називається сiчної Пуанкаре вiдповiдної траекторiї.
Позначимо точки перетину траекторiї Γ через α1, α2, ..., αn, Отрима-
на множина точок {αn} називається перерiзом Пуанкаре для трае-
кторiї Γ.
Перерiз Пуанкаре також породжує дискретне вiдображення, яке ста-
вить у вiдповiднiсть будь-якiй точцi αn перерiзу Пуанкаре наступну
точку αn+1. Такий закон вiдповiдностi мiж попередньої та насту-
пною точкаоми перерiзу називається вiдображенням Пуанкаре. Для
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Рис. 1.1: Перерiз Пуанкаре

розглянутого тривимiрного випадку це вiдображення має розмiр-
нiсть 2 та вигляд

xn+1 = P1(xn, yn)

yn+1 = P2(xn, yn)

Таким чином задача вивчення вихiдної динамiчної системи може
бути зведена до задачi вивчення вiдображення Пуанкаре, що має
розмiрнiсть на одиницю менше. нiж розмiрнiсть вихiдної системи.

1.7 Фазопараметрична характеристика

При чисельному дослiдженнi бiфуркацiй нелiнiйних динамiчних си-
стем часто виявляєтсья дужо зручно використовувати фазопараме-
тричнi характеристики. Така дiаграма будується на основi перерiзу
Пуанкаре, по осi абсцис ми будемо вiдкладати значення бiфуркацiй-
ного параметру. А по осi ординат вiдкладатимемо одну з координат
точок перерiзу Пуанкаре. На такiй дiаграмi так само, як i на пере-
рiзi або вiдображеннi Пуанкаре граничнi цикли будуть вiглядати як
окремi точки, а хаотичнi атрактори - як суцiльнi лiнiї. Але тут ми
маємо змогу спостерiгати бiфуркацiї атракторiв, сценарцiї переходу
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до хаосу i т.i.
Розглянемо використання фазопараметричної характеристики для
дослiдження динамiки на прикладi системи Лоренца

ẋ = σ(y − x)

ẏ = x(r − z)− y

ż = xy − bz

Розглянемо iнтервал змiни параметру 146 < r < 149. На рисунку
зображена фазопараметрична характеристика. По осi абсцис вiдкла-
дено значення бiфуркацiйного параметру, а по осi ординат - значен-
ня координати y точок перерiзу Пуанкаре площиною z = 170 На цiй

Рис. 1.2: Фрагмент фазопараметричної характеристики

дiаграмi видно, що при r = 149 траекторiя перетинає сiчну площину
лише лише в однiй точцi, тобто маємо граничний цикл (насправдi
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точок перетину бiльше, на рисунку вирiзано фрагмент характери-
стики, але якiсно картина вiд цього не змiнюється). При зменшен-
нi параметру можна бачити як лiнiя "розщеплюється"на двi i при
r = 148 в системi все ще спостерiгається граничний цикл, але вже
вдвiчi бiльшого перiоду. Далi можна бачити, як лiнiя розщеплюється
ще багато раз, пiсля чого стає суцiльною лiнiєю на рисунку наведено
фазовi портрети, якi iлюструють наведенi виже мiркування.

a) b)

c) d)

Рис. 1.3: Проекцї фазових портретiв: a) r = 149, b) r = 148, c) r =
147,
d) r = 146.

Такий каскад бiфуркацiй подвоєння перiоду, який завершуєтсья
появою хаотичного атрактору називаєтсья сценарiєм Фейгенбаума.
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Вiн є типовим для багатьох нелiнiйних динамiчних систем, зокрема,
як ще буде показано, для системи Лоренца.
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Роздiл 2

Перемiжнiсть у системi
Лоренца

2.1 Перемiжнiсть

Розглянемо дискретне вiдображення[5]:

x′ = ϵ+ x+ x2 (2.1)

де ϵ параметр. При вiд’ємних значеннях параметру у цього вiдобра-
ження є двi нерухомi точки. Коли ϵ = 0 вони зливаються в одну, а
при подальшому збiльшеннi параметру зникають i на їх мiсцi утво-
рюється коридор. При малих додатнiх значеннях параметру прохо-
дження через коридор займає велику кiлькiсть крокiв, а саме значе-
ння x змiнюється дуже слабо. I це дозволяє перейти вiд дискретного
рiвняння до диференцiального.

x′ − x

∆t
≃ dx

dt
(2.2)

∆t = 1 Тодi рiвняння перепишеться

ẋ = ϵ+ x2 (2.3)
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Рис. 2.1:

При ϵ = 0 це рiвняння лекго iнтегрується

dx

x2
= dt

−1

x
= C + t

x = − 1

C + t

З урахуванням початкових умов маємо C = − 1
x0

x = − x0
1− tx0

= Ft(x0) (2.4)

Ця функцiя визначає оператор еволюцiї за час t Нехай тепер ϵ > 0,
тодi маємо ∫

dx

ϵ+ x2
=

∫
dt

1√
ϵ
arctan(x

1√
ϵ
) = t+ C
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Врахувавши, початковi умови маємо

x(t) =
x0 +

√
ϵ tan(t

√
ϵ)

1− x0
1√
ϵ
tan(t

√
ϵ)

== Ft(x0, ϵ)

Оскiльки нас цiкавить вивчення цього вiдображення для малих зна-
чень параметру, то ми можемо розкласти цю функцiю в ряд Тейлора
по степенях ϵ

Ft(x, ϵ) =
x

1− xτ
+ ϵτ

1− xτ + x2τ 2/3

(1− xτ)2
+O(ϵ2) = x′

Тепер вiдкинемо доданки вищих порядкiв малостi i введемо замiну
x = X

τ . Маємо

X ′ =
X

1−X
+ ϵτ 2

1−X +X2/3

(1−X)2

Тут ми бачимо як залежить значення змiнної вiд промiжку часу τ

та величини коридору ϵ. Видно, що це значення залежить лише вiд
параметру ϵτ 2. З чого робиться висновок про характер залежностi
тривалостi проходження через коридор вiд його величини. Тобто iз
збiльшенням параметра ϵ тривалiсть проходження коридору змен-
шується.
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2.2 Перемiжнiсть в системi Лоренца

Розглянемо тепер класичний приклад реалiзацiї сценарiя перемi-
жностi в системi диференцальних рiвнянь[14,15]. Розглянемо систе-
му Лоренца

ẋ = σ(y − x)

ẏ = x(r − z)− y

ż = xy − bz

Розглянемо промiжок значення параметру 166 < r < 166.2

а) r = 166 б) r = 166.1

Рис. 2.2: Розподiл природньої iнварiантної мiри по атрактору

При значеннi параметру r = 166 в системi iнсує граничний цикл,
але вже при r = 166.1 вiн перетворюється на хаотичний атрактор.
Розглянемо це явище бiльш детально. На рисунку (рис. 4) наведено
графiк залежностi старшого ненульового ЛХП вiд параметру r.

Додатнiсть старшого ЛХП пiдтверджують хаотичнiсть атракто-
ру при r = 166.1. Також варто зазначити стрiмке зростання значе-
ння старшого ЛХП в точцi бiфуркацiї, це є однiєю з ознак переходу
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Рис. 2.3: Графiк ЛХП

до хаосу через перемiжнiсть.
На розподiлах iнварiантної мiри можна бачити, що в хаотичному
атракторi зображальна точка значну частину часу проводить ру-
хаючись по траекторiї, що нагадує зниклий граничний цикл, але
iнодi зривається i вiдходить у вiддаленi областi фазового простору,
це нагадує нам поведiнку дискретної системи, яка розглядалась в
попередньому пунктi. Продовжимо цю аналогiю i розглянемо вiд-
ображення Пуанкаре для рiзних значень параметру.

Аналогiчно до дискретного випадку, пiсля проходження точки
бiфуркацiї виникає коридор, який збiльшується при подальшому
збiльшеннi бiфуркацiйного параметру. Подивимось тепер на трива-
лiсть проходження цього коридору, тобто на тривалiсть ламiнарних
фаз. Для цього розглянемо часовi реалiзацiї при рiзних значень бi-
фуркацiйного параметру (Рис. 6). При детальному розгляданнi цих

25



a) r = 166.1 b) r = 166.2

c) r = 166.3

Рис. 2.4: Вiдображення Пуанкаре. Сiчна площина x = 0

часових реалiзацiй ми можемо бачити, що при r = 166 ми маємо пе-
рiодичну функцiю, яка вiдповiдає граничному циклу. Пiсля прохо-
дження точки бiфуркацiї при r = 166.095 функцiя залишається май-
же перiодичною, але в деякi моменти часу ми спостерiгаємо сплески
значення функцiї, вони вiдповiдають виходу зображальної точки з
коридору. Цi сплески називають турбулентною фазою перемiжностi.
При подальшому вiддаленнi вiд точки бiфуркацiї (збiльшеннi кори-
дора) ми бачимо зменшення тривалостi ламiнарних фаз (зменшення
часу проходження коридору). Перехiд до хаосу через таку бiфурка-
цiю називають переходом до хаосу через сценарiй перемжностi
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a) b)

c) d)

Рис. 2.5: Часовi реалiзацiї: a) r = 166, b) r = 166.095, c) r = 1666.12,
d) r = 166.24.
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Роздiл 3

Система Лоренца

Системою Лоренца називається наступна система диференцiальних
рiвнянь

ẋ = σ(y − x)

ẏ = x(r − z)− y

ż = xy − bz

Перш за все, варто вiдзначити симетрiю рiвнянь Лоренца. Їх вигляд
не змiнюється, якщо одночасно змiнити знак перед змiнними x та y.
Це означає, що будь-яке утворення в фаховому просторi або симе-
тричне вiдносно осi z, або має симетричного партнера.
Доведемо тепер дисипативнiсть системи Лоренца. Для цього розгля-
немо векторне поле

L(x, y, z) = {σ(y − x), rx− y − xz,−bz + xy}

Компоненти цього поля є правими частинами рiвнянь системи Ло-
ренца. На пiдставi рiвнянь Лоренца це поле має сенс поля швидко-
стей у фазовому просторi. Обчислимо дивергенцiю цього поля:
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divL =
∂Lx

∂x
+

∂Ly

∂y
+

∂Lz

∂z
= −σ − 1− b

Якщо параметри σ i b додатнi, як це завжди буває в фiзичних си-
стемах, то дивергенцiя постiйна i вiд’ємна. Сенс цього результату
в наступному. Розглянемо ансабль однакових систем, кожна з яких
описуєтсья рiвняннями Лоренца i вiдрiзняються лише початковими
умовами. Нехай хмара, що зображує початковi координати зобра-
жальних точок займає деякий фазовий об’єм ∆V0. Тодi в процесi
еволюцiї систем ансамбля фазовий об’єм хмари буде змiнюватись за
законом

∆V = ∆V0e
(divL)t = ∆V0e

(−σ−1−b)t

Отже об’є хмари буде зменшуватись, а отже система Лоренца є ди-
сипативною.
Знайдемо положення рiвнваги цiєї системи. Для цього прирiвняємо
до нуля правi частини рiвнянь i отримаєом систему алгебраїчних
рiвнянь

σ(y − x) = 0

x(r − z)− y = 0

xy − bz = 0

Розв’язуючи цю систему маємо, що при r < 1 в цiй системi iснує
лише одне нульове положення рiвноваги

x = 0, y = 0, z = 0

при r = 1 та r > 1маємо три положення рiвноваги

x = 0, y = 0, z = 0
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x =
√
b(r − 1), y =

√
b(r − 1), z = r − 1

x = −
√
b(r − 1), y = −

√
b(r − 1), z = r − 1
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Роздiл 4

Бiфуркацiї системи
Лоренца та сценарiї
переходу до хаосу

ẋ = σ(y − x)

ẏ = x(r − z)− y

ż = xy − bz

Будемо дослiджувати хаотичнi та регулярнi режими цiєї динамiчної
системи, використовуючи цiлий ряд кiлькiсних та якiсних характе-
ристик атракторiв. Детально проаналiзуємо фазовi портрети, пере-
рiзи Пуанкаре, фазопараметричнi характеристики, розподiли при-
родньої iнварiнтної мiри, графiки ляпуновських показникiв.
Оскiльки дана система є нелiнiйною системою диференцiальних рiв-
нянь, то для її дослдження буде доречно використувавати чисельнi
методи. Так для побудови розв’язкiв системи використовувався ме-
тод Рунге-Кутти четвертого порядку з постiйним кроком чисельного
iнтегрування. Для обчислення ляпуновських показникiв використо-
вувався узагальнений алгоритм Бенеттiна. При побудовi перерiзiв
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Пуанкаре використовувся метод Ено[2].
При проведеннi чисельних розрахункiв покладалися σ = 10, b = 8/3,
а параметр r розглядався як бiфуркацiйний i змiнювався при роз-
рахунках. Змiнювати параметр будемо в межах 209 < r < 217.
Розглянемо фазопараметричну характеристику для цього промiжку
(Рис. 9). На рисунку поруч вирiзано її фрагмент з центру. На цбому
промiжку в системi iснує пара симетричних атракторiв (вiдповiдно
на рисунку чорним кольором зображено фазопараметричну хара-
ктеристику одного атрактору, а червоним - iншого). З цих дiаграм
видно, що на цьому промiжку змiни бiфуркацiйного параметру вар-
то очiкувати наявнiсть як регулярних, так i хаотичних динамiчних
режимiв.

а) б)

Рис. 4.1: Фазопараметрична характеристика.

4.1 Перше вiкно перiодичностi

Бiфуркацiйний параметр будемо змiнювати в межах 213.8 < r <

214.2.
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На Рис.2 наведено графiк залежностi старшого ляпуновського хара-
ктеристичного показника (далi ЛХП). Як вiдомо, додатнiсть стар-
шого ЛХП є важливою ознакою наявностi в системi хаотичних ре-
жимiв.

Рис. 4.2: Графiк залежностi старшого ненульового ЛХП вiд параме-
тра

На цьому промiжку iснує вiкно перiодичностi, де в системi спо-
стерiгаються граничнi цикли рiзних перiодiв. Роззглянемо їх бiльш
детально. при r = 214 в системi iснує пара симетричних граничних
цикла (Рис.11), але вже при r = 213.95 кожен з граничних циклiв
втрачають стiйкiсть i утворюються два iнших стiйких граничних ци-
кла, але вже вдвiчi бiльшого перiоду (Рис.12). Далi при r = 213.93

вiдбувається третя бiфуркацiя подвоєння перiоду. Безпосередньо на
фазових портретах подвоєння перiоду побчити складно через те, що
другий виток цикла проходить дуже близько до першого, тому по-
руч з фазовими портретами зображено їх вирiзанi фрагменти. На
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них чiтко видно "розщеп"траекторiї. З цих бiфуркацiй розпочинає-
ться перебiг сценарiю Фейгенбаума - нескiнченний каскад бiфурка-
цiй подвоєння перiоду, який завершується появою симетричної пари
хаотичних атракторiв. Бiльш детально перебiг цього cценарiю видно
на фазопараметричнiй характеристицi (Рис.13)

а) б)

Рис. 4.3: Фазовий портрет при r = 214

а) б)

Рис. 4.4: Фазовий портрет при r = 213.95

Зупинимось трохи детальнiше на побудовi фазопараметричної
характеристики. Для її побудови спочатку розраховуються точки
перерiзу Пуанкаре, але виводяться значення лише однiєї коорди-
нати перерiзу. Точкам, в яких "розщеплюються"лiнiї вiдповiдають

34



Рис. 4.5: Фазопараметрична характеристика

точки бiфуркацiй подвоєння перiоду. Каскад бiфуркацiй завершує-
тсья появою хаотичного атрактору, якому вiдповiдає суцiльна "чор-
на"область на рисунку. Далi при r = 213.87 бачимо стрiмке розши-
рення "чорної"областi. Розглянемо цi бiфуркацiїї детальнiше.
Для цього застосуємо перерiзи Пуанкаре площиною z = 170. На
Рис.14 зображено перерiзи Пуанкаре, якi було побудовано за допо-
могою методу Ено. На зображеннях наведено першi три бiфуркацiї
подвоєння перiоду i на останньому вже хаотичний атрактор. Кожна
точка на перерiзi Пуанкаре вiдповiдає перетину фазової траекторiї
сiчної площини. Як ми бачимо на рисунках(a-в), граничному циклу
вiдповiдає деяка скiнченна кiлькiсть точок, що визначається тактнi-
стью даного циклу. Цi точки повторюються через час строго рiвний
перiоду вiдповiдного циклу. Перерiз Пуанкаре хаотичного атракто-
ра(г) має бiльш складну структуру. Вiн представляє собою деяку
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хаотичну точкову множину, число точок якої увесь час зростає iз
зростанням часу чисельного iнтегрування.

a) б)

в) г)

Рис. 4.6: Перерiзи пуанкаре: a) r = 214, б) r = 213.95, в) r = 213.93,
г) r = 213.91.

На Рис.15 зображено зображено двi рiзнi пари хаотичних атра-
кторiв. На рисунку а) атрактори при r = 213.91, а на рисунку б)
- при r = 213.87. Бачимо, що атрактори на другому рисунку, хо-
ча i є якiсно схожими на першi, але iстотньо вiдрiзняються. Вони
займають суттєво бiльший об’єм у фазовому просторi. Рух по цим
атракторам скаладається з двох фаз. За аналогiєю до класичного
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сценарiю перемiжностi, вони називаються груболамiнарною i турбу-
лентною[26,27,30]. Зображальна точка спочатку рухаєтсья по квазi-
перiодичнiй траекторiї, що нагадує зниклий хаотичний атрактор з
рисунку а) (груболамiнарна фаза), але у непередбачуванi моменти
часу зривається i вiдходить у вiддаленi областi фазового простору
(турбулентна фаза).
На перерiзах Пуанкаре (Рис.16) можна ще бiльш ясно бачити цей
ефект. Видно, що ми дiйсно маємо справу iз бiфуркацiєю типу "хаос-
хаос". I множина точок, що вiдповiдає "великому"хаотичному атра-
ктору мiстить перерiз Пуанкаре "маленького"в якостi пiдмножини.
Що також говорить нам про певнi паралелi iз класичним сценарiєм
перемiжностi. Також цей ефект можна побачити на графiку ЛХП
(Рис.10). Тут видно, що в околi значення r = 213.88 вiдбуваєтсья
стрiмке зростання старшого ЛХП, що також вiдсилає нас до класи-
чного сценарiя перемiжностi.

а) б)

Рис. 4.7: а) r = 213.91, б) r = 213.87

Цiкаво, що класичний сценарiй перемiжностi також реалiзується
в данiй системi. Розглянемо проходження цього ж вiкна перiоди-
чностi, але цього разу зi збiльшенням бiфуркацiйного параметра.

37



На Рис.16 зображена фазопараметрична характеристика. Бачимо,
що при r = 214.05 в системi iснує граничний цикл, але вже при
r = 214.1 виникає хаос. На Рис.17 зображенi розподiли природньої
iнварiантної мiри, де яскраво видно ламiнарну i турбулентну фази.

Рис. 4.8: Фазопараметрична характеристика

Пiсля бiфуркацiї зображальна точка продовжує рух по траекто-
рiї, що схожа на зниклий граничний цикл, але у непередбачуванi
моменти часу вона вiдходить у вiддаленi регiони фазового просто-
ру, цим вiдходам вiдповiдають окремi точки на розподiлi. Також цю
бiфуркацiю видно на графiку старшого ненульового ЛХП (Рис.10).
В околi точки r = 214.06 вiдбуваєтсья стрiмке збiльшення ЛХП з
нульового на додатнiй, що також свiдчить про перехiд до хаосу за
сценарiєм перемiжностi
Отже, в цьому вiкнi перiодичностi при зменшеннi бiфуркацiйного па-
раметру протiкає сценарiй Фейгенбаума, а за ним сценарiй узагаль-
неної перемiжностi. А при проходженнi цього вiкна в iнший бiк ре-
алiзуєтсья класичний сценарiй перемiжностi за Помо-Манневiллем.
Для системи Лоренца така картина повторюється ще на багатьох
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iнтервалах змiни бiфуркацiйного параметра.

а) б)

Рис. 4.9: а) r = 214.05, б) r = 214.1
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4.2 Друге вiкно перiодичностi

Розглянемо тепер наступне вiкно перiодичностi дяля значень пара-
метра
211.45 < r < 211.65. На Рис.18(а) наведено графiк старшого нену-
льового ЛХП. Аналогiчно до попереднього вiкна перiодичностi ми
бачимо, що на цьому промiжку спочатку реалiзуються регулярнi
динамiчнi режими, яким вiдповiдає область вiд’ємних значень на
графiку. I при зменшеннi бiфуркацiйного параметру, при r = 211.5

графiк переходить у верхню пiвплощину, що говорить нам про хао-
тичнiсть режимiв в цiй областi. Розглянемо детальнiше проходження
цього вiкна перiодичностi. На Рис.18(б) зображено фазопараметри-
чну характеристику для змiнної x i сiчною площиною z = 170.
На Рис.18(б) зображено двi фазопараметричнi характеристики. Во-
ни вiдповiдають двом симетричним атракторам, що одночасно iсну-
ють в данiй системi при вiдповiдних значеннях параметру. На Рис.18
(в) можна бачити вирiзаний фрагмент фазопарметричної характе-
ристики, на нiй бiльш ясно видно бiфуркацiї, якi вiдбуваютсья в
цьому вiкнi перiодичностi. Окремим лiнiям фазопараметричної ха-
рактеристики вiдповiдають грничнi симетричнi граничнi цикли, якi
одночасно проходять точки бiфуркацiй подвоєння перiоду. Бiльш
яскраво це можна бачити на перерiзах Пуанкаре (рис.19). Так при
r = 211.56 (Рис.19 а) ми на перерiзi Пуанкаре бачимо набiр окремих
точок (на рисунку зображено фрагмент), що означає, що траекторiя
перетинаю сiчну площину в скiнченнiй кiлькостi точок, що говорить
нам про перiодичнiсть цiєї траекторiї, а значить перед нами грани-
чний цикл. При зменшеннi параметру до r = 211.54 на вiдповiдному
перерiзi (Рис.19 б) бачимо, що на мiсцi кожної точки з
попереднього перерiзу з’являється двi точки. Тобто траекторiя те-

пер перетинає цю площину вдвiчi бiльше разiв, що вказує нам на
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a) Графiк ЛХП б) Фазопараметрична
характеристика

в) Збiльшений фрагмент
ФПХ

Рис. 4.10:

бiфуркацю подвоєння перiоду. На Рис.19 (в) бачимо результат ще
одної бiфуркацiї подвоєння перiоду. З цих трьох бiфуркацiй почи-
наєтсья перебiг сценарiю Фейгенбаума - нескiнченного каскаду бi-
фуркацiй подвоєння перiоду, який завершується появою в системi
хаотичного атрактору (в нащому випадку двох симетричних хаоти-
чних атракторiв). На Рис.19 (г) бачимо, що перерiз Пуанкаре суттє-
во змiнився, тепер вiн має вигляд суцiльної лiнiї, тобто траекторiя
перетинає сiчну площину нескiнченне число разiв, бiльш того запов-
нення цiєї лiнiї точками вiдбувається непередбачуваним чином - це
говорить нам про хаотичнiсть атракторiв, що утворилися в системi
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a) б)

в) г)

Рис. 4.11: Фазовi портрети: a) r = 211.56 б) r = 211.54, в) r = 211.51,
г) r = 211.5.

при значеннi параметру r = 211.5.
Далi треба звернути увагу на ще одну бiфуркацiю, яка вiдбувається
мiж r = 211.46 i r = 211.45. На фазопараметричнiй характери-
стицi (Рис.18(в)) бачимо стрiмке розширення "чорної"областi, що
є типовою ознакою перебiгу сценарiю узагальненої перемiжностi.
На Рис.19(а) бачимо, що при цих значеннях параметру вiдбуває-
тсья стрiмке зростання значення старшого ЛХП, тобто "збiльшен-
ня хаотичностi"руху, що знову-таки говорить про бiфурккацiю типу
"хаос-хаос". Таку бiфуркацiю називають сценарiєм узагальненої пе-
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ремiжностi.
На Рис.20 зображенi перерiзи Пуанкаре при занченнях параметру

а) б)

Рис. 4.12: Перерiзи Пуанкаре а) r = 211.46, б) r = 211.45

r = 211.46 i r = 211.45. На них бачимо, що якщо до бiфуркацiї пе-
рерiз має вигляд окремих рисочок, то пiсля бiфуркацiї пробiли мiж
рисками заповнюються i вони зливаються в одну лiнiю, тобто кiль-
кiсть точок перетину траекторiєю сiчної площини сильно зростає.
На Рис.21 зображено розподiли природньої iнварiнтної мiри по атра-
кторам до i пiсля бiфуркацiї узагальненої перемiжностi. На цих роз-
подiлах яскраво видно, як змiнюєтсья динамiка системи в наслiдок
цiєї бiфуркацiї. Пiсля бiфуркацiї видно, що точка бiльшу частину
часу рухається по траекторiї, що нагадує хаотичний атрактор, який
iснував до бiфуркацiї, але iнодi, у непередбачуванi моменти часу во-
на зривається i вiдходить у вiддаленi областi фазового простору. Цi
два режими це груболамiнарна i турбулентна фази вiдповiдно.
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а) б)

Рис. 4.13: а) r = 211.457, б) r = 211.44

4.3 Iнший параметр

Розглянемо тепер цю ж систему, але оберемо в якостi бiфуркацiйно-
го параметра σ. Iншi параметри покладемо: r = 203.1, b = 8/3. Па-
раметр σ будемо змiнювати в межах 5 < σ < 15. На Рис.22 наведено

а) б)

Рис. 4.14: Фазовий портрет при a) σ = 7 б) σ = 9

фазопараметричну характеристику для цього промiжку i вирiзаний
фрагмент цiєї характеристикики. На нiй ми бачимо, що в системi
спочатку iснує один граничний цикл, але при значеннi σ = 7.6 на
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його мiсцi з’являється вже два симетричних граничних цикла (фа-
зовi портрети наведено на Рис.23). Далi ми бачимо, що обидва цикла
проходять через нескiченний каскад бiфуркацiй i при σ = 9.7 в си-
стемi утворюється два симетричнi хаотичнi атрактори. При σ = 10

ми все ще спостерiгаємо розвинений симетричний хаос Рис.24 (а).
Але при σ = 10.5 в системi iснує вже тiльки один хаотичний атра-
ктор. Розглянемо тепер цей перехiд до хаосу бiльш детально. На
перерiзах Пуанкаре (Рис.25) детально видно перехiд до хаосу через
сценарiй Фейгенбаума. Червоним кольором позначенi точки пере-
тину сiчної площини траекторiєю, що належить одному атрактору,
а чорним - його симетричному партнеру. Так при σ = 9 в системi
iснує пара симетричних циклiв, про що нам i говорять окремi точки
на перерiзi Пуанкаре. При збiльшеннi параметра σ = 9.5 ми бачимо
теж два симетричних атрактора, але на перерiзi Пуанкаре кiлькiсть
точок подвоїлась, що говорить на про бiфуркацiю подвоєння перiо-
ду.
Далi вiдбувається нескiнченна кiлькiсть таких бiфуркацiй доки при
σ = 10 не виникає два симетричних хаотичних атрактора, яким на
перерiзi Пуанкаре вiдповiдають суцiльнi лiнiї, чорнi та червонi вiд-
повiдно, точки на яких з’являються в непередбачуваному порядку.
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а) б)

Рис. 4.15: Фазовий портрет при a) σ = 7 б) σ = 9

а) б)

Рис. 4.16: Фазовий портрет при а) σ = 10 б) σ = 10.5

А при значеннi параметра σ = 10.05 атрактори зливаються в
один, i в системi вже iснує тiльки один хаотичний атрактор.
При подальшому збiльшеннi параметера вiдбувається ще одна бi-

фуркацiя. Це бiфуркацiя типу "хаос-хаос". На перерiзi Пуанкаре
видно, що при
σ = 10.2 вiдбуваєтсья стрiмке розширення областi локалiзацiї атра-
ктора. Це так званий перехiд до хаосу за сценарiєм узагальненої
перемiжностi. На розподiлi природної iнварiантної мiри (Рис.27) ба-
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a) b)

c) d)

Рис. 4.17: Перерiзи пуанкаре: a) σ = 9.5, b) σ = 9.6, c) σ = 10,
d) σ = 10.05.

чимо типову картину для цього сценарiю. Чорна область, що якiсно
схожа на зниклий хаотиний атрактор вiдповiдає груболамiнарнiй
фазi i окремi точки, якi вiдповiдають непередбачуваним вiдходам
траеторiї у вiддаленi областi фазового простору, так звана турбу-
лентна фаза. На Рис.26 зображено перерiз Пуанкаре при σ = 10.2

зеленим кольором i при σ = 10.05 чорним кольором. Видно, що
зеленi i чорнi лiнiї є якiсно схожими, але зеленi простягаютсья далi
на цiй площинi, займаючи бiльшу площу, що вiдповiдає збiльшенню
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Рис. 4.18: Перерiз Пуанкаре, σ = 10.05 - чорним кольором σ = 10.2
- зеленим

а) б)

Рис. 4.19: Фазовий портрет при а) σ = 10 б) σ = 10.5

областi локалiзацiю нового хаотичного атрактору, утвореного пiсля
бiфуркацiї узагальненої перемiжностi.
Також свiдчення про реалiзацiю цього сценарiю можна побачити на
фазопараметричнiй характеристицi на Рис.22(б). На нiй видно, що
в околi точки бiфуркацiї r = 10.2 на характеристицi з’являються
окремi "викиди"точок за межi суцiльної областi точок, що також
говорить нам про збiльшення областi локалiзацiї атрактора, значить
про перебiг сценарi. узагальненої перемжностi.
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Висновки

1.В данiй роботi було виявлено iснування переходу вiд хаотично-
го атрактору одного типу до хаотичного атрактору iншого типу за
сценарiєм узагальненої перемiжностi в класичнiй системi Лоренца.
Причому такi сценарiї мають мiсце, як при бiфуркацiях за параме-
тром r, при бiфуркацiях за параметром .
2. Встановлена якiсна та кiлькiсна подiбнiсть реалiзацiї сценарiїв
переходу до хаосу для симетричних атракторiв.
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