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Реферат
Магiстерська дисертацiя мiстить 45 сторiнок, 31 слайд презентацiї,
27 першоджерел.

Об’єктом даної дипломної роботи є процеси з незалежними i
однорiдними приростами, зокрема субординатор Дiкмана.

Метою даної дипломної роботи є встановлення теорем про
зiбжнiсть з ймовiрнiстю один до ненульової константи для
субординатора Дiкмана та оберненого до нього субординатора.

Актуальнiсть дослiдження магiстерської дисертацiї зумовлена тим,
що клас процесiв з незалежними та однорiдними приростами
вiдiграють важливу роль в математичному моделюваннi реальних
процесiв. До цього класу належать такi вiдомi приклади як процес
Пуассона, Вiнерiвс процес, стiйкi процеси тощо. Тому вивчення
граничної поведiнки таких процесiв є важливим питанням в теорiї
випадкових процесiв i статистицi.

Ключовi слова: процес Левi, процес з незалежними i однорiдними
приростами, субординатор, обернений субординатор, субординатор
Дiкмана, збiжнiсть майже напевно, збiжнiсть з ймовiрнiстю один,
закон повторного логарифма.
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Abstract
The master’s thesis contains 45 pages, 31 presentation slides, 27
bibliography items.

The object of this thesis is processes with independent and
homogeneous increments, in particular, the Dickman subordinator.

The aim of this thesis is to establish limit theorem with probability
one to a nonzero constant for the Dickman subordinator and the
inverse Dickman subordinator.

The relevance of the research is due to the fact that the class of
processes with independent and homogeneous increments play an
important role in the mathematical modeling of real processes. This
class includes such well-known examples as the Poisson process,
Wiener process, stable processes, etc. Henceforth the study of the
limiting behavior of such processes is an important problem in the
theory of random processes and statistics.

Key words: Lévy process, process with independent and uniform
increments, subordinator, inverse subordinator, Dickman subordinator,
convergence almost certainly, convergence with probability one, law of
repeated logarithm.
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Вступ

Стохастичнi процеси мають широке зaстосування в багатьох
галузях таких як фiнансова математика, страхування, статистичнi
дослiдження, теорiя керування тощо. Тому вивчення їхнiх
властивостей є важливим питанням в сучаснiй науцi. Окремим
широким класом випадкових процесiв є процеси з незалежними i
однорiдними приростами, який влючає такi вiдомi приклади як
Вiнерiв процес, процес Пуассона, стiйкi процеси та iншi. Всi цi
процеси мають широку сферу застосувань i є важливим
iнструментом для математичного моделювання реальних фiзичних,
економiчних i природнiх процесiв.
Вивчення граничної поведiнки спочатку випадкових сум, а згодом i
випадкових процесiв, розпочалось з формулювання теореми,
вiдомої зараз як закон великих чисел, яка стала одним з
найважливiших результатiв в теорiї ймовiрностей i досi вiдiграє
одну з центральних ролей в статистицi. Подальше покращення
цього результату, вiдоме як закон повторного логарифма, стало
важливим етапом в дослiдженнi асимптотичної поведiнки
випадкових сум i стохастичних процесiв. Хоча закон повторного
логарифма був темою робiт багатьох вiдомих вчених, досi iснують
класи процесiв, для яких такий результат не був отриманий.
Метою даної роботи є огляд iснуючих досi результатiв щодо
збiжностi з ймовiрнiстю один процесiв Левi, знаходження верхнiх i
нижнiх функцiй субодинатора Дiкмана, а також встановлення
граничних теорем зi збiжнiстю майже напевно до ненульової
константи для субординатора Дiкмана i оберненого до нього
субординатора.
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Основнi позначення

« d
=» — рiвнiсть за розподiлом ;

1A(x) =

1, якщо x ∈ A

0, якщо x /∈ A
;

a ∧ b = min{a, b};

«X ∼ N(a, b)» — X має нормальний розподiл, з середнiм a i
дисперсiєю b;

EX,Var(X) — математичне сподiвання i дивперсiя вiдповiдно
випадкової величини X;

A м.н. — P(A) = 1

log x = loge x — натуральний логарифм вiд x

C1 - клас неперервно диференцiйовних функцiй
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Роздiл 1

Теоретичнi вiдомостi

У цьому роздiлi наведемо основнi вiдомостi з теорiї стохастичних
процесiв i теорiї правильно змiнних функцiй, а також деякi вiдомi
результати, якi будуть використовуватись в основнiй частинi
роботи.

1.1 Процеси Левi

Нехай X = (Xt, t ≥ 0) — стохастичний процес, визначений на
ймовiрнiсному просторi (Ω,F , P ).

Означення 1 ([1]) Будемо казати, що випадковий процес
X = (Xt, t ≥ 0) є процесом з незалежними приростами, якщо для
всiх n ∈ N i всiх 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn+1 <∞ випадковi величини
Xtj+1

−Xtj , 1 ≤ j ≤ n незалежнi.

Означення 2 ([1]) Будемо казати, що випадковий процес
X = (Xt, t ≥ 0) є процесом з однорiдними приростами, якщо
Xtj+1

−Xtj
d
= Xtj+1−tj −X0 для всiх n ∈ N i всiх

0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn+1 <∞.

Означення 3 ([1]) Процес X будемо називати процесом Левi,
якщо
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1. X0 = 0 (м.н.)

2. X має однорiднi i стацiонарнi прирости

3. X є стохастично неперервним, тобто для всiх a > 0 i для
всiх s ≥ 0

lim
t→s

P (|Xt −Xs| > a) = 0.

Означення 4 ([1]) Розподiл випадкової величини Y називається
нескiнченно подiльним, якщо для довiльного n ∈ N iснує
послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових
величин Yk,n, k = 1, n така, що

Y
d
= Y1,n + . . .+ Yn,n. (1.1)

Умова (1.1) може бути також записана за допомогою
характеристичних функцiй. Якщо ψ(z) = EeizY — характеристична
функцiя випадкової величини Y , тодi розподiл Y є нескiнченно
подiльним, якщо для довiльного n ∈ N iснує характеристична
функцiя ψn(z) така, що

ψ(z) = ψn
n(z). (1.2)

Або ж для характеристичної експоненти Ψ(z) = logψ(z) з (1.2)
випливає, що

Ψ(z) = nΨn(z). (1.3)

Вiдомий наступний результат ([1]).

Теорема 1 (Формула Левi-Хiнчина для нескiнченно подiльних
розподiлiв)
Розподiл з характеристичною експонентою Ψ(z) є нескiнченно
подiльним тодi i лише тодi, коли iснує трiйка (a, σ, ν), де
a ∈ R, σ ∈ R i ν — мiра зосереджена на R \ {0}, що задовольняє
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∫
R(1 ∧ x

2)ν(dx) <∞ така, що

Ψ(z) = iaz − σ2z2

2
+

∫
R
(eizx − 1− izx1|x|<1)ν(dx) (1.4)

для довiльного z ∈ R. Бiльш того, трiйка (a, σ, ν) єдиним чином
визначає розподiл.

Зазначимо, що з означення процесу Левi випливає, що, якщо X —
процес Левi, тодi для довiльного t ≥ 0 випадкова величина Xt має
нескiнченно подiльний розподiл. Дiйсно, для довiльного n ∈ N

Xt = (Xt/n−0)+(X2t/n−Xt/n)+(X3t/n−X2t/n)+· · ·+(Xnt/n−X(n−1)t/n)

i з умови 2 Означення 3 випливає, що всi доданки в дужках є
незалежними i однаково розподiленими.
Для випадкової величини ξ позначатимемо

ϕξ(u) = Ee−uξ, u > 0.

Для процесiв Левi вiдомi наступнi результати ([1]).

Теорема 2 Якщо X є процесом Левi, то для всiх u > 0, t ≥ 0

ϕXt
(u) = e−tη(u),

де η(u) = log(Ee−uX1) — символ Левi випадкової величини X1.

Теорема 3 (Формула Левi-Хiнчина для процесiв Левi)
Якщо X є процесом Левi, то iснують сталi a, σ ∈ R i мiра ν
зосереджена на R \ {0}, така, що

∫
R\{0}(1 ∧ x

2)ν(dx) <∞ i

η(u) = au− 1

2
σ2u2 +

∫
R
(1− e−ux − ux1|x|<1)ν(dx), u ≥ 0. (1.5)

I навпаки, для будь-якого вiдображення вигляду (1.3) iснує єдиний
процес Левi X = (Xt, t ≥ 0) такий, що log(Ee−uX1) = η(u).
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1.2 Cубординатори, оберненi
субординатори

Означення 5 ([1]) Субординатором називатимемо
одновимiрний процес Левi, що є неспадним майже напевно.

Теорема 4 ([1]) (Формула Левi-Хiнчина для субординатора)
Символ Левi довiльного субординатора T = (T (t), t ≥ 0) можна
представити у виглядi

η(u) = bu+

∫ ∞

0

(1− e−ux)ν(dx), (1.6)

де b ≥ 0 i мiра ν задовольняє умови

ν(−∞, 0) = 0 i
∫ ∞

0

(1 ∧ x)ν(dx) <∞.

Означення 6 ([1]) (α−стiйкi розподiли)
Розподiл випадкової величини X1 будемо називати α−стiйким,
якщо

1. при α = 2, ν = 0 i в такому випадку X ∼ N(a, σ)

2. при α ∈ (0, 2), σ = 0 i

ν(dx) =
c1
x1+α

1(0,∞)(x)dx+
c2

|x|1+α
1(−∞,0)(x)dx,

де c1 ≥ 0, c2 ≥ 0 i c1 + c2 > 0.

Вiдповiдний такому X1 процес Левi будемо називати α−cтiйким
процесом Левi.
Якщо до цього ж, розподiл є симетричним (X d

= −X), то його
символ Левi матиме вигляд

η(u) = ρ|u|α,
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де ρ — деяка невiд’ємна стала. У такому випадку процес матиме
наступну властивiсть:

Xt
d
= t1/αX1,

для довiльного t > 0.
Помiтимо також, що при α ∈ (0, 1), c2 = 0 i a ≥ 0 α−стiйкий
процес Левi буде субординатором.

Означення 7 ([1]) Для довiльного субодинатора X можемо
визначити випадковий процес Y = (Ys, s ≥ 0)

Ys = inf{t ≥ 0 : Xt > s}.

Процес Y будемо називати оберненим до X субординатором.
Зазначимо, що обернений субординатор може не бути процесом
Левi.

1.3 Субординатор Дiкмана

Означення 8 ([4]) Cyбординатором Дiкмана будемо називати
субодинатор Dθ(t), t ≥ 0 з символом Левi вигляду (1.6) при b = 0,
ν(dx) = θ

x1(0,1](x)dx, де θ > 0 — параметр.

Введемо наступнi позначення для функцiї розподiлу та щiльностi
субординатора Дiкмана

Fθ(t;x) = P(Dθ(t) < x),

fθ(t;x) =
∂

∂x
Fθ(t;x).

Вiдомi наступнi результати ([4, 22]).

Теорема 5 Розподiл Дiкмана Dθ(1) є нескiнченно подiльним i
щiльнiсть Dθ(t) можна записати у виглядi
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fθ(t;x) =

 tθ·e−γ·θt

Γ(tθ+1)x
tθ−1, 0 < x ≤ 1

tθ·e−γ·θt

Γ(tθ+1)x
tθ−1 − tθxtθ−1

∫ x−1

0
fθ(t;a)
(1+a)tθ

da, x > 1,
(1.7)

де γ = −
∫∞
0 log u · e−udu ≈ 0.577 — стала Ейлера-Маскеронi.

Зауваження 1 Один з можливих варiантiв доведення формули
(1.7) наведено в роздiлi Доповнення наприкiнцi дисертацiї, адже
воно вимагає деяку кiлькiсть додаткових фактiв, що не
знадобляться в основнiй частинi роботи.

Зауваження 2 Для θ = 1, фунцiя ρ(x) = eγf1(1, x) вiдома як
функцiя Дiкмана ([7],[8]) i ρ задовольняє наступну системуρ(x) = 1, x ∈ (0; 1]

xρ′(x) + ρ(x− 1) = 0, x ∈ (1,∞).

Функцiя ρ(x) була вперше представлена в роботi Карла Дiкмана
[7], в якiй вiн вивчав границю ймовiрностi того, що випадкове
цiле число мiж 1 i u буде мати найбiльший простий дiльник, що
не перевищує u1/x при u→ ∞ (див. також [17]).

Подальшi застосування розподiлу Дiкмана в теорiї випадкових
графiв i апроксимацiї малих стрибкiв процесiв Левi були
встановленi в роботах [22] i [6] вiдповiдно. Зв’язок мiж розподiлом
Дiкмана i розподiлом Дiрiхле було встановлено в статтi [11].
Вiдомо також, що fθ(t;x) задовольняє наступне
диференцiально-рiзницеве рiвняння

x
∂

∂x
fθ(t;x) = (tθ − 1)fθ(t;x)− tθfθ(t;x− 1).
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i

Fθ(t;x) =

 e−γ·θt

Γ(tθ+1)x
tθ, 0 < x ≤ 1

Fθ(t;x− 1) + x
tθfθ(t;x), x > 1.

(1.8)

Наведемо властивостi субординатора Дiкмана ([6, 21, 22]).

Теорема 6 1. Випадкова величина Dθ(1) може бути
зображена у виглядi

Dθ(1)
d
= U

1/θ
1 + (U1 · U2)

1/θ + (U1 · U2 · U3)
1/θ + . . . ,

де U1, U2, . . . — незалежнi, рiвномiрно на [0, 1] розподiленi
випадковi величини. Зауважимо, що ряд справа збiгається
м.н., оскiльки його члени невiд’ємнi м.н. i ряд має скiнченне
математичне сподiвання.

Dθ(t) також задовольняє наступне представлення на
промiжку [0, T ] :

Dθ(t) =
∞∑
j=1

(U1 . . . Uj)
1/θT

1Ũj≤t,

де {Uj} i {Ũj} — незалежнi послiдовностi однаково
рiвномiрно розподiлених на (0, 1) i однаково рiвномiрно
розподiлених на (0, T ) вiдповiдно випадкових величин.

2. Для довiльного θ > 0 випадкова величина Dθ(1) задовольняє
рiвняння

Dθ(1)
d
= U 1/θ(1 +Dθ(1)),

де U — рiвномiрно на [0,1] розподiлена випадкова величина,
незалежна з Dθ(1) справа.
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3. Якщо mk(t) = E[Dk
θ (t)], k ∈ N, тодi

mk(t) =
tθ

k

k−1∑
j=0

(
k

j

)
mj, (1.9)

де m0 = 1.Зокрема,

E[Dθ(t)] = tθ, Var[Dθ(t)] =
1

2
tθ.

4. Випадкову величину Dθ(1) можна також представити у
виглядi наступної суми

Dθ(1)
d
=

∞∑
n=1

exp(−Tn),

де T1, T2, . . . — послiдовнi моменти стрибкiв однорiдного
процесу Пуассона з iнтенсивнiстю θ > 0;

або

Dθ(1)
d
=

∞∑
n=1

Yn,

де Y1, Y2, . . . — точки неоднорiдного процесу Пуассона на
(0, 1) з функцiєю iнтенсивностi θ

xdx, взятi у порядку
спадання.

1.4 Леми Бореля-Кантеллi

Означення 9 ([12]) Для послiдовностi подiй {An, n ≥ 1}
позначимо

A∗ = lim sup
n→∞

An =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am.

Нехай ω ∈ Ω така, що ω ∈ A∗, тодi для будь-якого n ≥ 1 iснує
m ≥ n таке, що ω ∈ Am, тобто ω належить до нескiнченної
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кiлькостi подiй Am, тодi ми будемо казати, що подiї An

вiдбуваються нескiнченну кiлькiсть разiв або нескiнченно часто.

Теорема 7 ([12]) (Перша лема Бореля-Кантеллi) Нехай
{An, n ≥ 1} — довiльна послiдовнiсть подiй, тодi

∞∑
n=1

P(An) <∞ =⇒ P(An нескiнченно часто) = 0.

Теорема 8 ([12]) (Друга лема Бореля-Кантеллi) Нехай
{An, n ≥ 1} — послiдовнiсть незалежних подiй, тодi

∞∑
n=1

P(An) = ∞ =⇒ P(An нескiнченно часто) = 1.

1.5 Функцiї з регулярною змiною

Означення 10 ([25, 3]) Невипадкову дiйснозначну функцiю R

будемо називати функцiєю з регулярною змiною на ∞, якщо вона
додатна i вимiрна на промiжку [A,∞) для деякого A > 0 i для
довiльного c > 0

lim
x→∞

R(xc)

R(x)
= cρ

для деякої сталої ρ, −∞ < ρ <∞, яку називають iндексом
регулярно змiнної функцiї.
Функцiю R(·) будемо називати функцiєю з регулярною змiною в
0, якщо функцiя R(1/x) є функцiєю з регулярною змiною на ∞.

Означення 11 ([25, 3]) Функцiї з регулярною змiною з iндексом
ρ = 0 будемо називати функцiєю з повiльною змiною.
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1.6 Верхнi i нижнi функцiї. Закони
повторного логарифма

Iсторiя встановлення граничних теорем для послiдовностей
випадкових величин почалась з роботи 1713 року Ars Conjectandi
швейцарського математика Якоба Бернуллi. У своїй книзi
Бернуллi вперше доводить теорему про збiжнiсть частки успiшних
екпериментiв серед проведених до ймовiрностi успiху в одному
експериментi. Пiзнiше узагальнення цiєї теореми було опублiковано
у роботi 1837 року французького математика Сiмеона Денi
Пуассона ([23]), де вперше i виникла назва теореми вiдомої зараз
як закон великих чисел ([25]). Протягом багатьох рокiв багато
iнших математикiв зробили внесок в розвиток закону великих
чисел, удосконалюючи його, щоб зробити його таким, яким вiн є
сьогоднi. Наведемо, наприклад, формулювання пiдсиленого закону
великих чисел А. Колмогорова.

Теорема 9 ([19]) Нехай ξ та ξn, n ≥ 1 — незалежнi однаково
розподiленi випадковi величини i Sn = ξ1 + . . .+ ξn. Якщо E|ξ| <∞
i ξ = µ, тодi

Sn

n
→ µ м.н. при n→ ∞.

Проте, пiсля встановлення закону великих чисел, постало питання
про граничну поведiнку випадкових величин Sn − µn.
Припустимо, що ξ — випадкова величина з розподiлом Бернуллi,
тобто

P(ξn = 1) = p, P(ξn = 0) = 1− p, 0 ≤ p ≤ 1,

тодi µ = p в цьому випадку.
Позначимо тодi νn = Sn − np. У 1909 роцi Е. Борель показав, що

νn
n

→ 0 м.н. при n→ ∞.

Через 4 роки пiсля цього Ф.Хаусдорф довiв, що для довiльного
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ε > 0
νn√
n1+ε

→ 0 м.н. при n→ ∞.

Ще через рiк Г. Хардi i Дж. Лiтлвуд довели, що

lim sup
n→∞

|νn|√
n log n

<∞ м.н. .

Вже у 1924 роцi А. Хiнчин встановив наступний результат

lim sup
n→∞

|νn|√
2np(1− p) log log n

= 1 м.н.

Таким чином, у цiй теоремi А. Хiнчин встановив точну верхню
границю росту величини Sn − np ([14], [10]).
В подальшому А.Н. Колмогоров у 1929 р. ([18]) отримав наступний
результат.

Теорема 10 Нехай ξ1, ξ2, . . . , ξn — незалежнi випадковi величини,
абсолютне значення яких обмежене спiльною сталою i дисперсiя
Bn суми sn =

∑n
k=1(ξk − Eξk) прямує до нескiнченностi при

n→ ∞. Тодi
lim sup
n→∞

|sn|√
2Bn log log n

= 1 м.н. (1.10)

У 1941 роцi П. Хартман i А. Вiнтнер довели, що умова iснування
скiнченної дисперсiї є достатньою для виконання закону
повторного логарифма (1.10) для сум незалежних, однаково
розподiлених випадкових величин ([13]). У 1966 роцi В. Штрассен
довiв також i необхiднiсть цiєї умови ([26]).
У 1932 р. А. Хiнчин ([15]) встановив, що для процесiв Левi,
розподiлених за законом Гаусса, м.н. виконується

lim sup
t→∞

|Xt|√
2tVar(X1) log log t

= 1.

У цiй роботi було також встановлено локальний закон повторного
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логарифма:

lim sup
t→0

|Xt|√
2tVar(X1) log log

1
t

= 1. м.н.

за тих самих умов на процес Xt i припущення, що a = 0 в (1.4).
Цi результати в подальшому були узагальненi i на iншi об’єкти:
наприклад, на залежнi випадковi величини, незалежнi функцiї,
стацiонарнi процеси тощо.
Розглянемо тепер означення, запропоноване у 1939 роцi А.
Хiнчином ([15]).

Означення 12 ([15]) Верхньою межею або верхньою функцiєю
випадкового процесу Xt будемо називати будь-яку додатну
невипадкову функцiю u(t), для якої спiввiдношення

lim
t→0+

|Xt|
u(t)

= 0

виконується з ймовiрнiстю 1.

У своїй роботi 1939 року ([15]) А. Хiнчин також встановив
наступну теорему для стiйких процесiв Левi.

Теорема 11 Припустимо, що St — α−стiйкий процес Левi
(0 < α < 2) i нехай невипадкова функцiя u(t) є додатною i

u(t) → 0 i
u(t)

t1/α
→ ∞

монотонно при t→ 0+. Тодi для того, щоб спiввiдношення

lim
t→0+

|Xt|
u(t)

= 0

виконувалось з ймовiрнiстю 1 необхiдно i достатньо, щоб∫ 1

0

dt

(u(t))α
<∞.
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У статтi було такод наведено наступнi результати.

Лема 1 ([15]) Нехай Xt — довiльний процес з незалежними i
однорiдними приростами, X0 = 0, u(t) — визначена для 0 < t < σ

додатна неспадна функцiя, lim
t→0+

u(t) = 0. Нехай також c > 0 —
деяка стала i позначимо

Pc(t) = P(|Xt| > cu(t)).

Тодi для того, щоб функцiя u(t) була верхньою функцiєю процесу
Xt, необхiдно i достатньо, щоб для довiльного c > 0∫ σ

0

Pc(t)
dt

t
<∞.

Теорема 12 ([15]) Функцiя

u(t) =

√
t log log

1

t

є верхньою функцiєю для будь-якого процесу з незалежними i
однорiдними приростами, що не мiстить гауссової компоненти,
тобто для якого σ = 0 в (1.5).

Теорема 13 ([15]) Для того, щоб для процесу з незалежними i
однорiдними приростами X, X0 = 0, виконувався локальний закон
повторного логарифма:

lim sup
t→0+

|Xt|√
t log log 1

t

= C, C = const > 0 м.н.

необхiдно i достатньо, щоб вiн мiстив гауссiвську компоненту,
тобто, щоб σ2 > 0 в (1.5).

У 1943 роцi Б.В. Гнєденко встановив наступнi результати ([9]).
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Теорема 14 ([9]) Для процесу з незалежними i однорiдними
приростами X, такого, що EXt = 0, t ≥ 0, виконується закон
повторного логарифма

lim sup
t→∞

|Xt|√
t log log t

= C, C = const > 0 м.н.

тодi i тiльки тодi, коли вiн має скiнченну дисперсiю.

Теорема 15 ([9]) Якщо дисперсiя процесу з незалежними i
однорiдними приростами X є нескiнченною, то iснує функцiя
ω(t) така, що ω(t) → ∞ при t→ ∞, що

lim sup
t→∞

|Xt|
ω(t)

√
t log log t

̸= 0,м.н.

Розглянемо тепер результати, представленi у роботi 1971 року ([8]).
Розглядатимемо субординатор X з символом Левi вигляду (1.6) i
b = 0. Позначимо для γ > 0

hγ(t) =
log | log t|

ψ(γt−1 log | log t|)
, (1.11)

де ψ(·) — обернена функцiя до η(·) символа Левi субординатора X.
Функцiя hγ(·) визначена в околi 0 i ∞.

Лема 2 ([8]) Якщо γ > 1, тодi

lim inf
Xt

hγ(t)
≥ γ − 1 м.н.

в обох випадках: при t→ 0+ i t→ ∞.

Лема 3 ([8]) Якщо γ < 1, тодi

lim inf
Xt

hγ(t)
≤ γ м.н.

в обох випадках: при t→ 0+ i t→ ∞.
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Теорема 16 ([8]) Якщо γ > 1 i для деякого ε > 0 η(u) ≥ uε для
достатньо великих значень u, тодi iснує стала c > 0 така, що

lim inf
t→0+

Xt

hγ(t)
= c м.н.

Якщо γ > 1 i для деякого ε > 0 η(u) ≤ uε для достатньо малих
значень u, тодi iснує стала c > 0 така, що

lim inf
t→∞

Xt

hγ(t)
= c м.н.

Позначимо тепер Ys — обернений до X субординатор.

Теорема 17 ([8]) Нехай f(·) — обернена функцiя до функцiї h1(·)
визначеної в (1.11). Тодi iснує стала c > 0 така, що

lim sup
s→∞

Ys
f(s)

= c м.н.

Якщо ν((0,∞)) = ∞, то iснує стала c > 0 така, що

lim sup
s→0+

Ys
f(s)

= c м.н.

Згодом, у 1996, J. Bertoin ([2]) представив наступнi результати.
Для мiри µ позначатимемо µ̄(x) = µ((x;∞)).

Теорема 18 ([2], Theorem 9) Нехай X — субординатор з b = 0

i мiрою Левi ν. Припустимо, що u : [0,∞) → [0,∞) — зростаюча
функцiя така, що функцiя u(t)

t також зростає. Тодi наступнi
твердження є еквiвалентними:

(i) lim sup
t→0+

Xt

u(t) = ∞ м.н.;

(ii)
∫ 1

0 ν̄(u(t))dt = ∞;

(iii)
∫ 1

0 (η(1/u(t))− (1/u(t))η′(1/u(t))) dt = ∞.
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Врештi, якщо цi твердження не справджуються, тодi

lim
t→0+

Xt

u(t)
= 0 м.н.

Зазначимо, що дана теорема є узагальненням результата А.
Хiнчина, Теореми 11, i встановлює необхiднi i достатнi умови на
функцiю u, для того, щоб вона була верхньою функцiєю для
субординатора X при b = 0.

Теорема 19 ([2], Theorem 11) Нехай X — субординатор з
символом Левi η(·), що визначається формулою (1.2).
Припустимо, що функцiя η є правильно змiнною на ∞ з iндексом
α ∈ (0, 1). Тодi

lim inf
t→0+

Xt

h(t)
= α(1− α)(1−α)/α,

де h(·) визначається формулою (1.11) при γ = 1.

Таким чином, в данiй теоремi, було встановлено закон повторного
логарифма для субординаторiв, якi мають символ Левi, що
задовольняє умову регуляної змiни. Зокрема ця умова виконується
для α−стiйкого субординатора при b = 0.
В ([2]) наведено також аналогiчнi до Теореми 18 i Теореми 19
результати при t→ ∞.
У 1966 роцi Дж. Човер навiв наступну теорему для сум
симетричних випадкових величин зi стiйким розподiлом.

Теорема 20 ([5]) Нехай (Xn, n ≥ 1) — послiдовнiсть незалежних
однаково розподiлених випадкових величин з симетричним
α−стiйким розподiлом (0 < α < 2) i характеристичною функцiєю
EeitXn = exp(−|u|α). Позначимо Sn =

∑n
k=1Xk. Тодi

P

(
lim sup
n→∞

∣∣∣∣ Sn

n1/α

∣∣∣∣(log log n)−1

= e1/α

)
= 1
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Граничнi теореми такого типу здобули назву закони повторного
логарифму типу Човера.

У роботi 2005 року ([27]) було представлено наступнi результати
для багатовимiрних процесiв Левi, якi ми наведемо тут в
одновимiрному випадку.

Теорема 21 ([27]) Якщо Bt — вiнерiв процес, то

lim sup
t→∞

(
|Bt|√
t

)1/ log log log t

= e1/2 м.н..

Теорема 22 ([27]) Нехай X — процес Левi з символом Левi (1.1).
Припустимо, що u(t) — зростаюча на [c,∞) для деякого c > 0.
Якщо iснує стала 0 < α ≤ 1 така, що

0 < lim inf
u→∞

uαν̄(u) ≤ lim sup
u→∞

uαν̄(u) <∞,

або, якщо EX1 = 0 i iснує 1 < α < 2 така, що

0 < lim inf
u→∞

uαν̄(u) ≤ lim sup
u→∞

uαν̄(u) <∞,

тодi

lim sup
t→∞

(
|Xt|
t1/α

)1/ log log t

= e1/α м.н.

Граничнi теореми такого типу вивчались також у роботах [16, 20]
та iнших.
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Роздiл 2

Основна частина

2.1 Симуляцiї

Розглядатимемо далi D = Dθ(t) — субодинатор Дiкмана, тобто

Ee−uDθ(t) = exp

(
−t
∫ 1

0

(1− e−ux)θ
dx

x

)
.

Згадаємо результат наведений в Теоремi 6.
Випадкова величина Dθ(1) може бути зображена у виглядi

Dθ(1)
d
= U

1/θ
1 + (U1 · U2)

1/θ + (U1 · U2 · U3)
1/θ + . . . , (2.1)

де U1, U2, . . . — незалежнi, рiвномiрно на [0, 1] розподiленi
випадковi величини.
Зазначимо, що Dθ(t)

d
= Dθt(1). Таким чином, використовуючи

представлення

Dθ(t) =
n∑

k=1

(
Xθ

(
t
k

n

)
−Xθ

(
t
k − 1

n

))
, n ∈ N,

де Dθ(0) = 0 i Dθ

(
tkn
)
−Dθ

(
tk−1

n

) d
= Dθ(

t
n), можемо змоделювати

вибiркову траєкторiю процесу, використовуючи наближення ряду
(2.1) скiнченною сумою.
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import numpy as np

from numpy import random

import matplotlib.pyplot as plt

from math import prod

theta=1

dt = 0.01 # Time step.

M=300 #number of terms in seria

T = 50# Total time.

n = int(T / dt) # Number of time steps.

t = np.linspace(0., T, n) # Vector of times.

D = [] # Vector of generated values.

y=[]

for j in range(n):

u = np.random.uniform(size=M)

x_pow = [pow(y,1/(theta*dt)) for y in u]

D+=[sum([prod(x_pow[:k]) for k in range(1,M)])]

print(np.mean(D)/dt)

D_s=[sum(D[:i]) for i in range (n)]

plt.plot(t, D_s ,’bs’,markersize=1)

plt.xlabel(’t’)

plt.ylabel(’D(t)’)

plt.show()
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Вибiркова траєкторiя субординатора Дiкмана з параметром θ = 1

на промiжку [0, 50].

Змоделюємо також траєкторiї оберненого субординатора Дiкмана
Yt, використовуючи Означення 7.

Вибiркова траєкторiя субординатора Дiкмана Xt з параметром
θ = 1 i оберненого до нього субординатора Yt на промiжку [0, 10].
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2.2 Основнi результати

Не обмежуючи загальностi покладемо далi θ = 1 i позначимо
X = (Xt, t ≥ 0) — процес Дiкмана з параметром θ = 1.
Процес X має скiнченне математичне сподiвання i дисперсiю (1.9) i
за Теоремою 6

EX1 = 1, VarX1 =
1

2
.

Тому з Теореми 14 випливає, що для процесу X виконується закон
повторного логарифма при t→ ∞:

lim sup
t→∞

|Xt − t|√
t log log t

= 1 м.н. (2.2)

Вивчатимемо тепер поведiнку процесу при t→ 0+.

Теорема 23 Для субординатора Дiкмана виконуються наступнi
спiввiдношення

lim
t→0+

Xt

exp
(
− 1

t1−ε

) = 0, ε > 0 м.н., (2.3)

lim sup
t→0+

Xt

exp
(
− 1

t1+ε

) = ∞ ε ≥ 0 м.н. (2.4)

Доведення. Оскiльки ν(dx) = 1
x1(0,1](dx), то для довiльного x < 1

ν̄(x) =

∫ 1

x

1

y
dy = − log x.

Розглянемо тодi для δ ∈ R

∫ 1

0

ν̄

(
exp

(
− 1

t1+δ

))
dt =

∫ 1

0

− log exp

(
− 1

t1+δ

)
=

∫ 1

0

1

t1+δ

<∞, δ < 0

= ∞, δ ≥ 0
.

Таким чином, з Теореми 18 випливає (2.3) i (2.4). □
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Теорема 24 Для субординатора Дiкмана справджуються
наступнi рiвностi

lim inf
t→0+

log | logXt|
log 1

t

= 1 м.н. (2.5)

або
lim inf
t→0+

| logXt|
1

| log t| = e м.н. (2.6)

Доведення. Зазначимо, що (2.6) випливає з (2.5). Доведемо тодi
(2.5).
З (2.3), (2.4) тодi випливає, що при t→ 0+ м.н.Xt > exp

(
− 1

t1−ε

)
скiнченну кiлькiсть разiв

Xt > exp
(
− 1

t1+ε

)
нескiнченну кiлькiсть разiв.

Звiдси випливає, що− logXt <
1

t1−ε скiнченну кiлькiсть разiв

− logXt <
1

t1+ε нескiнченну кiлькiсть разiв

Оскiльки Xt → 0+ при t→ 0+, то| logXt| < 1
t1−ε скiнченну кiлькiсть разiв

| logXt| < 1
t1+ε нескiнченну кiлькiсть разiв.

Таким чином, з цих нерiвностей випливає, щоlog | logXt| < (1− ε) log 1
t скiнченну кiлькiсть разiв

log | logXt| < (1 + ε) log 1
t нескiнченну кiлькiсть разiв.

Звiдки i випливає (2.5). □

Для двох дiйснозначних функцiй f(t) i g(t) надалi будемо
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використовувати позначення

f(t) ∼ g(t) при t→ 0+,

якщо

lim
t→0+

f(t)

g(t)
= 1 при t→ 0 + .

Теорема 25 Для субординатора Дiкмана виконується

lim inf
t→0+

Xt

exp (−1
t )

= 0 м.н. (2.7)

lim inf
t→0+

Xt

exp(− 1
t1+ε )

= ∞ м.н. (2.8)

Доведення. Доведемо спочатку (2.7). Розглядатимемо тодi далi
f(t) = exp

(
−1

t

)
. З (2.4) вiдомо, що

lim sup
t→0+

Xt

exp
(
−1

t

) = ∞ м.н.

З (1.8) вiдомо, що

Ft(x) = P (Xt < x) =
e−γt

Γ(t+ 1)
xt, 0 ≤ x < 1. (2.9)

Тодi для довiльних c > 0 i s > 0 виконується спiввiдношення

P
(
Xt < ce−

1
s

)
∼ e−

t
s , при t→ 0 + . (2.10)

Розглянемо тепер довiльну спадну послiдовнiсть (tn, n ≥ 1),
tn → 0+ при n→ ∞. Тодi для c > 0

∑
n

P
(
Xtn −Xtn+1

< ce−1/tn
)
≥
∑
n

P
(
Xtn < ce−1/tn

)
∼
∑
n

e−1 = ∞.

Оскiльки прирости (Xtn −Xtn+1
, n ≥ 1) незалежнi, то за лемою
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Бореля-Кантеллi

Xtn −Xtn+1

e−1/tn
< c нескiнченно часто м.н.

Звiдси випливає,що

lim inf
n→∞

Xtn −Xtn+1

e−1/tn
< c м.н. (2.11)

Оскiльки c > 0 довiльне, то

lim inf
n→∞

Xtn −Xtn+1

e−1/tn
= 0 м.н.

Розглядатимемо тепер для довiльного 0 < α < 1 i для tn = 1
(n+1)!1+ε ,

ε > 0 ∑
n

P
(
Xtn+1

> αe−1/tn
)
.

З (2.9) випливає, що

P
(
Xtn+1

> αe−1/tn
)
= 1−

exp
(
−γ/(n+ 1)!1+ε

)
Γ
(

1
(n+1)!1+ε + 1

) α
1

(n+1)!1+ε e
− 1

(n+1)1+ε =

1− (1− λn)e
− 1

(n+1)1+ε = 1− e
− 1

(n+1)1+ε + λne
− 1

(n+1)1+ε .

де

λn = 1−
exp

(
−γ/(n+ 1)!1+ε

)
Γ
(

1
(n+1)!1+ε + 1

) α
1

(n+1)!1+ε > 0.

Причому для λn справелдиво

λn = 1−
exp

(
−γ/(n+ 1)!1+ε

)
Γ
(

1
(n+1)!1+ε + 1

) α
1

(n+1)!1+ε =

1− exp

(
−
γ + log 1

α

(n+ 1)!1+ε
− log Γ

(
1

(n+ 1)!1+ε
+ 1

))
∼

∼
γ + log 1

α

(n+ 1)!1+ε
+ log Γ

(
1

(n+ 1)!1+ε
+ 1

)
.
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Оскiльки iснує K > 0 таке, що для достатньо великих n

log Γ

(
1

(n+ 1)!1+ε
+ 1

)
= log

1

(n+ 1)!1+ε
Γ

(
1

(n+ 1)!1+ε

)
<

log
1

(n+ 1)!1+ε

(
(n+ 1)!1+ε +K

)
= log

(
1 +

K

(n+ 1)!1+ε

)
∼ K

(n+ 1)!1+ε
,

то звiдси випливає, що∑
n

(
1− e

− 1
(n+1)1+ε

)
∼
∑
n

1

(n+ 1)1+ε
<∞ (2.12)

i ∑
n

λne
− 1

(n+1)1+ε ∼
∑
n

λn <∞. (2.13)

Отже, з (2.12) i (2.13) випливає, що∑
n

P
(
Xtn+1

> αe−1/tn
)
<∞.

Тодi за лемою Бореля-Кантеллi для довiльного 0 < α < 1

справедливо

Xtn+1
> αe−1/tn скiнченну кiлькiсть разiв м.н.

Звiдси можна зробити висновок, що

lim sup
t→0+

Xtn+1

e−1/tn
= 0 м.н. (2.14)

Таким чином з (2.11), (2.14) випливає, що

lim inf
n→∞

Xtn

e−1/tn
= 0.

Отже,

lim inf
t→0+

Xt

e−1/t
= 0 м.н.,
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що завершує доведення (2.7).
Розглядатимемо тепер f(t) = exp(− 1

t1+ε ), ε > 0.
Згiдно з (2.10) для довiльного c > 0 i s > 0

P
(
Xt < c · exp

(
− 1

s1+ε

))
∼ exp

(
− t

s1+ε

)
при t→ 0 + .

Тодi для довiльної спадної послiдовностi {tn, n ≥ 1}, tn → 0+ при
n→ ∞ виконується

P
(
Xtn < c · exp

(
− 1

t1+ε
n−1

))
∼ exp

(
− tn

t1+ε
n−1

)
при n→ ∞.

Розглянемо тепер tn = 1
n , n ≥ 1, тодi для достатньо великих n

tn

t1+ε
n−1

=
(n− 1)1+ε

n
=
n− 1

n
· (n− 1)ε ≥ 1

2
(n− 1)ε.

Тодi справедлива оцiнка

exp

(
− tn

t1+ε
n−1

)
≤ exp

(
−1

2
(n− 1)ε

)
.

Звiдси випливає, що

∑
n

P
(
Xtn < c · exp

(
− 1

t1+ε
n−1

))
<∞.

Отже, за лемою Бореля-Кантеллi

Xtn

exp
(
− 1

t1+ε
n−1

) < c скiнченну кiлькiсть разiв м.н.

або
lim inf
n→∞

Xtn

exp
(
− 1

t1+ε
n−1

) > c м.н.

Оскiльки вiдображення t→ Xt, t ≥ 0 є неспадним м.н. i
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вiдображення t→ f(t) = exp(− 1
t1+ε ) є зростаючим то для

довiльного t такого, що tn < t < tn−1 виконується

Xt ≥ X(tn) ≥ cf(tn−1) > cf(t) м.н.

Оскiльки c > 0 — довiльне, то

lim inf
t→0+

Xt

exp(− 1
t1+ε )

= ∞ м.н.,

що i завершує доведення. □

Зауваження 3 Зазначимо, що з Теорем 29,25 випливає, що для
довiльного ε > 0

lim
t→0+

Xt

exp− 1
t1+ε

= ∞ м.н.

Зауваження 4 З Теорем 29,25 випливає, що

lim sup
t→0+

Xt

exp
(
−1

t

) = ∞ м.н.,

lim inf
t→0+

Xt

exp
(
−1

t

) = 0 м.н.

Теорема 26 Для субординатора Дiкмана справджуються
наступнi рiвностi

lim sup
t→0+

log | logXt|
log 1

t

= 1 м.н. (2.15)

або
lim sup
t→0+

| logXt|
1

| log t| = e м.н. (2.16)

Доведення. З теорем 25, 29 випливає, що при t→ 0+ м.н.Xt < exp
(
− 1

t1+ε

)
скiнченну кiлькiсть разiв

Xt < exp
(
− 1

t1−ε

)
нескiнченну кiлькiсть разiв
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Звiдси, аналогiчно до теореми 24, випливає бажаний результат. □

Зауваження 5 З теорем 24,26 випливає тодi

lim
t→0+

log | logXt|
log 1

t

= 1 м.н.

або
lim
t→0+

| logXt|
1

| log t| = e м.н.

Теорема 27 Позначимо тепер D(s) — обернений субординатор
Дiкмана. Для нього виконується

lim sup
s→0+

| logD(s)|
log log 1

s

= 1 м.н. (2.17)

або
lim sup
s→0+

|D(s)|(log log
1
s )

−1

= e м.н.. (2.18)

Доведення. Оскiльки твердження (2.18) є наслiдком (2.17), будемо
доводити лише (2.17).
Згадаємо (див. Теорему 24), що при t→ 0+ м.н.Xt > exp

(
− 1

t1−ε

)
скiнченну кiлькiсть разiв

Xt > exp
(
− 1

t1+ε

)
нескiнченну кiлькiсть разiв.

З означення оберненого субординатора випливає, що
{Xt > s} = {D(s) ≤ t}, тому при t→ 0+ м.н. виконується такожD(exp

(
− 1

t1−ε

)
) ≤ t скiнченну кiлькiсть разiв

D(exp
(
− 1

t1+ε

)
) ≤ t нескiнченну кiлькiсть разiв

.

Виконавши замiну змiнних отримаємо, щоD(s) ≤
(
log 1

s

)− 1
1−ε скiнченну кiлькiсть разiв

D(s) ≤
(
log 1

s

)− 1
1+ε нескiнченну кiлькiсть разiв

.
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Це еквiвалентно тому, що| logD(s)| ≥ 1
1−ε log log

1
s скiнченну кiлькiсть разiв

| logD(s)| ≥ 1
1+ε log log

1
s нескiнченну кiлькiсть разiв.

Звiдси i випливає (2.17). □

Теорема 28 Для оберненого субординатора Дiкмана D(s)

виконується

lim inf
s→0+

| logD(s)|
log log 1

s

= 1 м.н. (2.19)

або
lim inf
s→0+

|D(s)|(log log
1
s )

−1

= e м.н.. (2.20)

Доведення. Доведення аналогiчне попередньому, використовуючи
Теорему 26. □

Зауваження 6 З двох попереднiх теорем випливає, що для
оберненого субординатора Дiкмана D(s) виконується

lim
s→0+

| logD(s)|
log log 1

s

= 1 м.н.

або
lim
s→0+

|D(s)|(log log
1
s )

−1

= e м.н..
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Роздiл 3

Додаток

Наведемо одне з можливих доведень формул (1.7) для щiльностi
розподiлу Дiкмана у випадку t = 1. Iдея даного доведення була
наведена у [4].
Пригадаємо, що для розподiлу Дiкмана мiра Левi процесу має
вигляд

ν(dx) =
θ

x
1(0,1](x)dx.

Пригадаємо тепер деякi вiдомi результати з теорiї випадкових
процесiв.

Означення 13 ([24]) Одновимiрна ймовiрнiсна мiра µ
називається саморозкладною, якщо для довiльного λ > 0 iснує
ймовiрнiсна мiра νλ така, що

ψ(ζ) = ψ(e−λζ)ϕλ(ζ),

де ϕ i ϕλ — характеристичнi функцiї мiр µ i νλ вiдповiдно.

Пригадаємо наступний результат ([24], Corollary 15.11).

Теорема 29 Ймовiрнiсна мiра µ на R є саморозкладною тодi i
лише тодi, коли її мiра Левi має вигляд

k(x)

|x|
dx, (3.1)
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де k(x) ≥ 0,
∫∞
−∞(1 ∧ x2)k(x)|x| dx <∞ i k(x) є неспадною на (−∞, 0) i

незростаючою на (0,∞).

Лема 4 ([24],Lemma 53.2) Нехай µ — саморозкладний розподiл
на R+ з a = 0. Припустимо також, що функцiя k(x) з Теореми
29 — кусково стала i, що для деякого 0 < a1 < . . . < an <∞ i
додатних сталих c1, . . . , cn з c =

∑n
j=1 cj,

k(x) =


c для 0 < x ≤ a1

c−
∑j

l=1 cl для aj < x ≤ aj+1

0 для x > aj+1

.

Тодi наступнi твердження є правильними

1. Розподiл µ є абсолюто неперервним i має щiльнiсть f(x).
Бiльш того, f(x) є додатною i неперервною на (0;∞)

функцiєю, рiвною Kxc−1 на (0; a1] з K = const > 0 i
належить класу C1 на (0;∞)\{a1; . . . ; an};

2. Якщо c ≤ 1, тодi f ′(x) < 0 на (a1;∞)\{a1; . . . ; an};

3. Якщо c > 1, тодi f(x) належить класу C1 на (0,∞) i iснує
точка a > b, b = sup{x : k(x) > 1}, така, що f ′(x) додатна
на (0, a), дорiвнює 0 в точцi a, i вiд’ємна на (a,∞).

Оскiльки для субординатора Дiкмана k(x) = θ1(0,1](x), то ця
функцiя задовольняє умови попередньої леми з
n = 1, c = c1 = θ, a1 = 1. Отже,

f(x) = Kxθ−1, при x ∈ (0; 1]. (3.2)

Теорема 30 ([24]) Припустимо, що µ є саморозкладним
розподiлом на R+ з функцiєю k(x), що задовольняє
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c = k(0+) <∞, i нехай

ϕµ(u) = exp

(∫ ∞

0

(e−ux − 1)
k(x)

x
dx

)
, u ≥ 0,

де Lµ(·) — перетворення Лапласа мiри µ. Позначимо

K(x) = exp

(∫ 1

x

(c− k(y))
dy

y

)
, x > 0.

Тодi щiльнiсть f(x) мiри µ задовольняє спiввiдношення

f(x) ∼ κ

Γ(c)
xc−1K(x) as x ↓ 0,

де κ — стала, така, що

κ = exp

(
c

∫ 1

0

(e−x − 1)
dx

x
+ c

∫ ∞

1

e−xdx

x
−
∫ ∞

1

k(x)
dx

x

)
.

Тодi для субординатора Дiкмана c = θ i

K(x) = exp

(∫ 1

x

(θ − θ)
dy

y

)
= 1

i

κ = exp

(
θ

∫ 1

0

(e−x − 1)
dx

x
+ θ

∫ ∞

1

e−xdx

x

)
= e−γθ,

де γ — стала Ейлера-Маскеронi.
Отже,

f(x) ∼ e−γθ

Γ(θ)
xθ−1 при x→ 0 + .

Використовуючи (3.2) отримаємо

f(x) =
e−γθ

Γ(θ)
xθ−1 =

θe−γθ

Γ(θ + 1)
xθ−1 for x ∈ (0; 1].

Теорема 31 ([24]) Припустимо, що µ — ймовiрнiсна мiра на R+.
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Тодi µ є нескiнченно подiльною тодi i лише тодi, коли iснує
γ0 ≥ 0 i мiра ν на (0;∞), що задовольняє∫

(0;∞)

(1 ∧ x)ν(dx) <∞,

така, що∫
[0;x]

yµ(dy) =

∫
(0;x]

µ([0, x−y])yν(dy)+γ0µ([0, x]) при x > 0 (3.3)

i
ϕµ(u) = exp

(
−γ0u−

∫ ∞

0

(1− e−ux)ν(dx)

)
, u ≥ 0.

Оскiльки субординатор Дiкмана Dtheta(t) є процесом Левi, то
розподiл Dtheta(1) є нескiнченно подiльним. Для нього γ0 = 0 i з
того, що ймовiрнiсна мiра µ випадкової вкличини X(1) є
абсолютно неперервною (згiдно з Лемою 4), випливає, що
µ(dx) = f(x)dx i ми можемо переписати (3.3) наступним чином∫ x

0

yf(y)dy =

∫ 1

0

(∫ x−y

0

f(z)ydz

)
θ

y
dy при x > 1

(адже ν(dx) = θ
x1(0,1](x)dx).

Продиференцiювавши цей вираз по змiннiй x отримаємо

xf(x) = θ

∫ 1

0

f(x− y)dy.

При подальшому диференцiюваннi можемо отримати

xf ′(x)+f(x) = θ

∫ 1

0

∂

∂x
f(x−y)dy = −θ

∫ 1

0

∂

∂y
f(x−y)dy = θ(f(x)−f(x−1)).

Це еквiвалентно тому, що

xf ′(x) + f(x) = θ(f(x)− f(x− 1)),
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Для x > 1 цю рiвнiсть можна переписати у виглядi

(x1−θf(x))′ = −θx−θf(x− 1).

Проiнтегрувавши отриману рiвнiсть на (0, x), отримаємо

x1−θf(x)− lim
x→0

x1−θf(x) = θ

∫ x

0

f(z − 1)

zθ
dz.

Оскiльки limx→0 x
1−θf(x) = limx→0 x

1−θ · e−γθ

Γ(θ)x
θ−1 = e−γθ

Γ(θ) , можемо
отримати

x1−θf(x)− e−γθ

Γ(θ)
= θ

∫ x−1

0

f(z)

(z + 1)θ
dz.

Замiна θ на tθ i доводить (1.7).
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Висновки

В магiстерськiй дисертацiї для субординатора Дiкмана було

1. Виконано симулювання траєкторiй субординатора та
оберненого до нього субординатора;

2. Встановленi верхнi та нижнi функцiї в околi нуля;

3. Отриманi граничнi теореми про збiжнiсть майже напевно до
ненульової константи;

4. Отримано результати для збiжностi майже напевно до
ненульової константи для оберненого субординатора.
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