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Реферат
Магiстерська дисертацiя мiстить 45 сторiнок, 30 рисункiв, 31
першоджерела.

Об’єктом даної дипломної роботи є система диференцiальних
рiвнянь Краснопольскої-Майлса.

Метою даної дипломної роботи є дослiдження регулярних та
хаотичних атракторiв, якi виникають в системi
Краснопольскої-Майлса при наявностi запiзнювання.

Актуальнiсть дослiдження магiстерської дисертацiї зумовлена тим,
що запiзнювання завжди присутнє в реальних фiзичних системах,
внаслiдок обмеженостi швидкостi проходження сигналiв, а отже
для бiльш точного аналiзу поведiнки системи, необхiдно при
побудовi моделi враховувати фактор запiзнювання.

Ключовi слова: система Краснопольскої-Майлса, динамiчна
система, атрактор, хаотичний атрактор, перерiз Пуанкаре,
ляпуновський характеристичний показник, фазовий портрет,
рiвняння з аргументом, що запiзнюється.
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Abstract
The master’s thesis contains 45 pages, 30 figures, 31 bibliography
items.

The object of this thesis is Krasnopol’skaya-Miles’s system.

The aim of this thesis is to study regular and chaotic attractors, which
appears in Krasnopol’skaya-Miles’s system in presence of delay..

The relevance of the research is due to the fact that time-delay factor
is always present in real-world systems due to limitation of speed of
signals, so that for accurate analysis of system’s dynamic regimes delay
factor should be considered.

Key words: Krasnopol’skaya-Miles’s system, dynamic system, attractor,
chaotic attractor, Poincaré intersection, Lyapunov’s characteristic
exponents, phase portrait, equations with delayed argument.
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Вступ

У математичнiй лiтературi рiвняння з аргументом, що
вiдхиляються вперше з’явились ще у 18 сторiччi, проте тiльки в
останнiй час вивчення цiєї теорiї стимулювалось через велику
кiлькiсть застосувань у теорiї коливальних систем, теорiї
автоматичного керування, при вивченнi проблем горiння палива в
ракетних дивгунах, проблем довгострокового планування в рiзних
сферах економiки, в бiологiї, соцiологiї та багатьох iнших галузях
науки та технiки.
Рiвняння з аргументом, що вiдхиляється описують багато процесiв
з пiслядiєю. Такi рiвняння з’являються кожного разу, коли
розглядається фiзична або технiчна задача в якiй сила, що дiє на
матерiальну точку залежить вiд швидкостi й положення цiєї точки
не тiльки в даний момент часу, але й у деякий момент часу, що
попередує даному.
Отже, виникає природна зацiкавленiсть в дослiдженнi впливу
наявностi запiзнення на неiдельну динамiчну систему, таку як
система Краснопольскої-Майлса [12]. В реальних системах завжди
присутнє запiзнювання, а отже у випадку, коли воно впливає на
атрактори, якi в нiй виникають, дослiдження моделi без
урахування запiзнювання може призвести до катастрофiчно
хибних висновкiв. Тому для практичного застосування суттєвим є
розгляд саме моделей з урахуванням запiзнювання.
Оскiльки математична модель дослiджуваної системи є нелiнiйною
системою диференцiальних рiвнянь п’ятого порядку, всi
дослiдження проводились за допомогою чисельних методiв, а саме:
для побудови фазових портретiв використовувався метод
Рунге-Кутти [30], [31], [5] четвертого порядку, для побудови
спектра ЛХП використовувався алгоритм Бенеттина-Гальянi та
iнших [2], [5], для побудови перерiзiв Пуанкаре використовувався
метод Ено [1], [5].
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Роздiл 1

Теоретичнi вiдомостi

У цьому роздiлi наводяться основнi вiдомостi з теорiї
диференцiальних рiвнянь з аргументом, що вiдхиляється, теорiї
динамiчних систем, а також теорiї хаосу, якi сформульованi за
допомогою [5], [6].

1.1 Диференцiальнi рiвняння з
аргументом, що видхиляється

Означення 1 Диференцiальним рiвнянням з аргументом, що
вiдхиляється називають диференцiальне рiвняння, в яке невiдома
функцiя та її похiднi входять, взагалi кажучи, при рiзних
значеннях аргумента. Наприклад,

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ)), τ > 0, (1.1)

де x(t) — невiдома функцiя, t — час, ẋ(t) = ∂x
∂t (t).

Означення 2 Нехай розглядається рiвняння (1.1), в якому
запiзнювання τ будемо вважати додатною константою. Задача
Кошi для цього рiвняння полягає у визначеннi неперервного
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розв’язку x(t) при t > t0 за наступної умови:

x(t) = φ(t), при t0 − τ ≤ t ≤ t0, (1.2)

де φ(t) — задана неперервна функцiя, що називається
початковою. Промiжок τ ≤ t ≤ t0, на якому задана початкова
функцiя називається початковою множиною i позначається Et0.
Точка t0 називається початковою. Зазвичай припускається, що
x(t0 + 0) = φ(t0)

Зауваження 1 Якщо в рiвняннi ну (1.1) та початкових умовах
(1.2) вважати f i φ(t) вектор-функцiями, то ми маємо
постановку задачi Кошi для системи диференцiальних рiвнянь з
аргументом, що вiдхиляється.

Розглянемо диференцiальне рiвняння n-того порядку з l
вiдхиленнями аргумента

x(m0) = f(t, x(t), . . . , x(m0−1)(t), x(t− τ1), . . . ,

x(m1)(t− τ1), . . . x(t− τl), . . . , x
(ml)(t− τl)),

(1.3)

де вiдхилення τi(t) ≥ 0, max0≤i≤l mi = n. Тут пiд x(k)(t− τi)

розумiють k -ту похiдну вiд функцiї x(z), взяту в точцi z = t− τi.
Позначатимемо µ = max1≤i≤l mi та λ = m0 − µ. Iснує наступна
класифiкацiя рiвнянь з аргументом, що вiдхиляється.

1) Рiвняння, для яких λ > 0 називаються рiвняннями з
аргументом, що запiзнюється.

2) Рiвняння, для яких λ = 0 називаються рiвняннями
нейтрального типу.

3) Рiвняння, для яких λ > 0 називаються рiвняннями
випереджуючого типу.
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1.2 Динамiчнi системи

Означення 3 Означення динамiчної системи складається з
трьох компонентiв:

1. метричного простору D, кожна точка якого вiдповiдає
єдиному стану динамiчної системи. Такий простiр
називається фазовим. Точки фазового простору
називаються зображальними;

2. часу t, який може бути неперервним (t ∈ R), або
дискретним (t ∈ Z);

3. закону (оператора) еволюцiї, тобто вiдображення будь-якої
заданої точки x у фазовому просторi D i будь-якого
значення t в однозначно визначений стан φ(t, x) ∈ D, який
задовольняє такi теоретико-груповi властивостi:

(а) φ(0, x) = x;

(б) φ(t1, φ(t2, x)) = φ(t1 + t2, x);

(в) φ(t, x) неперервне по (t, x).

Фазовою траєкторiєю зображальної точки x ∈ D називається
сукупнiть точок фазового простору

φ(x) := {φ(t, x)| t ∈ R} у випадку неперервного часу;

φ(x) := {φ(t, x)| t ∈ Z} у випадку дискретного часу.

Означення 4 Зображення траєкторiй динамiної системи у
фазовому просторi називають фазовим портретом.

Проте, оскiльки зобразити портрет динамiчної системи розмiрнiсть
якої бiльше трьох неможливо, в дослiдженнях зазвичай
користуються проекцiями фазових портретiв на обрану площину.
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Нехай множина V ⊂ D, а µ(V ) - мiра множини V. Позначимо
φ(t, V ) := {φ(t, x)|x ∈ V } — сукупнiть фазових точок в момент
часу t, траєкторiї яких починаються з точок множини V .

Означення 5 Введемо наступну класифiкацiю динамiчних
систем.

Динамiчна система називається консервативною, якщо

∀V ⊂ D ⇒ lim
t→+∞

µ(φ(t, V )) = µ(V )

.

Динамiчна система називається дисипативною, якщо

∀V ⊂ D ⇒ lim
t→+∞

µ(φ(t, V )) = 0

.

Означення 6 Множина K ⊂ D називається iнварiантною,
якщо

φ(K) = K,

де φ(K) := {φ(x)|x ∈ K}.

Означення 7 Iнварiантна множина A ⊂ D називається
атрактором, якщо

(i) ∃ вiдкрита множина
B ⊃ A : ∀x ∈ B ⇒ lim

t→+∞
ρ(A, φ(t, x)) = 0,

(ii) ∄C ⊂ A : C є iнварiантною множиною,

де ρ(·, ·) - метрика на D; ρ(A, x) := infy∈A ρ(y, x) — вiдстань вiд
точки x до множини A.
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Зауваження 2 Умова (i) означає, що ∃Aε — окiл множини A
такий, що кожна фазова траєкторiя зображальної точки з цього
околу Aε з плином часу прямує до A, тобто множина A є
притягувальною.

Зауваження 3 Умова (ii) означає, що атрактор A є найменшою
моливою множиною i не є об’єднанням iнших атракторiв.

Зауваження 4 Вiдповiдно до загальної теорiї динамiчних
систем атрактори iснують тiльки у дисипативних системах.

Означення 8 Множина BA називається басейном
притягання атрактора A, якщо

∀x ∈ BA ⇒ lim
t→+∞

ρ(A, φ(t, x)) = 0.

1.2.1 Типи руху динамiчної системи.

Класифiкацiя атракторiв

В загальнiй теорiї динамiчних систем рух дисипативних систем у
фазовому просторi роздiляють на два типи:

a) перехiдний, нестацiонарний рух, який вiдповiдає переходу
системи вiд початкового стану до граничної множини
(атрактора) у фазовому просторi;

б) усталений, стацiонарний рух, фазовi траєкторiї якого вже
належать граничнiй множинi (атрактору).

З теорiї динамiчних систем вiдомо, що в дисипативнiй динамiчнiй
системiй iснує три типи траєкторiй:

1. положення рiвноваги (точки у фазовому просторi);

2. цикли (замкненi лiнiї у фазовому просторi);
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3. траєкторiї без самоперетенiв (незамкненi траєкторiї).

Зауваження 5 Якщо замкнена фазова траєкторiя (цикл) є
iзольованою, тобто в її малому околi не iснує iнших замкнених
траєкторiй, то така траєкторiя називається граничним
циклом.

Проте, частiше атрактори класифiкують за дещо iншим
принципом, а саме розподiляють на регулярнi та хаотичнi.
Виявляється, якщо довiльно обрати на траєкторiї початковий стан,
зображальна точка динамiчної системи повертатиметься в його
окiл за перiод T у випадку регулярних атракторiв та в
непередбачуванi моменти часу t у випадку хаотичних, причому в
обох випадках поведiнка системи обумовлена її властивостями, а не
впливом зовнiшних чинникiв. До регулярних атракторiв вiдносять:

1) положення рiвноваги (точки у фазовому просторi);

2) граничнi цикли (замкненi лiнiї у фазовому просторi);

3) квазiперiодичнi траєкторiї (тороїдальнi поверхнi у фазовому
просторi).

Решта атракторiв, для яких не виконується умова повернення
зображальної точки в окiл заздалегiдь обраного початкового стану
на атракторi за однаковий перiод T , називають дивними
(хаотичними). Тож, з одного боку маємо детермiновану динамiчну
систему, а з iншого хаотичну поведiнку. Тому для позначення
такого типу динамiки став уживатися термiн «детермiнований
хаос». Математичним образом детермiнованого хаосу у фазовому
просторi є складним чином улаштованi притягувальнi множини,
фазовi траєкторiї яких не належать до жодного типу регулярних
атракторiв. Фазовi траєкторiї мають вигляд нескiнченної лiнiї, яка
не має самоперетинiв, не залишає при t → +∞ замкненої областi й
не притягується до регулярних атракторiв.
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1.3 Типи стiйкостi траєкторiй

Означення 9 Розв’язок x(t, x0) системи диференцiальних
рiвнянь називається стiйким за Лагранжем, якщо

∃M > 0 : ∀t ≥ 0 ∥x(t, x0)∥ < M.

Тобто траєкторiя x(t, x0) увесь час знаходиться в обмеженiй
областi фазового простору.

Достатньою умовою iснування атрактора дисипативної динамiчної
системи є iснування множини B такої, що кожна траєкторiя, яка
починається з цiєї множини, стiйка за Лагранжем.

Означення 10 Траєкторiя x(t, x0) називається стiйкою за
Ляпуновим, якщо ∀ε > 0 ∃δ > 0

∀x′0 ∥x0 − x′0∥ < δ ⇒ ∀t > 0 ∥x(t, x0)− x(t, x′0)∥ < ε.

Геометрично це означає, що двi близькi у початковий момент
часу траєкторiї розв’язкiв назавжди залишаються близькими.

Зауваження 6 Вiдомо, що кожна траєкторiя, яка належить
одному з регулярних атракторiв, є стiйкою за Ляпуновим.
Натомiсть всi траєкторiї хаотичних атракторiв динамiчних
систем є нестiйкими за Ляпуновим.

Означення 11 Траєкторiя x(t, x0) називається асимптотично
стiйкою, якщо вона стiйка за Ляпуновим та

lim
t→+∞

∥x(t, x0)− x(t, x′0)∥ = 0.
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1.3.1 Спектр ляпуновських характеристичних

показникiв

Нехай розглядається автономна система звичайних
диференцiальних рiвнянь n-го порядку в нормальному виглядi:

ẋ = f(x), f : V ⊆ Rn → Rn, (1.4)

де x = (x1, x2, . . . , xn) — вектор невiдомих функцiй,
f(x) = (f1(x), f2(x), . . . ,

fn(x)) — неперервно диференцiйовна вектор-функцiя n-змiнних.
Припустимо, що ∀x(t, x0) — розв’язку рiвняння (1.4), виконується:
x(0, x0) = x0 ∈ V , iснує при всiх t ∈ [0,+∞], вiн єдиний i не
залишає множини V . В такому випадку вiдображення
φ : [0.+∞)× V → V :

φ(t, x0) = x(t, x0)

визначає динамiчну систему з метрикою

ρ(x, y) = ∥x− y∥,

де ∥x∥ :=
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n - евклiдова норма.

Нехай x(t) — деяка фазова траєкторiя системи (1.4), яку ми будемо
називати незбуреною. Покладемо y(t) = x(t) + x̃(t) — близька до
незбуреної траєкторiя, яка реалiзується при незначно змiненiй
початковiй умовi. Назвемо траєкторiю y(t) збуреною. Тодi еволюцiя
малого збурення x̃(t) у лiнiйному наближеннi описується
рiвнянням першого наближення:

˙̃x = A(t), (1.5)
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де матриця A(t) має вигляд:

A(t) =



∂X1(x1(t),x2(t),...,xn(t))
∂x1

. . . ∂X1(x1(t),x2(t),...,xn(t))
∂xn

∂X2(x1(t),x2(t),...,xn(t))
∂x1

. . . ∂X2(x1(t),x2(t),...,xn(t))
∂xn

·
·

∂Xn(x1(t),x2(t),...,xn(t))
∂x1

. . . ∂Xn(x1(t),x2(t),...,xn(t))
∂xn


Для системи (1.5) має мiсце теорема.

Теорема 1 Ляпунова(узагальнена). Нехай iснує така
константа M, що для всiх елементiв Aij матрицi A i для
довiльного T :

1

T

∫ T

0

|Aij(t)| dt ≤ M,

тодi

1. ∀x̃(t) — розв’язку рiвняння (1.5) iснує ляпуновський
характеристичний показник — дiйсне число, вiдмiнне вiд
±∞, яке визначається за формулою

λx̃(t) = lim
T→∞

1

T
ln ∥x̃(T )∥; (1.6)

2. При множеннi розв’язку на константу C ляпуновський
характеристичний показник не змiнюється

λCx̃(t) = λx̃(t); (1.7)

3. Ляпуновський характеристичний показник лiнiйної
комбiнацiї двох розв’язкiв не перевищує бiльшого з
показникiв цих двох розв’язкiв

λC1x̃1(t)+C2x̃2(t) ≤ max (λx̃1(t), λx̃2(t)); (1.8)
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4. Iснує n лiнiйно незалежних розв’язкiв x̃i(t)(фундаментальна
система розв’язкiв) рiвняння (1.5), яким вiдповiдає n

ляпуновських характеристичних показникiв, якi
нумеруються в порядку спадання λ1, λ2, . . . , λn.

Набiр чисел {λ1, λ2, . . . , λn} називається спектром ляпуновських
характеристичних показникiв (ЛХП). Найбiльше iз цих чисел λ1

називається старшим ляпуновським показником. Спектр ЛХП слiд
розглядати як характеристику лiнiйної системи рiвнянь (1.5) у
цiлому, а не якого-небудь одного розвязку x̃(t), оскiльки розв’язок
не залежить вiд вибору фундаментальної системи {x̃i(t)}. На
пiдставi (1.7)-(1.8) для будь-якого розв’язку x̃(t) ляпуновським
характеристичним показником обов’язково буде одне з чисел
{λ1, λ2, . . . , λn}.
Отже, для кожної траєкторiї x(t) вихiдної системи рiвнянь,
система першого наближення (1.5) дає цiлком певний спектр ЛХП.
Присутнiсть в цьому спектрi показника λ означає, на пiдставi (1.6),
що iснує таке збурення вихiдної траєкторiї, яке еволюцiонує в часi,
у лiнiйному наближеннi, як eλt. Отже, присутнiсть у спектрi хоча б
одного додатного показника означає нестiйкiсть за Ляпуновим
розглянутої траєкторiї. Якщо всi показники вiд’ємнi, то це
свiдчить про асимптотичну стiйкiсть траєкторiї.
Оскiльки кожний розв’язок системи має визначений спектр ЛХП
природньо приписувати його i атракторам, що складаються з однiєї
фазової траєкторiї (положення рiвноваги, граничний цикл). Постає
питання, чи можна приписувати спектр ЛХП деякої однiєї фазової
траєкторiї атрактору, що складається з множини траєкторiй
(тороїдальна поверхня, хаотичний атрактор). Вiдповiдь на нього
дає мультиплiкативна ергодична теорема В. Оселедця, яка
стверджує, що взята навмання траєкторiя на атракторi майже
напевно буде мати цiлком визначений спектр ЛХП, який можна
приписати атрактору в цiлому.
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Спектр ЛХП атрактора дисипативної динамiчної системи повинен
задовольняти наступнi умови.

1) Сума всiх n показникiв повинна бути вiд’ємною

n∑
i=1

λi < 0.

Це умова дисипативностi, завдяки якiй атрактор є
притягувальною граничною множиною нульової мiри у
фазовому просторi.

2) В атрактора, вiдмiнного вiд положення рiвноваги,
обов’язково повинен бути хоча б один нульовий показник.

Припустимо, що ляпуновськi характеристичнi показники
впорядкованi за спаданням. Будемо позначати додатний показник
знаком «+», вiд’ємний — знаком «−», а нульовий — знаком «0».
Тодi атрактору динамiчної системи у фазовому просторi
розмiрностi n буде вiдповiдати набiр з n знакiв, який ми будемо
називати сигнатурою спектра ЛХП. Наприклад, деяким
атракторам п’ятивимiрної динамiчної системи вiдповiдають
наступнi сигнатури спектру ЛХП:〈

−,−,−,−,−
〉

— стiйке положення рiвноваги,〈
0,−,−,−,−

〉
— граничний цикл,〈

+, 0,−,−,−
〉

— хаотичний атрактор.

1.4 Деякi методи дослiджень
динамiчних систем

При математичному моделюваннi бiльшостi практичних задач у
нелiнiйнiй динамiцi начастiше використовуються диференцiальнi
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рiвняння та дискретнi вiдображення, якi залежать вiд ряду
параметрiв. Змiна параметрiв системи може призвести до якiсного
перетворення її фазового портрета.

Означення 12 Значення параметра, при якому вiдбувається
якiсне перетворення фазового портрету динамiчної системи
називається бiфуркацiйним значенням, або точкою бiфуркацiї.

Бiфуркацiї атракторiв подiляють на внутрiшнi (м’якi) бiфуркацiї
та кризи (жорсткi) бiфуркацiї. Внутрiшнi бiфуркацiї пов’язанi зi
змiнами самих атракторiв, але не зачiпають їх басейнiв
притягання. Кризи атракторiв супроводжуються руйнуванням
атрактора та якiсною перебудовою басейна притягання.
Наочна iлюстрацiя поведiнки динамiчної системи може бути
подана на фазопараметричнiй характеристицi, яку також
називають бiфуркацiйним деревом.
Для його побудови послiдовно задаються значення параметра з
деяким малим кроком i для кожного значення параметра a

обчислюється деяке, достатньо велике, число iтерацiй алгоритму
чисельного розв’язку задачi Кошi, у випадку, коли в якостi
динамiчної системи розглядається система диференцiальних
рiвнянь. З отриманого масива значень фазових змiнних
виключається значення, вiдповiднi перехiдному процесу. Далi, на
координатну площину (a, x) наносяться точки, абсциса яких
дорiвнює заданому значенню параметра, а ордината вiдповiдає
проєкцiям точок атрактора на обрану вiсь. У випадку граничного
циклу кiлькiсть точок є скiнченною i кожна точка повторюється
строго через перiод. На рис. (1.1) добре видно точки бiфуркацiй
подвоєння перiода, де кожна гiлка дерева розщеплюється на двi. В
свою чергу, кiлькiсть точок хаотичного атрактора збiльшується зi
збiльшенням кiлькостi iтерацiй i передбачити появу тiєї чи iншої
точки на такому атракторi неможливо. На малюнку вiдповiднi
областi виглядають як густо заповненi точками дiлянки — «крони»
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бiфуркацiйного дерева.

Рис. 1.1: Фазопараметрична характеристика

Розглянемо динамiчну систему з неперервним часом, динамiка якої
описується деякими диференцiальними рiвняннями. Нехай, для
визначеностi, це система iз тривимiрним фазовим простором виду

ẋ = f1(x, y, z)

ẏ = f2(x, y, z)

ż = f3(x, y, z).

(1.9)

Далi розглянемо деякий розв’язок системи (1.9), якому вiдповiдає
у фазовому просторi траєкторiя Г. Помiстимо у фазовому просторi
деяку площину S, рiвняння якої має вигляд:

S(x, y, z) = 0. (1.10)

Площина S повинна розмiщуватись так, щоб траєкторiя Г
багаторазово її перетинала i дотик траєкторiї до площини був
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неможливий. Така площина S називається сiчною Пуанкаре
фазової траєкторiї Г.

Рис. 1.2: Перерiз Пуанкаре

Позначимо точки перетину траєкторiї Г iз сiчною S через a1, a2,

. . . , an. Вiдзначимо, що послiдовнiсть точок {an} задається
перетинами Г з S в одному напрямку. Отримана дискретна
множина точок {an}, n = 1, 2, 3, . . . на сiчнiй Пуанкаре називається
перерiзом Пуанкаре для траєкторiї Г.
Перерiз Пуанкаре також породжує деяке дискретне вiдображення,
яке ставить у вiдповiднiсть будь-якiй точцi {an} наближчу
наступну за {an} точку {an+1}. Закон вiдповiдностi мiж
попередньою й наступною точками перерiзу Пуанкаре називається
вiдображенням Пуанкаре. Для розглянутого тривимiрного випадку
це вiдображення буде вже двовимiрним

xn+1 = P1(xn, yn)

yn+1 = P2(xn, yn).
(1.11)

Таким чином, задача вивчення динамiчної системи (1.9) може бути
зведена до задачi вивчення вiдповiдного вiдображення Пуанкаре,
яке має розмiрнiсть на одиницю меншу, нiж розмiрнiсть вихiдної

20



динамiчної системи. При цьому структура динамiчної системи
однозначно (але не взаємно однозначно) визначає структуру
породжуваного нею дискретного вiдображення (1.11). Ця пiдмiна
об’єкта дослiдження не супроводжується будь-якими
апроксимацiями, аналiз залишається точним. Отже,
фазовпараметричною характеристикою деякого розв’язку ми
будемо називати фазопараметричну характеристику будь-якого
вiдображення Пуанкаре цього розв’язку.
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Роздiл 2

Основна частина

2.1 Математична модель системи

В роботi [12] показано, що процес взамодiї мiж коливаннями вiльної
поверхнi рiдини по домiнантим резонансним модам i обертанням
вала електродвигуна з обмеженою потужнiстю описується
наступною системою п’яти звичайних диференцiальних рiвнянь:

dp1
dτ

= αp1 − [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q1 +B(p1q2 − p2q1)p2;

dq1
dτ

= αq1 + [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p1 +B(p1q2 − p2q1)q2 + 1;

dβ

dτ
= N3 − µ1q1 +N1β;

dp2
dτ

= αp2 − [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q2 −B(p1q2 − p2q1)p1;

dq2
dτ

= αq2 + [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p2 −B(p1q2 − p2q1)q1.

(2.1)

У системi (2.1) p1, q1 та p2, q2 — коефiцiєнти розкладу амплiтуд
коливань вiльної поверхнi рiдини, вiдповiдно за першою та другою
основними домiнантними модами, фазова змiнна β описує
функцiонування джерела збудження коливань; α — коефiцiєнт сил
в’язкого демпфування; µ1 — коефiцiєнт пропорцiйностi
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вiбрацiйного моменту; N1 — кут нахилу статичної характеристики
електродвигуна. Параметри A,B є константами, якi залежать вiд
радiуса бака й висоти налитої в нього рiдини. Величина N3

залежить вiд радiуса оболонки, довжини крипошипу та постiйної
складової статичної характеристики електродвигуна.

2.2 Перша модель урахування фактору
запiзнювання

Розглянемо систему (2.1), в якiй замiнимо третє рiвняння на
рiвняння iз запiзнюванням, вiдхиляючи аргумент фукнцiї q1 на
деяку додатну константу δ. Така модель враховуватиме
запiзнювання зворотного впливу коливної системи (бака з
рiдиною) на джерело збудження коливань (електродвигун).

dp1
dτ

= αp1 − [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q1 +B(p1q2 − p2q1)p2;

dq1
dτ

= αq1 + [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p1 +B(p1q2 − p2q1)q2 + 1;

dβ

dτ
= N3 − µ1q1(τ − δ) +N1β;

dp2
dτ

= αp2 − [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q2 −B(p1q2 − p2q1)p1;

dq2
dτ

= αq2 + [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p2 −B(p1q2 − p2q1)q1.

(2.2)

Припустимо, що запiзнювання δ мале. Тодi можемо використати
наступне наближення

q1(τ − δ) ≈ q1(τ)− δ · dq1
dτ

. (2.3)
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Пiдставимо (2.3) у третє рiвняння системи (2.2)

dp1
dτ

= αp1 − [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q1 +B(p1q2 − p2q1)p2;

dq1
dτ

= αq1 + [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p1 +B(p1q2 − p2q1)q2 + 1;

dβ

dτ
= N3 − µ1q1 + µ1δ

dq1
dτ

+N1β;

dp2
dτ

= αp2 − [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q2 −B(p1q2 − p2q1)p1;

dq2
dτ

= αq2 + [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p2 −B(p1q2 − p2q1)q1.

(2.4)

Перепишемо (2.4) в нормальному виглядi

dp1
dτ

= αp1 − [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q1 +B(p1q2 − p2q1)p2;

dq1
dτ

= αq1 + [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p1 +B(p1q2 − p2q1)q2 + 1;

dβ

dτ
= N3 − µ1q1 +N1β + µ1δ{αq1 + [β +

A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p1+

+B(p1q2 − p2q1)q2 + 1};
dp2
dτ

= αp2 − [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q2 −B(p1q2 − p2q1)p1;

dq2
dτ

= αq2 + [β +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p2 −B(p1q2 − p2q1)q1.

(2.5)
Система (2.5) є системою звичайних диференцiальних рiвнянь, в
якiй запiзнювання δ виступає у ролi параметра цiєї системи.
Найбiльш наочним способом вiзуалiзацiї типової поведiнки системи
є побудова карти динамiчних режимiв — дiаграми на площинi,
на осях якої вiдкладено значення параметрiв, а у вiповiдних точках
рiзними кольорами зображено типовий усталений режим
динамiчної системи. Для побудови такої карти дiапазон значень
одного з обраних параметрiв розбивається iз деяким достатньо
малим кроком h i кожному значенню такого розбиття ставиться у
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вiдповiднiсть кожне значення аналогiчного розбиття дiапазона
iншого параметра. Для кожної з утворених пар обчислюється
спектр Ляпуновських характеристичних показникiв, сигнатура
якого визначає тип динамiчного режиму. Пiсля iдентифiкацiї
усталеного режиму для всiх пар, кожнiй точцi, координати якої є
значеннями параметрiв, на площинi присвоюється вiдповiдний
колiр. Врештi-решт, отримуємо багатокольорову дiаграму на
площинi. Оберемо наступнi значення для параметрiв системи:

A = 1.12, B = −1.531, α = −0.3, µ1 = 0.5, N3 = −0.1,

а параметри N1 та δ виберемо в якостi бiфуркацiйних. Оскiльки
обчислення карти динамiчних режимiв для великих дiапазонiв
значень параметрiв займає надзвичайно велику кiлькiсть часу, а
цiллю роботи є вивчення впливу запiзнювання на усталенi режими
системи, оберемо невеликий дiапазон значень параметра N1 та
значно бiльший параметра δ. Розглянемо рис.2.1, на якому
зображенi двi карти динамiчних режимiв системи (2.5).
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(а)

(б)

Рис. 2.1: Карти динамiчних режимiв системи (2.5)

На рис.2.1 чорний колiр вiдповiдає граничним циклам, а
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червоний — хаотичним атракторам. Отже, з карт динамiчних
режимiв на рис.2.1 можемо зробити висновок, що параметр δ в
системi (2.5) є керуючим, тобто в залежностi вiд його значення в
системi можуть виникати як регулярнi, так i хаотичнi атрактори.
Покладемо N1 = −0.343 та проводитимемо подальшi дослiдження
з параметром δ в якостi бiфуркацiйного. Розглянемо графiк
залежностi старшого ненульового ляпуновського
характеристичного показника λ′ вiд параметра N1, який
представлено на рис.2.2. Нехай ляпуновськi характеристичнi
показники впорядкованi за спаданням, тобто
λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4 ≥ λ5.

Рис. 2.2: Графiк залежностi старшого ненульового ляпуновського
характеристичного показника λ′ вiд параметра N1

На рис.2.2 можемо побачити, що графiк перетинає пряму λ′ = 0,
проте, насправдi ∀δ ∈ [0; 0.4] λ′ ̸= 0, а такий вигляд пов’язаний
лише зi способом вiзуалiзацiї набору значень λ′, отриманого за
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допомогою узагальненого алгоритму Беннетiна-Гальянi та iнших.
Отже значення λ′ < 0 вiдповiдають граничним циклам, а λ′ > 0 -
хаотичним атракторам. Отже, графiк старшого ненульового ЛХП
свiдчить про перехiд системи (2.5) вiд регулярного характеру
поведiнки до хаотичного. Розглянемо фазовi портрети системи,
представленi на рис. 2.3
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(а) δ = 0, x0 = (0, 0, 0, 0, 1) (б) δ = 0, x0 = (0, 0, 0, 1, 0)

(в) δ = 0.31

Рис. 2.3: Проекцiї фазових портретiв системи (2.5) iз параметрами
{α,A,B,N1, N3, µ1} = {−0.3, 1.12,−1.531,−0.1,−0.343, 0.5} та по-
чатковим вектором чисельного алгоритму x0

З фазових портретiв системи (2.5) на рис.2.3 можемо зробити
висновок про перехiд до хаосу за сценарiм перемiжностi, який
пiдтверджує фазопараметрична характеристика на рис. (2.4).
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Рис. 2.4: Фазопараметрична характеристика системи (2.5), S: β =
−1.5

Отже, з приведених вище дослiджень випливає, що при вiдсутностi
запiзнювання в системi iснують два симетричних граничних цикли,
тобто характер динамiки регулярний, тодi як при наявностi
запiзнювання характер динамiки змiнюється на хаотичний.
Розглянемо мапу динамiчних режимiв на рис.2.1(б). Проведемо
дослiдження, аналогiчнi до попереднiх. Для цього зафiкусуємо
N1 = −0.209, параметр δ оберемо бiфуркацiйним, а всi iншi
параметри покладемо як при попереднiх дослiдженнях. Побудуємо
графiк старшого ненульового ЛХП λ′.
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Рис. 2.5: Графiк залежностi старшого ненульового ляпуновського
характеристичного показника λ′ вiд параметра δ

З графiка на рис. 2.5 видно, що при δ = 0 в системi присутнiй
хаотичний атрактор. Зi зростанням параметра δ система потрапляє
у так зване вiкно перiодичностi, з якого переходить до хаосу, за
припущенням, через сценарiй Фейгенбаума. Таке припущення є
цiлком природнiм через вигляд графiку старшого ненульовго ЛХП,
адже наближення графiку до прямої λ′ = 0 є типовою поведiнкою
при бiфуркацiях подвоєння, якi свiдчать про сценарiй
Фейгенбаума, або ж перехiд до хаосу через каскад бiфуркацiй
подвоєння перiоду граничного циклу. Для бiльш детального
вивчення атракторiв, розглянемо фазовi портрети системи, що
виникають в нiй. На фазових портретах рис. 2.6 можна побачити,
що при вiдсутностi запiзнювання в системi iснує хаотичний
атрактор, який зникає в деякому околi точки δ = 0.04 i виникає
граничний цикл. Зi збiльшенням запiзнювання δ можна
спостерiгати бiфуркацiю подвоєння перiоду та з подальшим
зростанням параметра δ виникнення хаотичного атрактора в
системi. Далi розглянемо фазовi портрети при бiльших значеннях
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δ.

(а) δ = 0 (б) δ = 0.04

(в) δ = 0.046 (г) δ = 0.05

Рис. 2.6: Проекцiї фазових портретiв системи (2.5) iз параметрами
{α,A,B,N1, N3, µ1} = {−0.3, 1.12,−1.531,−0.1,−0.209, 0.5}

Як видно з рис. 2.7 при δ = 0.2 та δ = 0.3 в системi пристунiй
хаотичний атрактор, проте вже при δ = 0.35 вiн зникає, та виникає
граничний цикл.
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(а) δ = 0 (б) δ = 0.04

(в) δ = 0.046

Рис. 2.7: Проекцiї фазових портретiв системи (2.5) iз параметрами
{α,A,B,N1, N3, µ1} = {−0.3, 1.12,−1.531,−0.1,−0.209, 0.5}

Отже, в цьому роздiлi було показано, що наявнiсть запiзнювання в
системi 2.1 може змiнити як регулярний характер динамiки на
хаотичний, так i навпаки, а тому можна зробити висновок про
принциповiсть розгляду моделей iз урахуванням запiзнювання,
замiсть моделей без нього.
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2.3 Друга модель урахування фактору
запiзнювання

Розглянемо систему (2.1), замiнивши перше, друге, четверте та
п’яте рiвняння на рiвняння iз запiзнюванням, вiдхиляючи аргумент
функцiї β. Така модель враховує запiзнювання впливу джерела
збуджень (електродвигуна) на коливну систему (бак з рiдиною).

dp1
dτ

= αp1 − [β(τ − δ) +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q1 +B(p1q2 − p2q1)p2;

dq1
dτ

= αq1 + [β(τ − δ) +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p1 +B(p1q2 − p2q1)q2 + 1;

dβ

dτ
= N3 − µ1q1 +N1β;

dp2
dτ

= αp2 − [β(τ − δ) +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q2 −B(p1q2 − p2q1)p1;

dq2
dτ

= αq2 + [β(τ − δ) +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p2 −B(p1q2 − p2q1)q1.

(2.6)

Припустимо, що запiзнювання δ, тодi можемо використати
наближення

β(τ − δ) ≈ β(τ)− δ · dβ
dτ

. (2.7)
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Пiдставимо (2.7) у перше, друге, третє та четверте рiвняння
системи (2.6)

dp1
dτ

= αp1 − [β − δ
dβ

dτ
+

A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q1 +B(p1q2 − p2q1)p2;

dq1
dτ

= αq1 + [β − δ
dβ

dτ
+

A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p1 +B(p1q2 − p2q1)q2 + 1;

dβ

dτ
= N3 − µ1q1 +N1β;

dp2
dτ

= αp2 − [β − δ
dβ

dτ
+

A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q2 −B(p1q2 − p2q1)p1;

dq2
dτ

= αq2 + [β − δ
dβ

dτ
+

A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p2 −B(p1q2 − p2q1)q1.

(2.8)

Перепишемо (2.8) в нормальному виглядi

dp1
dτ

= αp1 − [β − δ(N3 − µ1q1 +N1β) +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q1+

+B(p1q2 − p2q1)p2;

dq1
dτ

= αq1 + [β − δ(N3 − µ1q1 +N1β) +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p1+

+B(p1q2 − p2q1)q2 + 1;

dβ

dτ
= N3 − µ1q1 +N1β;

dp2
dτ

= αp2 − [β − δ(N3 − µ1q1 +N1β) +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]q2−

−B(p1q2 − p2q1)p1;

dq2
dτ

= αq2 + [β − δ(N3 − µ1q1 +N1β) +
A

2
(p21 + q21 + p22 + q22)]p2−

−B(p1q2 − p2q1)q1.

(2.9)

Система (2.9) є системою звичайних диференцiальних рiвнянь, в
якiй запiзнювання δ виступає у ролi параметра цiєї системи.
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Покладемо параметри системи

A = 1.12, B = −1.531, α = −0.3, µ1 = 0.5, N1 = −1, N3 = −1.2

та оберемо параметр δ як бiфуркацiйний. Аналогiчно до
попереднього роздiлу, побудуємо графiк старшого ненульового
ЛХП λ.

Рис. 2.8: Графiк залежностi старшого ненульового ляпуновського
характеристичного показника λ вiд параметра δ

Побудуємо фазовi портрети системи (2.9) для бiльш детального
дослiдження атракторiв, що в нiй виникають.
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(а) δ = 0 (б) δ = 0.1

Рис. 2.9: Проекцiї фазових портрети системи (2.9) iз параметрами
{α,A,B,N1, N3, µ1} = {−0.3, 1.12,−1.531,−1.2,−1, 0.5}

На рис. 2.9 бачимо, що зi збiльшенням значення запiзнювання δ

рух зображальної точки системи (2.9) значно ускладнюється.
Зазвичай, така змiна фазового портрету свiдчить про перехiд до
хаосу. Переконатись у цьому можна за допомогою побудови
фазопараметричної характеристики.

Рис. 2.10: Фазопараметрична характеристика системи (2.9) при зна-
ченнях параметрiв N3 = −1, N1 = −1.2 i сiчною S: p1 = 1.
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На рис 2.10 бачимо, що зi збiльшенням параметру δ

фазопараметрична характеристик переходить зiмнює вигляд з
трьох окремних лiнiй на густо-чорну область. Такий вигляд
свiдчить про перехiд до хаосу.

(а) δ = 0.25 (б) δ = 0.28

Рис. 2.11: Проекцiї фазових портретiв системи (2.5) iз параметрами
{α,A,B,N1, N3, µ1} = {−0.3, 1.12,−1.531,−1.2,−1, 0.5}

Отже, на рис.2.11 можемо бачити першi декiлька бiфуркацiй
подвоєння перiоду, що свiдчить про перехiд до хаосу за сценарiєм
Фейгенбаума. Пiдтвердити такий висновок може характерний
вигляд фазопараметричної характеристики на рис. 2.12.
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Рис. 2.12: Фазопараметрична характеристика системи (2.9), S : β =
−1.7

На рис. 2.12 бiфуркацiйне дерево має характерний вигляд для
переходу до хаосу за сценарiєм Фейгенбаума. Спостерiгається
послiдовнiсть розгалужень «гiлок» бiфуркацiйного дерева (у
точках, де лiнiя фазопараметричної характеристики подiляється на
двi при зростаннi параметру δ; точки розгалуження є точками
бiфуркацiй подвоєння), яка приводить до густо-чорної областi (яка
свiдчить про хаотичну динамiку системи). Розглянемо фазовi
портрети атракторiв, якi виникають у системi (2.9) внаслiдок
переходу до хаосу за сценарiєм Фейгенбаума.
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(а) δ = 0.31 (б) δ = 0.32

Рис. 2.13: Проекцiї фазових портретiв системи (2.9) iз параметрами
{α,A,B,N1, N3, µ1} = {−0.3, 1.12,−1.531,−1.2,−1, 0.5}

За сценарiєм Фейгенбаума у системi (2.9) виникає хаотичний
атрактор, проекцiя якого представлена на рис. 2.13(а). При
подальшому збiльшеннi значення запiзнювання δ цей атрактор
зникає внаслiдок однiєї жорсткої бiфуркацiї i виникає новий,
проекцiя якого наведена на рис. 2.13(б).
Отже, при дослiдженнях другої системи, яка враховує
запiзнювання впливу функцiонування джерела збуджень
(електродвигуна) на коливну систему (бак з рiдиною) було
встановлено, що при збiльшеннi значення запiзнювання δ система
може змiнювати характер динамiки з регулярного на хаотичний.
Також показано, що при параметрi запiзнювання δ, обраному в
якостi бiфуркацiйного, в системi реалiзуються деякi з класичних
сценарiїв переходу до хаосу.
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Висновки

Для неiдеальної динамiчної системи «бак з рiдиною — джерело
збуджень» (модель Краснопольскої - Майлса) отриманi наступнi
результати:

1. Проведено дослiдження впливу факторiв запiзнювання на
динамiчну систему «бак з рiдиною – джерело збудження»
(модель Краснопольської – Майлса). Встановлено, що
наявнiсть запiзнювання може суттєво змiнювати динамiчну
поведiнку такої системи. На пiдставi проведеного комплексу
чисельних розрахункiв за основними алгоритмами сучасної
хаотичної динамiки виявлено, що нехтування факторами
запiзнювання може призвести до помилок у визначеннi типiв
атракторiв системи. Так, граничнi цикли можуть виявитися
хаотичними атракторами i навпаки, хаотичнi атрактори –
граничними циклами. Також, розглянутi деякi бiфуркацiї в
системi Краснопольської – Майлса, коли в якостi
бiфуркацiйного параметру виступає запiзнювання;

2. Побудованi карти динамiчних режимiв для моделi
урахування запiзнювання оберненого впливу баку з рiдиною
на джерело збуджень.
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