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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 8.

ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ ËIÍIÉÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÃÎ

ÐIÂÍßÍÍß Â ÏÐÎÑÒÎÐI R3

Í.Î. Àíòîíþê, À.Â. Ñèðîòåíêî

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Âèçíà÷èìî B1 òà B2 ÿê áàíàõîâi ïðîñòîðè. Ïîêëàäåìî B ∈ L(B1), A ∈ L(B2) òà

Y ∈ L(B1,B2) � çàäàíi ëiíiéíi îïåðàòîðè, à òàêîæ X ∈ L(B1,B2) � øóêàíèé ëiíiéíèé

îïåðàòîð.

Âiäîìèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò [1]:

Ðiâíÿííÿ

n∑
i,j=0

cijA
iXBj = Y, (1)

äå cij ∈ C � äåÿêi êîìïëåêñíi ÷èñëà, ìà¹ äëÿ äîâiëüíîãî Y ∈ L(B1,B2) ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê X ∈ L(B1,B2) òîäi, êîëè

P (λ, µ) =
n∑

i,j=0

cijλ
iµj ̸= 0

äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ ïàð ÷èñåë λ, µ òàêèõ, ùî λ ∈ σ(A) i µ ∈ σ(B), òîáòî íàëåæàòü

ñïåêòðàì îïåðàòîðiâ A òà B âiäïîâiäíî.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèäi

X = − 1

4π2

∮
ΓA

∮
ΓB

(A− λI)−1X(B − µI)−1

P (λ, µ)
dλdµ, (2)

äå îïåðàòîðè I � òîòîæíi íà B1 òà B2, à ΓA òà ΓB � ãëàäêi êîíòóðè, ùî ïîâíiñòþ

ìiñòÿòü ñïåêòðè îïåðàòîðiâ A òà B âiäïîâiäíî.

Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ (1)

AX −XB = Y (3)

ïðè óìîâi B1 = B2 = R3.

Äëÿ âèïàäêó, êîëè îïåðàòîðè A òà B, ùî ó îáðàíèõ ïðîñòîðàõ ìîæóòü áóòè ïðåä-

ñòàâëåíi ìàòðèöÿìè, ìàþòü ïî òðè ïîïàðíî ðiçíèõ âëàñíèõ ÷èñëà, áóëî îòðèìàíî

íàñòóïíó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó (2) ðiâíÿííÿ (3):

© Àíòîíþê Í.Î. , À.Â. Ñèðîòåíêî, 2023
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X =
3∑
i=1

3∑
j=1

A∗(λi) · Y ·B∗(µj)

(λi − µj)
3∏

k=1
k ̸=i

(λi − λk)
3∏
l=1
l ̸=j

(µj − µl)

,

äå

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , B =

b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 , Y =

y11 y12 y13

y21 y22 y23

y31 y32 y33

 ,

λ1 ̸= λ2 ̸= λ3 ̸= λ1 � âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A, µ1 ̸= µ2 ̸= µ3 ̸= µ1 � âëàñíi ÷èñëà

ìàòðèöi B,

A∗(λ) =

λ
2 − (a22 + a33)λ+ a22a33 − a23a32 0 0

a21λ+ a23a31 − a21a33 0 0

a31λ+ a21a32 − a31a22 0 0

+

+

0 a12λ+ a13a32 − a12a33 0

0 λ2 − (a11 + a33)λ+ a11a33 − a13a31 0

0 a32λ+ a12a31 − a11a32 0

+

+

0 0 a13λ+ a12a23 − a13a22

0 0 a23λ+ a21a13 − a11a23

0 0 λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a12a21

 ,

B∗(µ) =

µ
2 − (b22 + b33)µ+ b22b33 − b23b32 0 0

b21µ+ b23b31 − b21b33 0 0

b31µ+ b21b32 − b31b22 0 0

+

+

0 b12µ+ b13b32 − b12b33 0

0 µ2 − (b11 + b33)µ+ b11b33 − b13b31 0

0 b32µ+ b12b31 − b11b32 0

+

+

0 0 b13µ+ b12b23 − b13b22

0 0 b23µ+ b21b13 − b11b23

0 0 µ2 − (b11 + b22)µ+ b11b22 − b12b21

 .

Ëiòåðàòóðà

[1] Äàëåöêèé Þ.Ë., Êðåéí Ì.Ã. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. �Ìîñêâà: Íàóêà, 1970. � 536 ñ.
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 10.

ÏÐÎ ÐIÂÍÎÌIÐÍÈÉ ÇÀÊÎÍ ÂÅËÈÊÈÕ ×ÈÑÅË

Â.Þ. Áîãäàíñüêèé

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ó ðîáîòi [1] äîâîäèòüñÿ íàñòóïíèé ðiâíîìiðíèé ÇÂ× äëÿ ïðîöåñiâ, iíäåêñîâàíèõ

ìíîæèíàìè:

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé J = {1, 2, . . .}d , {Xj} � íåçàëåæíi òà îäíàêîâî ðîçïîäi-

ëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç E|Xj| < ∞ òà E[Xj] = 0; A � ñóêóïíiñòü ïiäìíîæèí

[0, 1]d, íà ÿêó íàêëàäåíî ïåâíi óìîâè. Ïîçíà÷èìî S(B) =
∑

j∈BXj. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíèé ðiâíîìiðíèé ÇÂ×:

sup
A∈A

∣∣∣∣S(nA)nd

∣∣∣∣→ 0, ì.í. ïðè n→ ∞. (1)

Çàôiêñó¹ìî 1 < p < 2, ïåðåâèçíà÷èìî S(B) =
∑

j∈J |B ∩ Cj| ·Xj, äå Cj = (j − 1, j],

| · | � ìiðà Ëåáåãà (ÿê ó ðîáîòi [2]) òà ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ: ÿê òðåáà çìiíèòè óìîâè,

íàêëàäåíi íà {Xj} òà A, ùîá âèêîíóâàëîñü ñèëüíiøå çà 1 òâåðäæåííÿ:

sup
A∈A

∣∣∣∣S(nA)nd/p

∣∣∣∣→ 0, ì.í. ïðè n→ ∞. (2)

Íåîáõiäíîþ äîäàòêîâîþ óìîâîþ íà {Xj} áóäå E|Xj|p < ∞. Îáìåæèìîñü âèïàä-

êîì d = 1. Óìîâè íà A ç òåîðåìè 1 äîñòàòíüî, ùîá U = C(Ā, R) áóâ ñåïàðàáåëüíèì
áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, äå Ā � çàìèêàííÿ A ó ïðîñòîði ïiäìíîæèí [0, 1] ç ìåòðèêîþ

ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi. Òâåðäæåííÿ 2 ñòà¹ ðiâíîñèëüíèì çáiæíîñòi ì.í. âèïàäêîâèõ åëå-

ìåíòiâ çi çíà÷åííÿìè â U :

Sn
n1/p

→ 0, ì.í. ïðè n→ ∞, (3)

äå Sn(A) = S(nA).

Iñíó¹ áàãàòî ðåçóëüòàòiâ ùîäî çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë Ìàðöèíêåâè÷à-Çiãìóíäà äëÿ

âèïàäêîâèõ åëåìåíòiâ çi çíà÷åííÿìè ó ñåïàðàáåëüíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âèäó

Sn =
∑n

k=1 ankXk, äå {Xk} � âèïàäêîâi åëåìåíòè, à {ank} � äiéñíi êîíñòàíòè. Ó íàñ æå

âèïàäîê òèïó Sn =
∑n

k=1Xk ·ank, äå {Xk} � âèïàäêîâi âåëè÷èíè, à {ank} � íåâèïàäêîâi
åëåìåíòè U . Iñíóþòü ðåçóëüòàòè äëÿ Sn =

∑n
k=1Xnk, äå {Xnk} � ïîñòðîêîâî (äëÿ

êîæíîãî n) íåçàëåæíi âèïàäêîâi åëåìåíòè (ùî âèêîíó¹òüñÿ), àëå âîíè âèìàãàþòü

çàíàäòî ñèëüíi äîäàòêîâi óìîâè. Îñêiëüêè U , ÿê ñåïàðàáåëüíèé áàíàõîâèé ïðîñòið, ¹

içîìîðôíèì çàìêíóòîìó ïiäïðîñòîðó C([0, 1]), òî òâåðäæåííÿ 3 áóäå åêâiâàëåíòíèì

© Â.Þ. Áîãäàíñüêèé, 2023
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òâåðäæåííþ ïðî çáiæíiñòü ì.í. âèïàäêîâèõ ïîëiíîìiâ; àëå âiäîìi ðåçóëüòàòè òåæ

ïîòðåáóþòü çàíàäòî ñèëüíi óìîâè íà {Xj}.
Ïîäÿêà. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó çà ïiäòðèìêó Íàöiîíàëüíîìó ôîíäó äîñëiäæåíü

Óêðà¨íè (ïðî¹êò 2020.02/0014 "Àñèìïòîòè÷íi ðåæèìè çáóðåíèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü:

íà ìåæi ñó÷àñíî¨ òà êëàñè÷íî¨ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé").

Ëiòåðàòóðà

[1] R. F. Bass and R. Pyke A strong law of large numbers for partial-sum processes indexed by sets // Ann.

Probab., 12, (1984), 268�271.

[2] R. F. Bass and R. Pyke Functional Law of the Iterated Logarithm and Uniform Central Limit Theorem for

partial-sum processes indexed by sets // Ann. Probab., 12, (1984), 13-34.
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 12.

ÃÐÀÍÈ×ÍI ÒÅÎÐÅÌÈ ÄËß ÖÈÊËIÂ

ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ ÞÅÍÑÀ

Î.À. Ãàëãàíîâ

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Âñòóï. Íåõàé σn � âèïàäêîâà ïåðåñòàíîâêà, ùî îáðàíà ç ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn

âiäïîâiäíî äî ðîçïîäiëó Þåíñà:

P(σn = π) =
θ(π)

θ(θ + 1) . . . (θ + n− 1)
, π ∈ Sn,

äå θ > 0 ¹ çàäàíèì ïàðàìåòðîì, à (π) ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü öèêëiâ â π. Ó âèïàäêó θ = 1

ðîçïîäië ¹ ðiâíîìiðíèì.

Äëÿ êîæíîãî k ∈ N ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü òî÷êîâèõ ïðîöåñiâ

P (k)
n =

∑
i1,...,ik∈{1,...,n}

δ( i1
n
,...,

ik
n )

1 {σn(i1) = i2, ..., σn(ik−1) = ik, σn(ik) = i1} ,

âèçíà÷åíèõ íà ìíîæèíi

Sk =
{
(x1, ..., xk) ∈ [0, 1]k : xi ̸= xj ∀i ̸= j, x1 < min {x2, ..., xk}

}
.

Òóò δx ïîçíà÷à¹ ìiðó Äiðàêà â x.

Çîêðåìà, P (k)
n (Sk) ¹ êiëüêiñòþ öèêëiâ äîâæèíè k â σn. Âiäîìî [1], ùî ãðàíè÷íèì

ðîçïîäiëîì P
(k)
n (Sk) ïðè n→ ∞ ¹ Pois(θ/k).

Ðåçóëüòàòè. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ òåîðåìà ïðî ãðóáó çáiæíiñòü çà ðîçïîäiëîì

ïîñëiäîâíîñòi
(
P

(k)
n , n ≥ 1

)
äî îäíîðiäíîãî òî÷êîâîãî ïðîöåñó Ïóàññîíà N (k) ç iíòåí-

ñèâíiñòþ θ íà Sk. Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ äëÿ ôóíêöiî-

íàëiâ íà ïðîñòîði òî÷êîâèõ ìið îòðèìàíî ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè íàéìåíøî¨ íà íàéáiëü-

øî¨ íåðóõîìèõ òî÷îê, ñóìè íåðóõîìèõ òî÷îê, íàéìåíøîãî òà íàéáiëüøîãî ñïåéñèíãiâ

ìiæ íåðóõîìèìè òî÷êàìè, à òàêîæ ãðàíè÷íó òåîðåìó äëÿ òî÷êîâîãî ïðîöåñó ðiçíèöü

ìiæ íàéáiëüøèì òà íàéìåíøèì åëåìåíòàìè â öèêëàõ äîâæèíè k.

Ëiòåðàòóðà

[1] Richard Arratia, A. D. Barbour, and Simon Tavar�e. Logarithmic combinatorial structures: A probabilistic

approach. EMS Monogr. Math. Z�urich: European Mathematical Society (EMS), 2003.

© Î.À. Ãàëãàíîâ, 2023
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 13.

ÊÎÍÑÈÑÒÅÍÒÍIÑÒÜ ÎÍÊ ÀÌÏËIÒÓÄ ÒÀ

ÊÓÒÎÂÈÕ ×ÀÑÒÎÒ ×ÈÐÏÎÂÀÍÎÃÎ ÑÈÃÍÀËÓ

Â.Â. Ãëàäóí, Î.Â. Iâàíîâ

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ó äîïîâiäi ìè ðîçãëÿäà¹ìî íåïåðåðâíèé ó ÷àñi ìíîæèííèé ÷èðïîâàíèé ñèãíàë

(àíãë. chirp signal), ùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íà ôîíi àäèòèâíîãî âèïàäêîâîãî øóìó i äîâî-

äèìî ñèëüíó êîíñèñòåíòíiñòü îöiíêè íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ (ÎÍÊ) íåâiäîìèõ ïàðàìå-

òðiâ ñèãíàëó. Äëÿ ìîäåëåé ç äèñêðåòíèì ÷àñîì ðÿä ðåçóëüòàòiâ ùîäî êîíñèñòåíòíîñòi

òà àñèìïòîòè÷íî¨ íîðìàëüíîñòi ÎÍÊ, òà äåÿêèõ iíøèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ ÷èðïîâà-

íîãî ñèãíàëó áóëè îòðèìàíi ó âåëèêié êiëüêîñòi ðîáiò (äèâ., íàïðèêëàä, [1, 2]).

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ñïîñòåðiãà¹ìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ

X(t) = g(t, θ0) + ε(t), t ∈ [0,+∞), äå

g(t, θ0) =
N∑
j=1

(
A0
j cos

(
ϕ0
j t+ ψ0

j t
2
)
+B0

j sin
(
ϕ0
j t+ ψ0

j t
2
))
, (1)

θ0 =
(
A0

1, B
0
1 , ϕ

0
1, ψ

0
1, ..., A

0
N , B

0
N , ϕ

0
N , ψ

0
N

)
, (2)(

A0
j

)2
+
(
B0
j

)2
> 0, j = 1, N ; ε = {ε(t), t ∈ R} ¹ âèïàäêîâèì øóìîì i çàäîâîëüíÿ¹

íàñòóïíié âèìîçi.

A. ε � âèáiðêîâî íåïåðåðâíèé ñòàöiîíàðíèé ãàóññiâñüêèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç íó-

ëüîâèì ñåðåäíiì òà êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ (ê.ô.) B(t) = Eε(t)ε(0), t ∈ R, ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ îäíó ç óìîâ:

(i) B(t) = L(|t|)|t|−α, α ∈ (0, 1), äå L� íåñïàäíà ïîâiëüíî çìiííà íà íåñêií÷åííîñòi

ôóíêöiÿ;

(ii) B(·) ∈ L1(R).

Äëÿ äîâåäåííÿ êîíñèñòåíòíîñòi îöiíêè íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ (2) íåîáõiäíî çìiíèòè

ñòàíäàðòíå îçíà÷åííÿ ÎÍÊ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïàðàìåòðè÷íi ìíîæèíè, ùî äîçâîëÿòü

äîáðå ðîçðiçíÿòè ïàðàìåòðè ìîäåëi (äèâ. [3]).

Ðîçìiñòèìî ïàðàìåòðè ψ0 = (ψ0
1, ..., ψ

0
N) â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ i ïðèïóñòèìî, ùî

ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà, â ÿêié áóäåìî øóêàòè îöiíêó íåâiäîìèõ iñòèííèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðà ψ, ìà¹ âèãëÿä

ψ0 ∈ Ψ(ψ, ψ) =
{
ψ = (ψ1, ..., ψN) : 0 ≤ ψ < ψ1 < ... < ψN < ψ < +∞

}
.

© Â.Â. Ãëàäóí, Î.Â. Iâàíîâ, 2023
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Â ñâîþ ÷åðãó, òàêîæ ââåäåìî ïàðàìåòðè÷íó ìíîæèíó

ϕ0 ∈ Φ(ϕ, ϕ) =
{
ϕ = (ϕ1, ..., ϕN) : 0 ≤ ϕ < ϕj < ϕ < +∞, j = 1, N

}
.

Ðîçãëÿíåìî ìîíîòîííî íåñïàäíó ñiì'þ âiäêðèòèõ ìíîæèí ΨT ⊂
Ψ
(
ψ, ψ

)
, T > T0 > 0, ùî ìiñòèòü âåêòîð ψ0, òàêó, ùî

⋃
T>T0

ΨT = Ψ̃,

Ψ̃c = Ψc
(
ψ, ψ

)
, i âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà âèìîãà.

B. lim
T→∞

inf
1≤j≤N−1
ψ∈ΨT

T 2 (ψj+1 − ψj) = +∞; lim
T→∞

inf
ψ∈ΨT

T 2ψ1 = +∞.

Îçíà÷åííÿ 1. Áóäü-ÿêèé âèïàäêîâèé âåêòîð

θT = (A1T , B1T , ϕ1T , ψ1T , ..., ANT , BNT , ϕNT , ψNT ),

ùî ìiíiìiçó¹ çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó QT (θ) = T−M ∫ T
0
[X(t)− g(t, θ)]2 dt íà ïàðàìåòðè-

÷íié ìíîæèíi Θc
T ⊂ R4N , äå àìïëiòóäè Aj, Bj, j = 1, N , ïðèéìàþòü áóäü-ÿêi çíà÷åííÿ,

à ïàðàìåòðè (ϕ, ψ) ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ó ìíîæèíi Φc(ϕ, ϕ) × Ψc
T , T > T0 > 0, íàçè-

âà¹òüñÿ ÎÍÊ ïàðàìåòðà θ0.

Ó äàíié äîïîâiäi äîñëiäæó¹òüñÿ ñàìå òàêà îöiíêà θT , âèçíà÷åíà íà ïàðàìåòðè÷íié

ìíîæèíi Θc
T , ùî çàëåæèòü âiä T .

Âàæëèâèì êðîêîì äîâåäåííÿ êîíñèñòåíòíîñòi ÎÍÊ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà, ùî ÿâëÿ¹

ñîáîþ ðiâíîìiðíèé çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë äëÿ çàäàíîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, çâàæå-

íîãî òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè (1).

Òåîðåìà 1. ßêùî âèêîíàíî óìîâó A, òî

ξT = sup
ϕ,ψ∈R

∣∣∣∣T−1

∫ T

0

e−i(ϕt+ψt
2)ε(t)dt

∣∣∣∣→ 0 ì.í., ïðè T → ∞.

Ñïèðàþ÷èñü íà ðåçóëüòàò òåîðåìè 1, ìè äîâîäèìî íàñòóïíó òåîðåìó, ùî ¹ îñíîâíèì

ðåçóëüòàòîì äàíî¨ äîïîâiäi.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A òà B. Òîäi ÎÍÊ θT ¹ ñèëüíî êîíñè-

ñòåíòíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ0 â ñåíñi, ùî AjT → A0
j , BjT → B0

j , T
(
ϕjT − ϕ0

j

)
→

0, T 2
(
ψjT − ψ0

j

)
→ 0 ì.í., ïðè T → ∞, j = 1, N.
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 15.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌÈ

ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÑÈÑÒÅÌ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Ñ.Â. Ãðèùåíêî

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâi àëãîðèòìó äëÿ íàáëèæåííÿ ìíîãî÷ëåíàìè ðîçâ'ÿçêiâ

ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà îñíîâi âiäîìîãî à�ìåòîäó Â. Ê. Äçÿäèêà.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

x′ = A(t)x(t) + f(t), (1)

äå

A(t) =

(
a11(t) a12(t)

a21(t) a22(t)

)
, x(t) =

(
x1(t)

x2(t)

)
, f(t) =

(
f1(t)

f2(t)

)
, (2)

aij(t), fi(t) � çàäàíi ïîëiíîìiàëüíi ôóíêöi¨ äëÿ t ∈ [0;H],

x1(0) = x01, x2(0) = x02. (3)

Âiäïîâiäíî äî ñõåìè à�ìåòîäó (äèâ. [1], [2]) ïåðåéäåìî âiä çàäà÷i (1)�(3) äî åêâiâà-

ëåíòíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü òèïó Âîëüòåðè:
x1(t) = x1(0) +

∫ t

0

(a11(t)x1(t) + a12(t)x2(t) + f(t)) dt;

x2(t) = x2(0) +

∫ t

0

(a21(t)x1(t) + a22(t)x2(t) + f(t)) dt.

(4)

Äàëi ñèñòåìi (4) ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìó íàáëèæåíèõ (¾çáóðåíèõ¿) iíòåãðî�

ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü:
xn1 (t) = x1(0) +

∫ t

0

(a11(t)x
n
1 (t) + a12(t)x

n
2 (t) + f(t)) dt− εN1

1 (t);

xn2 (t) = x2(0) +

∫ t

0

(a21(t)x
n
1 (t) + a22(t)x

n
2 (t) + f(t)) dt− εN2

2 (t),

(5)

äå xn1 (t), x
n
2 (t) � íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ïîëiíîìiâ

xn1 (t) =
n∑
k=0

ck · tk; xn2 (t) =
n∑
k=0

lk · tk (6)

ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè ck, lk, k = 0, n.

© Ñ.Â. Ãðèùåíêî, 2023
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Ìíîãî÷ëåíè εN1
1 , εN2

2 çàïèñóþòüñÿ ÷åðåç ìíîãî÷ëåíè ×åáèøîâà I ðîäó Tk(t) =

cos(k arccos t),

εN1
1 (t) =

N1∑
i=1

τn+iTn+i

(
t

h

)
; εN2

2 (t) =

N2∑
j=1

φn+jTn+j

(
t

h

)
, (7)

äå

N1 = max(na11 + 1, na12 + 1, nf + 1− n),

N2 = max(na21 + 1, na22 + 1, nf + 1− n),

τn+i, φn+j � íåâiäîìi äîäàòêîâi ïàðàìåòðè.

Òåïåð, ïiäñòàâèìî (6)�(7) â (5), îòðèìà¹ìî ñèñòåìó äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ ck,

lk (k = 0, n) òà äîïîìiæíèõ ïàðàìåòðiâ τn+i, φn+j (i = 0, N1; j = 0, N2).

Ïðèêëàä 1. Äëÿ ðåàëiçàöi¨ çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó áóëà îáðàíà çàäà÷à Êîøi:{
x′1(t) = 2t · x1(t) + x2(t)

x′2(t) = x1(t) + 2t · x2(t)
, t ∈ [0; 1], (8)

x1(0) = 1; x2(0) = 0. (9)

Òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè áóäå:
x1(t) =

1

exp 2 + 1
(exp(t+ t2) + exp 2 · exp(−t+ t2))

x2(t) =
1

exp 2 + 1
(exp(t+ t2)− exp 2 · exp(−t+ t2))

.

Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8)�(9), ïîáóäîâàíèé íà îñíîâi à�ìåòîäó Â. Ê. Äçÿ-

äèêà: {
x1(t) = 1, 13− 1, 94t+ 4, 74t2

x2(t) = 0, 13− 1, 05t+ 3, 86t2
.

Îòðèìàíå íàáëèæåííÿ äîáðå iëþñòðó¹ åôåêòèâíiñòü òà äîöiëüíiñòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ

çàäà÷i (8)�(9) íàâåäåíèì àëãîðèòìîì.

Ëiòåðàòóðà

[1] Äçÿäûê Â. Ê. Àïïðîêñèìàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. �
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[2] Bilenko V. I., Bozhonok K. V., Dzyadyk S. Yu. Piecewise�Polynomial Approximations for the Solutions

of Impulsive Di�erential Equations. // Ukrainian Mathematical Journal. � 2019. � 71, No. 2. � P. 190�201.
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 17.

ÊÎÍÑÈÑÒÅÍÒÍIÑÒÜ ÎÖIÍÊÈ ÍÀÉÌÅÍØÈÕ ÊÂÀÄÐÀÒIÂ

ÏÀÐÀÌÅÒÐIÂ ÁÀÃÀÒÎÂÈÌIÐÍÎ�

ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÍÎ� ÌÎÄÅËI ÐÅÃÐÅÑI�

Î.Â. Äèêèé, Î.Â. Iâàíîâ

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íåõàé ⟨φ, t⟩ =
M∑
l=1

φltl, ∥t∥ =
√

⟨t, t⟩, M ≥ 3.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïîñòåðiãà¹ìî âèïàäêîâå ïîëå

X(t) =
N∑
k=1

(
A0
k cos ⟨φ0

k, t⟩+B0
k sin ⟨φ0

k, t⟩
)
+ ε (t) , t ∈ [0, T ]M ,

θ0 =
(
A0

1, B
0
1 , φ

0
11, ..., φ

0
M1, ..., A

0
N , B

0
N , φ

0
1N , ..., φ

0
MN

)
,

(1)

(A0
k)

2
+(B0

k)
2
> 0, k = 1, N, � âåêòîð iñòèííèõ çíà÷åíü íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ. ×èñëî

N ≥ 1 âiäîìå, ε =
{
ε (t) , t ∈ RM

}
� âèïàäêîâèé øóì, ñòîñîâíî ÿêîãî ìè ðîáèìî

íàñòóïíå ïðèïóùåííÿ.

A. ε � âèáiðêîâî íåïåðåðâíå îäíîðiäíå ãàóññiâñüêå ïîëå ç íóëüîâèì ñåðåäíiì i

êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ B (t) = Eε (t) ε (0) , t ∈ RM , ùî çàäîâîëüíÿ¹ îäíó ç óìîâ:

(i) ε � içîòðîïíå ïîëå i B (t) = B̃ (∥t∥) = L (∥t∥) /∥t∥α, α ∈
(
0,M −

[
M
2

])
, ç

íåñïàäíîþ ïîâiëüíî çìiííîþ íà íåñêií÷åííîñòi ôóíêöi¹þ L;

(ii) B (·) ∈ L1

(
RM
)
.

Äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë 0 ≤ φ
l
< φl < ∞, l = 1,M ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè Λl ={

φl = (φl1, ..., φlN) ∈ RN : 0 ≤ φ
l
< φlk < φl, k = 1, N

}
, l = 1,M , ùî ìiñòÿòü âñi

iñòèííi çíà÷åííÿ ÷àñòîò φlk. Ðîçãëÿíåìî ìîíîòîííî íåñïàäíó ñiì'þ âiäêðèòèõ ìíî-

æèí ΛlT ⊂ Λl, l = 1,M, T > T0, òàêèõ ùî

( ⋃
T>T0

ΛlT

)c
= Λcl òà çàäîâîëüíÿþòü

íàñòóïíi óìîâè.

B. Äëÿ l = 1,M òà k, k′ = 1, N

(1) φ0
l = (φ0

l1, ..., φ
0
lN) ∈ ΛlT , T > T0;

(2) lim
T→∞

inf
φl∈ΛlT

T |φlk − φlk′ | = ∞, k ̸= k′;

(3) lim
T→∞

inf
φl∈ΛlT

Tφlk = ∞.

Îçíà÷åííÿ 1. Áóäü-ÿêèé âèïàäêîâèé âåêòîð

θT = (A1T , B1T , φ11,T , ..., φM1,T , ..., ANT , BNT , φ1N,T , ..., φMN,T )

© Î.Â. Äèêèé, Î.Â. Iâàíîâ, 2023
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òàêèé, ùî âií ¹ òî÷êîþ àáñîëþòíîãî ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëó

QT (θ) = T−M
∫

[0,T ]M

[X (t)− g (t, θ)]2 dt,

â ïàðàìåòðè÷íié ìíîæèíi Θc
T ⊂ R(M+2)N , äå àìïëiòóäè Ak, Bk, k = 1, N , ìîæóòü

íàáóâàòè áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü, à êóòîâi ÷àñòîòè íàáóâàþòü çíà÷åíü ó ìíîæèíi

ΛcT =
M∏
l=1

ΛclT , T > T0 > 0,

íàçèâà¹òüñÿ îöiíêîþ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ0, îòðèìàíîþ çà

ñïîñòåðåæåííÿìè {X (t) , t ∈ [0, T ]M}.
Äîâåäåíî ðiâíîìiðíèé ïîñèëåíèé çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë äëÿ ôiíiòíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹ âèïàäêîâîãî ïîëÿ ε.

Òåîðåìà 1. ßêùî âèêîíàíî óìîâó A, òî ïðè T → ∞

ξT = sup
φ∈RM

∣∣∣∣∣∣∣T−M
∫

[0,T ]M

e−i⟨φ,t⟩ε (t) dt

∣∣∣∣∣∣∣→ 0 ì.í.

Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ñèëüíó êîíñèñòåíòíiñòü ÎÍÊ θT âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ0

òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ìîäåëi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè A òà B. Òîäi ÎÍÊ θT ¹ ñèëüíî êîíñèñòåíòíîþ

îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ0 â òîìó ðîçóìiííi, ùî AkT → A0
k, BkT → B0

k, T (φlk,T − φ0
lk) →

0, ì.í. ïðè T → ∞, l = 1,M, k = 1, N .

Ó äîâåäåííi Òåîðåìè 2 iñòîòíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ Òåîðåìà 1. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

Òåîðåìà 2 óçàãàëüíþ¹ âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè [1], îòðèìàíèé äëÿ M = 2.

Ëiòåðàòóðà

[1] Ivanov, A.V., Malyar, O.V. Consistency of the least squares estimators of parameters in the texture surface

sinusoidal model // Theory Probab. Math. Stat. � 2018. � 97. � Ñ. 73�84.
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 19.

ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ßÊÎÑÒI ÌÎÄÅËI Ç ÐÈÍÊÎÂÈÌ ×ÀÑÎÌ

Ì.Â. Äóáíèöüêà

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Âiäòîäi, ÿê â 1900-õ ðîêàõ ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Ëó¨ Áàøåëü¹ ðîçðîáèâ ïåðøó

ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ � ìîäåëü áðîóíiâñüêîãî ðóõó äëÿ îïèñó öi-

íîâî¨ äèíàìiêè àêöié � âäîñêîíàëåííÿ òà ñòâîðåííÿ íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé

ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ íå çóïèíÿ¹òüñÿ i ñüîãîäíi, àäæå ðiçíi ìîäåëi ìîæóòü êðàùå àáî

ãiðøå îïèñóâàòè ðiçíi àñïåêòè äîñëiäæóâàíèõ ïðîöåñiâ. Âèíèêà¹ ïðîáëåìà îöiíêè

ÿêîñòi îáðàíî¨ ìîäåëi. Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ÿêîñòi ìîäåëi ç ðèíêî-

âèì ÷àñîì çà äîïîìîãîþ îöiíþâàííÿ ñòàòèñòè÷íèõ ïîõèáîê RPE òà ARPE [1].

Äëÿ îöiíêè ìîäåëi çàñòîñîâóþòüñÿ äâà ïîêàçíèêè ñòàòèñòè÷íî¨ ïîõèáêè äëÿ êiëü-

êiñíîãî âèçíà÷åííÿ âiäõèëåííÿ òåîðåòè÷íèõ öií îïöiîíiâ âiä öií, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ

íà ðèíêó. RPE òà ARPE âèçíà÷àþòüñÿ ÿê:

RPE =
p̂i − pi
pi

(1)

ARPE =
∣∣ p̂i − pi

pi

∣∣ (2)

äå:

• p̂i � òåîðåòè÷íà öiíà îïöiîíó, îáðàõîâàíà çà ìîäåëëþ,
• pi � ôàêòè÷íà ðèíêîâà öiíà;

äëÿ ìîäåëi ç ðèíêîâèì ÷àñîì [2]

dPt
Pt

= µdt+ θdTt + σdWTt

äå:

• Pt � öiíà àêöi¨, â ìîìåíò ÷àñó, t
• WTt � ãåîìåòðè÷íèé áðîóíiâñüêèé ðóõ,

• µ, σ, θ � ïàðàìåòðè ìîäåëi,
• Tt � ðèíêîâèé ÷àñ.

Ðèíêîâèé ÷àñ Tt � öå äîäàòíèé, íåñïàäíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ:

T0 = 0, Tt =

[t]∑
i=1

τi + τ[t]+1(t− [t])

äå:

© Ì.Â. Äóáíèöüêà, 2023
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• τt � ïîñëiäîâíiñòü ñòàöiîíàðíèõ ïðèðîñòiâ ÷àñó, íåîáîâ'ÿçêîâî íåçàëåæíèõ, òà-
êèõ, ùî ïiäêîðþþòüñÿ îáåðíåíîìó ãàììà ðîçïîäiëó.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïîðiâíþþòüñÿ iç ñòàòèñòè÷íèìè ïîõèáêàìè (1) i (2), îáðà-

õîâàíèìè äëÿ ìîäåëi Áëåêà-Øîóëçà. Ñòàòèñòè÷íi ïîõèáêè (1) i (2) äîñëiäæåíi çà

äîïîìîãîþ ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó. Ðåãðåñóþòüñÿ ïîõèáêè ARPE íà ÷àñ äî çàñòîñóâà-

ííÿ (â ðîêàõ) Time tomaturity, ãðîøîâiñòü îïöiîíó Moneyness òà äâiéêîâó çìiííó

Call, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1, ÿêùî ìà¹ìî êîëë-îïöiîí.

APRE = a0 + a1Time tomaturity + a2Moneyness+ a3Call + ϵ, ϵ ∼ N(0;σ2),

äå:

• a0, a1, a2, a3 � ïàðàìåòðè ðåãðåñi¨,
• ϵ � áiëèé øóì.

Ó ðåçóëüòàòi äîñëiäæåííÿ çðîáëåíi âèñíîâêè ùîäî óïåðåäæåíîñòi òà åôôåêòèâíî-

ñòi ìîäåëi.

Ëiòåðàòóðà

[1] Christian Schittenkopf, Alfred Lehar, Martin Scheicher (2002) GARCH vs Stochastic Volatility: Option Pricing

and Risk Management. � Journal of Banking & Finance, Volume 26, Issues 2�3, 323�345 p.

[2] F. Castellia, N. N. Leonenkob, and N. Shchestyukc (2017) Student-like models for risky asset with

dependence.�Stochastic Analysis and Applications, Volume 35, Issue 3, 452�464 p.



21
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ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÐÈÇÈÊÓ Â ÌÎÄÅËI

Ç ÀÊÒÈÂÍÈÌ ÐÈÍÊÎÂÈÌ ×ÀÑÎÌ

Ä.Â. Çàñóõà

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ïîðiâíÿííÿ ÿêîñòi ìîäåëåé â ñåíñi îá÷èñëåííÿ ðèçèêó ¹ âàæëèâîþ ÷àñòèíîþ ñüî-

ãîäíiøíiõ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äîçâîëÿþòü ðàõóâàòè ñïðàâåäëèâi

öiíè, ñïðîãíîçóâàòè ðóõ öiííèõ ïàïåðiâ òà çíèçèòè ìîæëèâi ôiíàíñîâi çáèòêè. Àëå

êîðèñòóâàííÿ ìîäåëÿìè íåñå â ñîái ðèçèêè, ÿêi âàðòî îöiíèòè. Çà îñíîâó äîñëiäæåííÿ

áóëî âçÿòî ðåàëüíi äàíi äëÿ call îïöiîíiâ êîìïàíi¨ Tesla Inc.

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü ç àêòèâíèì ðèíêîâèì ÷àñîì Tt, äå ÷àñ ïðåä-

ñòàâëåíèé ó âèãëÿäi äîäàòíüîãî, íåñïàäàþ÷îãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó, çi ñòàöiîíàðíè-

ìè ïðèðîñòàìè τt, ÿêi ïiäêîðþþòüñÿ îáåðíåíîìó ãàììà-ðîçïîäiëó RΓ(ν2 ,
δ2

2
) [1]. Öiíà

îïöiîíó call çà äàíîþ ìîäåëëþ ðàõó¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

C(Y,K) =
∞∫
0

(P0Φ(d1)−Ke−rYΦ(d2))fTY (t)dt

• d1 =
log

P0
K

+rY+ 1
2
σ2t

σ
√
t

, d2 =
log

P0
K

+rY− 1
2
σ2t

σ
√
t

,

• Φ(∗) � ñòàíäàðòíà êóìóëÿòèâíà ôóíêöiÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó,
• fTY (t) � àïðîêñèìó¹òüñÿ ÿê ùiëüíiñòü â.â. 1√

Y
fRΓ(

u−E(
√
Y−Y )√
Y

, ν
2
, δ

2

2
);

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ðèçèêó çà öi¹þ ìîäåëëþ áóëî âèêîðèñòàíî âåëè÷èíó V aR(V alue-

at-Risk).

P (∆ν ≤ −V aR) = α,

äå α � ðiâåíü äîâiðè, ∆ν � çìiíà âàðòîñòi ïîðòôåëÿ äî íàñòóïíîãî òîðãîâîãî äíÿ.

Â ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíîãî äîñëiäæåííÿ áóëî îá÷èñëåíî çíà÷åííÿ V aR äëÿ ðiçíèõ

Strike öií K i ÷àñó äî çäiéñíåííÿ call îïöiîíiâ T êîìïàíi¨ Tesla Inc. çà ïåðiîä

10.02.2023�17.02.2023. Äàëi ïðè ïîðiâíÿííi çíàéäåíèõ çíà÷åíü V aR i ðåàëüíèõ öií call

îïöiîíiâ áóëî îòðèìàíî âèáiðêó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà ¹ áiíàðíîþ i îïèñó¹ ÷è ïåðå-

âèùèëè âòðàòè çíà÷åííÿ V aR. Äàëi öÿ âåëè÷èíà ïîðiâíþ¹òüñÿ ç òåñò-ñòàòèñòèêîþ [2],

ç ÿêî¨ ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ðèçèêè â ìîäåëi ç àêòèâíèì ðèíêîâèì ÷àñîì.

Ëiòåðàòóðà

[1] F. Castelli, N.N. Leonenko, N. Shchestyuk (2017) Student-like models for risky asset with dependence

// Stochastic Analysis and Applications, 35:3, 452�464 p.

[2] Christian Schittenkopf, Alfred Lehar, Martin Scheicher (2002) GARCH vs Stochastic Volatility: Option Pricing

and Risk Management. � Journal of Banking & Finance, Volume 26, Issues 2�3, 323�345 p.
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ÄÐÎÁÎÂÅ ×ÈÑËÅÍÍß ÒÀ ÉÎÃÎ ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß

Ó ÔIÍÀÍÑÎÂIÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÖI

Ä.�. Çóáðiöüêà

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ àíàëiòè÷íèõ òà íàáëèæåíèõ ïiäõîäiâ äî äðî-

áîâîãî ÷èñëåííÿ òà ¨õ âèêîðèñòàííÿ ó ôiíàíñîâié ìàòåìàòèöi. Öÿ òåìà ñòà¹ âñå áiëüø

àêòóàëüíîþ, îñêiëüêè çi çáiëüøåííÿì ðîçðàõóíêîâèõ ìîæëèâîñòåé êîìï'þòåðiâ áiëü-

øó òî÷íiñòü ìîäåëþâàííÿ ôiíàíñîâîãî ðèíêó ñòà¹ ìîæëèâî äîñÿãòè, ùî îçíà÷à¹

áiëüø íàäiéíèé òà ïðîçîðèé ïðîöåñ êóïiâëi òà ïðîäàæó öiííèõ ïàïåðiâ.

Ó ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëiòè÷íi òà íàáëèæåíi ïiäõîäè äî çíàõîäæåííÿ äðîáî-

âèõ äèôåðåíöiàëiâ. Íà îñíîâi ïiäõîäiâ Åéëåðà, Êàïóòî òà Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ ñêëàäíîùi ó ðîçðàõóíêàõ ïîâ'ÿçàíèõ ç äàíîþ ñôåðîþ ìàòåìàòèêè, à òàêîæ

íàâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà âiäïîâiäíi ãðàôiêè, âèâåäåíi çà

äîïîìîãîþ Python òà WolframAlpha äëÿ íàñòóïíèõ ïðîñòèõ ôóíêöié: xn, ex, sin(x).

Äàëi çàñòîñîâó¹òüñÿ ïiäõiä Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ äî äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ (1) ó

ñôåði ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè.

aD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

f(τ)dτ

(t− τ)α−n+1
. (1)

Ði÷ ó òîìó, ùî ïîâåäiíêà ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ â äåÿêèõ ñèòóàöiÿõ ïîäiáíà ó ñâî¨é

ïðèðîäi äî ïðîöåñó çíåðóõîìëåííÿ ñóáäèôóçiéíî¨ ÷àñòêè é öå äà¹ ìîæëèâiñòü âðà-

õóâàííÿ òàê çâàíèõ ïåðiîäiâ �ïîñòiéíîñòi� öiíè íà ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ.

ßêùî äëÿ îïèñó äèôóçiéíîãî ïðîöåñó Z(t) ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ìà¹ íàñòó-

ïíèé âèãëÿä:

df(x, τ)

dτ
= −

(
µ+

σ2

2

)
∂

∂x
xf(x, τ) +

σ2

2

∂2

∂x2
x2f(x, τ),

äå ∂
∂x
f(x, τ), ∂2

∂x2
f(x, τ) � ÷àñòêîâi ïîõiäíi âiä äàíî¨ ôóíêöi¨.

Òîäi äëÿ îïèñó ïðîöåñó ñóáäèôóçiéíî¨ ìîäåëi Z(Sα(t)), äå Sα(t) íàçèâà¹òüñÿ hitting

time(îáåðíåíèé ñóáîðäèíàòîð), ìà¹ìî ôðàêòàëüíå ñòîõàñòè÷íå äèôðiâíÿííÿ:

∂w(x, t)

∂t
= 0D

1−α
t

[
−
(
µ+

σ2

2

)
∂

∂x
xw(x, t) +

σ2

2

∂2

∂x2
x2w(x, t)

]
,

äå 0D
1−α
t (f) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1).

Hitting time(îáåðíåíèé ñóáîðäèíàòîð) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:
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Sα(t) = inf {τ > 0 : Uα(τ) > t} ,

äå Uα(t) � α-ñòàáiëüíèé ñóáîðäèíàòîð.

Òîäi äëÿ îá÷èñëåííÿ ñïðàâåäëèâî¨ öiíè îïöiîíó êîëë ó âèïàäêó α = 1/2 ó ñóáäè-

ôóçiéíié ìîäåëi Áëåêà-Øîóëçà ìà¹ìî [2]:

CSub
BS (S0′K, x, σ) =

∫ ∞

0

C (S0′K, x, σ)T
−0.5 1√

π
e

−x2

4τ dx. (2)

Äëÿ ðîçðàõóíêiâ ôîðìóëà (2) áóëà iìïëåìåíòîâàíà ó Python, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî i

áóëè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ ïîðiâíÿííÿ ç êëàñè÷íîþ äèôóçiéíîþ ìîäåëëþ Áëåêà-

Øîóëçà.

Ëiòåðàòóðà

[1] Mehdi D., Majid B. Applications of fractional calculus // Applied mathematical sciences � 2010. � Ò. 145,

� 1. � Ñ. 1021�1032.

[2] Magdziarz M. Black-Scholes formula in subdi�usive regime // Journal of statistical physics � 2009. � Ò. 136,

� 1. � Ñ. 553�564.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍI ÑÒÐÀÒÅÃI� Â ÁÀÃÀÒÎÊÐÎÊÎÂÈÕ IÃÐÀÕ

ÇI ÑÊIÍ×ÅÍÍÈÌ ÃÎÐÈÇÎÍÒÎÌ

À.Þ. Êîâàëåíêî

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Â ìåæàõ äàíî¨ ðîáîòè áóäóòü ðîçãëÿíóòi àëãîðèòìè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ

çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ ñòðàòåãié äëÿ áàãàòîêðîêîâèõ iãîð çi ñêií÷åííèì ãîðè-

çîíòîì íà ïðèêëàäi êîíêðåòíî¨ ãðè. Äëÿ äîñëiäæåííÿ âçÿòi àëãîðèòì iòåðàöiéíîãî

ìåòîäó äëÿ êiëüêîõ åðãîäè÷íèõ ñòàíiâ Ðîíàëüäà Ãîâàðäà [1] òà ìiíiìàêñ àëãîðèòì [2].

Òàêîæ â ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ ìîæëèâi ìîäèôiêàöi¨ àëãîðèòìó iòåðàöiéíîãî ìåòîäó,

ÿêi ìîæóòü çáiëüøèòè éìîâiðíiñòü ïåðåìîãè, ïðè ¨õ âèêîðèñòàííi.

Äëÿ òåñòóâàííÿ àëãîðèòìiâ âèêîðèñòà¹ìî ãðó ïðî ïåðåìiùåííÿ æàá ìiæ ëàòàòòÿìè,

ïðè ñòðèáêè íà ÿêi âîíè áóäóòü îòðèìóâàòè áàëè. Öi áàëè áóäóòü ç'ÿâëÿòèñÿ ïî õîäó

ãðè âèïàäêîâèì ÷èíîì, à ïåðåñóâàòèñÿ æàáè çìîæóòü ëèøå íà 4 ñóñiäíiõ ëàòàòòÿ.

Æàáà ïåðåìàãà¹ òîäi, êîëè çáèðà¹ ïåâíó, îäíàêîâó äëÿ âñiõ êiëüêiñòü áàëiâ.

Â õîäi âèêîíàííÿ ðîáîòè áóëè îòðèìàíi òàêi ðåçóëüòàòè:

(1) Iòåðàöiéíèé ìåòîä äëÿ êîíêðåòíî¨ ãðè ìà¹ áåçëi÷ íåäîëiêiâ, ÿêi âêðàé ñêëàäíî

âèïðàâèòè, àëå ìà¹ äîâîëi âèñîêó øâèäêiñòü âèêîíàííÿ.

(2) Ìiíiìàêñ àëãîðèòì âèìàãà¹ çíà÷íî áiëüøå ÷àñó íà âèêîíàííÿ, àëå ïðîðàõîâó¹

âñi âàðiàíòè ÿê äëÿ ñâî¨õ õîäiâ òàê i äëÿ õîäiâ ñóïðîòèâíèêà, òîìó çàâæäè

çíàõîäèòü íàéîïòèìàëüíiøèé âàðiàíò

(3) Ìîäèôiêàöi¨ àëãîðèòìiâ ìîæóòü ïîçèòèâíî âïëèâàòè íà ðåçóëüòàò éîãî äi¨,

ÿêùî ìiíiìiçóâàòè ñëàáêi ñòîðîíè àëãîðèòìó.

Ëiòåðàòóðà

[1] R. A. Howard Dynamic Programming and Markov Processes.� 1960. � 160c.

[2] P. VadapalliMin Max Algorithm in AI: Components, Properties, Advantages and Limitations. "[Åëåêòðîííèé

ðåñóðñ]. � 2020. � Ðåæèì äîñòóïó äî ðåñóðñó: https://www.upgrad.com/blog/min-max-algorithm-in-ai/.
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 25.

ÏÐÎ ÇÁIÆÍIÑÒÜ Â ÑÅÐÅÄÍÜÎÌÓ ÐßÄIÂ ÒÅÉËÎÐÀ,

ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÈ ßÊÈÕ ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ

ÓÌÎÂÈ ÑIÄÎÍÀ-ÒÅËßÊÎÂÑÜÊÎÃÎ

�.Ì. Îêóí¹â, Ï.Â. Çàäåðåé

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ôóíêöiÿ f(z), z ∈ D = {|z| ≤ 1} íàëåæèòü êëàñó Hp, p ≥ 1, ÿêùî [1]

sup
r<1

∫ 2π

0

|f(reit)|pdt <∞.

Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {Ck}, k = 0, 1, . . . çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

lim
k→∞

Ck = 0, (1)

iñíóþòü ÷èñëà {Ak}, òàêi ùî

Ak ↓ 0,
∞∑
k=0

Ak <∞. (2)

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Ak} ïðÿìó¹ äî íóëÿ ìîíîòîííî,
i ñïðàâäæó¹òüñÿ, ùî

|∆Ck| < Ak,∀k = 0, 1, . . . . (3)

Íåõàé ÷èñëà ïîñëiäîâíîñòi {Ck} çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
∞∑
k=1

|Ck|
k

<∞. (4)

ßêùî âèêîíàíi óìîâè (1),(2),(3),(4) òî êàæóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Ck} çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè Ñiäîíà-Òåëÿêîâñüêîãî [2].

Çàóâàæåííÿ 1. Â [3] ìiñòèòüñÿ iíøå ôîðìóëþâàííÿ óìîâ Ñiäîíà-Òåëÿêîâñüêîãî:

1) lim
k→∞

Ck = 0,

2)|∆Ck| < Ak,∀k = 0, 1, . . . ,

3)
∞∑
k=0

(k + 1)|∆Ak| <∞,

4)
∞∑
k=1

|Ck|
k

<∞.

© �.Ì. Îêóí¹â, Ï.Â. Çàäåðåé, 2023
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Öi íàáîðè óìîâ íà âèãëÿä ðiçíi, àëå îïèñóþòü îäíàêîâó ìíîæèíó ðÿäiâ [3].

Ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ f(z) ∈ H1

f(z) =
∞∑
k=0

Ckz
k, z ∈ D, (5)

çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó, òîáòî â ìåòðèöi L, ÿêùî

lim
n→∞

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

Cke
ikt

∣∣∣∣∣ dt = 0. (6)

Çàóâàæåííÿ 2. Íàãàäà¹ìî, ùî íîðìîâàíèé ïðîñòið L, ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ f(x),

ÿêi ¹ 2π-ïåðiîäè÷íèìè òà iíòåãðîâíèìè íà R.
Â ðîáîòi âñòàíîâëåíi óìîâè íà êîåôiöi¹íòè ðÿäó (1), ïðè âèêîíàííi ÿêèõ, ìà¹ ìiñöå

ðiâíiñòü (6).

Òåîðåìà 1. ßêùî êîåôiöi¹íòè ðÿäó ( 1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ( 1),( 2),( 3) i ( 4), òî

ðÿä ( 1) çáiãà¹òüñÿ â ìåòðèöi L, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ( 6), òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè

|Cn| lnn→ 0, n→ ∞.
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ËÎÊÀËÜÍÀ ÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÑÓÁÎÐÄÈÍÀÒÎÐÀ ÄIÊÌÀÍÀ

ÒÀ ÎÁÅÐÍÅÍÎÃÎ ÑÓÁÎÐÄÈÍÀÒÎÐÀ ÄIÊÌÀÍÀ

À.Ñ. Êîâòóí, Î.I. Êëåñîâ

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íàíà)

Îçíà÷åííÿ 1. ([5]) Cyáîðäèíàòîðîì Äiêìàíà áóäåìî íàçèâàòè ñóáîäèíàòîð Xθ(t),

t ≥ 0, ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ âèãëÿäó

EeiuXt = exp

(
t

∫ 1

0

(eiux − 1)
dx

x

)
, (1)

äå θ > 0 � ïàðàìåòð.

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ñóáîðäèíàòîðà Äiêìàíà â îêîëi 0.

Ðîçãëÿäàòèìåìî äàëi X = � ñóáîäèíàòîð Äiêìàíà ç θ = 1.

Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 9 ([2]) ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî

lim t→0+
Xt

exp
(
− 1
t1−ε

) = 0 ì.í., ε > 0, (2)

lim sup t→0+
Xt

exp
(
− 1
t1+ε

) = ∞ ì.í., ε ≥ 0.(3)

Òåîðåìà 1.

lim inf t→0+
log | logXt|

log 1
t

= 1 ì.í.

àáî

lim inf t→0+| logXt|
1

| log t| = e ì.í.

Òåîðåìà 2. Â äîïîâíåííi äî ( 2) ìîæíà äîâåñòè, ùî

lim inf t→0+
Xt

exp (−1/t)
= 0

lim inf t→0+
Xt

exp(− 1
t1+ε )

= ∞ ì.í..

Îçíà÷åííÿ 2. Äëÿ äîâiëüíîãî ñóáîäèíàòîðà X ìîæåìî âèçíà÷èòè âèïàäêîâèé ïðîöåñ

Y = (Ys, s ≥ 0)

Ys = inf{t ≥ 0 : Xt > s}.

Ïðîöåñ Y áóäåìî íàçèâàòè îáåðíåíèì äî X ñóáîðäèíàòîðîì.

© À.Ñ. Êîâòóí, Î.I. Êëåñîâ, 2023
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Òåîðåìà 3. Ïîçíà÷èìî òåïåð D(s) � îáåðíåíèé ñóáîðäèíàòîð Äiêìàíà. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî {Xt > s} = {D(s) ≤ t} ìîæíà äîâåñòè, ùî

lim sup s→0+
| logD(s)|
log log 1

s

= 1

àáî

lim sup s→0+|D(s)|(log log
1
s
)−1

= e
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ÃÐÀÍÈ×ÍI ÒÅÎÐÅÌÈ ÄËß ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ ÐÅÊÎÐÄIÂ

Î.Â. Êîëåñíiê

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íåõàé {Xk, k ≥ 1} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,

α = {αk, k ≥ 1} � äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, F � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó. Ðîç-

ïîäiëè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Xk òàêi, ùî P (Xk < x) = (F (x))αk . Òàêà ïîñëiäîâíiñòü

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íàçèâà¹òüñÿ Fα-ñõåìîþ.

Âèçíà÷èìî ïîíÿòòÿ ìîìåíòó n-ãî ðåêîðäó L(n) òà êiëüêîñòi ðåêîðäiâ µ(n) äî ìî-

ìåíòó n âêëþ÷íî. Ïîêëàäåìî L(1) = 1 òà

L(n) := inf{k > L(n− 1) : Xk > XL(n−1)}, µ(n) := #{k : L(k) ≤ n}.

Ïîçíà÷èìî An := α1+α2+ · · ·+αn. Íàêëàäàþ÷è ðiçíi óìîâè íà çðîñòàííÿ An ìîæíà
îòðèìàòè àñèìïòîòè÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ µ(n). Ó ðîáîòi [1] ðîçãëÿíóòî òðè âèïàäêè

p = 0, 0 < p < 1, p = 1, êîëè
αn
An

→ p i îòðèìàíî âèêîíàííÿ ïiäñèëåíîãî çàêîíó

âåëèêèõ ÷èñåë.

Áóëî îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ, êîëè âiäíîøåííÿ
αn
An

ìà¹ ëèøå ÷àñòêîâi ãðàíèöi çà

äåÿêèõ óìîâ íà ïîâåäiíêó An íà íåñêií÷åííîñòi.

Íåõàé λn := − ln(1 − αn
An

). 0 < l1 < l2 < · · · < lm < ∞ � âñi ÷àñòêîâi ãðàíèöi λn.

Ti(n) = {k : k < n, |λk − li| < ε} , ε = 1
2
min
s<t

|ls − lt|.

Íåõàé iñíóþòü ãðàíèöi τi := lim
n→∞

|Ti(n)|
n

. Òîäi, ìàéæå íàïåâíî:

lim
n→∞

µ(n)

ln(An)
=

m∑
i=1

τi(1− exp(−li))
m∑
i=1

τili
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ÒÐÈ ÐIÇÍI ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÍÅÐIÂÍÎÑÒI ÊÎØI-ØÂÀÐÖÀ

À.Þ. Êðàâåöü

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Òåîðåìà 1. Íåõàé äâà íàáîðè ÷èñåë (a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bn) òàêi, ùî ai ∈
R, bj ∈ R, i = 1, n, j = 1, n, òîäi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ÊÁØ:(

n∑
i=1

aibi

)2

≤

(
n∑
i=1

a2i

)(
n∑
i=1

b2i

)
.

Íåðiâíiñòü ÊÁØ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü ó âèïàäêó êîëiíåàðíîñòi âåêòîðiâ a =

(a1, a2, . . . , an) òà b = (b1, b2, . . . , bn) àáî ÿêùî õî÷à á îäèí ç âåêòîðiâ ¹ íóëüîâèì.

Äîâåäåííÿ 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è äèñêðèìiíàíò. Ðîçãëÿíåìî âèðàç (a1x −
b1)

2 + (a2x − b2)
2 + · · · + (anx − bn)

2 ≥ 0, ðîçêðèâøè äóæêè òà çiáðàâøè ïîäiáíi

äîäàíêè, ìà¹ìî êâàäðàòíèé òðè÷ëåí

(a21 + a22 + · · ·+ a2n)x
2 − 2(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)x+ (b21 + b22 + · · ·+ b2n) ≥ 0.

Ç íåâiä'¹ìíîñòi ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî D ≤ 0:

4(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 − 4(a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b

2
1 + b22 + · · ·+ b2n) ≤ 0;

Çðîáèâøè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü ÊÁØ:(
n∑
i=1

aibi

)2

≤

(
n∑
i=1

a2i

)(
n∑
i=1

b2i

)
.

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ó âèïàäêó D = 0, òîáòî

(a1x− b1)
2 + (a2x− b2)

2 + · · ·+ (anx− bn)
2 = 0;

aix− bi = 0 äëÿ i = 1, n;

∃x0 : bi = x0 · ai ∀i ∈ 1, n, òîáòî a i b ¹ êîëiíåàðíèìè âåêòîðàìè.

Äîâåäåííÿ 2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñêàëÿðíå ìíîæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âåêòî-

ðè a = (a1, a2, . . . , an) òà b = (b1, b2, . . . , bn). Ìà¹ìî âiäîìó ôîðìóëó äëÿ ñêàëÿðíîãî

ìíîæåííÿ:

a · b = |a| · |b| · cos (a, b);

(a · b)2 = |a|2 · |b|2 · cos2 (a, b);

(a · b)2 ≤ |a|2 · |b|2.

© À.Þ. Êðàâåöü, 2023
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Òàê ÿê a · b = a1b1 + a2b2 + · · · + anbn òà |a|2 = a21 + a22 + . . . a2n, |b|2 = b21 + b22 + . . . b2n,

îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü ÊÁØ:(
n∑
i=1

aibi

)2

≤

(
n∑
i=1

a2i

)(
n∑
i=1

b2i

)
.

Äîâåäåííÿ 3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòåìàòè÷íó iíäóêöiþ. Äîâåäåìî íåðiâ-

íiñòü ÊÁØ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Âèïàäîê n = 1

òðèâiàëüíèé. Íåðiâíiñòü ÊÁØ âèêîíó¹òüñÿ ïðè n = 2, îñêiëüêè

(a1b1 + a2b2)
2 = a21b

2
1 + 2a1b1a2b2 + a22b

2
2 ≤

≤ a21b
2
1 + a21b

2
2 + a22b

2
1 + a22b

2
2 = (a21 + a22)(b

2
1 + b22),

òîáòî ìà¹ìî áàçó iíäóêöi¨ ïðè n = 2. Ïðè n = k ìà¹ìî ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨:(
k∑
i=1

aibi

)2

≤

(
k∑
i=1

a2i

)(
k∑
i=1

b2i

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ òà áàçó iíäóêöi¨, ìà¹ìî:√√√√k+1∑
i=1

a2i ·

√√√√k+1∑
i=1

b2i =

√√√√ k∑
i=1

a2i + a2k+1 ·

√√√√ k∑
i=1

b2i + b2k+1 ≥

≥

√√√√ k∑
i=1

a2i ·

√√√√ k∑
i=1

b2i + |ak+1bk+1| ≥
k∑
i=1

|aibi|+ |ak+1bk+1| =
k+1∑
i=1

|aibi|.

Òîáòî íåðiâíiñòü ÊÁØ äîâåäåíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
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SOFTWARE IMPLEMENTATION OF THE RUNGE-KUTTA METHOD

FOR SOLVING A LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

OF THE THIRD ORDER

O. Lobantsov, A. Chuikov

(Separate structural subdivision ¾Kyiv Professional College

of Computer Technologies and Economics

of the National Aviation University¿,Kyiv, Ukraine)

It is known that the Cauchy problem for a di�erential equation of the third order

y′′′ + py′′ + qy′ + ry = f(x), y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, y

′′(x0) = y2,

where p, q, r ∈ R can be reduced to the Cauchy problem for a system of di�erential

equations, namely 
y′ = u,

u′ = v,

v′ = f(x)− pv − qu− ty,


y(x0) = y0,

u(x0) = y1,

v(x0) = y2.

Then the formulas of the Runge-Kutta method have the form

yi+1 = yi +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

ui+1 = ui +
h

6
(m1 + 2m2 + 2m3 +m4),

vi+1 = vi +
h

6
(s1 + 2s2 + 2s3 + s4),

where 

xi+1 = xi + h,

k1 = hui, m1 = hvi,

s1 = h(f(xi)− pvi − qui − tyi),

k2 = h(ui +m1/2), m2 = h(vi + s1/2),

s2 = h(f(xi + h/2)− p(vi +m1/2)− q(ui + s1/2)− r(yi + k1/2)),

k3 = h(ui +m2/2), m3 = h(vi + s2/2),

s3 = h(f(xi + h/2)− p(vi +m2/2)− q(ui + s2/2)− r(yi + k2/2)),

k4 = h(ui +m3), m4 = h(vi + s3),

s4 = h(f(xi + h)− p(vi +m3)− q(ui + s3)− r(yi + k3)).

© O. Lobantsov, A. Chuikov, 2023
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Example 1. The numerical solution of the equation

y′′′ − 6y′′ + 12y′ − 8y = x2 sinx, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3

on the interval [0; 1] with step h = 0, 1 is presented in the table 1.

Table 1. Comparison of numerical and analytical solutions
xi Numerical solution Exact solution

0 1 1

0,1 1,2153 1,215296

0,2 1,462001 1,461989

0,3 1,740157 1,740131

0,4 2,047593 2,047546

0,5 2,378777 2,378697

0,6 2,723278 2,723148

0,7 3,063674 3,063471

0,8 3,37274 3,37243

0,9 3,609678 3,609216

1 3,715112 3,714433
The report will present a software implementation of the solution of a third-order

inhomogeneous di�erential equations, written in the C# programming language. The

interface of this program is presented in �g. 1.

Ðèñ. 1. Program interface

Examples of program implementation will be demonstrated.

Ëiòåðàòóðà

[1] James F. Epperson An Introduction to Numerical Methods and Analysis. � Hoboken, 2013. � 591 p.
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ÐÎÇÐÎÁÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ� ÌÎÄÅËI ÏÎØÈÐÅÍÍß

ÅÏIÄÅÌI� COVID-19 Â ÓÊÐÀ�ÍI Â ÓÌÎÂÀÕ ÂÎ�ÍÍÎÃÎ ÑÒÀÍÓ

À.Þ. Ëÿïiíà

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ó ãðóäíi 2019-ãî ðîêó áóëà âïåðøå âèÿâëåíà êîðîíàâiðóñíà õâîðîáà. Õâîðîáà ðîç-

ïî÷àëàñÿ ÿê ñïàëàõ, ùî ïåðåòâîðèâñÿ ó ïàíäåìiþ. Ïàíäåìiÿ ìàëà i ìà¹ çíà÷íèé âïëèâ

íà æèòòÿ ëþäåé çà 2019 � 2023-i ðîêè, ÿê íà ñâiòîâîìó, òàê i íà íàöiîíàëüíîìó ðiâ-

íÿõ. Ñàìå òîìó äîñëiäíèêè çi âñüîãî ñâiòó: Aniruddha Adiga [1], Gerardo Chowell [2],

Muhammad Altaf Khan òà Abdon Atangana [3] òà áàãàòî iíøèõ, ïðàãíóòü ÿêíàéøâèä-

øå çðîçóìiòè ëîãiêó âiðóñó: ÿê âií ïîøèðþþòüñÿ, ïîáà÷èòè çàêîíîìiðíiñòü, àáè áó-

äóâàâøè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, âèÿâèòè çàâ÷àñíî ïiêè çàõâîðþâàíîñòi, òà ó ñâié ÷àñ

çàïðîâàäèòè çàõîäèòè áåçïåêè, òàêi ÿê: êàðàíòèííi îáìåæåííÿ, âàêöèíàöiÿ, íàëåæíî-

ãî äîòðèìàííÿ ãiãi¹íè òà ìàñêîâîãî ðåæèìó òîùî.

Äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëi çà îñíîâó áóëî âçÿòî ìîäåëü SIR i ðîçãëÿíóòî ¨¨ âàðiàöiþ

SEIRD. Âîíà áóëà óòî÷íåíà i äîïîâíåíà âiäïîâiäíî äî óìîâ âî¹ííîãî ñòàíó â Óêðà¨íi.

Îïèøåìî öi óòî÷íåííÿ.

Ïîçíà÷åííÿ:

• S(t) � êiëüêiñòü îñiá, ÿêi ùå íå çàõâîðiëè â ìîìåíò ÷àñó t,
• E(t) � êiëüêiñòü îñiá, ÿêi âæå çàðàçèëèñü, àëå ùå íå ìîæóòü çàðàæàòè iíøèõ

â ìîìåíò ÷àñó t,

• I(t) � êiëüêiñòü iíôiêîâàíèõ îñiá â ìîìåíò ÷àñó t,
• R(t) � êiëüêiñòü îäóæàëèõ îñiá âiä COVID-19 â ìîìåíò ÷àñó t,
• D(t) � êiëüêiñòü ïîìåðëèõ îñiá âiä COVID-19 â ìîìåíò ÷àñó t,

• N � êiëüêiñòü íàñåëåííÿ Óêðà¨íè, ùî íàðàçi ïåðåáóâà¹ íà òåðèòîði¨ Óêðà¨íè.

Çàóâàæåííÿ 1. Ãðóïà I ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà äâi ÷àñòèíè:

• i1 � êiëüêiñòü ëþäåé, ÿêi íå iãíîðóþòü ñâî¨ ñèìïòîìè òà çâåðòàþòüñÿ äî

ëiêàðÿ àáî ñàìi ëiêóþòüñÿ,

• i2 � êiëüêiñòü ëþäåé, ÿêi iãíîðóþòü ñâî¨ ñèìïòîìè ç òèõ àáî iíøèõ ïðè÷èí,

ïðîäîâæóþ÷è iíôiêóâàòè iíøèõ.

Çàóâàæåííÿ 2. Ãðóïà N òàêîæ ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà äâi ÷àñòèíè:

• n1 � êiëüêiñòü ëþäåé, ÿêi ïåðåáóâàþòü âäîìà,

• n2 � êiëüêiñòü ëþäåé, ÿêi ïåðå¨õàëè çàêîðäîí ó ÿêîñòi áiæåíöiâ.

© À.Þ. Ëÿïiíà, 2023
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Òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü áóäå çàäàâàòèñü ñèñòåìîþ ç íàñòóïíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíÿíü:

dS(t)
dt

= −αS(t)(i1+i2)
N

dE(t)
dt

= αS(t)(i1+i2)
N

− γE (t)

dI1(t)
dt

= ργE (t)− σ1i1 − ξ1i1
dI2(t)
dt

= (1− ρ)γE (t)− σ2i2 − ξ2i2
dR(t)
dt

= σ1i1 + σ2i2
dD(t)
dt

= ξi1 + ξ2i2

n1 = S(t) + E(t) + (1− σ1) i1

n2 = (1− α) (1− σ2) i2

S (t) + E (t) + I1 (t) + I2 (t) + R (t) + D (t) = n1 + n2

Äå:

• α � øâèäêiñòü, ç ÿêîþ ïåðåäà¹òüñÿ iíôåêöiéíå çàõâîðþâàííÿ,

• γ � iíêóáàöiéíèé ïåðiîä,
• ξ1 òà ξ2 � ñåðåäíÿ øâèäêiñòü îäóæàííÿ ëþäåé, ùî íå iãíîðóþòü òà iãíîðóþòü
ñèìïòîìè âiäïîâiäíî,

• ρ � ÷àñòêà ëþäåé, ùî içîëþþòüñÿ ïiñëÿ ïðîÿâó ñèìïòîìiâ,
• σ1 òà σ2 � øâèäêiñòü, ç ÿêîþ ïîíîâëþ¹òüñÿ õâîðèé, ùî íå iãíîðó¹ òà iãíîðó¹

ñèìïòîìè âiäïîâiäíî.

Òàêèì ÷èíîì, äàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü îïèñó¹ ïîøèðåííÿ COVID-19 â Óêðà¨íi,

âðàõîâóþ÷è ëþäåé, ùî iãíîðóþòü ñèìïòîìè òà òèõ, õòî âè¨õàâ.

Ëiòåðàòóðà

[1] Adiga, Aniruddha "Mathematical models for covid-19 pandemic: a comparative analysis." // Journal of the

Indian Institute of Science � 2020. � P. 793�807.

[2] Chowell, Gerardo "Mathematical models to characterize early epidemic growth: A review." // Physics of life

reviews � 2016 �P. 66-97.

[3] Khan, Muhammad Altaf, and Abdon Atangana "Mathematical modeling and analysis of COVID-19: A study

of new variant Omicron." // Statistical Mechanics and its Applications � 2022.
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ÂÇÀ�ÌÎÇÂ'ßÇÎÊ ÏÎËIÍÎÌIÂ ×ÅÁÈØÅÂÀ ÒÀ ËÅÆÀÍÄÐÀ

Î.Î. Ìiíà¹â, À.Â. Ñèðîòåíêî

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîìè Ëåæàíäðà i ïîëiíîìè ×åáèøåâà. Ïîëiíîìè Ëåæàíäðà � îð-

òîãîíàëüíi ïîëiíîìè íà âiäðiçêó [−1; 1]. Ïîëiíîìè Ëåæàíäðà îòðèìóþòüñÿ ç ñèñòåìè

ïîëiíîìiâ 1, x, x2, x3, . . . çà äîïîìîãîþ ïðîöåñó îðòîãîíàëiçàöi¨ Ãðàìà-Øìiäòà. Òà-

êîæ, ïîëiíîìè Ëåæàíäðà ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ÿâíî¨ ôîðìóëè:

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n;n ∈ N.

Ïåðøi 4 ïîëiíîìè Ëåæàíäðà ìàþòü âèãëÿä:

P0(x) = 1;P1(x) = x;P2(x) =
1

2
(3x2 − 1);P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x).

Ãåíåðàòðèñà äëÿ ïîëiíîìiâ Ëåæàíäðà:
∞∑
n=0

Pn(x)t
n =

1√
1− 2tx+ t2

. (1)

Ïîëiíîìè ×åáèøåâà � öå ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ {Tn(x)}∞n=0 i {Un(x)}∞n=0. Âiäïîâiäíî

ïîëiíîì {Tn(x)}∞n=0 íàçèâàþòü ïîëiíîìîì ×åáèøåâà 1-ãî à {Un(x)}∞n=0 � ïîëiíîìîì

2ãî ðîäó. Ïîëiíîìè ×åáèøåâà òåæ ¹ îðòîãîíàëüíèìè ïîëiíîìàìè ç âàãîâîþ ôóíêöi¹þ
1√

1−x2 . Ïîëiíîìè ×åáèøåâà ïåðøîãî ðîäó âèçíà÷àþòüñÿ ÿê:

T0(x) = 0;Tn(x) = cos(n arccos(x));n ∈ N.

Ïåðøi ÷îòèðè ïîëiíîìè ×åáèøåâà ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

T0(x) = 1;T1(x) = x;T2(x) = 2x2 − 1;T3(x) = 4x3 − 3x.

Ãåíåðàòðèñà äëÿ ïîëiíîìiâ ×åáèøåâà ïåðøîãî ðîäó:
∞∑
n=0

Tn(x)t
n =

1− tx

1− 2tx+ t2
. (2)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ãåíåðàòðèñè (1) i (2) çíàéäåìî ÿâíó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ ïî-

ëiíîìiâ ×åáèøåâà ÷åðåç ïîëiíîìè Ëåæàíäðà. Çâåäåìî ãåíåðàòðèñó äëÿ ïîëiíîìiâ Ëå-

æàíäðà äî ãåíåðàòðèñè äëÿ ïîëiíîìó ×åáèøåâà. Äëÿ öüîãî ïiäíåñåìî ïðàâó ÷àñòèíó

© Î.Î. Ìiíÿ¹â, À.Â. Ñèðîòåíêî, 2023
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(1) äî êâàäðàòó òà äîìíîæèìî íà (1−tx). Âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ðÿäiâ

çà Êîøi òà äåÿêi ïåðåòâîðåííÿ îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:

(1− tx)

(
∞∑
n=0

Pn(x)t
n

)2

= (1− tx)
∞∑
n=0

n∑
k=0

(
Pk(x)t

k · Pn−k(x)tn−k
)
=

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(Pk(x)Pn−k(x)t
n)−

n∑
k=0

(
xPk(x)Pn−k(x)t

n+1
))

=

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

(Pk(x)Pn−k(x)t
n)−

∞∑
n=0

n∑
k=0

(
xPk(x)Pn−k(x)t

n+1
)
=

= P 2
0 (x) +

∞∑
n=1

n∑
k=0

(Pk(x)Pn−k(x)t
n)−

∞∑
n=1

n−1∑
k=0

(xPk(x)Pn−k−1(x)t
n) =

= P 2
0 (x) +

∞∑
n=1

(
n∑
k=0

(Pk(x)Pn−k(x))−
n−1∑
k=0

(xPk(x)Pn−k−1(x))

)
tn.

Çâiäñè ìîæåìî ïðèðiâíÿòè êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ t:

Tn(x) =
n∑
k=0

(Pk(x)Pn−k(x))−
n−1∑
k=0

(xPk(x)Pn−k−1(x))

T0(x) = P0(x)
2.

Íå ñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî îòðèìàíà ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ. Ïåðåâiðèìî äëÿ n = 1, 2:

T1(x) = P0(x)P1(x) + P1(x)P0(x)− xP0(x)P0(x)

T1(x) = 1 · x+ 1 · x− x · 1 · 1 = x

T2(x) = P0(x)P2(x) + P 2
1 (x) + P2(x)P0(x)− xP0(x)P1(x)− xP1(x)P0(x)

T2(x) =
1

2
(3x2 − 1) + x2 +

1

2
(3x2 − 1)− x2 − x2 = 2x2 − 1.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ iíøèõ n îòðèìàíà ðiâíiñòü òåæ âèêîíó¹òüñÿ.

Ëiòåðàòóðà

[1] Szegö, Gábor (1975) Orthogonal polynomials (4th ed.). // American Mathematical Society. pp. 194

[2] Elliott, David (1964). The evaluation and estimation of the coe�cients in the Chebyshev Series expansion of

a function". Math. Comp. 18 (86): 274�284.
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ÅÐÃÎÄÈ×ÍIÑÒÜ ÏÐÎÖÅÑIÂ ÒÈÏÓ ËÅÂI ÍÀ ÏÐßÌIÉ

ß.Ã. Ìîêàíó

(ÊÍÓ iìåíi Ò.Ã. Øåâ÷åíêà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ìåòîþ äàíî¨ ïðàöi ¹ íàäàííÿ äîñòàòíiõ óìîâ åðãîäè÷íîñòi ïðîöåñó òèïó Ëåâi, ÷èé

ôåëëåðiâñüêèé ãåíåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà òåñòîâèõ ôóíêöiÿõ ç C2
∞(R), ìà¹ âèãëÿä

Lf(x) = a(x)f ′(x) +

∫
R\{0}

(
f(x+ u)− f(x)− uf ′(x)frm[o]−−|u|≤1

)
ν(x, du),

äå a : R → R � äðiôò, ν(x, du) � ÿäðî òèïó Ëåâi, òîáòî∫
R\{0}

min
{
1, u2

}
ν(x, du) <∞ äëÿ âñiõ x ∈ R.

Ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè, êîëè õâîñòè ìiðè ν(x, ·) ñïàäàþòü ïîëiíîìiàëüíî, åêñïî-
íåíöiéíî òà ñóá-åêñïîíåíöiéíî.

Òàêîæ, ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìiðà ν(x, ·) ¹ ñèìåòðè÷íîþ ïðè êîæíîìó çíà÷åííi x,

òîáòî ν(x,A) = ν(x,−A), A ∈ B(R), {0} /∈ A.

Çà êðèòåði¹ì Ôîñòåðà-Ëÿïóíîâà, ÿêùî âèêîíàíî íàâåäåíi âèùå óìîâè òà äåÿêi

äîäàòêîâi ïðèïóùåííÿ íà äðiôò, òî âiäïîâiäíèé ïðîöåñ ¹ åðãîäè÷íèì, òîáòî

lim
t→∞

∥Pt(x, ·)− µ(·)∥TV = 0, ∀x ∈ R,

äå µ � äåÿêà iíâàðiàíòíà éìîâiðíiñíà ìiðà, Pt � éìîâiðíiñíà ìiðà ïðîöåñó, à ∥ · ∥TV
� íîðìà â ïîâíié âàðiàöi¨.

Äîïîâiäü ñïèðà¹òüñÿ íà ðåçóëüòàòè ñóìiñíî¨ ïðàöi ç Â.Ï. Êíîïîâîþ [1].

Ëiòåðàòóðà
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 5. � Ñ. 39.

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÈÉ ÏIÄÕIÄ ÄÎ ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß

ÑÓÌÈ ÑÒÅÏÅÍÅÂÎÃÎ ÐßÄÓ

À.Ñ. Ïàðõîìåíêî, Ë.À. Ðåïåòà

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ìàòåìàòèêà - íàóêà, ùî äîçâîëÿ¹ âñi îá'¹êòè, íàâiòü íà ïåðøèé ïîãëÿä çäàâàëîñü

áè íå òðèâiàëüíi, îá'¹äíàòè â öiëiñíó êàðòèíó. Êîæíó òåîðåìó, ÿâèùå, áóäü-ÿêèé

ìàòåìàòè÷íèé âèñíîâîê ìîæíà ïîáà÷èòè ó íåñïîäiâàíèõ iòåðàöiÿõ òà âèãëÿäàõ. Òàêèé

âèïàäîê ïðåäñòàâëåíî ó ðîáîòi, à ñàìå - ãåîìåòðè÷íèé ïiäõiä äî çíàõîäæåííÿ ñóìè

ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Âïåðøå ìè çíàéîìèìîñÿ ç ïîíÿòòÿì ðÿä ùå â êóðñi øêiëüíî¨ ïðîãðàìè - öå íåñêií-

÷åííî ñïàäíà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ. Äàëi, ñòðîãå ïîíÿòòÿ äà¹òüñÿ â êóðñi ìàòåìà-

òè÷íîãî àíàëiçó, ïîÿñíþþ÷è ùî ïðîãðåñi¨, ó ÿêèõ ÷ëåíè ìiñòÿòü ñòåïåíi çìiííî¨ x, ¹

÷àñòèííèì âèïàäêîì ñòåïåíåâîãî ðÿäó :

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .

ßêùî âñi an = 1, òî äàíèé ðÿä ¹ ãåîìåòðè÷íîþ ïðîãðåñi¹þ, äå ïåðøèé ÷ëåí äîðiâ-

íþ¹ 1, à êîæåí íàñòóïíèé ìíîæèòüñÿ íà x. Ó âèïàäêó, êîëè |x| < 1, ñóìoþ äàííîãî

ðÿäó ¹ äðiá 1
1−x . Òîáòî

1 + x+ x2 + x3 . . . = 1
(1−x) , |x| < 1.

Ïîáóäó¹ìî êâàäðàò çi ñòîðîíîþ a = 1 + x + x2 + x3 . . . = 1
(1−x) , ÿê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêó. Òîäi ïëîùà êâàäðàòà äîðiâíþ¹

S = a2 = (1 + x+ x2 + . . .) · (1 + x+ x2 + . . .) = 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . . = 1
(1−x)2

1

1

𝑥

𝑥 𝑥3

𝑥

𝑥2

𝑥2

𝑥2

𝑥2

𝑥

𝑥2

𝑥3

𝑥3

𝑥3

𝑥3

𝑥3

....

.
.

.

. ..1

1
(1−𝑥)

1
(1−𝑥)

-

6

�

?

1

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ïëîùà êâàäðàòà ñêëàäà¹òüñÿ ç ñóìè ïëîù âíóòðiøíiõ êâàäðàòiâ i

ïðÿìîêóòíèêiâ:

© À.Ñ. Ïàðõîìåíêî, Ë.À. Ðåïåòà, 2023
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1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . . = 1
(1−x)2 .

Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà îòðèìàòè äèôåðåíöiþâàííÿì ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi
d
dx
(1 + x+ x2 + x3 + . . .) = d

dx
( 1
1−x) ⇐⇒ 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . . = 1

(1−x)2 .

Ñòðîãå äîâåäåííÿ ìîæëèâîñòi ïî÷ëåííîãî äèôåðåíåöiþâàííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿ-

äó äà¹ òåîðåìà ïðî ïî÷ëåííå äèôåðåíöiþâàííÿ: ÿêùî ÷ëåíè çáiæíîãî ðÿäó ìàþòü

íåïåðåðâíi íà [a; b] ïîõiäíi, à ðÿä
∞∑
n=1

a′n(x) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà âiäðiçêó [a; b], òî

âèõiäíèé ðÿä íà öüîìó âiäðiçêó ìîæíà ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè, òîáòî:( ∞∑
n=1

an(x)

)′

=
∞∑
n=1

a′n(x), x ∈ [a; b]

Ãåîìåòðè÷íèé ïiäõiä çíàõîäæåííÿ ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó äîçâîëÿ¹ íàî÷íî ïðåä-

ñòàâèòè i êðàùå çðîçóìiòè, ÿê óòâîðþ¹òüñÿ ñóìà ðÿäó:

1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1 + . . .

Ëiòåðàòóðà

[1] Mabry, R. Mathematics without words �p. 19, College Mathematics Journal, 2001.

[2] Klein, B., Bivens, I. Proof without words �p. 219, Mathematics Magazine, 1988.
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 41.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÀ ÔÎÐÌÓËÀ ÄËß IÍÒÅÃÐÀËÀ

ÂIÄ ÌÎÄÓËß ÔÓÍÊÖI�, ÇÀÄÀÍÎ� ÐßÄÎÌ ÒÅÉËÎÐÀ

Î.Î. Ïëóãàòîð, Ï.Â. Çàäåðåé

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Âñòàíîâèìî àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó äëÿ iíòåãðàëà
2π∫
0

∣∣f(reit)∣∣ dt,

äå

f(reit) =
∞∑
k=0

cke
ikt.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè ck ∈ C çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ñiäîíà�Òåëÿêîâñüêîãî,

òîáòî

lim
k→∞

ck = 0, (1)

iñíóþòü ÷èñëà Ak, ùî

Ak ↓ 0,
∞∑
k=0

Ak <∞, (2)

|∆ck| < Ak, äëÿ ∀k, (3)

∞∑
k=1

|ck|
k

<∞. (4)

Äå, ÿê âiäîìî, f(reit) ∈ H1(êëàñó Ãàðäi)

Òåîðåìà 1. ßêùî êîåôiöi¹íòè ck ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨f(z) ∈ H1 = {f(z) � àíàëi-

òè÷íà â D i sup
r<1

2π∫
0

|f(reit)| dt <∞} çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1)�(4), òî äëÿ iíòåãðàëà

I =

2π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

cke
ikt

∣∣∣∣∣ dt

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî m = 0, 1, . . . ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

I =
4

π

m∑
k=1

1

k
(|ck|+ |cm−k − cm+k|)Em,k(c) + 2

∞∑
k=2m+1

|ck|
k

+O(Tm(A)),

äå

Em,k(c) =

∫ π
2

0

√
1− 4

|ck| · |cm−k − cm+k|
(|ck|+ |cm−k − cm+k|)2

sin2 t dt,

© Î.Î. Ïëóãàòîð, Ï.Â. Çàäåðåé, 2023
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à

Tm(A) =
m∑
k=0

Ak + 2Am+1 +
∞∑

k=m+2

Ak.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè âèêîðèñòîâóâàëè òâåðäæåííÿ, ÿêå ìà¹ i ñàìîñòiéíèé iíòå-

ðåñ:

Ëåìà 1. Íåõàé a, b ∈ C. Òîäi ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü:∫ π

−π

∣∣a+ beit
∣∣ dt = 4 (|a|+ |b|)

∫ π
2

0

√
1− 4

|a| · |b|
(|a|+ |b|)2

sin2 t dt.

Ó ñòàòòi Î.Â.�ôiìîâà [2] äîâåäåíî, ùî
2π∫
0

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

cke
ikt

∣∣∣∣∣ dt ≤ K

(
n−1∑
k=0

(k + 1)(n− k)

n+ 1
|∆2ck|+

n∑
k=1

|ck|+ |ck−n|
k

)
.

Ì.Â.Ãà¹âñüêèé i Ï.Â.Çàäåðåé [3] óñòàíîâèëè àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü äëÿ iíòåãðàëà

âiä ìîäóëÿ òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà∫ π

−π

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

cke
ikt

∣∣∣∣∣ dt =
4

π

n−1∑
k=1

1

k
(|ck|+ |cn−k|)

∫ π
2

0

√
1− 4

|ck| · |cn−k|
(|ck|+ |cn−k|)2

sin2 t dt+

+O

(
n−1∑
k=1

k(n− k)

n

∣∣∆2ck−1

∣∣) .
Äîâåäåíà òåîðåìà (1) óçàãàëüíþ¹ ïðèâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè.

Ëiòåðàòóðà

[1] Çàäåðåé Ï., Ãà¹âñüêèé Ì., Âåðåìié Ì. Àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà äëÿ iíòåãðàëà âiä ìîäóëÿ ôóíêöi¨, çà-

äàíî¨ ðÿäîì Ôóð'¹ // Âiñíèê ÊÍÓ iì.Ò.Øåâ÷åíêà � 2017., � 1(37). � Ñ. 10�17.

[2] Åôèìîâ À.Â. Îöåíêà èíòåãðàëà îò ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè // Óñïåõè ìàò. íàóê. �

1980. � Ò. 15, � 4. � Ñ. 215�218.

[3] Ãà¹âñüêèé Ì.Â. Îöiíêè iíòåãðàëà âiä ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà íà îäèíè÷íîìó êîëi / Ì.Â. Ãà¹âñüêèé, Ï.Â. Çà-

äåðåé // Âñåóêðà¨íñüêà ëiòíÿ íàóêîâî-ìåòîäè÷íà ìàò. øê.�Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç òà òåîðiÿ éìîâiðíî-

ñòåé� � 4�7 ëèïíÿ 2013 ð., ñ. Ïëþòè, Óêðà¨íà: Òåçè äîïîâiäåé. � Ê.:ÍÒÓÓ �ÊÏI�, � 2013



43

XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 43.

ÇÁIÆÍIÑÒÜ ÐßÄIÂ ÁÀÓÌÀ-ÊÀÖÀ ÄËß ÑÓÌ ÅËÅÌÅÍÒIÂ

ËIÍIÉÍÈÕ ÀÂÒÎÐÅÃÐÅÑIÉÍÈÕ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ

ÄÐÓÃÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ

À.Þ. Ïîëiùóê, Ì.Ê. Iëü¹íêî

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íåõàé íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,F ,P) çàäàíî ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí (ξk, k ≥ 1)

ξ−1 = 0, ξ0 = 0, ξk = aξk−1 + bξk−2 + θk, k ≥ 1, (1)

äå a, b äåÿêi äiéñíi ÷èñëà, (θk) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ êîïié âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

θ. Äëÿ åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi (1) ïîçíà÷èìî

Sn =
n∑
k=1

ξk, n ≥ 1,

i äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

n
r
p
−2P

{
|Sn|
n

1
p

> ε

}
, (2)

äå 0 < p < 2 i r ≥ p. Ó ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ óìîâè çáiæíîñòi ðÿäó (2).

Òåîðåìà 1. Íåõàé â (1)

−1 < b < 1− |a| ,

i 0 < p < 2, r ≥ p. ßêùî E |θ|r <∞, äå Eθ = 0 äëÿ r ≥ 1, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0
∞∑
n=1

n
r
p
−2P

{
|Sn|
n

1
p

> ε

}
<∞.

Äîïîâiäü áàçó¹òüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ, îòðèìàíèõ ó ðîáîòi [1].

Ëiòåðàòóðà

[1] Ilienko M.K., Polishchuk A.Yu. On the convergence of Baum-Katz series for sums of linear 2-nd order

autoregressive sequences // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó � 2022. � Ò. 41, � 2. � p. 41�47.
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 44.

ÎÏÒÈÌÀËÜÍI ÑÒÐÀÒÅÃI� Â ÇÀÄÀ×ÀÕ

ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÌÈ ÏÎÒÎÊÀÌÈ Â ÌÅÐÅÆI

Ä.Þ. Ñëó÷èíñüêèé

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Â ðîáîòi çàïðîïîíîâàíà ïðîãðàìíà ðåàëiçàöiÿ äëÿ ìîäåëi öèêëi÷íèõ ÷åðã, ÿêà

ïðåäñòàâëåíà â ÷åòâåðòi ÷àñòèíi ñòàòòi ïðî êåðîâàíi Ìàðêîâñüêi ïîëÿ çi ñêií÷åí-

íèì ïðîñòîðîì ñòàíiâ íà ãðàôàõ àâòîðiâ Ð. Ê. ×îðíåÿ, Ã. Äàäóíè òà Ï. Ñ. Êíîïî-

âà [1]. Ìîäåëüþ ¹ ñèñòåìà öèêëi÷íèõ ïðîíóìåðîâàíèõ âóçëiâ J ≥ 2. Êîæåí âóçîë

ìà¹ íåîáìåæåíó ÷åðãó, à âõiäíi âèìîãè îáñëóãîâóþòüñÿ çà ìåòîäîì First-Come-First-

Served(Ïåðøèé ïðèéøîâ - ïåðøèé îáñëóãîâó¹øñÿ). Â ñèñòåìi çàâæäè ðóõàòèìóòüñÿ

K ≥ 1 âèìîã. Ïiñëþ òîãî, ÿê âèìîãà çàëèøèëà âóçîë j, âîíà ïåðåõîäèòü ó âóçîë j+1,

ïðè÷îìó ÷åðåç çàêíåíiñòü ñèñòåìè, äîñÿãíóâøè êiíöÿ ñèñòåìè, âèìîãà ïîâåðòà¹òüñÿ

â ïî÷àòîê. Ëîêàëüíi îñîáè ïðèéìàþòü ðiøåííÿ íà âóçëàõ çàëåæíî âiä íàâàíòàæå-

ííÿ ñèñòåìè. Ç öèõ ðiøåíü ñêëàäà¹òüñÿ ãëîáàëüíà ñòðàòåãiÿ. Ìåòîþ ¹ çíàõîäæåííÿ

îïòèìàëüíî¨ ëîêàëüíî¨ ñòðàòåãi¨ â êëàñi ñòàöiîíàðíèõ Ìàðêîâñüêèõ ñòðàòåãié çà äî-

ïîìîãîþ iòåðàòèâíîãî àëãîðèòìó ïîøóêó îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨.

Ïðîãðàìà íàïèñàíà íà ìîâi ïðîãðàìóâàííÿ Python ç âèêîðèñòàííÿì áiáëiîòåê:

• Numpy - äîäà¹ ïiäòðèìêó ñêëàäíèõ áàãàòîøàðîâèõ ìàñèâiâ i ìàòðèöü òà ìà-

òåìàòè÷íèõ ôóíêöié äëÿ îïåðàöié ç öèìè ìàñèâàìè.

• Itertools - ðåàëiçó¹ ñêëàäíi iòåðàòîðè.

• Random - ðåàëiçó¹ ãåíåðàòîðè ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë äëÿ ðiçíèõ ðîçïîäiëiâ.

• Tkinter - ñëóãó¹ äëÿ ñòâîðåííÿ ïðîãðàì ç ãðàôi÷íèì iíòåðôåéñîì.

Äîäàòêîâî áóëî äîäàíî ãðàôi÷íèé iíòåðôåéñ äëÿ ëåãøîãî ââîäó òà îòðèìàííÿ äàííèõ

êîðèñòóâà÷åì.

Ëiòåðàòóðà

[1] Ruslan K. Chornei, Hans Daduna V. M., and Pavel S. Knopov. Controlled markov �elds with �nite state space

on graphs. Stochastic Models, 21(4):847�874, 2005.
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 1. � Ñ. 45.

ÃÐÀÍÈ×ÍI ÒÅÎÐÅÌÈ ÄËß ÒÎ×ÊÎÂÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ

ÏÎÂ'ßÇÀÍÈÕ IÇ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎÞ ÇÀÄÀ×ÅÞ

ÏÐÎ ÄÍI ÍÀÐÎÄÆÅÍÍß

Â.Â. Ñòàìàòi¹âà

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Çàäà÷à ïðî äíi íàðîäæåííÿ ¹ îäíi¹þ ç êëàñè÷íèõ çàäà÷ êîìáiíàòîðíî¨ òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé. Íàâåäåìî îäíå ç ¨¨ ÷èñëåííèõ ôîðìóëþâàíü ó âèãëÿäi, çðó÷íîìó äëÿ

ïîäàëüøèõ óçàãàëüíåíü.

Ðîçãëÿíåìî äîñòàòíüî âåëèêó ìíîæèíó ëþäåé, ÿêi â ïîñëiäîâíi öiëi ìîìåíòè ÷à-

ñó îäèí çà îäíèì çàõîäÿòü äî êiìíàòè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T (365)
1 (âèïàäêîâèé) ìîìåíò

÷àñó, êîëè äî êiìíàòè âïåðøå çàéøëà ëþäèíà, äåíü íàðîäæåííÿ ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç

äíåì íàðîäæåííÿ êîãîñü ç âæå ïðèñóòíiõ. Òóò âåðõíié iíäåêñ ïîêàçó¹ çàãàëüíó êiëü-

êiñòü ðiçíèõ ìîæëèâèõ äíiâ íàðîäæåííÿ (âñi ðîêè ââàæàþòüñÿ íåâèñîêîñíèìè), à

íèæíié îçíà÷à¹, ùî äîñòàòíüî çáiãó ç äíåì íàðîäæåííÿ ëèøå îäíîãî ç ïðèñóòíiõ.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi ðiçíèõ õàðàêòåðèñòèê âåëè÷èíè T
(365)
1 òà ¨õ óçàãàëü-

íåíü. Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó íàâåäåìî ïî÷àòîê êëàñè÷íîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó

Ðàìàíóäæàíà-Âàòñîíà-Êíóòà, ÿêèé â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ ìàòèìå âèãëÿä

ET (n)
1 =

√
πn

2
+

2

3
+

1

12

√
π

2n
− 4

135n
+ . . . . (1)

Óçàãàëüíåíó çàäà÷ó ïðî äíi íàðîäæåííÿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè â òàêèé ñïîñiá.

Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü îá'¹êòiâ (íàïðèêëàä, ëþäåé), êîæíèé ç ÿêèõ

íåçàëåæíî âiä iíøèõ ç îäíàêîâèìè iìîâiðíîñòÿìè 1
n
íàëåæèòü äî îäíîãî ç n êëàñiâ

(íàïðèêëàä, íàðîäæåíèé â îäèí ç n = 365 äíiâ ðîêó). Îá'¹êòè íàäõîäÿòü îäèí çà

îäíèì ó ïîñëiäîâíi öiëi ìîìåíòè ÷àñó. Äëÿ ôiêñîâàíîãî r ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âå-

ëè÷èíó T (n)
r , ÿêà çàäà¹ ïåðøèé ìîìåíò ÷àñó, êîëè äåÿêèé ç êëàñiâ ç'ÿâèâñÿ â (r+1)-é

ðàç. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèòóàöiþ, êîëè r � ôiêñîâàíå, à n→ ∞. Çîêðåìà, T (n)
0 = 1, à

T
(365)
1 âiäïîâiäà¹ êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi äàíî¨ çàäà÷i.

Ìè öiêàâèìîñÿ àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ âåëè÷èí T (n)
r , àáî, áiëüø òî÷íî, âñòà-

íîâëåííÿì ¨õ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ ïðè n→ ∞ òà âiäïîâiäíèõ íîðìóâàíü.

Îäíèì ç ïåðñïåêòèâíèõ ïiäõîäiâ ïðè äîâåäåííi ãðàíè÷íèõ òåîðåì äëÿ ðîçïîäiëiâ

T
(n)
r ¹ çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ �ãðóáî¨� (vague) çáiæíîñòi âèïàäêîâèõ òî÷êîâèõ ìið. Ó

êîíòåêñòi ñïîðiäíåíî¨ çàäà÷i çáèðà÷à êóïîíiâ öåé ìåòîä áóëî çàïðîïîíîâàíî â [1] òà

ðîçâèíóòî â [2]. Îñíîâîþ öüîãî ïiäõîäó ¹ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi çà ðîçïîäiëîì ó ãðóáié

© Â.Â. Ñòàìàòi¹âà, 2023
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òîïîëîãi¨ òî÷êîâèõ ïðîöåñiâ ξ(n)r , ïîâ'ÿçàíèõ ç ìîìåíòàìè íàäõîäæåíü (r+1)-èõ ïðåä-

ñòàâíèêiâ óñiõ òèïiâ, äî äåÿêîãî ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó ξr. Íàäàëi ìè ïîçíà÷àòèìåìî öþ

çáiæíiñòü ÿê ξ(n)r
vd−−−→

n→∞
ξr.

Îòðèìàíi íàìè â öüîìó íàïðÿìêó ðåçóëüòàòè ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi òàêîãî òâåð-

äæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé Y (n)
i,r , i = 1, . . . , n, ¹ ìîìåíòîì íàäõîäæåííÿ (r+1)-ãî ïðåäñòàâ-

íèêà i-ãî òèïó, à δa îçíà÷à¹ îäèíè÷íó ìiðó, çîñåðåäæåíó â òî÷öi a. Óâåäåìî íà R
òî÷êîâèé ïðîöåñ

ξ(n)r =
n∑
i=1

δ
n
− r

r+1 Y
(n)
i,r

,

à ÷åðåç ξr ïîçíà÷èìî òî÷êîâèé ïðîöåñ Ïóàññîíà ç ìiðîþ iíòåíñèâíîñòi

λr(dx) =
xr

r!
· 1{x ≥ 0} dx.

Òîäi ξ
(n)
r

vd−−−→
n→∞

ξr.

Çîêðåìà, ç öüîãî ðåçóëüòàòó áóëî îòðèìàíî ãðàíè÷íó òåîðåìó äëÿ âåëè÷èí T (n)
r =

mini=1,...,n Y
(n)
i,r (äèâ. [3]).

Òåîðåìà 2. n− r
r+1T

(n)
r

d−−−→
n→∞

ρ, äå fρ(x) =
xr

r!
e−

xr+1

(r+1)! , x ≥ 0.

Ó ïåðñïåêòèâi ïëàíó¹òüñÿ óçàãàëüíèòè íàâåäåíèé âèùå ðîçêëàä (1) íà âèïàäîê

äîâiëüíîãî r.
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ÀÍÀËIÇ ÇÂ'ßÇÊÓ ÌIÆ ØÊIËÜÍÎÞ ÓÑÏIØÍIÑÒÞ

ÒÀ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀÌÈ ÇÍÎ Ó×ÍIÂ

(ÍÀ ÏÐÈÊËÀÄI ØÊIË ì.ÁÓ×À)

Ã.Â. Òàðàñåíêî, Þ.Ï. Áóöåíêî

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ïðîïîíó¹òüñÿ àíàëiçóâàòè ðåçóëüòàò ÇÍÎ â çàëåæíîñòi âiä øêiëüíî¨ îöiíêè íà

îñíîâi ðåãðåñiéíîãî ñïiââiäíîøåííÿ. ßêùî ïåðåä ïîáóäîâîþ ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi çâåñòè

äî îäíàêîâèõ øêàë îöiíêè ó÷íiâ íà öèõ äâîõ ðiçíèõ âèïðîáóâàííÿõ, òî â iäåàëüíîìó

âèïàäêó êîåôiöi¹íòè a0 òà a1 íàáóäóòü çíà÷åíü 0 òà 1, âiäïîâiäíî äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü

ðåãðåñi¨ äîçâîëèòü àíàëiçóâàòè òåíäåíöiþ îöiíþâàííÿ ó÷íiâ ó øêîëi.

Äëÿ ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi âèãëÿäó y = a0 + a1 × x ìîæåìî çàïèñàòè òàêó ðiâíiñòü
y
x
= a0

x
+ a1. Ç íå¨ âèïëèâà¹ äâà òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 1. Êîåôiöi¹íò a0 ïîâ'ÿçàíèé ó ðåãðåñiéíîìó ñïiââiäíîøåííi iç ðiâíåì

âèìîãëèâîñòi ùîäî áiëüø âèñîêèõ áàëiâ.

Òâåðäæåííÿ 2. Êîåôiöi¹íò a1 ïîâ'ÿçàíèé iç çàãàëüíîþ âèìîãëèâiñòþ äî âñi¹¨ øêà-

ëè îöiíîê.

Òàêîæ äëÿ íàøî¨ ìîäåëi ìîæåìî çàïèñàòè òàêó ðiâíiñòü y − x = a0 + (a1 − 1)× x.

Ç íå¨ âèïëèâà¹ ùå îäíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3. Äëÿ âñiõ ìîäåëåé iñíóþòü ïðîìiæêè, íà ÿêèõ îöiíêè çàâèùóþ-

òüñÿ, òà òi, íà ÿêèõ îöiíêè çàíèæóþòüñÿ, ìåæà ìiæ íèìè � äåÿêå çíà÷åííÿ

xìåæ = a0
1−a1 . Öå çíà÷åííÿ ìîæå ïîòðàïëÿòè äî iíòåðâàëó ìîæëèâèõ îöiíîê àáî æ

íi.

Áàçóþ÷èñü íà öèõ òâåðäæåííÿõ, à òàêîæ íà ìåòîäàõ êîðåëÿöiéíîãî òà ðåãðåñiéíîãî

àíàëiçó ìîæíà ïðîâîäèòè ïåðåâiðêó íàâ÷àëüíèõ çàêëàäiâ àáî ¨õ ãðóï ç äîñòàòíüî

âåëèêîþ êiëüêiñòþ ó÷íiâ ùîäî ïiäõîäiâ â÷èòåëiâ äî îöiíþâàííÿ ó÷íiâ. Öå äîïîìîæå

ïîêðàùóâàòè ïiäãîòîâêó ó÷íiâ òà åôåêòèâíî ïðîãíîçóâàòè ¨õíi îöiíêè ñïèðàþ÷èñü

íà äîñëiäæåííÿ ðåçóëüòàòiâ çäîáóâà÷iâ îñâiòè ìèíóëèõ ðîêiâ.

© Ã.Â. Òàðàñåíêî, Þ.Ï. Áóöåíêî, 2023
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ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÇÂÀÆÅÍÈÕ ÑÓÌ ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ

IÇ ÊËÀÑIÂ V (φ, ψ)

Ä.Â. Òèõîíåíêî, Ð.�. ßìíåíêî

(ÊÍÓ iìåíi Ò.Ã. Øåâ÷åíêà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Âèâ÷à¹òüñÿ îöiíêà éìîâiðíîñòi âèõîäó ñóìè çâàæåíèõ äåÿêèìè íåïåðåðâíèìè ôóí-

êöiÿìè wi(t) íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ {Xi(t), t ∈ T} iç êëàñiâ V (φ, ψ), îçíà-

÷åíèõ íà êîìïàêòíié ìíîæèíi, çà ðiâåíü ϵ > 0, çàäàíèé äåÿêîþ íåïåðâíîþ êðèâîþ

{f(t), t ∈ T}, ùî ìîíîòîííî çðîñòà¹. Òîáòî ìè äîñëiäæó¹ìî òàêó éìîâiðíiñòü

P

(
sup
t∈T

[∑
i

wi(t)Xi(t)− f(t)

]
> ϵ

)
.

Êëàñ V (φ, ψ) ìiñòèòü ψ-ñóáãàóññîâi âèïàäêîâi ïðîöåñè, ïðèðîñòè ÿêèõ ¹ φ-ñóáãàóññîâèìè,

äå N-ôóíêöiÿ Îðëi÷à φ ïiäïîðÿäêîâàíà N-ôóíêöi¨ Îðëi÷à ψ.

Âëàñòèâîñòi φ-ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí áóëî ðîçãëÿíóòó â êíèçi [1]. Îòðè-

ìàíà îöiíêà óçàãàëüíþ¹ óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â ðîáîòàõ [2, 3].

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿäà¹òüñÿ çâàæåíà ëiíiéíèìè âàãîâèìè ôóíêöiÿìè ñóìà ïðîöåñiâ

óçàãàëüíåíîãî ñóáãàóññîâîãî ïðîöåñó äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó. Íàäàëi çàäà÷à

îöiíêè òàêî¨ éìîâiðíîñòi áóäå ïîøèðåíà äëÿ iíøèõ òèïiâ ïðîöåñiâ òà âèïàäêîâèõ

ïîëiâ.
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THE KORTWEG-DE VRIES EQUATION

AND COMPATIBILITY OF SYSTEM

OF TWO AUXILIARY LINEAR EQUATIONS

A. Tsukanova

(Igor Sikorsky Kiev Polytechnic Institute, Kiev, Ukraine)

Since new equations of the Kortweg-de Vries type have been discovered, number of

searches how to integrate them have been made. According to one of them, the Kortweg-

de Vries equation of the form

ut = 6uux − uxxx (1)

is interpreted as a condition for the compatibility of the system

−Ψxx + uΨ = λΨ, (2)

Ψt = −4Ψxxx + 6uΨx + 3uxΨ. (3)

(2) is the spectral problem for one-dimensional Schr?dinger operator with the potential

u = u(x, t), depending on time as a parameter. It is called an auxiliary linear problem for

the considered nonlinear equation (1). The potential u in the problem (2) is identi�ed with

the solution of the Kortweg-de Vries equation. The second auxiliary linear equation (3)

determines the evolution of the eigenfunction in time. The transformation of the Kortweg-

de Vries equation to such a system of two equations is called the inverse scattering method,

since it uses the solution of the quantum mechanics problem of reconstructing the potential

from some scattering data.

The equation (2) is covariant with respect to the action of the Darboux transformation

according to the Darboux theorem, a similar statement can be proved for (3). The covari-

ance of the system (2), (3) makes it possible to �nd new solutions to the Kortweg-de Vries

equation, starting from a known solution u, for which this system can be solved explicitly.

In fact, it follows from the Darboux covariance that the function

Ψ[1] = Ψx −
(
lnΨ1

)
x
Ψ = Ψx −

Ψ1x

Ψ1

Ψ =
Ψ1Ψx −Ψ1xΨ

Ψ1

=
W [Ψ1,Ψ]

Ψ1

,

where Ψ1 = Ψ(λ1, x) and Ψ are some known solutions to (2), (3), satis�es the similar

system

−Ψxx[1] + u[1]Ψ[1] = λΨ[1],

Ψt[1] = −4Ψxxx[1] + 6u[1]Ψx[1] + 3ux[1]Ψ[1].

© A. Tsukanova, 2023
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The consistency of this system for shows that u[1] = u− 2
(
lnΨ1

)
xx
is a new solution of

equation (1). Considering the N -fold, N > 1, Darboux transformation in a similar way,

we obtain an in�nite series u[2] = u−2
(
lnW [Ψ1,Ψ2]

)
xx
, u[3] = u−2

(
lnW [Ψ1,Ψ2,Ψ3]

)
xx
,

... of solutions to equation (1).

So, using the Darboux transformation, we can obtain all solitary solutions u of the nonli-

near equation (1), which are identi�ed with a series of potentials of the one-dimensional

Schr?dinger operator in the Sturm-Liouville problem for eigenfunctions and eigenvalues.

This method makes it possible to construct new solutions of (1) with the help of the

known one.

We have considered two cases: N = 1 and N = 2. Namely, we have put u = 0,

Ψ1 = ch
[
κ1(x− x1)− 4κ31t

]
, λ = −κ21 for N = 1 and have obtained

u[1] = −2
(
lnΨ1

)
xx

= −2

(
κ1
sh
[
κ1(x− x1)− 4κ31t

]
ch
[
κ1(x− x1)− 4κ31t

])
x

=

= −2
(
κ1th

[
κ1(x− x1)− 4κ31t

])
x
= − 2κ21

ch2
[
κ1(x− x1)− 4κ31t

] .
This function describes the propagation of one-solitary wave moving with velocity 4κ21
and having a proportional to this velocity amplitude 2κ21.

We have put u = 0, Ψ1 = ch
[
κ1(x− x1)− 4κ31t

]
, Ψ2 = sh

[
κ2(x− x2)− 4κ32t

]
, λ = −κ22,

κ1 ≤ κ2, for N = 2 and have obtained two-solitary solution to (1)

u[2] = −2
(
lnW [Ψ1,Ψ2]

)
xx

= −2

(
Wx[Ψ1,Ψ2]

W [Ψ1,Ψ2]

)
x

=

= −2
Wxx[Ψ1,Ψ2]W [Ψ1,Ψ2]− (Wx[Ψ1,Ψ2])

2

W 2[Ψ1,Ψ2]
=

= −2
(
κ22 − κ21

)(
κ21sh

2
[
κ2(x− x2)− 4κ32t

]
+ κ22ch

2
[
κ1(x− x1)− 4κ31t

])
×

×
(
κ2ch

[
κ1(x− x1)− 4κ31t

]
ch
[
κ2(x− x2)− 4κ32t

]
−

−κ1sh
[
κ1(x− x1)− 4κ31t

]
sh
[
κ2(x− x2)− 4κ32t

])−2
.
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ÐÎÇÂ'ßÇÀÍÍß IÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß

ÂÎËÜÒÅÐÐÀ ÏÅÐØÎÃÎ ÐÎÄÓ

Ä.À. ×àóñ, Ï.Â. Çàäåðåé

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì Âîëüòåððà ïåðøîãî ðîäó íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ òèïó

ϕ(t) = λ

∫ t

0

k(t, τ)f(τ)dτ, (1)

äå ϕ(t) � âiäîìà ôóíêöiÿ, λ � ÷èñëîâèé ïàðàìåòð, k(t, τ) � ÿäðî iíòåãðàëüíîãî

ðiâíÿííÿ i ¹ çàäàíèì, f(t) � íåâiäîìà ôóíêöiÿ.

Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ òèïó Âîëüòåððà îïèñóþòü ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ôiçè÷íèõ i

òåõíi÷íèõ çàäà÷ ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ [1],[2].

ßêùî ÿäðî k(t, τ) çàëåæèòü òiëüêè âiä ðiçíèöi t − τ , òîáòî k(t, τ) = k(t − τ), òî

iíòåãðàë

∫ t

0

k(t− τ)f(τ)dτ = k(t) ∗ f(t)

¹ çãîðòêîþ ôóíêöié k(t) i f(t).

Â öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì òèïó çãîðòêè.

Éîìó â ïðîñòîði çîáðàæåíü âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Φ(p) = λK(p)F (p),

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî

F (p) =
Φ(p)

λK(p)

íå çàâæäè ìîæíà ïåðåâåñòè çà äîïîìîãîþ òåîðåìè ìíîæåííÿ â ïðîñòið îðèãiíàëiâ,

áî ôóíêöiÿ 1
K(p)

íå ¹ çîáðàæåííÿì.

Àëå â äåêèõ âèïàäêàõ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ïåðøîãî ðîäó ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Ðîçâ'ÿçàòè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ïåðøîãî ðîäó

t4 =

∫ t

0

(2t3 − 3t2τ + τ 3)f(τ)dτ. (2)

© Ä.À. ×àóñ, Ï.Â. Çàäåðåé, 2023
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Ïåðåïèøåìî éîãî â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

t4 = 2

∫ t

0

(t− τ)3f(τ)dτ + 3

∫ t

0

(t− τ)2τf(τ)dτ.

Ïåðåéøîâøè â ïðîñòið îáðàçiâ, îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

24

p5
=

12F (p)

p4
− 6F ′(p)

p3
,

ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî ¹ ñiìåéñòâî ôóíêöié âèãëÿäó

F (p) =
4

3p
+ Cp2.

Ïîâåðíóâøèñü â ïðîñòið îðèãiíàëiâ, îòðèìà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê òðåáà øóêàòè ñåðåä

ôóíêöié âèãëÿäó

f(t) =
4

3
+ Cδ′′(t), (3)

äå δ(t) � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà [2].

Ïiäñòàâèâøè (3) â (2), îòðèìà¹ìî, ùî C = 0 i îñòàòî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

f(t) =
4

3
.

Ëiòåðàòóðà
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ÓÌÎÂÈ ÍÀ ÒÅÉËÎÐIÂÑÜÊI ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÈ ÔÓÍÊÖIÉ Ç ÊËÀÑÓ H1

À.Î. Øåâ÷åíêî, Â.Â. Áîâñóíîâñüêà, Ï.Â. Çàäåðåé

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ðåãóëÿðíà â îäèíè÷íîìó êðóçi D = {z : |z| < 1} ôóíêöiÿ f(z) íàëåæèòü êëàñó

Hp, p ≥ 1, ÿêùî

lim
r→1

1

2π

2π∫
0

|f(reit)|p dt <∞.

Âñòàíîâëåííÿ óìîâ íà êîåôiöi¹íòè ck ñòåïåíåâîãî ðÿäó
∞∑
k=0

ckz
k, (1)

ïðè âèêîíàííi ÿêèõ äàíèé ñòåïåíåâèé ðÿä ¹ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f(z) ç êëàñó

Hp ¹ âàæëèâîþ çàäà÷åþ òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié [1]. Òàì æå áóëî ïðèâåäåíî äî-

áðå âiäîìå òâåðäæåííÿ: äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k íàëåæàëà êëàñó H2

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ ðÿä
∞∑
k=0

|ck|2. Â ðîáîòi [2] âñòàíîâëåíî, ùî ÿêùî

äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë ck = ak − ibk, k = 1, 2, . . . , c0 = a0
2
, ak, bk ∈ R âèêîíóþòüñÿ

óìîâè

lim
k→∞

ck = 0 (2)

∞∑
k=1

k|∆2ck−1| <∞, ∆2ck−1 = ck−1 − 2ck + ck+1, (3)

òî ðÿä (2) áóäå ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f ∈ H1 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
∞∑
k=1

|ck|
k

<∞. (4)

Â äàíié ðîáîòi áóäóòü âñòàíîâëåíi óìîâè íà ïîñëiäîâíiñòü {ck} áiëüø çàãàëüíi íiæ

óìîâè (3).

Ïîêëàäåìî ∆ck = ck − ck+1.

Òåîðåìà 1. ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë ck = ak − ibk, k = 1, 2, . . . , c0 = a0
2
,

ak, bk ∈ R âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2) i iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî p > 1 òàêå, ùî

∞∑
k=1

(
|∆ck|p + |∆ck+1|p + · · ·

k

) 1
p

<∞, (5)

© À.Î. Øåâ÷åíêî, Â.Â. Áîâñóíîâñüêà, Ï.Â. Çàäåðåé, 2023
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òî ðÿä
∞∑
k=0

ckz
k áóäå ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f ∈ H1, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà (4).

Íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {ck} âèêîíóþ¹òüñÿ óìîâà (2) òà iñíóþòü òàêi ÷èñëà Ak,

ùî

Ak ↓ 0,
∞∑
k=0

Ak <∞, (6)

|∆ck| ≤ Ak äëÿ ∀k. (7)

Áóäåìî íàçèâàòè óìîâè (2), (6) i (7) óìîâàìè Ñiäîíà-Òåëÿêîâñüêîãî äëÿ ïîñëiäîâ-

íîñòi {ck}.
Òåîðåìà 2. ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë ck = ak − ibk, k = 1, 2, . . . , c0 = a0

2
âè-

êîíóþòüñÿ óìîâè (2), (6) i (7), òî ðÿä
∞∑
k=0

ckz
k áóäå ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f ∈ H1,

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÀ ÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÁÀÃÀÒÎÂÈÌIÐÍÈÕ

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÕ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Â.Ê. Þñüêîâè÷

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íåõàé X � ðîçâ'ÿçîê n-âèìiðíîãî (n ≥ 2) ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ

dX(t) = a(X(t))dt+ b(X(t))dW (t).

Îçíà÷èìî ðàäióñ R òà êóò Φ ïðîöåñó X íàñòóïíèì ÷èíîì:

R(t) := |X(t)|, Φ(t) :=
X(t)

|X(t)|
.

Ìè äîñëiäèëè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðàäióñà òà êóòà ïðîöåñó X ïðè t → ∞, à

ñàìå îòðèìàëè äåÿêi äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî ìàéæå íàïåâíî:

• ðàäióñ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi, òîáòî

lim
t→∞

R(t) = ∞;

• êóò ñòàáiëiçó¹òüñÿ, òîáòî

∃ lim
t→∞

Φ(t) =: Φ∞;

• iñíó¹ äåòåðìiíîâàíà àñèìïòîòèêà ðàäióñà, òîáòî

∃r : R(t) ∼ rΦ∞(t), t→ ∞.
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Ñåêöiÿ 2.

Ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë, ãåîìåòði¨,
ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó
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ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÑÈÌÂÎËÜÍI ÑÈÑÒÅÌÈ ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß

ÄIÉÑÍÈÕ ×ÈÑÅË I �Õ ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß

Í.À. Áiëîâèöüêà

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Êðiì ñèñòåì ÷èñëåííÿ òà ñèñòåì êîäóâàííÿ (çîáðàæåííÿ) äiéñíèõ ÷èñåë çi ñêií÷åí-

íèì àëôàâiòîì (s-êîâà ñèñòåìà,Qs-çîáðàæåííÿ òîùî) â ìàòåìàòèöi ç ìåòîþ âèâ÷åííÿ

ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ ç ëîêàëüíî ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ i ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâî-

ñòÿìè âèêîðèñòîâóþòü íåñêií÷åííîñèìâîëüíi çîáðàæåííÿ. Îäíi ç íèõ ìàþòü îñíîâó,

iíøi � íi. Òàêi ñèñòåìè öiêàâi òèì, ùî âîíè âèêîðèñòîâóþòü àëôàâiò, ÿêèé ¹ ìíîæè-

íîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (àáî ¨¨ çëi÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ). Öå ñòâîðþ¹ ïåâíi âèêëèêè

ïåðåä äîñëiäíèêîì, çîêðåìà íà øëÿõó ïîøèðåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ñêií-

÷åííîñèìâëüíîãî çîáðàæåííÿ íà íåñêií÷åííîñèìâîëüíå.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåñêií÷åííîñèìâîëüíà ñèñòåìà çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ùî ¹ óçàãàëüíå-

ííÿì íåñêií÷åííîñèìâîëüíîãî ïåðåêîäóâàííÿ [3] êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ

� ïîëiîñíîâíå q∞0 -çîáðàæåííÿ.

Íåõàé N � àëôàâiò, L = N × N × ... ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ àëôàâiòó,

q0 ∈ (0; 1). Òîäi [1] äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ (0; 1] iñíó¹ ¹äèíà ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ

÷èñåë (an) ∈ L òàêà, ùî

x = qa10 +
∞∑
n=1

(1− q0)
nq

a1+a2+...+an+1−n
0 ≡ ∆q∞0

a1a2...an...
. (1)

Ðîçêëàä ÷èñëà x â ðÿä (1) íàçèâà¹òüñÿ q∞0 -ïðåäñòàâëåííÿì, à ñêîðî÷åíèé çàïèñ

∆
q∞0
a1a2...an... � éîãî q∞0 -çîáðàæåííÿ.

Çâ'ÿçîê ìiæ q∞0 -çîáðàæåííÿ i Q2-çîáðàæåííÿì [1, 2] ç ïàðàìåòðîì q0 âñòàíîâëþ¹-

òüñÿ âiäïîâiäíiñòþ:

∆Q2

0...0︸︷︷︸
a1−1

10...0︸︷︷︸
a2−1

10...0︸︷︷︸
a3−1

1...10...0︸︷︷︸
an−1

1...
= x = ∆

q∞0
a1a2a3...an....

Îçíà÷åííÿ 1. N -êðàòíèì îïåðàòîðîì δk1...kn ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð ç íàáî-

ðîì ïàðàìåòðiâ k1...kn q∞0 -çîáðàæåííÿ ÷èñåë (îïåðàòîðîì ïðèïèñó öèôð), äå ki ∈ N ,

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

δk1...kn(∆
q∞0
a1a2...

) = ∆
q∞0
k1k2...kna1a2...

, n ∈ N.

© Í.À. Áiëîâèöüêà, 2023
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Òåîðåìà 1. N-êðàòíèé îïåðàòîð δk1...kn (ki ∈ N) ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð q∞0 -

çîáðàæåííÿ ÷èñåë ¹ ëiíiéíîþ (ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ) ôóíêöi¹þ íà óñié îáëàñòi âèçíà-

÷åííÿ i àíàëiòè÷íî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

δk1...kn(x = ∆q∞0
a1a2...

) =
n∑
i=1

qk1+...+ki+1
0 qi−1

1 + qk1+...+kn−n0 qn1x, n ∈ N, q1 = 1− q0.

Ó äîïîâiäi ïðîïîíóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé îïå-

ðàòîðà ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð çîáðàæåííÿ, àíàëîãó iíâåðñîðà öèôð òà ¨õíiõ

ñóïåðïîçèöié.
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ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎ-ÑÈÌÂÎËÜÍÅ Φ-ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß I ÉÎÃÎ ÃÅÎÌÅÒÐIß

Î.I. Áîíäàðåíêî, Í.Ì. Âàñèëåíêî

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íåõàé A = Z = {0,±1,±2, . . . } � àëôàâiò (íàáið öèôð),

L = A×A× . . .×A× . . . � ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ àëôàâiòó;

τ =

√
5− 1

2
≈ 0.62

� �çîëîòå âiäíîøåííÿ�, à ñàìå � äîäàòíié êîðiíü ðiâíÿííÿ x2 + x− 1 = 0.

Òåîðåìà 1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà x ∈ (0; 1) iñíó¹ ¹äèíèé ñêií÷åííèé íàáið öiëèõ

÷èñåë (α1, α2, . . . , αm) àáî ¹äèíà ïîñëiäîâíiñòü (αn) ∈ L òàêi, ùî

x = bα1 +
m∑
k=2

(bαk

k−1∏
i=1

Θαi
) ≡ △Φ

α1α2...αm(∅), (1)

x = bα1 +
∞∑
k=2

(bαk

k−1∏
i=1

Θαi
) ≡ △Φ

α1α2...αn... (2)

Íàñëiäîê 1. △Φ
α1α2...αn(∅) ̸= △Φ

β1β2...βn...
ïðè ∀(αn) ∈ Zn, (βn) ∈ L,

△Φ
α1α2...αk(∅) ̸= △Φ

β1β2...βm(∅) ⇔ k = m i αj = βj ïðè j = ¯(0;n).

Ïðèêëàä 2. △Φ
(0) = b0 + b0 · τ 3 + b0 · τ 6 + · · · = b0

1−τ3 = τ2

1−τ3 = 1−τ
2(1−τ) =

1
2
.

Îçíà÷åííÿ 1. Ðîçêëàä ÷èñëà x â ñóìó (1) àáî ðÿä (2) íàçèâàòèìåìî éîãî Φ-

ïðåäñòàâëåííÿì, à ñèìâîëi÷íi çàïèñè△Φ
α1α2...αm(∅) òà△Φ

α1α2...αn... � éîãî Φ-çîáðàæåííÿì

(ñêií÷åííèì àáî íåñêií÷åííèì âiäïîâiäíî). Ïðè öüîìó αn íàçèâàòèìåìî n-îþ öèôðîþ

öüîãî Φ-çîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2. ×èñëà, ùî ìàþòü ñêií÷åííå (íåñêií÷åííå) Φ-çîáðàæåííÿ íàçèâàòèìåìî

Φ-ñêií÷åííèìè (Φ-íåñêií÷åííèìè). Ìíîæèíó âñiõ Φ-íåñêií÷åííèõ ÷èñåë ïîçíà÷àòè-

ìåìî Φ∞. Ðàíãîì Φ-ñêií÷åííîãî ÷èñëà x = △Φ
c1...cm(∅) íàçèâàòèìåìî ÷èñëî m.

Çàóâàæåííÿ 1. Φ-ñêií÷åííå ÷èñëî i Φ-íåñêií÷åííå ÷èñëî ðiâíèìè áóòè íå ìîæóòü.

Ëåìà 1. ×èñëà x1 = △Φ
α1α2...αn... i x2 = △Φ

β1β2...βn...
ïåðåáóâàþòü ó âiäíîøåííi:

1. x1 = x2 ⇔ αn = βn, ∀n ∈ Z.

2. x1 < x2 ⇔ αn < βn, àëå αi = βi ïðè i < n.

Îçíà÷åííÿ 3. Ìíîæèíà △Φ
c1...cm

âñiõ ÷èñåë x ∈ (0; 1), ùî ìàþòü ñêií÷åííå àáî íåñêií-

÷åííå Φ-çîáðàæåííÿ ç ïåðøèìè m-öèôðàìè c1, c2 . . . cm âiäïîâiäíî, òîáòî

△Φ
c1...cm

= {x : x = △Φ
c1...cmαm+1...αn(∅), x = △Φ

c1...cmβ1β2...
}
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íàçèâà¹òüñÿ öèëiíäðîì ðàíãó m ç îñíîâîþ c1c2 . . . cm.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèïëèâàþòü âëàñòèâîñòi öèëiíäðiâ:

△Φ
c1...cmi

⊂ △Φ
c1...cm

; △Φ
c1...cm

=
⋃∞
i=−∞△Φ

c1...cmi

Ëåìà 2. Öèëiíäð △Φ
c1...cm

¹ ïiââiäðiçêîì [a; d) ç êiíöÿìè:

a = bc1 +
∑m

k=2 bck
∏k−1

i=1 Θci , d = a+
∏m

i=1 Θci

Öèëiíäðè ìàþòü âëàñòèâîñòi:

1. sup△Φ
c1...cmi

= inf△Φ
c1...cm[i+1], ∀i ∈ A,

2. ∀(αn) ∈ L :
⋂∞
m=1△Φ

α1α2...αm
= △Φ

α1α2...αn...

Íåõàé Φ-ñêií÷åííå ÷èñëî x = △Φ
α1α2...αn(∅).

×èñëî m íàçèâàòèìåìî ðàíãîì Φ-ñêií÷åííîãî ÷èñëà x = △Φ
α1α2...αm(∅). Î÷åâèäíî,

ùî iñíó¹ áåçëi÷ Φ-ñêií÷åííèõ ÷èñåë ðàíãó m.

Îïåðàòîðîì ëiâîñòîðîíüîãî çñóâó öèôð Φ-çîáðàæåííÿ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

ω, îçíà÷åíà ðiâíîñòÿìè:

ω(△Φ
α1α2...αn...) = △Φ

α2α3...αn..., ω(△
Φ
α1α2...αn(∅)) = △Φ

α2α3...αn(∅).

Îñêiëüêè

x = bα1 +
∞∑
k=2

(bαk

k−1∏
i=1

Θαi
) = bα1 +Θαi

· (bα2 +
∞∑
k=3

bαk

k−1∏
i=2

Θαi
) = bα1 +Θα1 · ω(x),

òî

ω(x) =
1

Θα1

· x+ bα1

Θα1

.

Çâiäêè áà÷èìî, ùî îïåðàòîð ëiâîñòîðîííüîãî çñóâó ¹ êóñêîâî-ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ,

ÿêà ¹ ëiíiéíîþ íà êîæíîìó öèëiíäði 1-ãî ðàíãó, çîêðåìà íà öèëiíäði △Φ
0 âîíà ìà¹

âèãëÿä:

ω(x) =
1

τ 3
· x+ τ 2

τ 3
=

1

τ 3
· x+ 1

τ
=

1

2τ − 1
· x+ (τ + 1).

Îïåðàòîðîì ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð Φ-çîáðàæåííÿ ç ïàðàìåòðîì i ∈ Z íàçè-

âà¹òüñÿ ôóíêöiÿ δi, îçíà÷åíà ðiâíîñòÿìè: δi(x = △Φ
α1α2...

) = △Φ
iα1α2...

; δi(△Φ
α1α2...αn(∅)) =

△Φ
iα1α2...αn(∅).

Ó ðîáîòi îáãðóíòîâàíî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü Φ-çîáðàæåííÿ ÷èñåë iíòåðâàëó (0; 1),

ÿêå â ÿêîñòi îñíîâè âèêîðèñòîâó¹ äîäàòíié êîðiíü τ ðiâíÿííÿ x2+x− 1 = 0 i àëôàâiò

Z = {0,±1,±2,±, . . . }, îïèñàíî éîãî ãåîìåòðiþ (ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öèôð, âëàñòè-

âîñòi öèëiíäðè÷íèõ i õâîñòîâèõ ìíîæèí, òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèí ç

îáìåæåííÿìè íà âæèâàííÿ öèôð). Âèâ÷åíî îïåðàòîðè ëiâîñòîðîííüîãî i ïðàâîñòî-

ðîííüîãî çñóâiâ, îïèñàíî ãðóïó íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü.
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ÏÐÎ ÒÈÏ ÐÎÇÏÎÄIËÓ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒI,

ÏÐÎÄÓÊÎÂÀÍÎ� ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ

ÇÑÓÂÓ ÄËß Q∗
s-ÐÎÇÊËÀÄIÂ ÄIÉÑÍÈÕ ×ÈÑÅË

Ð.Â. Êðèâîøèÿ

(Êðîïèâíèöüêèé áóäiâåëüíèé ôàõîâèé êîëåäæ, Êðîïèâíèöüêèé, Óêðà¨íà)

Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäiëåíîþ çà ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó G(x), ÿêùî

äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ 1 ≥ b > a ≥ 0: Nn([a;b))
n

→ G(b) − G(a) (n → ∞), äå Nn([a; b))

� êiëüêiñòü ÷èñåë ñåðåä {x1}, {x2}, ..., {xn}, ÿêi íàëåæàòü ïðîìiæêó [a; b).

Íåõàé s > 2, s ∈ N , (q0n; q1n; ...; q(s−1)n) � ïîñëiäîâíiñòü ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ ç

ñòðîãî äîäàòíèìè êîîðäèíàòàìè, ïðè÷îìó
+∞∏
n=1

max{q0n; q1n . . . ; q(s−1)n} = 0,

òîäi âiäîìî [1], ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [0; 1] iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü öèôð αn ∈ {0; ...; s−1},
òàêà, ùî

x = βα11 + βα22qα11 + . . .+ βαn+1(n+1)qα11qα22 . . . qαnn + . . . , (1)

äå β0n = 0, β1n = q0n, . . . , β(s−1)n = q0n + ...+ q(s−2)n.

Ïðåäñòàâëåííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ Q∗
s-ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x, âiäïîâiäíå Q∗

s- çîáðà-

æåííÿ ìà¹ âèãëÿä x = ∆
Q∗

s
α1α2...αn....

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé îïåðàòîð çñóâó:

T (∆Q∗
s

α1α2...αn...) = ∆Q∗
s

α2α3...αn....

Íà îñíîâi Q∗
s-ïðåäñòàâëåííÿ ìîæëèâî ïîáóäóâàòè ðîçïîäië ç íåçàëåæíèìè Q∗

s- öè-

ôðàìè, ëåáåãiâñüêi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ÿêîãî äîáðå âèâ÷åíi [2].

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ ÷èñëà t ïîñëiäîâíiñòü ((T (t))n) ðîçïîäiëåíà çà íåïåðåðâíîþ

ôóíêöi¹þ G(x), òîäi G(x) ¹ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç íåçàëåæíèìè

Q∗
s- öèôðàìè.
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ÏÐÎ ÎÄÍÓ ÌÍÎÆÈÍÓ ×ÈÑÅË ÇÀÄÀÍÈÕ

Â ÒÅÌIÍÀÕ ÍÅÏÎÂÍÈÕ ÑÓÌ ×ÈÑËÎÂÎÃÎ ÐßÄÓ

Î.Ï. Ìàêàð÷óê, Á.Â. Õàëåöüêèé

(ÖÄÓ iìåíi Âîëîäèìèðà Âèííè÷åíêà, Êðîïèâíèöüêèé, Óêðà¨íà)

Äîáðå âiäîìî, ùî äëÿ ÷èñëà x âiäðiçêó [0; 1] iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë αn òàêà, ùî

äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n : αn ∈ {0; 1} òà âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

x =
+∞∑
n=1

αn

2n
,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ äâiéêîâèì ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x, ÿêå ìà¹ çîáðàæåííÿ âèäó:

x = ∆α1α2α3...αn....

Íåõàé Nk(x; j) � êiëüêiñòü öèôð j ñåðåä öèôð α1, α2, . . . , αk. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
k→∞

Nk(x;j)
k

,

òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòîòîþ öèôðè j ÷èñëà x òà ïîçíà÷à¹òüñÿ νj(x). Â ðîáîòi [3]

äîñëiäæóâàëàñü ìíîæèíà ÷èñåë x, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü x = ν0(x).

Òåîðåìà 1. Íåõàé (an) � ñòðîãî ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî
+∞∑
n=1

an ≤ 1.

Äëÿ ÷èñëà

x =
+∞∑
n=1

αn

2n
,

îçíà÷èìî âåëè÷èíó

F (x) =
+∞∑
n=1

αnan.

Iñíó¹ êîíòèíóàëüíà ìíîæèíà ÷èñåë t òàêèõ, ùî

ν0(t) = F (t).
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ÏÐÎ�ÊÒÎÐ ÎÄÍÎÃÎ ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ×ÈÑÅË

ÐßÄÀÌÈ ÏÅÐÐÎÍÀ (P�ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß) Â IÍØÅ

Ì.Ï. Ìîðîç

(Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Äëÿ çàäàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ ç íåîäíîðiäíèìè òîïîëîãî�ìåòðè÷íèìè òà äè-

ôåðåíöiàëüíèìè ëîêàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè, çîêðåìà ôóíêöié, øèðîêî âèêîðèñòîâó-

þòü ðiçíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ (çîáðàæåííÿ) äiéñíèõ ÷èñåë. Ñåðåä íèõ òàêi, ÿêi âèêîðè-

ñòîâóþòü íåñêií÷åííèé àëôàâiò, çîêðåìà çîáðàæåííÿ ÷èñåë ðÿäàìè Ëþðîòà, Åíãåëÿ,

Ñèëüâåñòåðà, Îñòðîãðàäñüêîãî�Ñåðïiíñüêîãî�Ïiðñà. Óçàãàëüíåííÿìè òà àíàëîãàìè

îñòàííiõ ¹ çîáðàæåííÿ ÷èñåë ðÿäàìè Ïåððîíà. Ñàìå ¨ì ïðèñâÿ÷åíà äîïîâiäü.

Îçíà÷åííÿ 1. Ðÿäîì Ïåððîíà íàçèâàþòü ÷èñëîâèé ðÿä âèäó
∞∑
n=0

r0r1 · . . . · rn
(p1 − 1) p1 (p2 − 1) p2 · . . . · (pn − 1) pnpn+1

,

äå (rn)
∞
n=0 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, N ∋ pn ≥ rn−1+1 äëÿ êîæíîãî

n ∈ N.
Ðÿäîì Ïåððîíà, çàïèñàíèì ó ðiçíèöåâié ôîðìi, íàçèâàþòü ðÿä

∞∑
n=0

r0r1 · . . . · rn
(r0 + g1 − 1) (r0 + g1) . . . (rn−1 + gn − 1) (rn−1 + gn) (rn + gn+1)

, (1)

äå gn ∈ N äëÿ âñiõ n ∈ N.
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü P ôóíêöié φn : Nn → N äëÿ êîæíîãî n ∈ N,

φ0 = const. ßêùî ÷èñëî x ∈ (0; 1] ¹ ñóìîþ ðÿäó (1), ïðè÷îìó r0 = φ0 òà rn =

φn (g1, . . . , gn) äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òî ðîçêëàä ÷èñëà x â ðÿä (1) íàçèâàþòü éîãî

P�ïðåäñòàâëåííÿì, ñêîðî÷åíèé çàïèñ ∆P
g1g2...

ðÿäó (1) � P�çîáðàæåííÿì ÷èñëà x, à

÷èñëî gn � n�òîþ öèôðîþ éîãî P�çîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié (φn)
∞
n=0 êîæíå ÷èñëî x ∈ (0; 1] ìà¹

¹äèíå P�ïðåäñòàâëåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé P 1 òà P 2 � äâi ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié φ(1)
n òà φ(2)

n âiäïîâiäíî,

x = ∆P 1
g1g2...

∈ (0; 1]. Ôóíêöiþ f = f
[
P 1;P 2

]
: (0; 1] → (0; 1] òàêó, ùî

f (x) = f
(
∆P 1
g1g2...

)
= ∆P 2

g1g2...
,

íàçèâàòèìî ïðî¹êòîðîì P 1�çîáðàæåííÿ ó P 2�çîáðàæåííÿ.

Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié P 1 òà P 2 ïðî¹êòîð f
[
P 1;P 2

]
¹

çðîñòàþ÷îþ íà (0; 1] ôóíêöi¹þ.
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Ëåìà 2. Äëÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié P 1 òà P 2:

lim
x→0+

f (x) = 0.

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié P 1 òà P 2 ïðî¹êòîð f
[
P 1;P 2

]
¹

íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Ëåìà 3. ßêùî ïðî¹êòîð f
[
P 1;P 2

]
ìà¹ â òî÷öi x0 = ∆P 1

g1g2...
∈ (0; 1) ïîõiäíó f ′ (x0),

òî àáî f ′ (x0) = 0, àáî

lim
k→∞

r
(2)
k−1

(
r
(1)
k−1 + gk − 1

)(
r
(1)
k−1 + gk

)
r
(1)
k−1

(
r
(2)
k−1 + gk − 1

)(
r
(2)
k−1 + gk

) = 1,

äå r
(1)
0 = φ

(1)
0 , r

(2)
0 = φ

(2)
0 , r

(1)
k = φ

(1)
k (g1, . . . , gk), r

(2)
k = φ

(2)
k (g1, . . . , gk) äëÿ âñiõ k ∈ N.

Òåîðåìà 3. Äîñòàòíi óìîâè ñèíãóëÿðíîñòi ïðî¹êòîðà f
[
P 1;P 2

]
. Íåõàé äëÿ

ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié P 1 òà P 2 iñíó¹ n0 ∈ N òàêå, ùî φ
(1)
k ≡ a = const òà

φ
(2)
k ≡ b = const äëÿ âñiõ k ≥ n0, a ̸= b. Òîäi ïðî¹êòîð f

[
P 1;P 2

]
¹ ñèíãóëÿðíîþ

ôóíêöi¹þ, òîáòî ìà¹ ïîõiäíó ðiâíó 0 ìàéæå ñêðiçü (ó ðîçóìiííi ìiðè Ëåáåãà).
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ÏÐÎ�ÊÒÎÐÈ ÖÈÔÐ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÇÎÁÐÀÆÅÍÜ ×ÈÑÅË

Î.Î. Íiêîðàê, Ñ.Ï. Ðàòóøíÿê

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

(Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ôóíêöiÿ p, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

p([0; d1, d2, d3, ..., dn, ...]
D2) = ∆A2

( 1
2
)d2 ( 1

2
)d3 ...( 1

2
)dn+1 ...

, (1)

äå [0; d1, d2, ..., dn, ...]
D2 � D2-çîáðàæåííÿ ÷èñëà îäèíè÷íîãî âiäðiçêà (ïðåäñòàâëåííÿ

÷èñëà ëàíöþãîâèì äðîáîì, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ 0 òà 1) [2], ∆A2

( 1
2
)d2 ( 1

2
)d3 ...( 1

2
)dn+1 ...

� ëàí-

öþãîâå A2-çîáðàæåííÿ [3].

Ôóíêöiÿ íå êîðåêòíî îçíà÷åíà â D2-áiíàðíèõ òî÷êàõ, îñêiëüêè ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

p([0; 1, 0, 1, 0, 1, (1, 0)]D2) = ∆A2

1 1
2
1 1
2
( 1
2
1)

̸= p([0; 1, 0, 1, 1, (1, 0)]D2) = ∆A2

1 1
2

1
2
( 1
2
1)
. Òîìó äîìî-

âèìîñÿ íå âèêîðèñòîâóâàòè îäíå iç äâîõ áiíàðíèõ çîáðàæåíü, à ñàìå

[0; d1, d2, ..., dm, 1, 0, 1, (1, 0)]
D2 .

Ëåìà 1. Ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ íóëüîâî¨ ìiðè

Ëåáåãà

C[A2; 11] = {[1
2
] ∋ x = ∆A2

c1c2...cn...
, cn, cn+1 ̸= 1, 1 ∀n ∈ N}.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöiÿ p ¹ çðîñòàþ÷îþ íà óñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, ïðè÷îìó ðîçðèâ-

íîþ íà ìíîæèíi D2-áiíàðíèõ ÷èñåë i íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi D2-óíàðíèõ ÷èñåë.

Ó äîïîâiäi ïðîïîíóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðíèõ, ôðàêòàëüíèõ âëà-

ñòèâîñòåé ïðî¹êòîðà öèôð.
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ÏÎËIÎÑÍÎÂÍI ÑÈÑÒÅÌÈ ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ×ÈÑÅË

I ÔÐÀÊÒÀËÜÍI ÔÓÍÊÖI�

I.I. Ïðîäàí, Ñ.Ï. Ðàòóøíÿê

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

(Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ìè öiêàâèìîñÿ ïîëiîñíîâíèìè ñèñòåìàìè ÷èñëåíííÿ (äâîñèìâîëüíèìè i íåñêií÷åííî-

ñèìâîëüíèìè) ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì q0 ∈ (0; 1) i ôóíêöiÿìè, âèçíà÷åíèõ ëàíöþãîì

ïåðåòâîðþâà÷iâ öèôð [5], àðãóìåíò i çíà÷åííÿ ÿêèõ çàïèñàííi ñâî¨ìè ïîëiñíîâíèìè

Q2- àáî q∞0 -çîáðàæåííÿìè[4].

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ êëàñ F ôóíêöié fφ, îçíà÷åíèé íà (0; 1] ðiâíiñòþ

fφ(x = ∆q∞0
a1a2...an...

) = ∆
q∞0
φ1(a1,a2)φ2(a2,a3)...φn(an,an+1)...

, (1)

äå N ×N
φn→ N , à ∆

q∞0
a1a2...an... � q∞0 -çîáðàæåííÿ ÷èñëà x [1], òîáòî

x = qa10 +
∞∑
n=1

(1− q0)
nq

a1+a2+...+an+1−n
0 ≡ ∆q∞0

a1a2...an...
, an ∈ N.

Ìiæ Q2-çîáðàæåííÿì ÷èñëà x i éîãî q∞0 -çîáðàæåííÿì âçà¹ìîçâ'ÿçîê âñòàíîâëþ¹-

òüñÿ ðiâíiñòþ [1]

∆Q2

0...0︸︷︷︸
a1−1

10...0︸︷︷︸
a2−1

10...0︸︷︷︸
a3−1

1...10...0︸︷︷︸
an−1

1...
= x = ∆q∞0

a1a2...an...

Îñêiëüêè êîæíå ÷èñëî öüîãî iåòåðâàëó ìà¹ ¹äèíå q∞0 -çîáðàæåííÿ, òî ôóíêöiÿ, îçíà-

÷åíà ðiâíiñòþ (1), ¹ êîðåêòíî îçíà÷åíîþ íà (0; 1], îñêiëüêè ìíîæèíà ôóíêöié φn ¹

çëi÷åííîþ, òî i ìíîæèíà ôóíêöié fφ, äëÿ ÿêèõ ïîñëiäîâíiñòü (φn) ¹ ñòàëîþ. ßêùî æ

ïîñëiäîâíiñòü, ùî ïîðîäæó¹ ôóíêöiþ fφ íå ¹ ñòàëîþ, òî êëàñ F ¹ êîíòèíóàëüíèì.

Ëåìà 1. ßêùî φn(an, an+1) = an, òî fφ(x) = x. ßêùî φn(an, an+1) = an+1, òî fφ(x =

∆
q∞0
a1a2...an...) = ω(∆

q∞0
a1a2...an...) = ∆

q∞0
a2...an.... ßêùî φ1(a1, a2) = i, φn+1(an+1, an+2) = an+1,

i ∈ N , n ∈ N , òî fφ(x = ∆
q∞0
a1a2...an...) = δi(∆

q∞0
a1a2...an...) = ∆

q∞0
ia1a2...an...

.

Íàãàäà¹ìî [5], ùî iíâåðñîðîì Q2-öèôð çîáðàæåííÿ ÷èñëà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ,

îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

I(x = ∆Q2
α1α2...αn...) = ∆Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]...
, (2)

äå ∆Q2
α1α2...αn... � Q2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë, òîáòî

x = α1q1−α1 +
∞∑
n=2

αnq1−αn

n−1∏
j=1

qαj
≡ ∆Q2

α1α2...αn....
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Çàçíà÷èìî, ùî â êëàñi F ôóíêöié fφ iíâåðñîðà öèôð íåìà¹. ßêùî çäiéñíèòè ïå-

ðåêîäóâàííÿ [2] àðãóìåíòà iíâåðñîðà â Q2-çîáðàæåííÿ (∆Q2
α1α2...αn... = ∆

q∞0
a1a2...an...), òî

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨, îçíà÷åíî¨ ðiâíiñòþ (2) áóäå ìàòè çîáðàæåííÿ

∆Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]...
= ∆Q2

1...1︸︷︷︸
a1

0 1...1︸︷︷︸
a1

0...0 1...1︸︷︷︸
an

0... ≡ ∆(1−q0)∞
a1a2...an...

,

òîáòî iíâåðñîð öèôð ó q∞0 -çîáðàæåííÿ çàäàâàòèìåòüñÿ ðiâíiñòþ

I(x = ∆q∞0
a1a2...an...

) = ∆(1−q0)∞
a1a2...an...

.

Ó äîïîâiäi ïðîïîíóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ôðàêòàëüíèõ, ñòðóêòóðíèõ, äè-

ôåðåíöiàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöié êëàñó F òà ñóïåðïîçèöié ôóíêöié f ∈ F i ií-

âåðñîðà öèôð.
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S-ÊÎÂÀ ÑÈÑÒÅÌÀ ×ÈÑËÅÍÍß Ç ÍÀÄËÈØÊÎÂÈÌ ÀËÔÀÂIÒÎÌ

Þ.Î. Ñèìîíåíêî

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ìè öiêàâèìîñÿ s-êîâèìè ñèñòåìàìè çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ç íàäëèøêîâèì (ñè-

ìåòðè÷íèì àáî íåñèìåòðè÷íèì) àëôàâiòîì. Òàêi ñèñòåìè ÷èñëåííÿ ÷àñòî âèíèêàþòü

ïðè äîñëiäæåííÿõ òîïîëîãî-ìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé çãîðòîê ðîçïîäiëiâ äâîõ âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí ç íåçàëåæíèìè s-êîâèìè öèôðàìè, àðèôìåòè÷íî¨ ñóìè ÷èñëîâèõ ìíî-

æèí çi ñêëàäíèìè ëîêàëüíèìè ñòðóêòóðàìè. Íåõàé 1 < s ∈ N � îñíîâà çîáðàæåííÿ,

Ak = {0, 1, 2, ..., k − 1} � àëôàâiò, äå s ≤ k ∈ N , Lk = Ak × Ak × .... Òîäi [2] äëÿ

äîâiëüíîãî ÷èñëà x ∈ [0; k−1
s−1

] iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (αn) ∈ L òàêà, ùî

x =
α1

s
+
α2

s2
+ ...+

αn
sn

+ ... ≡ ∆s
α1α2...αn.... (1)

Ðîçêëàä ÷èñëà â ðÿä (1) íàçèâà¹òüñÿ s-êîâèì ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà, à ñêîðî÷åíèé

çàïèñ ∆s
α1α2...αn... � s-êîâèì çîáðàæåííÿì.

ßêùî s = k, òî iñíóþòü ÷èñëà, ÿêi ìàþòü äâà s-êîâèõ çîáðàæåííÿ:∆s
α1...αn−1[αn−1](0) =

∆s
α1...αn−1αn(k−1). �õ ÷èñëà íàçèâàþòü s-êîâî áiíàðíèìè. Ìíîæèíà òàêèõ ÷èñåë ¹ çëi-

÷åííîþ. Ðåøòà ÷èñåë ìàþòü ¹äèíå çîáðàæåííÿ i íàçèâàþòüñÿ s-êîâî óíàðíèìè.

ßêùî s < k < 2s − 1, òî s-êîâî áiíàðíi ÷èñëà ìàþòü çëi÷åííó ìíîæèíó ôîðìàëü-

íî ðiçíèõ çîáðàæåíü, ùî îòðèìóþòüñÿ âíàñëiäîê çàñòîñóâàííÿ âçà¹ìîçàìiííèõ ïàð

öèôð: a+1
sn

+ b−s
sn+1 = a

sn
+ s

sn+1 = a−1
sn

+ b+s
sn+1 , n ∈ N, à êîæíå s-êîâî óíàðíå ÷èñëî �

êîíòèíóàëüíó ìíîæèíó ðiçíèõ çîáðàæåíü, çà âèêëþ÷åííÿì 0 i k−1
s−1

. ßêùî k > 2s− 1,

òî s-êîâî áiíàðíi i óíàðíi ÷èñëà ìàþòü êîíòèíóàëüíó ìíîæèíó ðiçíèõ çîáðàæåíü.

Ó äîïîâiäi ïðîïîíóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ãåîìåòði¨ çîáðàæåííÿ s-êîâî¨

ñèñòåìè ÷èñëåííÿ ç íàäëèøêîâèì àëôàâiòîì íà ïðèêëàäi òðiéêîâî¨ ñèñòåìè ç íàäëè-

øêîâèì ï'ÿòèñèìâîëüíèì àëôàâiòîì.
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ÏÐÎ ÎÄÍÓ ÑÈÍÃÓËßÐÍÓ ÔÓÍÊÖIÞ, ÙÎ ÍÅ ÇÀÄÎÂÎËÜÍß�

ÓÌÎÂÓ ÃÅËÜÄÅÐÀ ÇÀÄÀÍÓ Â ÒÅÐÌIÍÀÕ

Q∗
s-ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÍß ÄIÉÑÍÈÕ ×ÈÑÅË

Ä.Þ. Ñêàêóí

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íåõàé íàòóðàëüíå ÷èñëî s > 1, (q0n; q1n; ...; q(s−1)n) � ïîñëiäîâíiñòü ñòîõàñòè÷íèõ

âåêòîðiâ ç äîäàòíèìè êîîðäèíàòàìè, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
+∞∏
n=1

max{q0n; q1n . . . ; q(s−1)n} = 0.

Äîáðå âiäîìî [1], ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà x ∈ [0; 1] iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü αn ∈ {0; ...; s−
1}, ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

x = βα11 + βα22qα11 + . . .+ βαn+1(n+1)qα11qα22 . . . qαnn + . . . , (1)

äå β0n = 0, β1n = q0n, . . . , β(s−1)n = q0n + ...+ q(s−2)n.

Ïðåäñòàâëåííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ Q∗
s-ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x, ÿêå ìà¹ Q∗

s- çîáðàæå-

ííÿ âèäó x = ∆
Q∗

s
α1α2...αn.... Íåõàé ξn � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,

ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü 0, 1, ..., s−1 ç éìîâiðíîñòÿìè p0n; p1n; ...; p(s−1)n âiäïîâiäíî. Ðîç-

ãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

ξ = ∆
Q∗

s
ξ1ξ2...ξn...

,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç íåçàëåæíèìè Q∗
s-ñèìâîëàìè. Âiäîìî [2],

ùî ðîçïîäië ξ ¹ ÷èñòèì òîáòî, àáî äèñêðåòíèì, àáî àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì, àáî

ñèíãóëÿðíèì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî Q∗
s-ïðåäñòàâëåííÿ, çàäàíîãî ïîñëiäîâíiñòþ ñòîõà-

ñòè÷íèõ âåêòîðiâ (q0n; q1n; ...; q(s−1)n) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ

(p0n; p1n; ...; p(s−1)n) òàêà, ùî Fξ(x) ¹ ñèíãóëÿðíîþ òà íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà,

òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî l ∈ (0; 1) òà ñòàëî¨ C > 0 iñíóþòü ÷èñëà a, b òàêi, ùî

|Fξ(a)− Fξ(b)| > C|a− b|l.
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ÏËÎÑÊI ÂÊËÀÄÅÍÍß ÊÎÐÅÍÅÂÈÕ ÄÅÐÅÂ

Ñ.Î. Ñòàñü

(ÊÍÓ iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ïëîñêi âêëàäåííÿ êîðåíåâèõ äåðåâ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ êëàñèôiêàöi¨ òîïîëî-

ãi÷íèõ ïîòîêiâ íà äâîâèìiðíîìó äèñêó ç îäíi¹þ ñèíãóëÿðíîþ òî÷êîþ íà ãðàíèöi.

Êiëüêiñòü âåðøèí äåðåâà âiäïîâiäà¹ êiëüêîñòi ñåïàðàòðèñ âåêòîðíîãî ïîëÿ. [1].

Íåõàé çàäàíà ìíîæèíà âñiõ íåiçîìîðôíèõ êîðåíåâèõ äåðåâ T . Íåõàé çàäàíå êîðåíå-
âå äåðåâî T ∈ T . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó FS(T ) � ìíîæèíó ïiääåðåâ, ùî ¹ êîðåíåâèìè

äåðåâà ç êîðåíÿìè, ùî ëåæàòü íà ïåðøîìó ðiâíi äåðåâà. Ðîçiá'¹ìî ¨¨ íà êëàñè åêâi-

âàëåíòíîñòi çà âiäíîøåííÿì içîìîðôíîñòi ïiääåðåâ ÿê êîðåíåâèõ äåðåâ. Ïîçíà÷èìî

öåé êëàñ NFS(T ) = {αi}ni , äå αi � âiäïîâiäíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ τ(·) : T → N. Âèçíà÷èìî ¨¨ íà êîðåíåâîìó äåðåâi, ùî ñêëà-

äà¹òüñÿ ëèøå ç êîðåíÿ, ðiâíîþ îäèíèöi. Äëÿ áóäü-ÿêîãî T ∈ T âèçíà÷èìî äàëi ¨¨

ðåêóðñèâíî:

τ(T ) =
|FS(T )|!

|α1|! · ... · |αn|!
τ(α1)

|α1| · τ(αn)|αn| (1)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (1) ìîæíà ðîçðàõóâàòè êiëüêiñòü òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ

ïîòîêiâ äëÿ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi ñåïàðàòðèñ íà äâîâèìiðíîìó äèñêó ç îäíi¹þ ñèíãó-

ëÿðíîþ òî÷êîþ íà ãðàíèöi.

Ôîðìóëà (1) ïîâ'ÿçàíà ç ãðóïîþ àâòîìîðôiçìiâ êîðåíåâèõ äåðåâ. Òàê, ïîòóæíiñòü

ãðóïè àâòîìîðôiçìiâ êîðåíåâîãî äåðåâà ðåêóðñèâíî âèðàæà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì [2]:

|Aut T | =
k∏
j=1

rj!|Aut Tj|rj ,

äå rj � êiëüêiñòü içîìîðôíèõ ïiääåðåâ ïåâíîãî òèïó íà ðiâåíü âèùå, Tj � ïåâíèé

ïðåäñòàâíèê.
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ÔÐÀÊÒÀËÜÍI ÔÓÍÊÖI�,

ÎÇÍÀ×ÅÍÍI Â ÒÅÐÌIÍÀÕ Q2-ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÄIÉÑÍÈÕ ×ÈÑÅË

Ñ.Ï. Ðàòóøíÿê, Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé

(Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè, Êè¨â, Óêðà¨íà)

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íåõàé A ≡ {0, 1} � äâîñèìâîëüíèé àëôàâiò, L ≡ A × A × ... � ïðîñòið ïîñëiäîâ-

íîñòåé åëåìåíòiâ àëôàâiòó, (0; 1) ∋ q0 � ôiêñîâàíèé äîäàòíèé ïàðàìåòð, q1 ≡ 1− q0.

Âiäîìî [1], ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [0; 1] iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (αn) ∈ L òàêà, ùî

x = βα1 +
∞∑
n=2

(βαn

n−2∏
j=1

qαj
) ≡ ∆Q2

α1α2...αn..., (1)

äå βαn = αnq1−αn (β0 = 0, β1 = q0). Ðîçêëàä ÷èñëà x â ðÿä (1) íàçèâà¹òüñÿ Q2-

ïðåäñòàâëåííÿì, à ñêîðî÷åíèé çàïèñ ∆Q2
α1α2...αn... � éîãî Q2-çîáðàæåííÿì, αn = αn(x)

� n-îþ Q2-öèôðîþ öüîãî çîáðàæåííÿ. ßêùî q0 = 1
2
, òî Q2-çîáðàæåííÿ ¹ êëàñè÷íèì

äâiéêîâèì çîáðàæåííÿì, à òîìó ¹ éîãî óçàãàëüíåííÿì.

Iñíóþòü ÷èñëà, ÿêi ìàþòü äâà Q2-çîáðàæåííÿ. Öå ÷èñëà âèäó ∆Q2

α1α2...αn(0)
=

∆Q2

α1α2...[αn−1](1), äå êâàäðàòíi äóæêè ïîçíà÷àþòü ëèøå öiëiñíiñòü âèðàçó, à êðóãëi �

ïåðiîä. Òàêi ÷èñëà íàçèâàþòüñÿ Q2-áiíàðíèìè. Ìíîæèíà Q2-áiíàðíèõ ÷èñåë ¹ çëi÷åí-

íîþ. Ðåøòà ÷èñåë ìàþòü ¹äèíå çîáðàæåííÿ. Âîíè íàçèâàþòüñÿ Q2-óíàðíèìè.

Q2-çîáðàæåííÿ âäàëî ñåáå ïðîÿâèëî ïðè çàäàíi òà äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ

îá'¹êòiâ çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ áóäîâîþ: ôóíêöié çi ñêëàäíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè

âëàñòèâîñòÿìè (íiäå íå äèôåðåíöiéîâíîñòi, ñèíãóëÿðíîñòi), éìîâiðíiñíèõ ìið òîùî.

Òàê, íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ I(x = ∆Q2
α1α2...αn...) = ∆Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]...
, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ

iíâåðñîðîì öèôð Q2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë ïðè q0 ̸= 1
2
¹ ñèíãóëÿðíîþ ôóíêöi¹þ (íåïå-

ðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, âiäìiííîþ âiä êîíñòàíòè, ïîõiäíà ÿêî¨ ðiâíà íóëþ ìàéæå ñêðiçü

ó ðîçóìiííi ìiðè Ëåáåãà) i ëèøå ïðè q0 = 1
2
(òîáòî, êîëè Q2-çîáðàæåííÿ ñïiâïàäà¹ ç

êëàñè÷íèì äâiéêîâèì) ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ y = 1 − x. Ìè öiêàâèìîñÿ êëàñîì ôóí-

êöié, àðãóìåíò i çíà÷åííÿ ÿêèõ çàïèñàíi ñâî¨ìèQ2-çîáðàæåííÿìè, ïðè÷îìóQ2-öèôðè

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ¹ çíà÷åííÿì ôiíiòíèõ ôóíêöié âiäïîâiäíèõ Q2-öèôð àðãóìåíòà.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ êëàñ S ôóíêöié fφ, îçíà÷åíèõ ðiâíiñòþ

fφ(x = ∆Q2
α1α2...αn...) = ∆Q2

φ1(α1,α2)φ2(α2,α3)...φn(αn,αn+1)...
, (2)

© Ñ.Ï. Ðàòóøíÿê, Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé 2023



72

äå A×A φn→ A. Îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fφ âçàãàëi êàæó÷è íå ¹ êîðåêòíèì, îñêiëüêè çíà÷å-

ííÿ ôóíêöi¨ âiä äâîõ ôîðìàëüíî ðiçíèõ çîáðàæåíü Q2-áiíàðíèõ ÷èñåë íå çáiãàþòüñÿ.

Òîìó äîìîâèìîñÿ íå âèêîðèñòîâóâàòè çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ùî íå ìiñòÿòü 1 â ïåðiîäi.

Ôóíêöié φn iñíó¹ âñüîãî ëèøå 16 øòóê, ÿêi ðîçáèâàþòüñÿ íà 8 ïàð äâî¨ñòèõ (φn, φ̃n)

(φ̃n(a, b) = 1 − φn(a, b), a, b ∈ A). Âiäïîâiäíi ïàðè äâî¨ñòèõ ôóíêöié fφ i fφ̃ íà ïåð-

øèé ïîãëÿä ìàþòü îäíàêîâi ñòðóêòóðíi âëàñòèâîñòi i ñïiâïàäàþòü ç òî÷íiñòþ äî ñè-

ìåòði¨, ïðîòå ¨õ äèôåðåíöiàëüíi âëàñòèâîñòi ïðèíöèïîâi ðiçíi. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ

φn(a, b) = a äâî¨ñòîþ ¹ φ̃n(a, b) = 1−a, a, b ∈ A âiäïîâiäíi äâî¨ñòi ôóíêöi¨ öå fφ(x) = x,

fφ̃(x) = I(x). Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöi¨ φn ìîæíà áóäóâàòè ôóíêöi¨ fφ ç ôðàêòàëü-

íèìè ãðàôiêàìè, ôðàêòàëüíèìè ìíîæèíàìè çíà÷åíü i ìíîæèíàìè ðiâíiâ.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ôóíêöiÿ g, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

g(x = ∆Q2
α1α2...

) =

∆Q2

c1...cn−1[1−α1·α2][1−α3][1−α4]...
ïðè x /∈ ∆Q2

10 ,

∆Q2

c1...cn−1[1−α1·α2]α3α4...
ïðè x ∈ ∆Q2

10 .
∀(c1, ..., cn−1) ∈ An−1.

(3)

Ôóíêöiÿ g ¹ êîðåêòíî îçíà÷åíîþ ôóíêöi¹þ íà ìíîæèíi Q2-áiíàðíèõ ÷èñåë, òîá-

òî òèõ, ùî ìàþòü äâà ôîðìàëüíî ðiçíi çîáðàæåííÿ, îñêiëüêè g(∆Q2

α1α2...αn−10(1)
) =

g(∆Q2

α1α2...αn−11(0)
) äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N .

Òåîðåìà 1. Ôóíêöiÿ g ¹ íåïåðåðâíîþ, ïðè÷îìó ëiíiéíîþ íà öèëiíäði ∆Q2

c1...cn−110
, äå

ci ∈ A, i ñèíãóëÿðíîþ íà ðåøòi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Ó äîïîâiäi ïðîïîíóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðíèõ, äèôðåíöiàëüíèõ,

òîïîëîãî-ìåòðè÷íèõ òà iíòåãðàëüíèõ ôóíêöié fφ êëàñó S i ôóíêöié, îçíà÷åíèõ ç äî-

ïîìîãîþ ôóíêöié φ.
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ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍI ÑÓÌÈ ÌÍÎÆÈÍ ÊÀÍÒÎÐIÂÑÜÊÎÃÎ ÒÈÏÓ

Ä.Ñ. Øïèòþê

ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà

Àðèôìåòè÷íîþ ñóìîþ äâîõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí A i B íàçèâàþòü ìíîæèíó C = A⊕B
âñiõ ÷èñåë c = a+ b, äå a ∈ A, b ∈ B [1].

Âiäîìî, ùî àðèôìåòè÷íà ñóìà äâîõ ìíîæèí Êàíòîðà

C[3; {0, 2}] = {[0; 1] ∋ x : x = ∆3
α1α2...αn...,αn... ∈ {0, 2}, n ∈ N},

äå ∆3
α1α2...αn... � òðiéêîâå çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ¹ âiäðiçêîì [0; 2], òîáòî àðèôìåòè÷íà

ñóìà äâîõ íiäå íå ùiëüíèõ äîñêîíàëèõ ìíîæèí íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà ¹ âñþäè ùiëüíîþ

ìíîæèíîþ [2].

Âèíèêà¹ ïðèðîäíié iíòåðåñ äî àðèôìåòè÷íèõ ñóì ìíîæèí êàíòîðiâñüêîãî òèïó

(íiäå íå ùiëüíèõ äîñêîíàëèõ ìíîæèí). Íàñ öiêàâëÿòü ïèòàííÿ: çà ÿêèõ óìîâ âëàñòè-

âîñòi ìíîæèí äîäàíêiâ çáåðiãàþòüñÿ äëÿ ìíîæèíè ñóìè, ÿê êîðåëþþòü âëàñòèâîñòi

ìíîæèí äîäàíêiâ i ìíîæèíè ñóìè. Âèðiøåííÿ öèõ òà iíøèõ ïðîáëåì ñïðèÿòèìóòü

ïîãëèáëåííþ ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ çãîðòîê âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ñïåêòð ÿêèõ ¹

àðèôìåòè÷íîþ ñóìîþ ñïåêòðiâ ñêëàäîâèõ.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìíîæèíà àðèôìåòè÷íà ñóìà äâîõ ìíîæèí C ⊕ C ′, äå

C = C[9; {0, 2, 6, 8}] = {[0; 1] ∋ x = ∆9
α1α2...αn..., αn ∈ {0, 2, 6, 8}},

C ′ = C[9; {1, 3, 4, 5, 7}] = {[0; 1] ∋ x = ∆9
α1α2...αn..., αn ∈ {1, 3, 4, 5, 7}},

äå ∆9
α1α2...αn... � äåâ'ÿòiðêîâå çîáðàæåííÿ ÷èñåë.

Òåîðåìà 1. Àðèôìåòè÷íà ñóìà C i C ′ ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ

C ⊕ C ′ = C[9;0,2,8,14,16] = {x =∆9
α1...αn..., αn ∈A17 \ {0,2,8,14,16}, n ∈ N}.

Ó äîïîâiäi ïðîïîíóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé àðèôìåòè÷íèõ ñóì

ìíîæèí êàíòîðiâñüêîãî òèïó, îçíà÷åíèõ â äåâ'ÿòiðêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.
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ÊÐÈÒÅÐI� ALL-PATH ÎÏÓÊËÈÊÈÕ ÌÍÎÆÈÍ Ó ÇÂ'ßÇÍÈÕ ÃÐÀÔÀÕ

Â.Î. Ãàïîíåíêî, Ñ.Î. Êîçåðåíêî

Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåòåò �Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ�, Êè¨â, Óêðà¨íà

Êëàñè÷íi êîíöåïöi¨ òåîði¨ îïóêëèõ ñòðóêòóð îòðèìàëè áàãàòî óâàãè â ïåðøié ïîëî-

âèíi 20-ãî ñòîëiòòÿ. Ïðîòå ç ðîçâèòêîì òåîði¨, ïîíÿòòÿ îïóêëîñòi ïî÷àëè ðîçãëÿäàòè

â áiëüø øèðîêîìó ñåíñi, íå ïðèâ'ÿçóþ÷èñü äî âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ. Â íàøié ðîáîòi

ìè ñïèðà¹ìîñÿ ñàìå íà ðîçøèðåíå ïîíÿòòÿ îïóêëîñòi, áàçóþ÷èñü íà àêñiîìàòè÷íîìó

ïiäõîäi ïðåäñòàâëåíîìó Âàí äåð Âåëåì ó éîãî êíèçi �Theory of convex structures� [2].

Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí C ìíîæèíèX íàçèâà¹òüñÿ îïóêëiñòþ íàX ÿêùî íàñòóïíi àêñiîìè

ïðàâäèâi:

(1) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ òà ñàì X âõîäÿòü â C.

(2) C çàêðèòà âiäíîñíî ïåðåòèíiâ.

(3) C çàêðèòà âiäíîñíî âêëàäåíèõ îá'¹äíàíü.

Òîäi ïàðó (X,C) íàçèâàþòü îïóêëèì ïðîñòîðîì, à åëåìåíòè C � îïóêëèìè ìíîæè-

íàìè.

Ãðàôîâèì îïóêëèì ïðîñòîðîì ¹ ïàðà (G, ϑ), äå G ¹ çâ'ÿçíèì ãðàôîì ç ìíîæèíîþ

âåðøèí V òà îïóêëiñòþ íà ϑ, ùî ïàðà (V, ϑ) ¹ îïóêëèì ïðîñòîðîì, ùî çàäîâîëüíÿ¹

äîäàòêîâó òåîðåìó:

4. Êîæíèé åëåìåíò ϑ ïîðîäæó¹ çâ'ÿçíèé ïiäãðàô ó G.

Ïîêëàäåìî íà ìíîæèíi X ôóíêöiþ I : X ×X → 2X , ùî ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

(1) Äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ a, b ∈ X ñïðàâäæó¹òüñÿ a, b ∈ I(a, b).

(2) Ôóíêöiÿ ¹ ñèìåòðè÷íîþ I(a, b) = I(b, a).

Òîäi I íàçèâàþòü iíòåðâàëüíèì îïåðàòîðîì íà X, a I(a, b) ¹ iíòåðâàëîì ìiæ a

òà b. Ïàðó (X, I) íàçèâàþòü iíòåðâàëüíèì ïðîñòîðîì i âií ïðèðîäíiì ÷èíîì ïîðî-

äæó¹ îïóêëiñòü C íà X. Òàê, ïiäìíîæèíó C ìè íàçèâà¹ìî îïóêëîþ òiëüêè òîäi, êîëè

I(x, y) ⊆ C äëÿ âñiõ a, b ∈ C.

Íàïðèêëàä, ìîíîôîíi÷íà îïóêëiñòü ïîðîäæó¹òüñÿ iíòåðâàëüíîþ ôóíêöi¹þ I(a, b),

ùî ¹ âñiìà áåçõîðäîâèìè øëÿõàìè ìiæ çàçíà÷åíîþ ïàðîþ âåðøèí. ßêùî âèçíà÷èòè

I(a, b) ÿê âñi íàéêîðîòøi øëÿõè ìiæ a òà b, òîäi ïîðîäèìî ãåîäåòè÷íó îïóêëiñòü.

Â öié ïðàöi ìè ðîçãëÿäà¹ìî all-path îïóêëiñòü, ùî âïåðøå ââåëè â ñòàòòi �Convex

sets in a graph� [3]. �¨ ïîðîäæó¹ iíòåðâàëüíà ôóíêöiÿ, ùî ¹ âñiìà ïðîñòèìè øëÿõàìè

© Â.Î. Ãàïîíåíêî, Ñ.Î. Êîçåðåíêî, 2023
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ìiæ ïàðàìè âåðøèí. Ïðîòå, â [3] íå áóëî íàäàíî õàðàêòåðèçàöiþ AP-îïóêëî¨ ìíî-

æèíè, àëå éîãî áóëî íàäàíî â ïðàöi �All-path convexity: combinatorial and complexity

aspects.� [4].

Òåîðåìà 1. [3] Çàôiêñó¹ìî S ⊂ V . Òîäi S ¹ AP-îïóêëîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

S = V , àáî äëÿ êîæíîãî çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè Gi, ùî V (Gi) ⊂ V (G−S), iñíó¹ òiëüêè
îäíà ñóñiäíÿ âåðøèíà ç S.

Çâåðíåìî âàøó óâàãó, ùî äàíà õàðàêòåðèñòèêà äà¹ êðèòåðié äëÿ øâèäêî¨ àëãîðè-

òìi÷íî¨ ïåðåâiðêè ìíîæèíè íà AP-îïóêëiñòü, ïðîòå ç ¨¨ äîïîìîãîþ âàæêî îòðèìóâàòè

òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè. Òîìó ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî íîâèé êðèòåðié AP-îïóêëèõ ìíîæèí

ÿêèé òðèâiàëiçó¹ áiëüøiñòü ìèíóëèõ ðåçóëüòàòiâ çi çãàäàíèõ ñòàòåé.

Òåîðåìà 2. Íåõàé G ¹ çâ'ÿçíèì ãðàôîì, A ⊂ V (G) òà |A| ≥ 2. Òîäi ìíîæèíà

A ¹ AP -îïóêëîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïîðîäæåíèé ïiäãðàô G[A] ¹ çâ'ÿçíèì

îá'¹äíàííÿì áëîêiâ â G.

Ùîáè ñôîðìóëþâàòè äðóãèé êðèòåðié ÀÐ-îïóêëèõ ìíîæèí, ââåäåìî ïîñèëåííÿ

îäíîãî êëàñè÷íîãî îçíà÷åííÿ ç ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ãðàôiâ. À ñàìå, íåõàé A ⊆ V (G)

ìíîæèíà âåðøèí ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi G òà x ∈ V (G). Âîðîòàìè äëÿ x ∈ A íàçèâà¹òüñÿ

âåðøèíà g ∈ A òàêà, ùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a ∈ A , äåÿêèé íàéêîðîòøèé øëÿõ

âiä x äî a ìiñòèòü g. ßêùî â ïîïåðåäíüîìó îçíà÷åííi ïîñèëèòè óìîâó äî �áóäü-ÿêèé

íàéêîðîòøèé øëÿõ x äî a ìiñòèòü g�, îòðèìà¹ìî îçíà÷åííÿ ñèëüíèõ âîðiò äëÿ x ∈ A.

Òåîðåìà 3. Íåõàé G ¹ çâ'ÿçíèì ãðàôîì, A ⊆ V (G) òà |A| ≥ 2. Òîäi ìíîæèíà A ¹

AP-îïóêëîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà âåðøèíà x ∈ V (G) ìà¹ ñèëüíi âîðîòà

â A.
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ÀÍIÃIËßÒÎÐÍÎ-ÍÅÏÅÐÅÐÂÍI ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß ÌIÆ ÃÐÀÔÀÌÈ

Þ.-Ë.Â. Äåõòÿð, Ñ.Î. Êîçåðåíêî

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåòåò �Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ�, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ìåòðè÷íèì âiäðiçêîì ìiæ âåðøèíàìè u, v ∈ V (G) ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi G íàçèâà¹òüñÿ

ìíîæèíà [u, v]G = {x ∈ V (G) : dG(u, x) + dG(x, v) = dG(u, v)} (òóò dG ïîçíà÷à¹

ïðèðîäíþ âiäñòàíü íà V (G)). Ìíîæèíà ⌈u, v⌉ = {x ∈ V (G) : v ∈ [u, x]G} íàçèâà¹òüñÿ
àíiãiëÿòîðîì [2] âiä u äî v. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ⌈u, v⌉ ∩ ⌈v, u⌉ = ∅ äëÿ âñiõ u ̸= v òà

⌈u, u⌉ = V (G). Êðiì öüîãî, ðiâíiñòü ⌈u, v⌉ ∪ ⌈v, u⌉ = V (G) îçíà÷à¹, ùî uv ∈ E(G).

Âiäîáðàæåííÿ f : V (G) → V (H) ìiæ ìíîæèíàìè âåðøèí äâîõ ãðàôiâ G,H íàçè-

âà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî f(u)f(v) ∈ E(H) äëÿ âñiõ ðåáåð uv ∈ E(G).

Íåõàé òåïåð G òà H çâ'ÿçíi ãðàôè. Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì,

ÿêùî [f(u), f(v)]H ⊂ f([u, v]G) äëÿ âñiõ u, v ∈ V (G). Ïîñëàáëåííÿì íåïåðåðâíîñòi ¹

ïîíÿòòÿ ìåòðè÷íîñòi: âiäîáðàæåííÿ f ìåòðè÷íå, ÿêùî dH(f(u), f(v)) ≤ dG(u, v) äëÿ

âñiõ u, v ∈ V (G). Íåâàæêî äîâåñòè, ùî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òà ãîìîìîðôiçìè ¹

ìåòðè÷íèìè [1].

Ùå îäíèì ïîâ'ÿçàíèì êëàñîì âiäîáðàæåíü ìiæ ãðàôàìè ¹ ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ:

f ëiíiéíå, ÿêùî f([u, v]G) ⊂ [f(u), f(v)]H äëÿ âñiõ u, v ∈ V (G). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, îñòàíí¹

îçíà÷åííÿ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè, çàìiíèâøè âiäïîâiäíi âiäðiçêè íà àíiãiëÿòîðè.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé G òà H çâ'ÿçíi ãðàôè. Âiäîáðàæåííÿ f : V (G) → V (H) ¹

ëiíiéíèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè f(⌈u, v⌉) ⊂ ⌈f(u), f(v)⌉ äëÿ âñiõ u, v ∈ V (G).

Íàçâåìî âiäîáðàæåííÿ f : V (G) → V (H) àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ âñiõ

u, v ∈ V (G) ⌈f(u), f(v)⌉ ⊂ f(⌈u, v⌉). Íàïðèêëàä, içîìîðôiçìè òà ïîñòiéíi âiäîáðàæåí-
íÿ â K1 ¹ àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíèìè. Áiëüøå òîãî, îäðàçó ç îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi

⌈x, x⌉ = V âèïëèâà¹, ùî àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ¹ ñþð'¹êöiÿìè. Òîìó,

âçàãàëi êàæó÷è, êëàñè íåïåðåðâíèõ òà àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü íå çái-

ãàþòüñÿ. Ïðîòå, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé G òà H çâ'ÿçíi ãðàôè. Ái¹êöiÿ f : V (G) → V (H) ¹ íåïåðåðâ-

íîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîíà àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíà.

Äëÿ àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ç äåðåâ ó íåòðèâiàëüíi ãðàôè ìîæåìî

ñêàçàòè íàâiòü áiëüøå.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé G � äåðåâî, à H ̸= K1. Òîäi êîæíå àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ f : V (G) → V (H) ¹ ií'¹êöi¹þ.

Òâåðäæåííÿ 2,3 äîçâîëÿþòü ïîâíiñòþ îïèñàòè àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíi âiäîáðàæå-

ííÿ ìiæ íåòðèâiàëüíèìè äåðåâàìè.

© Þ.-Ë.Â. Äåõòÿð, Ñ.Î. Êîçåðåíêî, 2023
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Íàñëiäîê 1. Íåõàé G,H ̸= K1 � äåðåâà. Òîäi ¹äèíèìè àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíèìè

âiäîáðàæåííÿìè ìiæ G òà H ¹ içîìîðôiçìè.

Íàñòóïíà êîíñòðóêöiÿ ïîêàçó¹, ùî iñíóþòü àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ,

ÿêi íå ¹ ái¹êöiÿìè.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé G � çâ'ÿçíèé ãðàô, à H � éîãî çâ'ÿçíèé êiñòÿêîâèé ïiäãðàô.

Çàôiêñó¹ìî ãðàô H ′ � içîìîðôíó êîïiþ H iç âiäïîâiäíèì içîìîðôiçìîì u ↔ u′.

Ðîçãëÿíåìî ãðàô G′ iç V (G′) = V (H) ⊔ V (H ′) òà E(G′) = E(H) ∪ E(H ′) ∪ {uu′ :

u ∈ V (H)}. Ãðàô G′ ìîæíà óÿâëÿòè ÿê öèëiíäð iç îñíîâàìè, ùî içîìîðôíi ãðàôó

H. Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : V (G′) → V (G), äå f(x) = u äëÿ x ∈
V (H) = V (G) àáî x = u′ ∈ V (H ′). Çà ïîáóäîâîþ f ¹ àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíèì, àëå

íå ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Íàÿâíi ïðèêëàäè òà ðåçóëüòàòè ïðî àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü äîçâî-

ëÿþòü íàì âèñóíóòè íàñòóïíó ãiïîòåçó.

Ãiïîòåçà: àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðåâíi âiäîáðàæåííÿ ¹ íåïåðåðåâíèìè.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî íåïåðåâíi ñþð'¹êöi¨ íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ àíiãiëÿòîðíî-íåïåðåðâíè

ìè: ðîçãëÿíåìî ñòÿãóâàííÿ âèñÿ÷îãî ðåáðà â ëàíöþãó P3 (ÿê âiäîáðàæåííÿ ç P3 íà

P2).
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ÁÅÇÏIÊÎÂI ÔÓÍÊÖI� ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ ÁËÎÊIÂ

Ð.Î. Çèìîâåöü, Ñ.Î. Êîçåðåíêî

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåòåò �Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ�, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íåõàé G = (V,E) ñêií÷åííèé çâ'ÿçíèé ãðàô. Ôóíêöiÿ f : V → R íàçèâà¹òüñÿ áåç-

ïiêîâîþ [1], ÿêùî äëÿ âñiõ u, v ∈ V òà x ∈ [u, v]G âèêîíàíî f(x) ≤ max{f(u), f(v)},
ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó f(u) = f(v) (òóò ÷åðåç [u, v]G ïîçíà÷à-

¹òüñÿ ìåòðè÷íèé âiäðiçîê ìiæ âåðøèíàìè u, v).

Øëÿõ u1−· · ·−um ó ãðàôiG íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî-íàéêîðîòøèì, ÿêùî dG(ui−1, ui+1) =

2 äëÿ âñiõ 2 ≤ i ≤ m−1 (òóò dG ïîçíà÷à¹ çâè÷àéíó âiäñòàíü íà V ). Ìíîæèíà âåðøèí

A ⊂ V (G) íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì îïóêëîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ ïàð âåðøèí u, v ∈ A âîíà

ìiñòèòü òàêîæ âåðøèíè âñiõ ëîêàëüíî-íàéêîðîòøèõ øëÿõiâ ìiæ u, v ó G. Îñêiëü-

êè êîæåí íàéêîðîòøèé øëÿõ ó ãðàôi ¹ é ëîêàëüíî-íàéêîðîòøèì, òî êîæíà öiëêîì

îïóêëà ìíîæèíà âåðøèí ¹ îïóêëîþ.

Çâ'ÿçíèé ãðàô G íàçèâà¹òüñÿ õîðäàëüíèì, ÿêùî êîæåí éîãî öèêë äîâæèíè ≥ 4

ìiñòèòü õîðäó (iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî G íå ìà¹ ïîðîäæåíèõ ïiäãðàôiâ Cm, m ≥ 4).

Òåîðåìà 1. [1] Ìíîæèíè ðiâíÿ áåçïiêîâèõ ôóíêöié íà õîðäàëüíèõ ãðàôàõ ¹ öiëêîì

îïóêëèìè.

Îäíèì iç âiäîìèõ ïiäêëàñiâ õîðäàëüíèõ ãðàôiâ ¹ ãðàôè áëîêiâ. Îñòàííi ¹ ãðàôàìè,

â ÿêèõ êîæåí áëîê (ìàêñèìàëüíèé äâîçâ'ÿçíèé ïiäãðàô) ¹ ïîâíèì [2]. Íàïðèêëàä,

êîæíå äåðåâî ¹ ãðàôîì áëîêiâ.

Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ çâ'ÿçíîãî ãðàôà G íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) G ãðàô áëîêiâ;

(2) êîæíà çâ'ÿçíà ìíîæèíà âåðøèí ó G ¹ îïóêëîþ;

(3) êîæíà çâ'ÿçíà ìíîæèíà âåðøèí ó G ¹ öiëêîì îïóêëîþ.

Íà êëàñi âñiõ áåçïiêîâèõ ôóíêöié íà ãðàôiG ïðèðîäíiì ÷èíîì ââîäèòüñÿ íàñòóïíèé

ïåðåäïîðÿäîê [1]: f ≺ g, ÿêùî êîæíà ìíîæèíà ðiâíÿ äëÿ ôóíêöi¨ f ¹ é ìíîæèíîþ

ðiâíÿ äëÿ g. Íàïðèêëàä, ïîñòiéíi ôóíêöi¨ ¹ ìiíiìàëüíèìè åëåìåíòàìè âiäíîñíî ≺.
Îñêiëüêè, âçàãàëi êàæó÷è, ≺ íå ¹ àíòèñèìåòðè÷íèì áiíàðíèì âiäíîøåííÿì, òî ïðè-

ðîäíiì ÷èíîì ââåäåìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi: f ∼ g, ÿêùî f ≺ g òà g ≺ f .

Iíøèìè ñëîâàìè, äâi áåçïiêîâi ôóíêöi¨ åêâiâàëåíòíi, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíàêîâi ìíî-

æèíè ðiâíiâ.

© Ð.Î. Çèìîâåöü, Ñ.Î. Êîçåðåíêî, 2023



80

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò õàðàêòåðèçó¹ ðîäèíè ïiäãðàôiâ, ïîðîäæåíèõ ìíîæèíàìè ðiâ-

íiâ äåÿêî¨ áåçïiêîâî¨ ôóíêöi¨ íà ãðàôi áëîêiâ. Êëàñòåð-ãðàôîì íàçèâà¹òüñÿ ãðàô,

êîæíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ÿêîãî ¹ ïîâíèì ãðàôîì.

Òåîðåìà 2. Íåõàé G � çâ'ÿçíèé ãðàô áëîêiâ, à L � ðîäèíà éîãî íåïîðîæíiõ çâ'ÿçíèõ

ïiäãðàôiâ iç G ∈ L. Òîäi iñíó¹ áåçïiêîâà ôóíêöiÿ f íà G òàêà, ùî L ¹ ðîäèíîþ

ïiäãðàôiâ, ïîðîäæåíèõ ìíîæèíàìè ðiâíiâ f òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ

íàñòóïíi óìîâè:

(1) L ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà çà âêëþ÷åííÿì;

(2) äëÿ âñiõ ïiäãðàôiâ H1, H2 ∈ L òàêèõ, ùî H2 � íàñòóïíèê H1 âèêîíàíî V (H2 \H1) =

NH2(V (H1)) òà H2 \H1 � êëàñòåð-ãðàô.

Öþ òåîðåìó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïiäðàõóíêó êiëüêîñòi áåçïiêîâèõ ôóíêöié

íà ãðàôàõ áëîêiâ (çîêðåìà, äåðåâàõ). Íàïðèêëàä, êiëüêiñòü ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíèõ

áåçïiêîâèõ ôóíêöié íà ïîâíîìó ãðàôi Kn ðiâíà n-îìó âïîðÿäêîâàíîìó ÷èñëó Áåëëà

(iíøà íàçâà � ÷èñëà Ôóáiíi):
n∑

m=1

m∑
k=1

(−1)k+1

(
m

k

)
(m− k)n.
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ÀÍÀËIÇ ÅÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒI ÌÅÒÎÄÓ ÄÈÍÀÌI×ÍÎ�

ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÍÎ� ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖI� Â ÌÅÐÅÆÀÕ

Ç ÍÅÏÎÂÍÎÇÂ'ßÇÍÎÞ ÒÎÏÎËÎÃI�Þ

Ì.Þ. Ëèõîïóä

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ìåòîä äèíàìi÷íî¨ àëüòåðíàòèâíî¨ ìàðøðóòèçàöi¨ (äàëi ÄÀÌ) áóâ ðîçðîáëåíèé Ði-

÷àðäîì Ãiááåíñîì òà Ôðåíêîì Êåëëi â 1985 ðîöi äëÿ ìåðåæ ç êîìóòàöi¹þ êàíàëiâ

[1]. Äëÿ ìåðåæ ç íåïîâíîçâ'ÿçíîþ òîïîëîãi¹þ iñíó¹ ìîäèôiêàöiÿ ìåòîäó ÄÀÌ, ÿêà

áàçó¹òüñÿ íà êîìáiíàöiÿ �ëèïêî¨ âèïàäêîâîñòi� ç âèêîðèñòàííÿì òàáëèöü ñòàòè÷íî¨

ìàðøðóòèçàöi¨ [2].

Â ðîáîòi áóâ ïðîâåäåíèé àíàëiç åôåêòèâíîñòi öi¹¨ ìîäèôiêàöi¨ äëÿ áàãàòîêàíàëüíèõ

ìåðåæ. Äëÿ îöiíêè åôåêòèâíîñòi ìåòîäó ìàðøðóòèçàöi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi

êðèòåði¨:

(1) Ìàêñèìiçàöiÿ òðàôiêó, ùî ïåðåäà¹òüñÿ â ìåðåæi â ìîìåíò t.

(2) Ìiíiìiçàöiÿ ìàêñèìàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ éìîâiðíîñòi áëîêóâàííÿ âèêëèêó.

Ïiä ÷àñ ðîáîòè áóëà ðîçãëÿíóòà àíàëiòè÷íà ìîäåëü òåëåôîííî¨ ìåðåæi, ÿêà âèêî-

ðèñòîâó¹ ìîäèôiêîâàíèé ìåòîä ÄÀÌ. Ìåðåæó áóëî ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi íåîði-

¹íòîâàíîãî ãðàôà (V, L), äå V � öå ìíîæèíà âóçëiâ (V1, V2, . . . , Vn), à L � ìíîæèíà

ëiíié çâ'ÿçêó (L1, L2, . . . , Ln). Òàêîæ âåäåíi íàñòóïíi ïàðàìåòðè: Bk � ñåðåäíÿ éìî-

âiðíiñòü áëîêóâàííÿ âèêëèêó íà êàíàëi k = (Vi, Vj); Ck � ïðîïóñêíà çäàòíiñòü êàíàëó

k = (Vi, Vj) ; fk � òðàôiê, ùî ïåðåäà¹òüñÿ ïî êàíàëó k = (Vi, Vj).

Áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ìiæ äâîìà âóçëàìè ìåðåæi ìîæå iñíóâàòè äåêiëüêà âàðiàíòiâ

ç'¹äíàííÿ; âèáið íàéêîðîòøîãî øëÿõó ç ìîæëèâèõ ìîæå ïîãiðøèòè ïðîäóêòèâíiñòü

ìåðåæi â öiëîìó.

Áóëî ïîêàçàíî, ùî íå iñíó¹ ðiøåííÿ, ÿêå á ïîâíiñòþ çàäîâîëüíÿëî îáèäâà êðèòåði¨

åôåêòèâíîñòi, òîìó çàâäàííÿ ìàðøðóòèçàöi¨ ìà¹ áóòè çâåäåíî äî ïîøóêó îïòèìàëü-

íîãî ðiøåííÿ çà äîïîìîãîþ åâðèñòè÷íèõ ìåòîäiâ.
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ÎÐI�ÍÒÀÖI� ÃÐÀÔIÂ I ÏÐÎÁËÅÌÀ ÎÁÕÎÄÓ ÑÒÎÐÎÆÀ

Á.Þ. Ðîìàí÷óê, Ñ.Î. Êîçåðåíêî

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåòåò �Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ�, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Çàäà÷à ïîøóêó îáõîäà ñòîðîæà íà ãðàôàõ i îðãðàôàõ ¹ îäíîþ ç êëàñè÷íèõ ïðî-

áëåì, ïîâ'ÿçàíèõ iç äîìiíóâàííÿì. À ñàìå, íåõàé G = (V,E) � ñêií÷åííèé ïðîñòèé

íåîði¹íòîâàíèé ãðàô. Îáõîäîì ñòîðîæà [2] íà G íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèé äîìiíóþ-

÷èé çàìêíåíèé øëÿõ ó G, òîáòî íàéêîðîòøèé øëÿõ W = u1 − · · · − um − u1 iç òàêîþ

óìîâîþ: äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ V çíàéäåòüñÿ 1 ≤ i ≤ m iç uiv ∈ E. Î÷åâèäíî,

ùî íà G iñíó¹ îáõiä ñòîðîæà òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè G çâ'ÿçíèé. Öå îçíà÷åííÿ ïå-

ðåíîñèòüñÿ é íà îði¹íòîâàíi ãðàôè. Íåõàé D = (V,A) � ñêií÷åííèé îði¹íòîâàíèé

ãðàô áåç ïåòåëü. Îáõîäîì ñòîðîæà íà D íàçèâà¹òüñÿ íàéêîðîòøèé çàìêíåíèé øëÿõ

W = u1 → · · · → um → u1 òàêèé, ùî äëÿ êîæíî¨ v ∈ V iñíó¹ 1 ≤ i ≤ m iç ui → v ó D.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî íå êîæåí ñëàáêî çâ'ÿçíèé îðãðàô ìà¹ îáõiä ñòîðîæà. Íàïðèêëàä,

àöèêëi÷íèé îðãðàô D ìà¹ îáõiä ñòîðîæà òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âií ìà¹ äîìiíóþ÷ó

âåðøèíó (ïîñòiéíèé çàìêíåíèé øëÿõ ó öié âåðøèíi é áóäå îáõîäîì ñòîðîæà â D). Ç

iíøîãî áîêó, êîæåí ñèëüíî çâ'ÿçíèé îðãðàô ìà¹ îáõiä ñòîðîæà.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ êðèòåðiþ iñíóâàííÿ îáõîäó ñòîðîæà â îðãðàôi íàì çíàäîáè-

òüñÿ ïîíÿòòÿ êîíäåíñàöi¨ îðãðàôà òà äåÿêèé ¨¨ êiñòÿêîâèé ïiäãðàô. Êîíäåíñàöi¹þ D∗

îðãðàôà D íàçèâà¹òüñÿ îðãðàô, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ç D ñòÿãóâàííÿì éîãî êîìïîíåíò

ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi. Òîáòî, âåðøèíàìè D∗ ¹ ñèëüíi êîìïîíåíòè D, ïðè÷îìó â D∗ iñíó¹

äóãà A → B, ÿêùî a → b ó D äëÿ äåÿêèõ a ∈ A, b ∈ B. Ñþð'¹êòèâíîþ êîíäåíñàöi¹þ

îðãðàôà D íàçâåìî îðãðàô D∗
sur, ÿêèé ìà¹ òó ñàìó ìíîæèíó âåðøèí ùî é D

∗, àëå â

D∗
sur iñíó¹ äóãà A→ B, ÿêùî äëÿ êîæíîãî b ∈ B çíàéäåòüñÿ a ∈ A iç a→ b ó D.

Ëåìà 1. Ñëàáêî çâ'ÿçíèé îðãðàô D ìà¹ îáõiä ñòîðîæà òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

éîãî ñþð'¹êòèâíà êîíäåíñàöiÿ D∗
sur ìà¹ äîìiíóþ÷ó âåðøèíó.

Âiäîìî [1], ùî áóäü-ÿêèé òóðíið T ìà¹ îáõiä ñòîðîæà, ïðè÷îìó äîâæèíà íàéêî-

ðîòøîãî òàêîãî îáõîäó ìîæå áóòè ÿâíî ïîðàõîâàíà â òåðìiíàõ ÷èñëà äîìiíóâàííÿ

T .

Îðãðàô D íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ îði¹íòàöi¹þ ãðàôà G, ÿêùî G îòðèìó¹òüñÿ ç

D �çàáóâàííÿì� îði¹íòàöié äóã òà iãíîðóâàííÿì 2-öèêëiâ. Ôîðìàëüíî, V (D) = V (G)

òà uv ∈ E(G) òîäi é i òiëüêè òîäi, êîëè u→ v àáî v → u â D. Íàïðèêëàä, óçàãàëüíåíi

îði¹íòàöi¨ ïîâíèõ ãðàôiâ íàçèâàþòüñÿ íàïiâïîâíèìè îðãðàôàìè. Îðãðàô D íàçèâà-

¹òüñÿ ïðîñòîþ îði¹íòàöi¹þ G, ÿêùî D îòðèìó¹òüñÿ ç G ðîçñòàâëåííÿì îði¹íòàöié

© Á.Þ. Ðîìàí÷óê, Ñ.Î. Êîçåðåíêî, 2023
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íà ðåáðàõ. Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòi îði¹íòàöi¨ íå ìàþòü 2-öèêëiâ. Íàïðèêëàä, òóðíiðè ¹

ïðîñòèìè îði¹íòàöiÿìè ïîâíèõ ãðàôiâ.

Ó ðîáîòi [1] áóëî äîâåäåíî, ùî êîæíà ïðîñòà îði¹íòàöiÿ ïîâíîãî ìóëüòè÷àñòêîâîãî

ãðàôà áåç äæåðåë çàâæäè ìà¹ îáõiä ñòîðîæà. Ìè ïîêàæåìî, ùî ÿêùî çàìiíèòè ïðîñòi

îði¹íòàöi¨ íà óçàãàëüíåíi, òî äàíà óìîâà íàñïðàâäi õàðàêòåðèçó¹ ïîâíi ìóëüòè÷àñòêîâi

ãðàôè ó êëàñi çâ'ÿçíèõ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ çâ'ÿçíîãî ãðàôà G íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) G ïîâíèé ìóëüòè÷àñòêîâèé;

(2) êîæíà óçàãàëüíåíà îði¹íòàöiÿ G áåç äæåðåë ìà¹ îáõiä ñòîðîæà;

(3) êîæíà óçàãàëüíåíà îði¹íòàöiÿ G áåç 1-òî÷êîâèõ ñèëüíèõ êîìïîíåíò ìà¹ îáõiä ñòî-

ðîæà.

Äëÿ ïðîñòèõ îði¹íòàöié ìiæ óìîâàìè Òåîðåìè 1 òàêîæ ¹ ëîãi÷íèé çâ'ÿçîê.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé G � çâ'ÿçíèé ãðàô. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi óìîâè:

(1) G ïîâíèé ìóëüòè÷àñòêîâèé;

(2) êîæíà ïðîñòà îði¹íòàöiÿ G áåç äæåðåë ìà¹ îáõiä ñòîðîæà;

(3) êîæíà ïðîñòà îði¹íòàöiÿ G áåç 1-òî÷êîâèõ ñèëüíèõ êîìïîíåíò ìà¹ îáõiä ñòîðîæà.

Òîäi 1 ⇒ 2 ⇒ 3, ïðè÷îìó æîäíó iìïëiêàöiþ íå ìîæíà îáåðíóòè.

Ëiòåðàòóðà
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ÏÐÈÊËÀÄÍÅ ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÒÅÎÐI� ÃÐÀÔIÂ

À. Ñà÷åâà

(Âîëèíñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ëåñi Óêðà¨íêè, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ó íàø ÷àñ âiäáóâà¹òüñÿ áóðõëèâèé ðîçâèòîê óñiõ îáëàñòåé íàóêè òà òåõíîëîãié,

ùî çóìîâëþ¹ ïîñòiéíå äîñëiäæåííÿ òèõ ÷è iíøèõ àêòóàëüíèõ ïðîáëåì, ÿêi ïîñòàþòü

ïåðåä ëþäñòâîì. Äîñèòü ÷àñòî âèðiøåííÿ ïåâíîãî çàâäàííÿ äîöiëüíî ðîçâ'ÿçàòè éîãî

íà ìîâi ãðàôiâ, à ïîòiì ðåçóëüòàò iíòåðïðåòóâàòè ó íåîáõiäíèõ âèõiäíèõ òåðìiíàõ. Òå-

îðiÿ ãðàôiâ ñòàëà íèíi ïðîñòèì, äîñòóïíèì i ïîòóæíèì çàñîáîì âèðiøåííÿ øèðîêîãî

êîëà ïèòàíü iç ðiçíèõ ãàëóçåé. Ó âèãëÿäi ãðàôiâ ìîæíà, íàïðèêëàä, iíòåðïðåòóâàòè

ñõåìè äîðiã, åëåêòðè÷íi ëàíöþãè, àðõiòåêòóðíi çàäà÷i, ãåîãðàôi÷íi êàðòè, ìîëåêóëè

õiìi÷íèõ ñïîëóê, çâ'ÿçêè ìiæ ëþäüìè i ãðóïàìè ëþäåé. Öþ òåîðiþ çàñòîñîâóþòü ïðè

ïðîåêòóâàííi iíòåãðàëüíèõ ñõåì i ñõåì óïðàâëiííÿ, ïðè äîñëiäæåííi àâòîìàòiâ, ëîãi-

÷íèõ ëàíöþãiâ, áëîê-ñõåì ïðîãðàì, â åêîíîìiöi i ñòàòèñòèöi, õiìi¨ òà áiîëîãi¨, â òåîði¨

ðîçêëàäiâ òîùî.

Ó ìàòåìàòèöi òåîðiÿ ãðàôiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷

òà çàäà÷ ïðàêòè÷íîãî çìiñòó. Ãðàôè ëåæàòü â îñíîâi áàãàòüîõ êîìï'þòåðíèõ ïðîáëåì,

ÿêi ðîáëÿòü ìîæëèâèìè ñó÷àñíó êîìóíiêàöiþ òà òåõíîëîãi÷íi ïðîöåñè. Îòæå, ÷åðåç

ãðàôè âiäáóâà¹òüñÿ ïðîíèêíåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ â ñó÷àñíó íàóêó òà òåõíiêó.

Ðîçãëÿíåìî åÿêi çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ãðàôiâ.

Ãðàôè â õiìi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ òåîðåòè÷íèõ òà

ïðàêòè÷íèõ çàäà÷. Çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ãðàôiâ áàçó¹òüñÿ íà ïîáóäîâi òà àíàëiçi ði-

çíîìàíiòíèõ õiìi÷íèõ òà õiìiêî-òåõíîëîãi÷íèõ ñïîëóê ó âèãëÿäi ìîäåëåé, âàæëèâèìè

äëÿ ÿêèõ ¹ ëèøå õàðàêòåð çâ'ÿçêó ìiæ âåðøèíàìè. Ðåáðà òà âåðøèíè öèõ ãðàôiâ âiä-

îáðàæàþòü õiìi÷íi ïîíÿòòÿ, ÿâèùà, ïðîöåñè òà îá'¹êòè i âiäïîâiäíî ÿêiñíi i êiëüêiñíi

çâ'ÿçêè àáî ïåâíi âiäíîøåííÿ ìiæ íèìè.

Ãðàôè âiäiãðàþòü äóæå âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ iíôîðìàòèêè. Ïðèïóñòèìî, ùî ïåâíå

÷èñëî ïîòðiáíî çíàòè çàêîäóâàòè ó âèãëÿäi êiíöåâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ðiçíî¨ äîâæèíè,

ùî ñêëàäàþòüñÿ ç íóëiâ i îäèíèöü. ßêùî ìîâiðíîñòü êîäîâèõ ñëiâ çàäàíi, òî íàé-

êðàùèì ââàæà¹òüñÿ êîä, â ÿêîìó ñåðåäíÿ äîâæèíà ñëiâ ìiíiìàëüíà â ïîðiâíÿííi ç

iíøèìè ðîçïîäiëàìè éìîâiðíîñòi.

Ãðàôè òàêîæ âiäiãðàþòü âåëèêó ðîëü ó áiîëîãi÷íié òåîði¨ ðîçãàëóæåíèõ ïðîöåñiâ.

Äëÿ ïðîñòîòè ïîêàæåìî òiëüêè îäíó ðiçíîâèäíiñòü ðîçãàëóæåíèõ ïðîöåñiâ � ðîçìíî-

æåííÿ áàêòåðié. Ïðèïóñòèìî, ùî ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ êîæíà áàêòåðiÿ àáî äiëèòüñÿ íà

äâi íîâèõ, àáî ïîìèðà¹. Òîäi äëÿ ïîòîìñòâà îäíi¹¨ áàêòåði¨ ìè îòðèìà¹ìî äâà äåðåâà.

© À. Ñà÷åâà, 2023
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Íàñ áóäå öiêàâèòè ëèøå îäíå ïèòàííÿ: â ÿêèõ âèïàäêàõ n � ¹ ïîêîëiííÿ îäíi¹¨ áàêòåði¨

íàðàõîâó¹ ðiâíî k-íàùàäêiâ? Ìàòåìàòè÷íî îá÷èñëþ¹òüñÿ íà îñíîâi çíà÷åíü ïîïåðå-

äíiõ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi ñïiââiäíîøåííÿ, ùî ïîçíà÷à¹ ÷èñëî íåîáõiäíèõ âèïàäêiâ,

ÿê âiäîìî â áiîëîãi¨ ïiä íàçâîþ ïðîöåñà Ãàëüòîíà-Âàòñîíà. Éîãî ìîæíà ðîçãëÿäàòè,

ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê áàãàòüîõ çàãàëüíèõ ôîðìóë.

Òåîðiþ ãðàôiâ øèðîêî çàñòîñîâóþòü ó ëîãiñòèöi. Iíòåëåêòóàëüíi òðàíñïîðòíi ñè-

ñòåìè ìîæóòü ïðàöþâàòè, çáèðàþ÷è äàíi ïðî ìiñöåçíàõîäæåííÿ âiä íàâiãàòîðiâ àâ-

òîìîáiëiâ i ïåðåäàâàòè iíôîðìàöiþ âîäiÿì, äå i ÿê øâèäêî ¨çäèòè, ùîá çìåíøèòè

çàãàëüíå ïåðåâàíòàæåííÿ. Òåîðiÿ ãðàôiâ âæå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àâiàêîìïàíiÿìè, ÿêi

õî÷óòü ç'¹äíàòè âåëèêó êiëüêiñòü ìiñò íàéåôåêòèâíiøèì ÷èíîì, ñòâîðèòè ñèñòåìó ïå-

ðåìiùåííÿ âåëèêî¨ êiëüêîñòi ïàñàæèðiâ ç íàéìåíøîþ êiëüêiñòþ ìîæëèâèõ ïî¨çäîê.

Äàíà ïðîáëåìà ñõîæà çà ñâî¹þ ñóòòþ íà çàäà÷ó ïðî êîìiâîÿæåðà. Ó òîé æå ÷àñ, àâià-

äèñïåò÷åðè ïîâèííi ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ñîòíi ëiòàêiâ çíàõîäÿòüñÿ â ïîòðiáíîìó ìiñöi

â ïîòðiáíèé ÷àñ i çàïîáiãòè ìîæëèâèì àâàðiÿì. Âèðiøåííÿ öüîãî çàâäàííÿ íå áóëî á

ìîæëèâèì áåç êîìï'þòåðiâ i òåîði¨ ãðàôiâ. Â îñòàííi ðîêè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ùå îäíå âà-

æëèâå çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ãðàôiâ: Iíòåðíåò. Ãðàôè âèêîðèñòîâóþòü äëÿ åôåêòèâíî¨

ðåêëàìè. Àíàëiçóþ÷è êîíòàêòè ëþäåé, ¨õ âïîäîáàííÿ, äðóçiâ, âïîäîáàííÿ äðóçiâ, ñòî-

ðiíêè, ÿêi âîíè ¾ðåïîñòÿòü¿ ó êîìï'þòåðíèõ ñîöiàëüíèõ ìåðåæàõ (Facebook, Twitter

òîùî), ìîæíà îði¹íòóâàòè ñâîþ ðåêëàìó äîñèòü åôåêòèâíî. Öiêàâèì ¹ ôàêò, ùî äâi

íàâìàííÿ îáðàíi ñòîðiíêè ó ñîöiàëüíié ìåðåæi Facebook ìîæíà ç'¹äíàòè ëàíöþãîì

äîâæèíîþ 12 ðåáåð. Ñòîðiíêè â Iíòåðíåòi ìîæíà ïðåäñòàâëÿòè ÿê âåðøèíè ãðàôà, à

íàÿâíiñòü çâ'ÿçêó ìiæ ñòîðiíêàìè ÿê ðåáðî, iíöèäåíòíå âiäïîâiäíèì âåðøèíàì. Ïåðøi

ïîøóêîâi ìàøèíè â Iíòåðíåòi âèêîíóâàëè ïîøóê çà êëþ÷îâèì ñëîâîì òà ñòâîðþâàëè

i¹ðàðõiþ ñòîðiíîê çà êiëüêiñòþ ïåðåãëÿäiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàêó ñèñòåìó, âîíè íå

ìîãëè âèçíà÷èòè, ÷è âiäïîâiäà¹ ñòîðiíêà çàïèòó àáî ¹ ñïàìîì.

Îòæå, òåîðiÿ ãðàôiâ ìà¹ ñâî¨ ïåðåâàãè ó âèðiøåííi îêðåìèõ ïðèêëàäíèõ çàâäàíü. À

ñàìå: íàî÷íiñòü, äîñòóïíiñòü, êîíêðåòíiñòü. Áàãàòî íàéðiçíîìàíiòíèõ çàâäàíü ôîðìó-

ëþþòüñÿ â òåðìiíàõ òî÷îê i çâ'ÿçêiâ ìiæ íèìè, òîáòî â òåðìiíàõ ãðàôiâ. Íàïðèêëàä,

ìîæóòü áóòè ñôîðìóëüîâàíi çàâäàííÿ ñêëàäàííÿ ðîçêëàäó àíàëiçó ìåðåæ â åëåêòðî-

òåõíiöi, â ïðîãðàìóâàííi, â ïðîåêòóâàííi åëåêòðîííèõ ñõåì, â åêîíîìiöi, â ñîöiîëîãi¨

i ò.ä., òîìó çà äîïîìîãîþ, òåîði¨ ãðàôiâ, ìîæíà âèðiøóâàòè ìàòåìàòè÷íi, ëîãi÷íi òà

áåçëi÷ iíøi çàäà÷i.
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ÏÐÎ ÄÅßÊI ÊËÀÑÈ IÌÁÀËÀÍÑÍÎ-ÃÐÀÔI×ÍÈÕ ÃÐÀÔIÂ

À.Ä. Ñåðäþê, Ñ.Î. Êîçåðåíêî

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåòåò �Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ�, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ó öié äîïîâiäi ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ ïðîñòi ñêií÷åííi íåîði¹íòîâàíi ãðàôè. Iìáàëàí-

ñîì ðåáðà íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëü ðiçíèöi ñòåïåíiâ âåðøèí öüîãî ðåáðà, à ìóëüòèìíîæèíà

iìáàëàíñiâ óñiõ ðåáåð äåÿêîãî ãðàôà G � éîãî iìáàëàíñíîþ ïîñëiäîâíiñòþ, ùî ïîçíà-

÷à¹òüñÿ ÿê MG.

Iíøèì âiäîìèì ïîíÿòòÿì ó òåîði¨ ãðàôiâ ¹ ïîíÿòòÿ ãðàôi÷íî¨ ìóëüòèìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1. Ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë A ¹ ãðàôi÷íîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ãðàô

G, ïîñëiäîâíiñòü ñòåïåíiâ ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç A.

Îäíèì ç íàéáiëüø âiäîìèõ ñïîñîáiâ ïåðåâiðêè òîãî, ÷è ¹ äåÿêà ìóëüòèìíîæèíà

ãðàôi÷íîþ, ¹ êðèòåðié, îïóáëiêîâàíèé Ï. Åðäåøåì òà Ò. Ãàëà¨ â 1960 ðîöi [1].

Iç íàäàíèõ îçíà÷åíü ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è ¹ iìáàëàíñíà

ïîñëiäîâíiñòü äåÿêîãî ãðàôà G ãðàôi÷íîþ. Ç îãëÿäó íà öå ìà¹ìî òàêå îçíà÷åííÿ:

Îçíà÷åííÿ 2. [2] Ãðàô G íàçèâà¹òüñÿ iìáàëàíñíî-ãðàôi÷íèì, ÿêùî éîãî iìáàëàíñíà

ïîñëiäîâíiñòü MG ¹ ãðàôi÷íîþ.

Íàðàçi âiäîìî ïðî äåÿêi êëàñè ãðàôiâ ¹ iìáàëàíñíî-ãðàôi÷íèìè, à ñàìå: äåðåâà,

ïîâíi k-÷àñòêîâi ãðàôè, ïîâíi ðîçøèðåííÿ ëàíöþãiâ, öèêëiâ òà ïîâíèõ ãðàôiâ, ãðàôè

çi ñòàëèì iìáàëàíñîì, ãðàôè ïiäðîçáèòòiâ [2, 3].

Ó öié ðîáîòi ìè çîñåðåäèìîñÿ íà iíøèõ êëàñàõ ãðàôiâ, ùî ¹ iìáàëàíñíî-ãðàôi÷íèì,

ñåðåä ÿêèõ àíòèðåãóëÿðíi òà óíiöèêëi÷íi ãðàôè, à òàêîæ êîíñòðóêöiÿ ïîäâî¹ííÿ

iìáàëàíñíî-ãðàôi÷íîãî ãðàôà. Îêðiì öüîãî, ìè ðîçãëÿíåìî äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî,

ùîá ñóìà äâîõ iìáàëàíñíî-ãðàôi÷íèõ ãðàôiâ áóëà iìáàëàíñíî-ãðàôi÷íîþ. Öi ðåçóëü-

òàòè áóëè îïóáëiêîâàíi ó ñòàòòi [4].

Òâåðäæåííÿ 1. Àíòèðåãóëÿðíi ãðàôè ¹ iìáàëàíñíî-ãðàôi÷íèìè.

Òâåðäæåííÿ 2. Óíiöèêëi÷íi ãðàôè ¹ iìáàëàíñíî-ãðàôi÷íèìè.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé G � iìáàëàíñíî-ãðàôi÷íèé ãðàô. Òîäi éîãî ïîäâî¹íèé ãðàô

D[G] òåæ iìáàëàíñíî-ãðàôi÷íèé.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G � ãðàô íà n âåðøèíàõ òà m ≥ n−1. Òîäi G+Km ¹ iìáàëàíñíî-

ãðàôi÷íèì.

Ëiòåðàòóðà

[1] P. Erd�os and T. Gallai, Graphs with given degree of vertices, Mat. Lapok 11 (1960), 264�274.
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ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÄIÀÃÐÀÌ ÂÎÐÎÍÎÃÎ ÍÀ ÓÍIÖÈÊËI×ÍÈÕ ÃÐÀÔÀÕ

Ä.Ò. Ñîêîëîâà

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íåõàé (X, d) ìåòðè÷íèé ïðîñòið, äå d : X × X −→ R≥0. Íåõàé P ïiäìíîæèíà X.

Áóäåìî íàçèâàòè åëåìåíòè ìíîæèíè P ñàéòàìè (sites), ùîá âiäðiçíÿòè ¨õ âiä äîâiëü-

íèõ òî÷îê X.

Êëiòèíè(cell) Âîðîíîãî [1] äëÿ êîæíîãî s ∈ P âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

cell(X,d)(s, P ) = {x ∈ X | ∀s′ ∈ P : d(s, x) ≤ d(s
′
, x)}

Äiàãðàìîþ Âîðîíîãî [1] ìíîæèíè P â ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ:

V(X,d)(P ) = {cell(X,d)(s, P ) | s ∈ P}

Ó äàíié ðîáîòi, ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið çàäàíèé íà ìíîæèíi âåðøèí ãðàôà

G = (V,E) ç ìåòðèêîþ dG, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ âåðøèí u òà w ÿê

äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó, ùî ¨õ ç`¹äíó¹.

Íåõàé Ĝ = (V̂ , Ê) ¹ ïiäãðàôîì óíiöèêëi÷íîãî ãðàôó G = (V,E), ÿêèé ¹ ïðîñòèì

öèêëîì.

Âåðøèíà u ∈ V \ V̂ ãðàôó G ïðîåêòó¹òüñÿ â âåðøèíó w ∈ V̂ [2], ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨

iíøî¨ âåðøèíè q ∈ V̂ , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

dG(u,w) < dG(u, q)

Òåîðåìà 1. ßêùî P ⊆ C, àáî âñi òî÷êè ìíîæèíè P ïðîåêòóþòüñÿ â ðiçíi òî÷êè

öèêëó ãðàôà, òî ãðàô äiàãðàìè Âîðîíîãî ¹ ãðàôîì-çiðêîþ ç íåñêií÷åííèìè ïðîìåíÿ-

ìè.

Òåîðåìà 2. ßêùî äâi âåðøèíè p1 òà p2 ìíîæèíè P ïðîåêòóþòüñÿ â îäíó âåðøèíó

s öèêëó V̂ i dG(p1, s) = (p2, s), i ¹ ðiíîâiääàëåíîþ, òî s íàëåæèòü ðåáðó äiàãðàìè

Âîðîíîãî.

Òåîðåìà 3. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè Òåîðåìè 2 i âåðøèíà u ñóìiæíà ç s â öè-

êëi, ðiâíîâiääàëåíà âiä p1 òà p2 i íàéáëèæ÷î¨ âåðøèíè pj ìíîæèíè P , òî ðåáðî us

íàëåæèòü ãðàôó äiàãðàìè Âîðîíîãî.

Ëiòåðàòóðà

[1] Bonnet, É., Cabello, S., Mohar, B., Pérez-Rosés, H. (2020). The inverse Voronoi problem in graphs I:

hardness. � Algorithmica, 82(10), 3018-3040.

[2] Dudenko, M., Oliynyk, B. (2017). On unicyclic graphs of metric dimension 2.�Algebra and Discrete

Mathematics, 23(2).
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ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÃÐÀÔÓ IÄÅÀËIÂ Zn

�.Î. Óòåíêî

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íåõàé G � ïðîñòèé ãðàô.

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ òðèàìåòðó ãðàôà, éîãî åêñöåíòðèñèòåòó òà öåíòðó

i õðîìàòè÷íîãî ÷èñëà.

Îçíà÷åííÿ 1. [1] Òðèàìåòðîì ãðàôà G ¹ ïàðàìåòð

tr(G) = max{dG(a, b) + dG(a, c) + dG(b, c) : a, b, c ∈ V (G)},

äå dG � âiäñòàíü çàäàíà íà ãðàôi G, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ òî÷îê ÿê

äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó ìiæ íèìè.

Îçíà÷åííÿ 2. Åêñöåíòðèñèòåò âåðøèíè v ó íåîði¹íòîâàíîìó ãðàôi G âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

ìàêñèìàëüíà âiäñòàíü ìiæ v òà áóäü-ÿêîþ iíøîþ âåðøèíîþ â G. Òîáòî, öå íàéáiëüøà

êiëüêiñòü ðåáåð, ÿêi íåîáõiäíî ïðîéòè, ùîá äiñòàòèñÿ âiä v äî áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ âåðøèíè

â ãðàôi.

Åêñöåíòðèñèòåò âåðøèí v ìîæíà ïîçíà÷èòè, ÿê:

ecc(v) = max{d(v, u) : u ∈ G}

Îçíà÷åííÿ 3. [3] Öåíòð ãðàôà � ìíîæèíà öåíòðàëüíèõ âåðøèí, òîáòî âåðøèí ç ìi-

íiìàëüíèì åêñöåíòðèñèòåòîì.

Îçíà÷åííÿ 4. [2] Ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü ôàðá, ÿêi ïîòðiáíi äëÿ ðîçôàðáóâàííÿ ãðàôà

G íàçèâà¹òüñÿ éîãî õðîìàòè÷íèì ÷èñëîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ χ(G).

Îçíà÷åííÿ 5. [4] Äëÿ áóäü-ÿêîãî iäåàëó I =< pβ11 · pβ22 · ... · pβrr > êiëüöÿ Zn ç n =

pα1
1 · pα2

2 · ... · pαr
r , âèçíà÷à¹ìî íàáið L(I) = {pi : βi = αi},ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ íàáið ðiâíiâ

äëÿ I. Iäåàë I íàçèâà¹òüñÿ i-ðiâíåâèì iäåàëîì, ÿêùî ïîòóæíiñòü L(I) ¹ i.

Îçíà÷åííÿ 6. [4] Äëÿ êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R ãðàô iäåàëüíîãî ïåðåòèíó ¹ ïðîñòèì

ãðàôîì, âåðøèíè ÿêîãî ¹ íåíóëüîâèìè âëàñíèìè iäåàëàìè, à äâi âåðøèíè ç'¹äíàíi

ðåáðîì, ÿêùî ¨õ ïåðåòèí òàêîæ ¹ íåíóëüîâèì iäåàëîì.

Íåõàé, G(R) ¹ ãðàôîì iäåàëüíîãî ïåðåòèíó.

Òåîðåìà 1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî äîäàòíüîãî öiëîãî ÷èñëà n = pα1
1 ·pα2

2 · ... ·pαk
k , ïðè k >= 3,

òðèàìåòð ãðàôó ïåðåòèíó iäåàëiâ êiëüöÿ Zn äîðiâíþ¹ 6.

Òåîðåìà 2. Öåíòðàìè ãðàôó ïåðåòèíó iäåàëiâ êiëüöÿ Zn ¹ iäåàëè íóëüîâîãî êëàñó.

© �.Î. Óòåíêî, 2023
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Òåîðåìà 3. Õðîìàòè÷íå ÷èñëî ãðàôó ïåðåòèíó iäåàëiâ êiëüöÿ Zn äîðiâíþ¹ ñóìi êiëü-

êîñòi åëåìåíòiâ íóëüîâîãî êëàñó åêâiâàëåíòíîòi òà êëàñó ç íàéáiëüøîþ êiëüêiñòþ

åëåìåíòiâ.

Ëiòåðàòóðà
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ÎÏÒÈÌIÇÀÖIß ÁÓËÅÂÈÕ ÑÕÅÌ

Ê.Î. ×åðåâêî

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Öèôðîâi iíòåãðàëüíi ìiêðîñõåìè ¹ êëþ÷îâèìè êîìïîíåíòàìè óñiõ ñó÷àñíèõ åëå-

êòðîííèõ ïðèñòðî¨â. Âèñîêà êîíêóðåíöiÿ â ãàëóçi åëåêòðîíiêè çìóøó¹ êîìïàíi¨ ïî-

ñòiéíî âäîñêîíàëþâàòè òåõíîëîãi¨ âèðîáíèöòâà òà ñòâîðþ¹ âåëèêèé ïîïèò íà âñå

áiëüø êîìïàêòíi, ïîòóæíi, îäíàê, åíåðãîåôåêòèâíi ìiêðîñõåìè. Ðîçâèòîê òåõíîëî-

ãié â îáëàñòi âèðîáíèöòâà íàïiâïðîâiäíèêiâ äîçâîëèâ ðîçìiùóâàòè âåëèêó êiëüêiñòü

ìiíiàòþðíèõ òðàíçèñòîðiâ íà êîìïàêòíèõ êðåìíi¹âèõ ïëàñòèíàõ. Îäíàê, ïîäîëàííÿ

ôiçè÷íèõ îáìåæåíü ñòà¹ äåäàëi ñêëàäíiøèì, à ïîäàëüøå çìåíøåííÿ ðîçìiðiâ êîì-

ïîíåíòiâ ïðèçâîäèòü äî çíà÷íîãî çáiëüøåííÿ âàðòîcñòi âèðîáíèöòâà êðåìíi¹âèõ ïëà-

ñòèí [1]. Öå ïåðåòâîðþ¹ çàäà÷ó ïðîåêòóâàííÿ åôåêòèâíèõ öèôðîâèõ ñõåì íà êëþ÷îâå

çàâäàííÿ ó ðîçðîáöi ñó÷àñíèõ åëåêòðîííèõ ñèñòåì.

Ïðîöåñ ïðîåêòóâàííÿ ìiêðî÷iïiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç áàãàòüîõ åòàïiâ, ïðîòå íàéáiëüøà

êiëüêiñòü îïòèìiçàöié âiäáóâà¹òüñÿ íà åòàïi ëîãi÷íîãî ñèíòåçó � ïðîöåñó ïåðåòâîðå-

ííÿ àáñòðàêòíîãî îïèñó áàæàíî¨ ïîâåäiíêè öèôðîâî¨ ñõåìè ó ñõåìó ç ëîãi÷íèõ âåíòè-

ëiâ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíèì îáìåæåííÿì ùîäî ïðîäóêòèâíîñòi, öiíè, ïëîùi ñõåìè òà

ñïîæèâàííÿ åëåêòðîåíåðãi¨. Ñõåìó ëîãi÷íèõ âåíòèëiâ ëåãêî ïåðåòâîðèòè ó ñóêóïíiñòü

áóëåâèõ ôóíêöié, ÿêi çàäàþòü âiäïîâiäíi áóëåâi ñõåìè. I òîìó öåíòðàëüíîþ çàäà÷åþ

ëîãi÷íîãî ñèíòåçó ¹ îïòèìiçàöiÿ áóëåâèõ ñõåì, à ñàìå ìiíiìiçàöiÿ ¨õ ïëîùi àáî çà-

òðèìêè.Ïëîùà ñõåìè � êiëüêiñòü ¨¨ âåðøèí. Çàòðèìêà ñõåìè � êiëüêiñòü âåðøèí

íàéäîâøîãî øëÿõó â ñõåìi.

Ìåòîþ ðîáîòè áóëà ïîáóäîâà íîâîãî àëãîðèòìó ìiíiìiçàöi¨ ïëîùi. Ó íîâîñòâîðå-

íîìó àëãîðèòìi âòiëåíî ñóìiñíå âèêîðèñòàííÿ ðîçêëàäiâ Øåííîíà i Äàâiî, à òàêîæ

ïîâíîãî ïåðåáîðó ïîðÿäêiâ ñèíòåçó çìiííèõ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè íîâîãî àëãîðèòìó

áóëî ïîðiâíÿíî iç ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè òðüîõ iíøèõ àëãîðèòìiâ, à òàêîæ íàéêðà-

ùèìè ðåçóëüòàòàìè, ïðåäñòàâëåíèìè íà âñåñâiòíüîâiäîìié êîíôåðåíöi¨ International

Workshop on Logic and Synthesis 2022 [2] (â ÿêîñòi âõiäíèõ äàíèõ äëÿ äîñëiäæóâàíèõ

àëãîðèòìiâ âèêîðèñòîâóâàëèñü òåñòîâi ïðèêëàäè ç âèùåçãàäàíî¨ êîíôåðåíöi¨).

Ëiòåðàòóðà
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Ñåêöiÿ 4.

Òåîði¨ àëãîðèòìiâ, iíôîðìàòèêè
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ÑÒÂÎÐÅÍÍß ÍÀÂ×ÀËÜÍÎ-IÃÐÎÂÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÍÎÃÎ ÇÀÑÎÁÓ

ÄËß ÍÀÂ×ÀÍÍß ÎÑÍÎÂ ÀËÃÎÐÈÒÌIÇÀÖI� ÒÀ ÏÐÎÃÐÀÌÓÂÀÍÍß

Ì.Â. Ãîñòðåíêî

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Àíîòàöiÿ. Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî âèêîðèñòàííÿ iãðîâèõ ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ ó íà-

â÷àííi, à ñàìå äëÿ âèâ÷åííÿ îñíîâ àëãîðèòìiçàöi¨ òà ïðîãðàìóâàííÿ. Äîñëiäæåíî

òàêi ïîíÿòòÿ, ÿê iãðîâèé äèçàéí, ãåéìiôiêàöiÿ òà íàâ÷àííÿ íà îñíîâi ãðè. Ðåçóëüòà-

òîì äîñëiäæåííÿ ¹ áàçà çíàíü ïðî iãðîâi ïðîãðàìíi çàñîáè, ãåéìiôiêàöiþ, ïî¹äíàííÿ

ãðè ç åëåìåíòàìè íàâ÷àííÿ, à òàêîæ ðîçðîáëåíèé íà ¨¨ îñíîâi íàâ÷àëüíî-iãðîâèé

ïðîãðàìíèé çàñiá äëÿ íàâ÷àííÿ îñíîâ àëãîðèòìiçàöi¨ òà ïðîãðàìóâàííÿ. Ïðîãðàìíèé

çàñiá ñòâîðþ¹òüñÿ ç ìåòîþ ñòèìóëþâàííÿ íàâ÷àííÿ òà ïî÷àòêîâîãî âèâ÷åííÿ òàêèõ

ïîíÿòü, ÿê ïðîãðàìóâàííÿ òà àëãîðèòìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàâ÷àëüíî-iãðîâèé ïðîãðàìíèé çàñiá, ãåéìiôiêàöiÿ, iãðîâèé äè-

çàéí, iãðîâèé ðóøié, àëãîðèòìè, ïðîãðàìóâàííÿ.

Âñòóï. Âåëèêà êiëüêiñòü ëþäåé â ñó÷àñíîìó ñâiòi çóñòði÷à¹òüñÿ ç òðóäíîùàìè ó

âèâ÷åííi íàâ÷àëüíîãî ìàòåðiàëó òà ìîæóòü çàëèøèòè ñïðîáè íàâ÷àííÿ ÷åðåç âèñîêèé

ïîðiã âõîäæåííÿ. Îñîáëèâî öå ñòîñó¹òüñÿ âèâ÷åííþ òàêèõ ïîíÿòü, ÿê ïðîãðàìóâàííÿ

òà àëãîðèòìè. Â òàêîìó âèïàäêó âàðòî çàöiêàâèòè çäîáóâà÷iâ îñâiòè äëÿ íàëåæíî-

ãî íàâ÷àííÿ òà âèêîðèñòàòè iíøèé ïiäõiä, à ñàìå âèâ÷åííÿ ìàòåðiàëó àáî íàäàííÿ

áàçîâèõ çíàíü ÷åðåç íàâ÷àëüíî-iãðîâi ïðîãðàìíi çàñîáè. Íàâ÷àííÿ ó òàêèé ñïîñiá

ñòèìóëþ¹ âèâ÷åííÿ ìàòåðiàëó çäîáóâà÷àìè îñâiòè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i.Ùîá ñòâîðèòè íàâ÷àëüíî-iãðîâèé ïðîãðàìíèé çàñiá, ïîòðiáíî

âèêîðèñòîâóâàòè ïðèíöèïè iãðîâîãî äèçàéíó, ãåéìiôiêàöi¨ òà íàâ÷àííÿ íà îñíîâi ãðè.

Iãðîâèé äèçàéí � öå ïðîöåñ ñòâîðåííÿ iãðîâèõ ïðàâèë òà ïîñòàâëåíèõ íàâêîëî íèõ

çàäà÷. Äî éîãî çàâäàíü âiäíîñÿòüñÿ:

• çáåðåæåííÿ ôîêóñó êîðèñòóâà÷à íà ïîñòàâëåíèõ öiëÿõ,

• îïîâiùåííÿ òà ïiäêàçêè ùîäî ¨õ âèêîíàííÿ,

• ïðîäóìóâàííÿ ëîãi÷íèõ ïîäié òà ðåàêöi¨ íà íèõ,

• ñòâîðåííÿ êiëüêîõ âàðiàíòiâ ïîâåäiíêè,

• ïðîãðåñiÿ òà áàëàíñóâàííÿ òåìïó ïiä ÷àñ ïðîñóâàííÿ ó ãði,

• ðîçðîáêà âiäïîâiäíîãî îòî÷åííÿ òà éîãî ôiçè÷íèõ âëàñòèâîñòåé,

• ïîñòiéíå çàöiêàâëåííÿ êîðèñòóâà÷à [1].

© Ì.Â. Ãîñòðåíêî, 2023
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Ãåéìiôiêàöiÿ � öå âèêîðèñòàííÿ iãðîâèõ ïiäõîäiâ äëÿ íåiãðîâèõ ïðîöåñiâ. Â íà-

â÷àííi öåé ïðèíöèï çàâæäè âèêîðèñòîâóâàâñÿ, àäæå ñèñòåìà îöiíþâàííÿ, çà ÿêîþ

ñêëàäàþòü ðåéòèíã óñïiøíîñòi çäîáóâà÷iâ îñâiòè òàêîæ ¹ ãåéìiôiêàöi¹þ. Ñïiâðîái-

òíèêè øêîëè Gios School ââàæàþòü, ùî ãåéìiôiêàöiÿ ìîæå çàäîâîëüíèòè ïîòðåáè

çäîáóâà÷iâ îñâiòè [4], òàêi ÿê:

• Ïîòðåáà â àâòîíîìi¨ � çäîáóâà÷ îñâiòè ïîâèíåí âèáèðàòè ÿê âèêîíàòè çàäà÷ó.

• Ïîòðåáà ó êîìïåòåíòíîñòÿõ � âií ïîâèíåí çðîçóìiòè ñóòü çàäà÷i i âïîðàòèñü ç

íåþ.

• Ïîòðåáà ó âèçíàííi � çäîáóâà÷ îñâiòè ìîæå ïîäiëèòèñü ñâî¨ìè äîñÿãíåííÿìè

ç iíøèìè.

Òàêèì ÷èíîì, ïðîöåñ íàâ÷àííÿ áóäå äëÿ çäîáóâà÷iâ îñâiòè öiêàâèì, à ùîá äîñÿãòè

öüîãî, ïîòðiáíî:

• Çàïðîïîíóâàòè âèíàãîðîäó çà âèêîíàíi çàâäàííÿ � áàëè àáî iíøi ìàòåðiàëüíi

òà íåìàòåðiàëüíi öiííîñòi.

• Äàòè ìîæëèâiñòü äiëèòèñÿ ðåçóëüòàòàìè � áðàòè ó÷àñòü â ðåéòèíãó àáî æ

äîçâîëèòè âèñòàâëÿòè ñâî¨ äîñÿãíåííÿ â ñîöiàëüíèõ ìåðåæàõ.

• Îáåðåæíî ñòèìóëþâàòè êîíêóðåíöiþ, òàê ÿê äåÿêèõ öå ìîòèâó¹, à iíøi ìîæóòü

íàâïàêè âòðàòèòè áàæàííÿ íàâ÷àòèñü.

• Íàäàâàòè øâèäêèé çâîðîòíié çâ'ÿçîê íà òi ÷è iíøi äi¨ [4].

Äëÿ âèêîðèñòàííÿ âiäåîiãîð ó íàâ÷àëüíîìó ïðîöåñi âèêîðèñòîâóþòü ïîíÿòòÿ Game

Based Learning, òîáòî íàâ÷àííÿ íà îñíîâi ãðè. Çà êîíöåïöi¹þ ïîíÿòòÿ, íàâ÷àëüíi

âiäåîiãðè ìàþòü òàêi ïåðåâàãè:

• çàöiêàâëåííÿ íàâ÷àëüíèì ïðîöåñîì,

• ïîñòàíîâêà öiëåé,

• iãðîâå îñâî¹ííÿ ìàòåðiàëó,

• âèáið ðiâíÿ ñêëàäíîñòi,

• iíòåðàêòèâíiñòü i ñèìóëÿöiéíèé åôåêò,

• ðîçâèòîê äðiáíî¨ ìîòîðèêè,

• òðåíóâàííÿ êîìïëåêñó æèòò¹âî-âàæëèâèõ íàâè÷îê [3].

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Áóäü-ÿêi âiäåîiãðè ðiçíèõ æàíðiâ ìîæóòü ðîçâèíóòè â ëþäèíi

òi ÷è iíøi íàâè÷êè. Äåÿêi ðîçâèâàþòü ðåàêöiþ òà êðèòè÷íå ìèñëåííÿ, iíøi � ïîêðàùó-

þòü ëîãi÷íi íàâè÷êè òà çäàòíiñòü ïëàíóâàííÿ. Àëå iñíó¹ îêðåìèé âèä êîìï'þòåðíèõ

iãîð, ÿêi íàäàþòü çíàííÿ ïðî ïåâíó ãàëóçü.

Ïiä ÷àñ ñòâîðåííÿ íàâ÷àëüíî¨ ãðè äëÿ âèâ÷åííÿ îñíîâ àëãîðèòìiçàöi¨ òà ïðîãðàìó-

âàííÿ áóëî îáðàíî æàíð ãîëîâîëîìêè, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà íàéêðàùå âèðàçèòè

íàâ÷àëüíèé åëåìåíò.
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Äëÿ ðîçðîáêè âiäåîiãîð âèêîðèñòîâóþòü iãðîâi ðóøi¨ � ïðîãðàìíå ñåðåäîâèùå

êîìï'þòåðíî¨ ãðè, âèêîðèñòàííÿ ÿêîãî âiäïîâiäà¹ çà ¨¨ òåõíi÷íó ñòîðîíó, ïîëåãøó¹

ðîçðîáêó òà äîïîìàãà¹ íàëàøòóâàòè ëîãiêó òà iãðîâèé ïðîöåñ [2].

Äëÿ âëàñíîãî íàâ÷àëüíî-iãðîâîãî ïðîãðàìíîãî çàñîáó áóëî îáðàíî ðóøié ïiä íà-

çâîþ Construct 3. Âií áàçó¹òüñÿ íà HTML5 òà íàïèñàíèé íà ìîâi ïðîãðàìóâàííÿ

JavaScript. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ðóøiÿ ðåàëiçóþòüñÿ åëåìåíòè âiçóàëüíîãî ïðîãðà-

ìóâàííÿ, ùî äîçâîëÿ¹ çàäàâàòè ëîãiêó ãðè áëîêàìè. Äîäàòêîâî ìîæíà âáóäîâóâàòè

âëàñíèé êîä íà ìîâi JavaScript [5]. Ñòâîðåííÿ ãðè âiäáóâà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìàêåòiâ,

íà ÿêèõ ðîçòàøîâàíi îá'¹êòè òà ïðèâ'ÿçàíèõ äî íèõ ëèñòiâ ïîäié, äå ïðîãðàìó¹òüñÿ

ëîãiêà ãðè [1].

Âëàñíà íàâ÷àëüíà âiäåîãðà áóäå ìàòè íàçâó ¾Code Lands¿. Ñóòü ãðè ïîëÿãà¹ ó çíà-

õîäæåííi òà ïåðåìiùåííi ãîëîâíèì ãåðî¹ì, êåðîâàíèì êîðèñòóâà÷åì, ïåâíi áëîêè ç

êîìàíäàìè, ùîá âîíè óòâîðþâàëè ïîñëiäîâíiñòü âèêîíàííÿ öèõ êîìàíä. Íàïðèêëàä,

íà ðiâíi iñíó¹ êíîïêà òà áëîêè ç êîìàíäàìè: ¾if (ÿêùî)¿, ¾button_on (êíîïêó íàòè-

ñíóòî)¿, ¾then (òîäi)¿ òà ¾win (ïåðåìîãà)¿. ßêùî ãîëîâíèé ãåðîé, êåðîâàíèé ãðàâöåì,

ðîçòàøó¹ áëîêè ç êîìàíäàìè ó òàêîìó ïîðÿäêó, òî ïiä ÷àñ íàòèñêàííÿ êíîïêè ðiâåíü

áóäå âèêîíàíî. Àëãîðèòì ïîòðiáíèõ äié çàäà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî ðiâíÿ ðiçíèìè ïîâå-

äiíêàìè áëîêiâ, à ñàìå:

• Òâåðäå òiëî � äîçâîëÿ¹ îá'¹êòó áóòè íåïðîõiäíèì äëÿ iíøèõ îá'¹êòiâ.

• Ðóõ ïî êëiòèíàì � äîçâîëÿ¹ îá'¹êòàì ïåðåñóâàòèñü íà ïåâíó âiäñòàíü çà ðàç.

• Ïîëå çîðó � äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè îäíi îá'¹êòè iíøèìè.

Çàâäÿêè öèì ïîâåäiíêàì çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ðóõ ãîëîâíîãî ãåðîþ, ïåðåìiùåííÿ íèì

áëîêiâ òà ëîãiêà êîìàíä äëÿ âèêîíàííÿ.

Âèñíîâêè. Íàâ÷àëüíî-iãðîâèé ïðîãðàìíèé çàñiá äëÿ âèâ÷åííÿ îñíîâ àëãîðèòìiçà-

öi¨ òà ïðîãðàìóâàííÿ ñòâîðþ¹òüñÿ ç ìåòîþ çàöiêàâèòè êîðèñòóâà÷iâ òà íàäàòè áàçîâi

çíàííÿ äëÿ âèâ÷åííÿ îñíîâ àëãîðèòìiçàöi¨ òà ïðîãðàìóâàííÿ. Òàêà ãðà ïîâèííà ðåàëi-

çóâàòè ïðèíöèïè ãåéìiôiêàöi¨, íàâ÷àííÿ íà îñíîâi ãðè òà iãðîâîãî äèçàéíó, à òàêîæ

ñòâîðèòè íàëåæíå óÿâëåííÿ ïðî îñíîâè àëãîðèòìiçàöi¨ òà ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ òèõ,

õòî âèðiøèâ ¨õ âèâ÷àòè.
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ON REGULARISATION BY MEANS OF CONVEX OPERATOR IN RKHS

O.M. Kravchuk

(National University of Kyiv-Mohyla Academy)

Let Z = X × Y be a sample space with a compact metric space X and Y ⊂ R, and
dataset z = {(xi, yi) ∈ X × Y, i = 1, . . . ,m} are i.i.d. samples drawn according to an

unknown probability measure ρ on the sample space Z = X × Y . The learning goal is

to estimate a function f (based on the dataset {(xi, yi)}mi=1) such that f(x) predicts the

output y for any given input x.

One of the possible approaches for the construction of function f is to employ some

loss function and �nd f that minimises the generalization error∫
Z

l(x, y, f)dρ(x, y).

For the square loss function l(x, y, f) = (f(x) − y)2, taking into account ρ(x, y) =

ρ(y|x)ρX(x), we have a de�nition of the regression function of ρ

fρ = argmin
f

∫
Z

(f(x)− y)2dρ(x, y) =

∫
Y

ydρ(y|x).

Learning algorithms aim to construct a good estimator of the regression function over

some appropriate space H ⊂ L2
ρX

called hypothesis space, as

fH = argmin
f∈H

∫
Z

(f(x)− y)2dρ(x, y) = argmin
f∈H

∫
Z

(f(x)− fρ(x))
2dρ(x, y).

One of the possible options for the hypothesis space is a reproducing kernel Hilbert

space, such that there exists a Mercer kernel K : X ×X → R (i.e. continuous symmetric

and positive semide�nite function) such that for Kx : X → R, Kx(t) = K(x, t) the span

of the set {Kx : x ∈ X} is dense in H.
Îçíà÷åííÿ 1. Let K : X ×X → R be continuous, symmetric and positive semide�nite

(i.e. for any �nite set {x1, . . . , xn} ⊂ X, the matrix {K(xi, xj)}ni,j=1 is positive semide�-

nite). Then K is called a Mercer kernel.

Îçíà÷åííÿ 2. LetX be a non-empty set andH be a Hilbert space of real-valued functions

on X. If the pointwise evaluation map Fx : H → R, de�ned by

Fx(f) = f(x), ∀f ∈ H,

is continuous for every x ∈ X, then H is called reproducing kernel Hilbert space.

© Î. Kravchuk, 2023
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For x = (xi)
m
i=1 let's de�ne the sampling operator Sx : HK → Rm by

Sx(f) = (f(x))x∈x .

In practice, neither fρ, nor ρ is known. The only available information is a dataset

z = {(xi, yi)}mi=1.

We consider a framework for multi-penalty regularization, which allows controlling the

complexity of the function in ambient space and geometry of the probability space:

f̃ = argmin
f∈H

{ 1
n
∥Sx(f)− y∥2 + λ1∥f∥2H + λ2∥Bf∥2H},

where λ1, λ2 are non-negative real numbers called regularization parameters, and B is a

bounded operator on H, it's easy to see, that regularization terms ∥f∥2H and ∥Bf∥2H are

convex.

By taking the functional derivative, it's easy to see that the optimization functional

has a unique minimizer

fx,y,λ1,λ2 = (S∗
xSx + λ1I + λ2B

∗B)−1 S∗
xy.

The Representer Theorem states, that minimizer fx,y,λ1,λ2 admits an expansion

f ∗
x,y,λ1,λ2

=
n+u∑
i=1

αiK(xi, x)

in terms of the n labelled and u unlabeled examples, and therefore, allows reducing the

optimization problem to the following convex di�erentiable objective function of the (n+

u)-dimentional variable α = [α1, . . . , αn+u]
T :

1

n
(Y − JKα)T (Y − JKα) + λ1α

TKα+
λ2

(n+ u)2
αTKLKα,

where K is the (n + u) × (n + u) Gram matrix, Y = [y1, . . . , yn, 0, . . . , 0] (with u zeros

in the end), and J = diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) with n ones and u zeros. Calculating the

derivative, the following is obtained:

α∗ =

(
JK + λ1nI +

λ2n

(n+ u)2
LK

)−1

Y.

Note that for λ2 = 0 we have the well-known solution for the regularized least squares

algorithm.
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ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÏÐÎÖÅÑIÂ ÐÎÇÂ'ßÇÊÓ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÇÀÄÀ×

ÇÀ ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ ÊËIÒÈÍÍÈÕ ÀÂÒÎÌÀÒIÂ

Ì.I. Êðèâîøåÿ

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Â Óêðà¨íi ãîñòðî ñòî¨òü ïèòàííÿ ùîäî ÿêiñíèõ ïîêàçíèêiâ íàâ÷åíîñòi âèïóñêíèêiâ

çàêëàäiâ çàãàëüíî¨ ñåðåäíüî¨ îñâiòè ç ìàòåìàòèêè â öiëîìó òà ç ãåîìåòði¨ çîêðåìà,

òîìó ïðîáëåìà ÿêiñíî¨ ïiäãîòîâêè äî ÇÍÎ, çàäà÷à ðîçðîáêè âiäïîâiäíèõ ìîäåëåé, ÿêi

á ñëóãóâàëè âèðiøåííþ öèõ ïðîáëåì, ïðîäîâæóþòü çàëèøàòèñÿ àêòóàëüíèìè.

Ïðîåêòóâàííÿ ìîäåëi çäiéñíåíî ç îãëÿäó íà âèìîãè Äåðæàâíèõ íàâ÷àëüíèõ ïðî-

ãðàì [1]. Ìàñèâ çàäà÷ ñôîðìîâàíî íà îñíîâi àíàëiçó ïiäðó÷íèêiâ ç ãåîìåòði¨, ðåêî-

ìåíäîâàíèõ ÌÎÍ Óêðà¨íè. Â çíà÷íié ìiði öå çàäà÷i äëÿ 7 êëàñó [2], ÷àñòêîâî äëÿ 8

êëàñó [3] . Âñi çàäà÷i, ó âiäïîâiäíîñòi äî íàâ÷àëüíèõ òåì, ñòðóêòóðîâàíî çà äåñÿòüìà

òèïàìè.

Ðîáîòà ðîçðîáëåíîãî ïðîãðàìíîãî ïðîäóêòó , ÿêà ¹ ÷àñòèíîþ ðåêîìåíäàöiéíî¨ ñè-

ñòåìè, çà ñóòòþ, ¹ ðåàëiçàöi¹þ äâîõ ïîñëiäîâíèõ åòàïiâ: ïåðøèé � äîïîìîãà â ïîáóäîâi

ðèñóíêó äî çàäà÷i, íàñòóïíèé � ñóïðîâiä ó ïðîöåñi âëàñíå ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i � çíàõî-

äæåííi ÷èñëîâèõ çíà÷åíü øóêàíèõ ãåîìåòðè÷íèõ âåëè÷èí. Âïðîäîâæ âñüîãî ïðîöåñó

ðîçâ'ÿçêó, ïî÷èíàþ÷è ç ïîáóäîâè ðèñóíêó, ìà¹ ìiñöå äiàëîã ¾êîðèñòóâà÷-ïðîãðàìà¿.

Ðîçðîáêà ìîäåëi, â ÷àñòèíi ïîáóäîâè ðèñóíêó, áàçó¹òüñÿ íà êëiòèíî-àâòîìàòíèõ

ïiäõîäàõ. Âèêîðèñòàíî êëàñè÷íèé êëiòèííèé àâòîìàò òà ñóñiäñòâî Ìóðà. Ðåàëiçàöiÿ

ñàìå òàêèõ ïiäõîäiâ ñïðèÿ¹ ñïðîùåííþ àíàëiçó ïðàâèëüíîñòi ðèñóíêó. Îðãàíiçàöiÿ

âèêîíàííÿ ïîáóäîâè íà ¾ñìàðò äîøöi¿ äîïîãà¹ êîðèñòóâà÷åâi çîáðàçèòè îáðàíèé åëå-

ìåíò ðèñóíêó. Â ïðîöåñi êîíòðîëþ çà ïîáóäîâîþ ðèñóíêó ïðîãðàìà êîíòðîëþ¹ çíàí-

íÿ êîðèñòóâà÷à òà, çà íåîáõiäíîñòi, êîðåãó¹ éîãî äi¨, à òàêîæ íàäà¹ éîìó â äîïîìîãó

íåîáõiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë.

Ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ øóêàíèõ âåëè÷èí (âëàñíå ðîçâ'ÿçîê) ¹ ïîêðîêîâèì. Íà êî-

æíîìó êðîöi ïðîãðàìîþ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ñóïðîâiä (äîïîìîãà) êîðèñòóâà÷åâi. Ðåàëiçà-

öiÿ ñóïðîâîäó â ïðîöåñi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i áàçó¹òüñÿ íà àíàëiçi óìîâè. Â õîäi àíàëiçó

ç'ÿñîâó¹òüñÿ, ùî âiäîìî òà ùî íåîáõiäíî çíàéòè. ßê íàñëiäîê, âñòàíîâëþ¹òüñÿ (äîáè-

ðà¹òüñÿ) íåîáõiäíèé òèï çàäà÷i òà áóäó¹òüñÿ âiäïîâiäíèé âóçîë ó ãðàôi ðiøåíü � ãðàô

çíàíü. Êîæíà âåðøèíà ãðàôà ïîâ'ÿçàíà ç iíøèìè âåðøèíàìè ïåâíèìè ïðàâèëàìè

ïåðåõîäó, ÿêi àðãóìåíòóþòü çðîáëåíèé êðîê. Íàñòóïíà âåðøèíà ãðàôà, â ïîðiâíÿí-

íi ç ïîïåðåäíüîþ, ìà¹ áiëüøå âiäîìèõ ïàðàìåòðiâ. Íà êîæíîìó åòàïi ïîêðîêîâîãî

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i â õîäi ïîñòiéíîãî äiàëîãó ¾êîðèñòóâà÷-ïðîãðàìà¿ âiäáóâà¹òüñÿ
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ïåðåâiðêà çíàíü êîðèñòóâà÷à. ßêùî âèÿâëåíî ïîìèëêó, òî äëÿ ¨¨ óñóíåííÿ ïðîãðà-

ìîþ àíàëiçó¹òüñÿ âiäïîâiäíà òåìà òà íàäà¹òüñÿ êîðèñòóâà÷åâi ïiäêàçêà. Âñi äîäàêîâi

ïîáóäîâè, ÿêi íåîáõiäíî çðîáèòè íà ðèñóíêó, êîíòðîëþþòüñÿ i ñóïðîâîäæóþòüñÿ ïðî-

ãðàìîþ. Ïî çàâåðøåííþ ïðîöåñó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i êîðèñòóâà÷ îòðèìó¹ iíäèâiäóàëüíi

ñòàòèñòè÷íi äàíi ùîäî âiäïîâiäíî¨ òåìè ç iíôîðìàöi¹þ ïðî äîïóùåíi ïîìèëêè, ÿêùî

òàêi ìàëè ìiñöå.

Ñóòü ðîáîòè ðîçðîáëåíîãî ÏÏ âiäîáðàæà¹ áëîê-ñõåìà (äèâ. Ðèñ.1). Ôîðìàëüíà ìî-

äåëü çàïèñó¹òüñÿ ÿê åêçåìïëÿð êëàñó (íàïðèêëàä òðèêóòíèê). Âíîñÿòüñÿ âiäïîâiäíi

äàíi çãiäíî óìîâè çàäà÷i. Â ïðîöåñi ïðîõîäæåííÿ âiä âóçëà äî âóçëà ïî ãðàôó ðiøåíü,

êîëè ïîòðàïëÿ¹ìî äî âóçëà, äå ¹ ðiøåííÿ, òî ãåíåðó¹òüñÿ àðãóìåíòîâàíå ðiøåííÿ, ÿêå,

çà ïîòðåáè, ìîæå áóòè ïîêàçàíå êîðèñòóâà÷åâi. Ó âèïàäêó ïîÿâè çàäà÷i, ÿêi íàëåæàòü

äî òèïiâ çàäà÷, ÿêi íå ïåðåäáà÷åíi ñèñòåìîþ, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñïåöiàëüíi ìîäóëi ñè-

ñòåìè, ÿêi áàçóþòüñÿ íà ìîâi ïðîãðàìóâàííÿ Prolog àáî íà ôðåéìâîðêó Protégé.

Ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ¹ êiíöåâèé ïðîãðàìíèé ïðîäóêò, íàïèñàíèé ìîâîþ C#, ÿêèé

çàáåçïå÷ó¹ êîðèñòóâà÷åâi ñóïðîâiä òà ïiäòðèìêó â ïðîöåñi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.
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ÁÀËÀÍÑÓÂÀÍÍß ÊÀÒÅÃÎÐIÉ Ó ÖIËÜÎÂÎÌÓ ÊËÀÑI

Â ÒÐÅÍÓÂÀËÜÍÈÕ ÄÀÍÈÕ ÄËß

ÇÀÄÀ× ÊËÀÑÈÔIÊÀÖI� ÒÅÊÑÒÓ

Þ.À. Êóçüìåíêî, Î.Ð. Ñìèø

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Êëàñèôiêàöiÿ òåêñòó � öå ïðîöåñ ðîçïîäiëó ôðàãìåíòà òåêñòó íà çàçäàëåãiäü âè-

çíà÷åíi êëàñè íà îñíîâi éîãî çìiñòó. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ðîçïîäië êëàñiâ ó íàâ÷àëü-

íèõ äàíèõ ìîæå áóòè íåçáàëàíñîâàíèì. Ó òàêèõ âèïàäêàõ ìîäåëü ìîæå ñòàòè óïåðå-

äæåíîþ äî áiëüøîñòi êëàñiâ, ùî ïðèçâîäèòü äî íåòî÷íî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñiâ ìåíøèí.

Äëÿ âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè çàïðîïîíîâàíî ìåòîäè áàëàíñóâàííÿ êëàñiâ, ÿêi óìî-

æëèâëþþòü ïîêðàùåííÿ ïðîäóêòèâíîñòi ìîäåëåé êëàñèôiêàöi¨ òåêñòiâ [1].

Òåîðåìà 1. Áàëàíñóâàííÿ ðîçïîäiëó êëàñiâ ó íàâ÷àëüíèõ äàíèõ ïðèçâåäå äî ïîêðà-

ùåííÿ ïðîäóêòèâíîñòi ìîäåëi êëàñèôiêàöi¨ òåêñòó. Çîêðåìà, îöiíêà F1 êëàñiâ ìåí-

øîñòi ïîêðàùèòüñÿ ïiñëÿ áàëàíñóâàííÿ

Ïðèêëàä 4. Åêñïåðèìåíò ïðîâåäåíî çà äîïîìîãîþ ìîâè ïðîãðàìóâàííÿ Python.

Çàâäàííÿ êëàñèôiêàöi¨ òåêñòiâ âèêîíóâàëîñÿ íà íàáîði äàíèõ, ùî ìiñòèâ åñå ç îöiíêà-

ìè âiä 1 äî 10. Íàáið äàíèõ áóâ íåçáàëàíñîâàíèì, äåÿêi êàòåãîði¨ ìàëè çíà÷íî áiëüøó

êiëüêiñòü çðàçêiâ, íiæ iíøi

Äëÿ áàëàíñóâàííÿ íàáîðó äàíèõ âèêîðèñòàíî êëàñ RandomOverSampler ç ïàêåòó

imblearn. Öåé êëàñ ðåàëiçó¹ àëãîðèòì SMOTE, ÿêèé ïåðåäèñêðåòèçó¹ êëàñ ìåíøîñòi,

ãåíåðóþ÷è ñèíòåòè÷íi âèáiðêè. Ó öüîìó äîñëiäæåííi âèêîðèñòàíî ñòðàòåãiþ âèáiðêè

"íå áiëüøiñòü ÿêà ïåðåäáà÷à¹ ïåðåâèáiðêó âñiõ êëàñiâ, îêðiì êëàñó áiëüøîñòi. Öÿ ñòðà-

òåãiÿ ãàðàíòó¹, ùî ìàæîðèòàðíèé êëàñ íå áóäå ïåðåîáðîáëåíèé, ùî ìîæå ïðèçâåñòè

äî íàäìiðíîãî ïåðåíàâ÷àííÿ ìîäåëi [2].

Ïiñëÿ áàëàíñóâàííÿ íàáîðó äàíèõ ïðîâåäåíî íàâ÷àííÿ íåéðîííî¨ ìåðåæi ãëèáîêîãî

íàâ÷àííÿ. Åôåêòèâíiñòü ìåðåæi îöiíåíî çà äîïîìîãîþ ïîêàçíèêà F1, ÿêèé ¹ ñåðåäíiì

ãàðìîíiéíèì çíà÷åííÿì òî÷íîñòi òà çàïàì'ÿòîâóâàííÿ. Ïîêàçíèê F1 îáðàõîâàíî äëÿ

êîæíîãî êëàñó, à ïîòiì óñåðåäíåíî äëÿ îòðèìàííÿ çàãàëüíîãî ïîêàçíèêà F1.

Ðåçóëüòàòè. Äî áàëàíñóâàííÿ íàáîðó äàíèõ, ïîêàçíèê F1 ìîäåëi ñòàíîâèâ 0,61.

Ïiñëÿ áàëàíñóâàííÿ íàáîðó äàíèõ, ïîêàçíèê F1 ïîêðàùåíî äî 0,9. Ïîêàçíèê F1 äëÿ

êëàñiâ ìåíøèí òàêîæ ïîêðàùåíî ïiñëÿ áàëàíñóâàííÿ. Íàïðèêëàä, ïîêàçíèê F1 êëàñó

"5"çìiíèâñÿ ç 0,34 äî 0,94 ïiñëÿ áàëàíñóâàííÿ, à ïîêàçíèê F1 êëàñó "6"ïåðåòâîðèâñÿ

ç 0,45 äî 0,97.
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Âèñíîâîê. Ó äîñëiäæåííi ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî áàëàíñóâàííÿ ðîçïîäiëó êëàñiâ

ó íàâ÷àëüíèõ äàíèõ ¹ åôåêòèâíèì ïiäõîäîì äëÿ ïîêðàùåííÿ ïðîäóêòèâíîñòi ìîäå-

ëi êëàñèôiêàöi¨ òåêñòó. Êëàñ RandomOverSampler çi ñòðàòåãi¹þ âèáiðêè "íå áiëüøî-

ñòi"ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî äëÿ áàëàíñóâàííÿ íàáîðó äàíèõ.
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ÃÎÐÈÇÎÍÒÎÌ ÍÀ ÏÐÈÊËÀÄI ÃÐÈ ÃÎ
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Ñòîõàñòè÷íi iãðè [1] ¹ äîáðå âiäîìîþ ìîäåëëþ äëÿ ôîðìàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ é

àíàëiçó éìîâiðíiñíèõ áàãàòîàãåíòíèõ ñèñòåì [2]. Ó öèõ iãðàõ ãðàâöi ïðèéìàþòü ði-

øåííÿ, íå çíàþ÷è çàçäàëåãiäü, ÿêi ïîäi¨ ñòàíóòüñÿ â ìàéáóòíüîìó. Ó ñòîõàñòè÷íèõ

iãðàõ âèïàäêîâiñòü ìîæå áóòè ïîâ'ÿçàíà çi çìiíîþ âàðòîñòi ðiçíèõ âèõîäiâ ãðè, éìî-

âiðíiñòþ ïîÿâè ïåâíèõ ïîäié àáî ç âèáîðîì îïîíåíòàìè ðiçíèõ ñòðàòåãié. Òîìó äëÿ

ðîçðîáêè ñòðàòåãié ó ñòîõàñòè÷íèõ iãðàõ, íà êøòàëò �î, òðåáà âðàõîâóâàòè òå, ÿê

ìîæå ïîâîäèòè ñåáå ñóïðîòèâíèê.

Àíàëiç ïðàöü íàóêîâöiâ äîïîìiã ïiäãîòóâàòè ïåðøèé ðîçäië ðîáîòè. Ó íüîìó ïîäàíî

îñíîâè äîñëiäæåííÿ òà ïðîâåäåíî àíàëiç íàóêîâèõ ïðàöü ïî ïðîáëåìi äîñëiäæåííÿ.

Òàêîæ çäiéñíåíî îïèñ ãðè òà ìîäåëi, ùî ëåæèòü â ¨¨ îñíîâi.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ìîäåëþâàííþ ñòîõàñòè÷íèõ iãîð íà ïðèêëàäi ãðè �î.

Çìiíåíî óìîâè ãðè, âèêîíàíî ìàòåìàòè÷íi ðîçðàõóíêè, ùî ëåæàòü â îñíîâi ìîäåëi, à

òàêîæ ñòâîðåíî ïðîãðàìíèé ïðîäóêò, ÿêèé ïðèçíà÷åíî äëÿ øâèäêîãî i çðîçóìiëîãî

ïîÿñíåííÿ ñòîõàñòè÷íèõ iãîð ó âèãëÿäi ãðè.

Ìåòîþ öi¹¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäèòè ñòîõàñòè÷íi iãðè òà ¨õíi ðiçíîâèäè, çìiíèòè ïðàâèëà

òà ìåõàíiêè ãðè �î, ðîçðîáèòè ñâîþ ãðó ÿêà çìîæå áóòè êîðèñíîþ äëÿ òîãî, ùîá íà

¨¨ ïðèêëàäi ïîÿñíþâàòè ùî òàêå ñòîõàñòè÷íi iãðè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñòîõàñòè÷íi iãðè çi ñêií÷åííèì ãîðèçîíòîì.

Îá'¹êòîì äàíîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ãðà �î , ùî ¹ ïðèêëàäîì ñòîõàñòè÷íî¨ ãðè ç êiíöå-

âèì ãîðèçîíòîì òà ¨¨ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü.

Âiäïîâiäíî äî ìåòè ñòàâëÿòüñÿ çàäà÷i: äîñëiäèòè ñòîõàñòè÷íi iãðè çi ñêií÷åííèì

ãîðèçîíòîì, ïðîàíàëiçóâàòè ãðó �î òà ¨¨ ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, à òàêîæ çìîäåëþâàòè

òà çàïðîãðàìóâàòè çàñîáàìè Java Swing âëàñíó ãðó îñíîâíà ñòðàòåãiÿ ÿêî¨ áóäóâàòè-

ìåòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ âòðàò [3].

Àíàëiç ïðàöü ó÷åíèõ, à òàêîæ âèâ÷åííÿ òåìè ñòîõàñòè÷íèõ iãîð i ãðè Ãî, äîïîìî-

ãëè ïðèäóìàòè òà ðåàëiçóâàòè ãðó, ùî ¹ ïðèêëàäîì ñòîõàñòè÷íèõ iãîð iç êiíöåâèì

ãîðèçîíòîì. Öÿ ãðà äîâîëi ïðîñòà â îñâî¹ííi. Òàê ñàìî, ÿê i áóäü-ÿêîìó ïðîåêòó, öié

ãði ùå ¹ êóäè ðîñòè i íå âàðòî çóïèíÿòèñÿ íà äîñÿãíóòîìó ðåçóëüòàòi, àäæå ÿêùî

äîêëàñòè çóñèëü, òî öþ ãðó ìîæíà äîâåñòè äî áiëüø ïðè¹ìíîãî âèãëÿäó i ìîæëèâî
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íàâiòü âiäêðèòè ¨¨ äëÿ çàãàëüíîãî äîñòóïó. Öié ãði áóäå ïðèäiëåíî ùå ÷àñó, à òàêîæ

âèïóùåíî êîä ó çàãàëüíèé äîñòóï.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÎÃÍÎÇÓÂÀÍÍß ×ÀÑÎÂÈÕ ÐßÄIÂ

Ç ÍÅÐÅÃÓËßÐÍÈÌ ÒÐÅÍÄÎÌ

À.Ñ. Íèòíèê

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ïðîãíîçóâàííÿ, íà ñüîãîäíi, öå îäíà ç íàéñêëàäíiøèõ, à òàêîæ íàéáiëüø çàòðå-

áóâàíèõ i àêòóàëüíèõ çàäà÷ àíàëiçó äàíèõ. Îñíîâíà ñêëàäíiñòü ïðîãíîçóâàííÿ, ÿê

ïðîöåñó, ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî íåîáõiäíî àíàëiçóâàòè òà ïðîâîäèòè îöiíêó âåëèêèõ

îáñÿãiâ äàíèõ, à òàêîæ ç óñêëàäíåííÿì ìåòîäiâ òà ïîÿâîþ íîâèõ ïiäõîäiâ äî ïðî-

ãíîçóâàííÿ ðiçíèõ ïðîöåñiâ. Äàíà ðîáîòà ¹ ïðîäîâæåííÿì ðîáiò [4-6], â ÿêèõ áóëî

çàïðîïîíîâàíî àíàëiòè÷íå çàäàííÿ ôóíêöi¨, ùî ìîäåëþ¹ äåÿêèé ÷àñîâèé ðÿä, äîñëi-

äæåíî âëàñòèâîñòi òàêî¨ ôóíêöi¨ òà ïîäàíî àëãîðèòì îáðîáêè ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ

òà ìîäåëþâàííÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨. Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðîãíîçóâàííÿ

÷àñîâîãî ðÿäó ç çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Íåõàé äàíî äåÿêèé ÷àñîâèé ðÿä, ïîäàíèé òàáëè÷íî, äå xi � ÷àñ, à yi � äåÿêi

÷èñëîâi äàíi íà ìîìåíò xi, i = 0, 10. Òàêîæ âiäîìî, ùî ÷àñîâèé ðÿä ìà¹ ãðàôiê ç

ñàìîïîäiáíèìè (ñàìîàôiííèìè) âëàñòèâîñòÿìè òà äàíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ i íå

¹ ñòðîãî ìîíîòîííîþ. Íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ äàíèé ãðàôiê íàáóâà¹ ó òî÷öi (x5; y5).

Çíîðìó¹ìî çíà÷åííÿ àðãóìåíòó òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà [0; 1]. Äîâæèíó ïðîåêöi¨

ãðàôiêà íà âiñü Ox, ùî äîðiâíþ¹ x10 − x0, íåîáõiäíî çíîðìóâàòè äî 1: ââåäåìî êî-

åôiöi¹íò ïîäiáíîñòi k = 1
(x10−x0) . Ïàðàëåëüíî ïåðåíåñåìî ãðàôiê âçäîâæ îñi Ox íà

âåëè÷èíó x0 âëiâî. Îòæå, ôóíêöiÿ ïåðåòâîðåííÿ äëÿ çíà÷åííÿ xi, i ∈ {1, 2, ..., 10},
áóäå: f(x) = k(xi − x0), äå k = 1

(x10−x0) , x0 � àáñöèñà ïåðøî¨ òî÷êè ãðàôiêà.

Àíàëîãi÷íå ïåðåòâîðåííÿ çðîáèìî äëÿ îðäèíàò òî÷îê. Äîâæèíó ïðîåêöi¨ ãðàôiêà

íà âiñü Oy, ùî äîðiâíþ¹ y5−y0, íåîáõiäíî çíîðìóâàòè äî 1, òîáòî ââåäåìî êîåôiöi¹íò
ïîäiáíîñòi h = 1

(y5−y0) . Âèêîíà¹ìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ ãðàôiêà âçäîâæ îñi Oy

âíèç íà âåëè÷èíó y0. Îòæå, ôóíêöiÿ ïåðåòâîðåííÿ äëÿ îðäèíàò yi, i ∈ {1, 2, ..., 10},
áóäå: g(y) = h(yi − y0), äå h = 1

(y5−y0) , y0 � îðäèíàòà ïåðøî¨ òî÷êè.

Íîâi êîîðäèíàòè òî÷îê ïîçíà÷èìî ÷åðåç (x∗i ; y
∗
i ), i ∈ {1, 2, ..., 10}. Ïðè äðóãîìó i âñiõ

íàñòóïíèõ êðîêàõ ïîáóäîâè êîæåí âiäðiçîê ëàìàíî¨ áóäå çàìiíþâàòèñÿ íà ëàìàíó,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 5 ëàíîê. Ïðè öüîìó âåðøèíè íîâèõ ëàìàíèõ äiëÿòü ïî÷àòêîâèé

âiäðiçîê â ñïiââiäíîøåííi îäíàêîâî äëÿ çðîñòàþ÷èõ i ñïàäàþ÷èõ ëàíîê [4].

Â ðîáîòi [4] áóëî äîâåäåíî êîðåêòíiñòü çàäàííÿ ôóíêöi¨:

f(∆Qx

α1α2...αn...) = ∆Qy

α1α2...αn..., (1)

© À.Ñ. Íèòíèê, 2023
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α1 ∈ {0, ..., 9}, αj ∈ {0, ..., 4}, j ∈ N, j ≥ 2,

äå 0 < qi < 1,
9∑
i=0

qi = 1,

Q̃ =

(
q0(2k) q1(2k) q2(2k) q3(2k) q4(2k)

q0(2k−1) q1(2k−1) q2(2k−1) q3(2k−1) q4(2k−1)

)
, k = 0,∞,

0 < qij < 1,
4∑
i=0

qij = 1, j ∈ {0, 1, ..., 4},

bα1 =

 0, α1 = 0,
α1−1∑
i=0

qi, α1 ∈ {1, 2, ..., 9},
bαjj =


0, αj = 0,
αj−1∑
i=0

qij, αj ∈ {1, 2, 3, 4}.

x∗ = bα1 +
∞∑
n=2

bαnαn−1qα1

n−1∏
j=2

qαjαj−1
≡ ∆Qx

α1α2...αn.... (2)

Ïîêëàäåìî

0 < qi ≤ ui < 1, u0 − u1 + u2 − u3 + u4 = 1, 1− u5 + u6 − u7 = u8 − u9 = 1,

U =

(
u0(2k) u1(2k) u2(2k) u3(2k) u4(2k)

u0(2k−1) u1(2k−1) u2(2k−1) u3(2k−1) u4(2k−1)

)
, = 0,∞,

0 < qij ≤ uij < 1,
4∑
i=0

(−1)iuij = 1,

dα1 =

 0, α1 = 0,
α1−1∑
i=0

(−1)iui, α1 ∈ {1, 2, ..., 9},

dαjj =



0, αj = 0,

(−1)αj−1u0αj−1
, αj = 1,

(−1)αj−1(u0αj−1
− u1αj−1

), αj = 2,

(−1)αj−1(u0αj−1
− u1αj−1

+ u2αj−1
), αj = 3,

(−1)αj−1(u0αj−1
− u1αj−1

+ u2αj−1
− u3αj−1

), αj = 4,

y∗ = dα1 +
∞∑
n=2

dαnαn−1uα1

n−1∏
j=2

uαjαj−1
≡ ∆Qy

α1α2...αn.... (3)

Äàíà ôóíêöiÿ ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi [5].

Âëàñòèâiñòü 1. D(f) = [0; 1], E(f) = [0; 1].

Âëàñòèâiñòü 2. Ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíiñòþ (1), íåïåðåðâíà íà [0; 1], ïðè öüîìó â

òî÷öi 0 ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà çëiâà, à â òî÷öi 1 �� ñïðàâà.

Âëàñòèâiñòü 3.Ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíiñòþ (1), ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ

çðîñòàííÿ òà ñïàäàííÿ.

Âëàñòèâiñòü 4. Ôóíêöiÿ, çàäàíà ðiâíiñòþ (1), ¹ íiäå íå äèôåðåíöiéîâíîþ.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðîãíîçóâàííÿ ÷àñîâîãî ðÿäó. Íåõàé ïîòðiáíî îá÷èñëèòè çíà÷åí-

íÿ y(t) äëÿ äåÿêîãî çàäàíîãî çíà÷åííÿ t ∈ [x0;x10]. Ïåðåâåäåìî t â Qx-ïðåäñòàâëåííÿ

äiéñíîãî ÷èñëà. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî t′ = t
x10−x0 . Ïîñòàâèìî ïåðåä ñîáîþ

çàäà÷ó çíàéòè ïåðøèõ k öèôð Qx-ïðåäñòàâëåííÿ t′. Çà äîïîìîãîþ íàâåäåíîãî àëãî-

ðèòìó çíàéäåìî âiäïîâiäíi αi(t′), i = 1, k.

Íà ïåðøîìó êðîöi îá÷èñëèìî α1(t
′):

α1(t
′) =


0, 0 ≤ t′ < q0,

1, q0 ≤ t′ < q0 + q1,

...

10, 1− q0 ≤ t′ ≤ 1.

Íà äðóãîìó êðîöi îá÷èñëèìî α2(t
′). Äëÿ öüîãî çíàéäåìî t′′ = t′ − α1(t

′). Òîäi α2(t
′):

α2(t
′) =


0, 0 ≤ t′′ < q0qα1(t′),

1, q0qα1(t′) ≤ t′′ < (q0 + q1)qα1(t′),

...

5, (q0 + q1 + ...+ q3)qα1(t′) ≤ t′′ ≤ (q0 + q1 + ...+ q4)qα1(t′).

Òðåòié òà âñi íàñòóïíi êðîêè äî i = k ¹ àíàëîãi÷íèìè äî äðóãîãî êðîêó. Â ðåçóëüòàòi

ìè îòðèìà¹ìî ïåðøi k öèôð Qx-ïðåäñòàâëåííÿ t′ = ∆Qx

α1α2...αk
. Çðîçóìiëî, ùî öå ¹

íàáëèæåíèì ðîçêëàäîì, îñêiëüêè âií ñêií÷åííèé. Ïðè öüîìó ïîõèáêà íàáëèæåííÿ íå

ïåðåâèùó¹ qα1 · qα2α1 · ... · qαkαk−1
. Îñêiëüêè çà çàäàííÿì 0 < qi < 1, 0 < qij < 1, òî ïðè

k → ∞, äîáóòîê ïðÿìó¹ äî 0. Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó (3) äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

äîäàíêiâ ìîæíà îòðèìàòè ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ y(t).

y(t) = dα1 +
k∑

n=2

dαnαn−1uα1

n−1∏
j=2

uαjαj−1
.

Çàóâàæèìî, ùî ïîõèáêà îòðèìàíîãî çíà÷åííÿ y(t) íå ïåðåâèùó¹ uα1 ·uα2α1 · ... ·uαkαk−1
.

Îòæå, íà îñíîâi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîáóäîâàíî¨ ðàíiøå, ñòâîðåíî àëãîðèòì îáðîáêè

ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ òà ìîäåëþâàííÿ ôóíêöi¨, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî áóëî ðîçãëÿíóòî

çàäà÷ó ïðîãíîçóâàííÿ äåÿêîãî çíà÷åííÿ ÷àñîâîãî ðÿäó ç ìàëîþ ïîõèáêîþ òà ïîäàëü-

øèì âèêîðèñòàííÿì ó ïðîãíîçóâàííi âñüîãî ÷àñîâîãî ðÿäó.
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ÀÒÀÊÈ ÊÀÐËIÍI-ÂÀÃÍÅÐÀ ÍÀ ÍÅÉÐÎÍÍI ÌÅÐÅÆI

Ä.Â. Íîâèêîâ

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Çìàãàëüíi àòàêè íà íåéðîííi ìåðåæi � öå ãåíåðàöiÿ äåÿêîãî "øóìó"(çìàãàëüíîãî

ïðèêëàäó), ÿêèé ïiñëÿ éîãî íàêëàäàííÿ íà ïî÷àòêîâå çîáðàæåííÿ (âõiäíi äàíi) çìó-

øó¹ ¨¨ ïîìèëèòèñÿ â ñâî¹ìó ïðîïóùåííi ñòîñîâíî êëàñèôiêàöi¨ öüîãî çîáðàæåííÿ.

Âîíè áóâàþòüñÿ öiëüîâèìè òà íåöiëüîâèìè, ç ðiçíèöåþ ó òîìó, ÷è ìà¹ òîé, õòî àòà-

êó¹, íàìið çâåñòè ðåçóëüòàò ðîáîòè íåéðîííî¨ ìåðåæi íà ïåâíèõ âõiäíèõ äàíèõ äî

êîíêðåòíîãî âèçíà÷åíîãî çíà÷åííÿ ÷è íi. Àòàêà Êàðëiíi-Âàãíåðà - îäèí ç òèïiâ àòàê,

ÿêèé íàðàçi ââàæà¹òüñÿ íàéáiëüø íåáåçïå÷íèì i ñêëàäíèì äëÿ çàõèñòó âiä íüîãî.

1. Çàäà÷à àòàêè Êàðëiíi-Âàãíåðà

1.1. Ìîäåëü íåéðîííî¨ ìåðåæi. Íåéðîííó ìåðåæó ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

ôóíêöi¨ F (x) = y. Ìîäåëü F òàêîæ çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó θ, ÿêèé áóäå ïðèéíÿòèé

çà êîíñòàíòó ïðîòÿãîì öi¹¨ ðîáîòè äëÿ çðó÷íîñòi. Íåõàé ìîäåëü çàñòîñîâó¹ ôóíêöiþ

softmax. Ó òàêîìó âèïàäêó êiíöåâà ôîðìóëè ìîäåëi ìà¹ âèãëÿä

F (x) = softmax(Z(x) = y.

äå Z(x) = z � ðåçóëüòàò êîæíîãî øàðó, îêðiì softmax. Òîäi y � ðîçïîäië iìîâiðíî-

ñòåé äëÿ ïàðàìåòðà x, ÿêèé ïîêàçó¹ äî ÿêîãî êëàñó éîãî ìîæíà âiäíåñòè. Îñêiëüêè

íåéðîííà ìåðåæà çàçâè÷àé ìà¹ äåêiëüêà øàðiâ, ôîðìóëó ìîäåëi ìîæíà ïîêðàùèòè:

F = softmax ◦ Fn ◦ Fn−1 ◦ . . . ◦ F1, äå Fi = σ(θi ∗ x) + γi,

à σ � äåÿêà íåëiíiéíà àêòèâóþ÷à ôóíêöiÿ (tanh, sigmoid, ReLU), à θ i γ � ïàðàìåòðè

ìîäåëi.

1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Âàãíåðà-Êàðëiíi. Ãiïîòåçà. Íåõàé ¹ âõiäíi äàíi x i öiëü

t ̸= C(x). Òîäi ìîæíà çíàéòè òàêèé x′, ùî C(x′) = t i x òà x′ ¹ áëèçüêèìè çà ïåâíîþ

ìåòðèêîþ âiäñòàíi, òîáòî D(x − x′) ⇒ 0. Ó öüîìó âèïàäêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî áiëüø

ñêëàäíèé âàðiàíò öiëüîâî¨ çìàãàëüíî¨ àòàêè.

Ìåòðèêà äèñòàíöi¨ Lp ¹ íàéáiëüø âæèâàíîþ äëÿ çìàãàëüíèõ àòàê:

Lp = ||x− x′||p,
||υ||p = (

n∑
i=1

|υi|p)
1
p .

Äèñòàíöiÿ L0 âèìiðþ¹ êiëüêiñòü òàêèõ êîîðäèíàò i, ùî xi ̸= x′i, òîáòî ïîêàçó¹ êiëü-

êiñòü ïiêñåëiâ, ùî çìiíèëèñÿ â çîáðàæåííi.

© Ä.Â. Íîâèêîâ, 2023
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Äèñòàíöiÿ L2 âèìiðþ¹ ñòàíäàðòíó Åâêëiäîâó âiäñòàíü ìiæ x òà x′. Âîíà çàëèøà¹-

òüñÿ ìàëîþ, êîëè âíîñÿòüñÿ íåâåëèêi çìiíè ó áàãàòî ïiêñåëiâ.

Äèñòàíöiÿ L∞ âèìiðþ¹ âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíèõ çìií äëÿ áóäü-ÿêîãî ïiêñåëÿ äëÿ

óìîâíî íåñêií÷åííî¨ (íåîáìåæåíî¨) êiëüêîñòi ïiêñåëiâ.

||x− x′||∞ = max(|x1 − x′1|, . . . , |xn − x′n|)

Çàäà÷à. Ìiíiìóçóâàòè âiäñòàíü D(x, x+ δ) çà óìîâ C(x+ δ) = t i x+ δ ∈ [0, 1]n, äå x �

ñòàëà. Òîáòî, çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ δ, çà ÿêîãî D(x, x+δ) íàáóâà¹ ñâîãî ìiíiìàëüíîãî

çíà÷åííÿ, äå D öå îäíà ç ìåòðèê L0, L2, L∞, îïèñàíèõ âèùå.

Îïèñàíà çàäà÷à ¹ ñêëàäíîþ äëÿ ðîçâ?ÿçàííÿ ìåòîäàìè íåéðîííèõ ìåðåæ, ÿêi íèíi

iñíóþòü, îñêiëüêè îáìåæåííÿ C(x+ δ) = t ¹ íåëiíiéíèì. Íåõàé iñíó¹ öiëüîâà ôóíêöiÿ

f , äëÿ ÿêî¨ C(x + δ) = t òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f(x + δ) ≤ 0. Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî

âèáîðó îïòèìàëüíî¨ ôóíêöi¨ f . Â÷åíi Ä.Âàãíåð i Í.Êàðëiíi[1] ïðè ðîçëÿäi ìîæëè-

âèõ âàðiàíòiâ òàêî¨ ôóíêöi¨ äiéøëè äî íàñòóïíèõ îáìåæåíü ùîäî óìîâè ïî÷àòêîâî¨

çàäà÷i:

Çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ δ, çà ÿêîãîD(x, x+δ)+c∗f(x+δ) íàáóâà¹ ìiíiìàëüíîãî çíà÷å-
ííÿ, çà óìîâè x+ δ ∈ [0, 1]n, äå c - îáðàíà êîíñòàíòà çà óìîâè c > 0. Áiëüø äåòàëüíèé

îãëÿä âíåñåííÿ çìií äî ïî÷àòêîâî¨ óìîâè îïèñàíèé ó êíèçi "Towards Evaluating the

Robustness of Neural Networks"[1] çà àâòîðñòâîì Ä.Âàãíåðà òà Í.Êàðëiíi òà íå áóäå

ðîçãëÿäàòèñÿ òóò äëÿ çáåðåæåííÿ êîíòåêñòó àíàëiçó çàäà÷i ïðîâåäåííÿ çìàãàëüíî¨

àòàêè. Øëÿõîì òåñòóâàíü âèêîðèñòàííÿ ðiçíèõ ìîæëèâèõ ôóíêöié f àâòîðè äiéøëè

âèñíîâêó, ùî îïòèìàëüíèì âàðiàíòîì áóäå:

f(x′) = max(max(Z(x′)i − Z(x′)t), 0)

Äëÿ òîãî, ùîá çàäîâiëüíèòè óìîâó 0 ≤ x+ δ ≤ 1, ââåäåìî äîäàòêîâó çìiííó ω òàêèì

÷èíîì, ùî:

δi =
1
2
(tanh(ωi) + 1)− xi.

Îñêiëüêè, ÿê âiäîìî, −1 ≤ tanh(ωi) ≤ 1, ç âèùåâêàçàíî¨ ôîðìóëè î÷åâèäíî, ùî

0 ≤ x + δ ≤ 1, òîáòî òåïåð óìîâà çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî äëÿ êîæíî¨ δ, äëÿ

ÿêî¨ iñíó¹ âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ ω. Îòæå, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî iìïiðè÷íîãî ïîøóêó

ïàðàìåòðó c, ÿêèé ìîæíà âèêîíàòè çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíî¨ òå-

õíiêè òà ïðîãðàìóâàííÿ.

Âèñíîâêè. Ó öié ðîáîòi áóëî íàäàíå âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ "çìàãàëüíi àòàêè"òà

íàâåäåíèé ïðèêëàä îäíi¹¨ ç ¨¨ ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ � àòàêè Êàðëiíi-Âàãíåðà. Áóëà

ðîçãëÿíóòà ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îïòèìiçàöi¨, ÿêi áóëè çäiéíåíi àâòîðàìè àòàêè äëÿ

¨¨ ðåàëiçàöi¨.

Ëiòåðàòóðà

[1] N. Carlini, D. Wagner. Towards evaluating the robusness of neural networks // Computer Science.

DOI:10.1109/SP.2017.49.
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ÌÅÒÎÄÈ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ� ÑÒÐÀÒÅÃI�

Ó×ÀÑÒI Â ÀÓÊÖIÎÍI
À.Â. Ñèâîõiï

(Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ¿, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ïëàòôîðìà ç ïðîäàæó ðåêëàìè (àíãë. Ad Exchange Platform) ¹ ïîñåðåäíèêîì ìiæ

ïàáëiøåðîì (àíãë. publisher, âëàñíèê ñàéòó) òà ðåêëàìîäàâöåì ó àóêöiîíi ðåêëàìíèõ

îãîëîøåíü ó ðåàëüíîìó ÷àñi. Òåõíîëîãiÿ ïðàöþ¹ äàíèì ÷èíîì:

1. Êîðèñòóâà÷ çàõîäèòü íà ñàéò ïàáëiøåðà

2. Ïàáëiøåð âiäïðàâëÿ¹ çàïèòè íà ïîêàç ðåêëàìè ç âêàçóâàííÿì ìiíiìàëüíî¨

ñòàâêè r íà ðiçíi ïëàòôîðìè

3. Ïëàòôîðìà äîäà¹ ñâîþ íàöiíêó m ∈ (0, 100) i ïåðåäà¹ çàïèò ðåê-ëàìîäàâöþ ç

íîâîþ ìiíiìàëüíîþ ñòàâêîþ r/(1−m/100)

4. Ðåêëàìîäàâåöü ïðèéìà¹ ðiøåííÿ, ÷è áóäå âií âiäïîâiäàòè íà çàïèò. ßêùî ìi-

íiìàëüíà ñòàâêà ¹ çàâèñîêîþ äëÿ ðåêëàìîäàâöÿ, âií iãíîðó¹ çàïèò. Ó çâîðî-

òíüîìó âèïàäêó, âií äà¹ âiäïîâiäü çi ñâî¹þ ñòàâêîþ b

5. Ïëàòôîðìà îòðèìó¹ âiäïîâiäü çi ñòàâêîþ ðåêëàìîäàâöÿ, âiäíiìà¹ ñâîþ íàöiíêó

çà ôîðìóëîþ

�nal bid = b× (1−m/100)

òà âiäïðàâëÿ¹ âiäïîâiäü íà çàïèò ïàáëiøåðà.

6. Ïàáëiøåð íà ñâî¹ìó áîöi ïðîâîäèòü àóêöiîí. Íàéâèùà ñòàâêà âèãðà¹ òà îòðè-

ìó¹ ìîæëèâiñòü ïîêàçàòè ñâîþ ðåêëàìó

7. ßêùî âèãðà¹ íàø ðåêëàìîäàâåöü � ïëàòôîðìà îòðèìó¹ ïðèáóòîê, ÿêèé âè-

çíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

pro�t = b− �nal bid = b×m/100

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ðîçðîáèòè ìîäåëü, ÿêà áóäå ïðîãíîçóâàòè îïòèìàëüíó

íàöiíêó äëÿ êîæíîãî çàïèòó íà îñíîâi íàÿâíî¨ iíôîðìàöi¨, òàêî¨ ÿê ëiìiò ðåêëàìîäàâ-

öÿ, êðà¨íà, ÎÑ, ôîðìàò ðåêëàìè òîùî, ç ìåòîþ ìàêñèìiçàöi¨ çàðîáiòêó ïëàòôîðìè.

Öÿ ìîäåëü ïîâèííà áóòè íàâ÷åíà íà iñòîðè÷íèõ äàíèõ òà çäàòíà ïðàöþâàòè â ðåæèìi

ðåàëüíîãî ÷àñó, øâèäêî ïðèéìàþ÷è ðiøåííÿ ïðî íàöiíêó äëÿ êîæíîãî íîâîãî çàïèòó.

Âèçíà÷åííÿ ïîíÿòü

Ùîá ñôîðìóëþâàòè ïðîáëåìó ÿê ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü, íàì ïî-

òðiáíî âèçíà÷èòè ìíîæèíè ñòàíiâ ñåðåäîâèùà S, ìíîæèíè äié A òà ôóíêöiþ âèíàãî-

ðîäè.

© À.Â. Ñèâîõiï, 2023
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Ìíîæèíà S: Ñòàí s íà ìîìåíò ÷àñó t ñêëàäà¹òüñÿ ç óñi¹¨ äîñòóïíî¨ iíôîðìàöi¨

ïðî ïîòî÷íèé çàïèò íà àóêöiîí. Âèçíà÷èìî ñòàí s ÿê ñóêóïíiñòü (r, c, os, f), äå

• c � êðà¨íà êîðèñòóâà÷à,
• os � îïåðàöiéíà ñèñòåìà êîðèñòóâà÷à,
• f � ôîðìàò îãîëîøåííÿ.

Ìíîæèíà A: Äiÿ a â ìîìåíò ÷àñó t � öå âiäñîòîê íàöiíêè ïëàòôîðìè íà ìiíiìàëü-

íó ñòàâêó ó âiäïîâiäü íà çàïèò. Äi¨ A � âñi ìîæëèâi íàöiíêè, ÿêi ìîæå çàñòîñóâàòè

ïëàòôîðìà. A = {a1, a2, . . . , an}, äå êîæíå ai - âiäñîòîê íàöiíêè.
Ôóíêöiÿ âèíàãîðîäè R(s, a) ó ìîìåíò ÷àñó t � öå ïðèáóòîê, îòðèìàíèé ïëà-

òôîðìîþ çà çàïèò íà àóêöiîí, âðàõîâóþ÷è âiäñîòîê íàöiíêè a. Ôóíêöiþ âèíàãîðîäè

R(s, a) ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê:

R(s, a) =


b− (1− a/100) ∗ b, ÿêùî b ¹ âèãðàøíîþ ñòàâêîþ,

0, ÿêùî ðåêëàìîäàâåöü íå âiäïîâiâ àáî

b íå ¹ âèãðàøíîþ ñòàâêîþ

Ìåòîäè âèðiøåííÿ ïðîáëåìè

Ñòðàòåãiÿ (àíãë. policy) � öå âiäîáðàæåííÿ ñòàíiâ â äi¨ àáî ôóíêöiÿ ïîâåäiíêè àãåí-

òà.

Ùîá âèðiøèòè äàíó ïðîáëåìó çà äîïîìîãîþ íàâ÷àííÿ ç ïiäêðiïëåííÿì, ìè ìîæåìî

âèêîðèñòîâóâàòè ïiäõiä íà îñíîâi ìîäåëi àáî ïiäõiä áåç ìîäåëi.

Ó ïiäõîäi, çàñíîâàíîìó íà ìîäåëi, ìè á ñòâîðèëè ìîäåëü ñåðåäîâèùà ç ôóíêöi¹þ

âèíàãîðîäè, à ïîòiì âèêîðèñòàëè ìåòîäè äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ, òàêi ÿê value

iteration àáî policy iteration, ùîá çíàéòè îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ.

Ó áåçìîäåëüíîìó ïiäõîäi ìè íå ñòâîðþ¹ìî ìîäåëü ñåðåäîâèùà, à íàâ÷à¹ìîñÿ îïòè-

ìàëüíié ñòðàòåãi¨ ìåòîäîì ïðîá i ïîìèëîê. Äâà îñíîâíi ìåòîäè � Q-íàâ÷àííÿ òà Policy

gradient methods. Îñíîâíà ïåðåâàãà îñòàííiõ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíè ìîæóòü âèâ÷àòè

ñòîõàñòè÷íi ñòðàòåãi¨, ùî ìîæå áóòè âàæëèâèì ó ñåðåäîâèùàõ iç âèñîêîþ ìiíëèâiñòþ.

Çàãàëîì íàâ÷àííÿ ç ïiäêðiïëåííÿì çàáåçïå÷ó¹ áàãàòîîáiöÿþ÷èé ïiäõiä äî âèðiøå-

ííÿ ïðîáëåìè ïëàòôîðìè Ad Exchange, îñîáëèâî âðàõîâóþ÷è âåëèêó êiëüêiñòü äî-

ñòóïíèõ iñòîðè÷íèõ äàíèõ.

Ëiòåðàòóðà
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ÐÎÇÂÈÒÎÊ ÊÐÅÀÒÈÂÍÎÃÎ ÌÈÑËÅÍÍß

ÏIÄ ×ÀÑ ÂÈÂ×ÅÍÍß ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Ò.Þ. Ãîäà

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Øêîëà ìà¹ íàäàâàòè ó÷íÿì íå ëèøå çíàííÿ, à é ðîçâèâàòè ¨õ êîìïåòåíòíîñòi òà

íàâè÷êè. Çãiäíî äàíèõ Âñåñâiòíüîãî åêîíîìi÷íîãî ôîðóìó ó 2020 ðîöi îäíi¹þ iç òðüîõ

íàâè÷îê ÿêi âèñîêî îöiíþþòü ðîáîòîäàâöi ñòàëà êðåàòèâíiñòü, íà ðiâíi iç êðèòè÷íèì

ìèñëåííÿì òà êîìïëåêñíèì âèðiøåííÿì ïðîáëåì [2].

Â Óêðà¨íi êðåàòèâíiñòü ¹ âàæëèâîþ ó æèòò¹âîìó ïðîñòîði ìîëîäîãî ïîêîëiííÿ

(ðåçþìå, òâîð÷à ñàìîðåàëiçàöiÿ, êàð'¹ðà òà iíøi). Êðåàòèâíiñòü - ñòâîðåííÿ, òâîð-

÷iñòü, íîâàòîðñüêà äiÿëüíiñòü [1]. Öå çäàòíiñòü ãåíåðóâàòè iäå¨, øóêàòè íåñòàíäàðòíi

ðîçâ'ÿçêè ïðîáëåì, âòiëåííÿ íîâèõ iäåé ó ðåàëüíiñòü. Òðàïëÿ¹òüñÿ, ùî íà óðîêàõ ìà-

òåìàòèêè âñi çàâäàííÿ ïîäiáíi, ìàþòü ïåâíó ñòðóêòóðó òà àëãîðèòì çàïèñiâ, òàêèé

ïiäõiä ñïðèÿ¹ çàñâî¹ííþ ìàòåðiàëó, àëå íå äà¹ ó÷íÿì ïðîñòîðó äëÿ ñòâîðåííÿ ÷îãîñü

íîâîãî. Ó íàâ÷àëüíîìó ïðîöåñi òâîð÷à äiÿëüíiñòü ó÷íiâ âèñòóïà¹ ÿê îðãàíiçîâàíà

â÷èòåëåì íàâ÷àëüíî-òâîð÷à àáî òâîð÷î-ïiçíàâàëüíà äiÿëüíiñòü.

Âèâ÷åííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié ¹ äîñèòü ñêëàäíèì çàâäàííÿì äëÿ ó÷íiâ,

àëå ìîæíà âèêîðèñòàòè äåêiëüêà ïiäõîäiâ, ùîá ñïðèÿòè öüîìó ïðîöåñó òà ñòâîðèòè

ïðîñòið äëÿ òâîð÷îñòi ó÷íiâ:

(1) Iíòåãðîâàíi óðîêè àáî ïðèêëàäíi çàäà÷i. Öå ìîæå ñòèìóëþâàòè ó÷íiâ äî òâîð-

÷îãî âèêîðèñòàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié â ðåàëüíîìó æèòòi. Ìîæíà çà-

ïðîïîíóâàòè çàäà÷ó ç ôiçèêè [4]: ãàðìîíi÷íi êîëèâàííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè

îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì

x = A · cos(Bt + C), äå A = 0, 07ì, B = π
4
ñåê−1, C = π/3. Âèçíà÷òå ïåðiîä

êîëèâàíü,ìàêñèìàëüíå çìiùåííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, çìiùåííÿ ÷åðåç 2 ñ âiä

ïî÷àòêó êîëèâàíü. Ïîáóäóéòå ãðàôiê öèõ êîëèâàíü.

(2) Çàëó÷åííÿ ó÷íiâ äî âèðiøåííÿ ïðîáëåì. Íàïðèêëàä, ñòâîðèòè ãðàôi÷íå çîáðà-

æåííÿ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ âèêîðèñòîâóþ÷è äîäàòîê VistaCreate, Canva

àáî iíøi çàñîáè. Ìîæíà çàïðîïîíóâàòè ó÷íÿì ñòâîðèòè âëàñíi îïîðíi êîíñïå-

êòè äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ â äîâiëüíîìó ôîðìàòi. Äà¹ìî ó÷íÿì iíñòðóêöiþ ÿêi

ñêëàäîâi (íàçâà ôóíêöi¨, ãðàôiê, îñíîâíi ôîðìóëè, òàáëèöÿ çíà÷åíü òðèãî-

íîìåòðè÷íèõ ôóíêöié äåÿêèõ àðãóìåíòiâ) òàì ìàþòü áóòè, çàäà¹ìî òåðìií

âèêîíàííÿ òà ìîæåìî ïåðåâiðèòè ïîòiì.

© Ò.Þ. Ãîäà, 2023
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(3) Çàñòîñîâóâàòè ðiçíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ (ãðàôi÷íèé, òàáëèöi, ìàòåìà-

òè÷íi ôîðìóëè, êîìï'þòåðíi ïðîãðàìè). Ïðîïîíó¹ìî ó÷íÿì çàäà÷ó: Ëåòþ÷à

ðèáà Exocoetidae ïåðåä çëüîòîì ðîáèòü 70 ðóõiâ õâîñòîì, ïåðø íiæ çðîáèòè

ðèâîê íà ïîâåðõíþ. Ðîçðàõóéòå âiäñòàíü ÿêó öÿ ðèáà ïðîïëèâà¹ ïåðåä çëüîòîì

òà ïîáóäóéòå ãðàôiê ðóõó, ÿêùî òðà¹êòîðiÿ ðóõó - ñèíóñî¨äà.

(4) Iíòåðàêòèâíi ìåòîäè íàâ÷àííÿ (îíëàéí-ðåñóðñè òà iíòåðàêòèâíi äîäàòêè [3]).

(5) Çàïðîïîíóéòå àëüòåðíàòèâíi îöiíþâàííÿ: Ïîøèðþéòå ìåòîäè îöiíþâàííÿ, ùî

ñïðèÿþòü òâîð÷îìó ìèñëåííþ. Íàïðèêëàä, çàìiñòü ñòàíäàðòíèõ òåñòiâ àáî

êîíòðîëüíèõ ðîáiò, ìîæíà çàïðîñèòè ó÷íiâ ñòâîðèòè ïðîåêò, ïðåçåíòàöiþ àáî

ðîëüîâó ãðó, äå âîíè çìîæóòü ïðîäåìîíñòðóâàòè ñâîþ òâîð÷iñòü.

Çàãàëîì, öi ðåêîìåíäàöi¨ ìîæóòü ñïðèÿòè ðîçâèòêó êðåàòèâíîñòi ó÷íiâ íà óðîöi,

àëå íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè ¨õ iíäèâiäóàëüíi îñîáëèâîñòi (àäæå âîíè ïî ðiçíîìó âèðà-

æàþòü ñâîþ òâîð÷íiñòü - ÷åðåç ïèñüìî àáî ìàëþíîê, ãðóïîâó äiÿëüíîñòü, ïóáëi÷íi

âèñòóïè òà ií).

Âàæëèâî òàêîæ íàäàâàòè ïîñòiéíó ïiäòðèìêó òà êîíñòðóêòèâíèé ôiäáåê ó÷íÿì,

íåçàëåæíî âiä ðåçóëüòàòiâ ¨õíüî¨ òâîð÷î¨ ðîáîòè. Ñòèìóëþéòå ¨õ äî ïîñòiéíîãî âäî-

ñêîíàëåííÿ òà âiðòå â ¨õíié ïîòåíöiàë.

Ðîçâèòîê êðåàòèâíîñòi ¹ ïðîöåñîì, ÿêèé âèìàãà¹ ÷àñó, òåðïiííÿ òà ïîñòiéíî¨ ïiä-

òðèìêè. Ìè ââàæà¹ìî, ùî âàðòî ïðàêòèêóâàòè ðiçíîìàíiòíi ïiäõîäè òà ìåòîäè íà

óðîöi, ñòâîðþâàòè ñòèìóëþþ÷å ñåðåäîâèùå, äå ó÷íi ìîæóòü ðîçêðèòè ñâié òâîð÷èé

ïîòåíöiàë òà ðîçâèâàòè ñâî¨ íàâè÷êè. Îñêiëüêè âàæëèâî ïîêàçàòè, ùî ìàòåìàòèêà

òà òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íå ïðîñòî ñóõà òåîðiÿ, à ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà â ði-

çíèõ êîíòåêñòàõ òà ñôåðàõ, à ðîçâèòîê êðåàòèâíîãî ìèñëåííÿ äîïîìîæå ó÷íÿì ñòàòè

áiëüø åôåêòèâíèìè òà óñïiøíèìè â íàâ÷àííi òà ìàéáóòíié êàð'¹ði.
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ÏÐÎ ÄÀÂÍÜÎ�ÃÈÏÅÒÑÜÊÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÉ ÒÅÐÌIÍ`SEKED`

Ñ. Äîðîô¹¹âà, Ã.Î. Ìàñëþê

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Äî íàøèõ ÷àñiâ çáåðåãëîñÿ äåêiëüêà äîêóìåíòiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü cõàðàêòåðèçóâà-

òè ïiäõiä ó ìàòåìàòè÷íèõ ìiðêóâàííÿõ ñòàðîäàâíiõ ¹ãèïòÿí. Íàéäîâøèì i íàäçâè-

÷àéíî âàæëèâèì iñòîðè÷íèì äîêóìåíòîì ¹ Ìàòåìàòè÷íèé ïàïiðóñ Ðàéíäà (1550 ð.

äî í.å.), ÿêèé çáåðiãà¹òüñÿ ó Áðèòàíñüêîìó ìóçå¨ [1], i ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ ÷àñòèí

(EA10057: 296 ñì × 33 ñì, EA10058: 198,5 ñì × 32 ñì), ñåêöiÿ æ äîâæèíîþ ≈ 18 ñì,

ÿêà ç'¹äíóâàëà ÷àñòèíè ìiæ EA10057 i EA10058 íèíi çàëèøà¹òüñÿ âiäñóòíüîþ, õî÷à

äåÿêi ìîæëèâi ôðàãìåíòè òåêñòó öi¹¨ ñåêöi¨ áóëè âèÿâëåíi (1922) â êîëåêöi¨ Íüþ-

Éîðêñüêîãî iñòîðè÷íîãî òîâàðèñòâà i çáåðiãàþòüñÿ â Áðóêëiíñüêîìó ìóçå¨. Ïàïiðóñ

ìiñòèòü áàãàòî ïðèêëàäiâ àðèôìåòè÷íèõ i ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷. Ïðîàíàëiçó¹ìî, íà

ïðèêëàäi îäíi¹¨ iç çàäà÷, äàâíüî¹ãèïåòñüêó ìåòîäîëîãiþ çíàõîäæåííÿ íàõèëó (`seked`)

òðèêóòíèõ ãðàíåé ïðàâèëüíî¨ ïiðàìiäè.

Ðèñ. 1. Çàäà÷à RMP �56 [1, EA10057]
Çàäà÷à RMP �56. Âèñîòà ïiðàìiäè äîðiâíþ¹ 250 ëiêòiâ, à ñòîðîíà ¨¨ îñíîâè �

360 ëiêòiâ. Çíàéòè ñåêåä â ¹ãèïåòñüêèõ äðîáîâèõ îäèíèöÿõ (êîðîëiâñüêèõ ëiêòÿõ), à

òàêîæ ó äîëîíÿõ. [Cåêåä � öå âiäíîøåííÿ ïîëîâèíè îñíîâè äî âèñîòè.]

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîëîâèíó îñíîâè òðèêóòíèêà, ùî ñòàíîâèòü 1/2 âiä 360. Îòðè-

ìà¹ìî 180. Ïîäiëèìî 180 íà 250. Çíàõîäèìî 1/2 âiä 250, öå 125. Çàëèøà¹òüñÿ 180 �

125 = 55. Ðîçêëàäåìî 55 ÿê ñóìó 50+5. 50 öå 1/5 âiä 250, à 5 öå 1/50 âiä 250. Îòæå,

ñåêåä = 1/2+1/5+1/50 (ëiêòiâ) [1 ëiêîòü = 52.35 ñì].

Äðîáè â Ñòàðîäàâíüîìó �ãèïòi ÿâëÿëè ñîáîþ ñóìó êiëüêîõ äðîáiâ ó ÿêèõ â ÷è-

ñåëüíèêó 1, à â çíàìåííèêó áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òàêèé çàïèñ áóâ äîâîëi ïðà-

êòè÷íèì òà çðó÷íèì, òîìó ùî òàêi îïåðàöi¨ ÿê äiëåííÿ òà ìíîæåííÿ áóëè äîñèòü

ãðîìiçäêèìè. Iñíóâàëè íàâiòü ñïåöiàëüíi òàáëèöi, â ÿêèõ ÷àñòêè ÷èñëà ïðåäñòàâëÿ-

ëèñÿ ó âèãëÿäi ïåâíî¨ ñóìè i íàâiòü íà ïàïiðóñi Ðàéíäà íàâåäåíà òàêà òàáëèöÿ.

© Ñ. Äîðîô¹¹âà, Ã.Î. Ìàñëþê, 2023
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Òåïåð çíàéäåìî ñåêåä â äîëîíÿõ. Îñêiëüêè ëiêîòü � öå 7 äîëîíü, òî ïîìíîæèìî

ðàíiøå îòðèìàíèé ðåçóëüòàò íà 7.

Ðèñ. 2. Iíòåðïðåòàöiÿ ìiðêóâàíü çíàõîäæåííÿ ñåêåä íà ïàïiðóñi

Çàóâàæèìî, ùî â çàäà÷i 56 íà ïàïiðóñi Ðàéíäà òðèêóòíèê íàìàëüîâàíèé ïîäâiéíè-

ìè ëiíiÿìè, îäíàê ó íàñòóïíèõ ÷îòèðüîõ çàäà÷àõ (RMP 57, 58, 59 i 59B) ái÷íi ñòîðîíè

íàìàëüîâàíi îäíi¹þ ëiíi¹þ, à ïîäâiéíèìè ëiíiÿìè ëèøå îñíîâà òðèêóòíèêà [äèâ. 1,

åëåêòðîííà âåðñiÿ ïàïiðóñà]. Öå ìîæå áóòè ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ó öèõ çàäà÷àõ ñåêåä

äîðiâíþ¹ 5+1/4, ÿêèé âiäòâîðþ¹ ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ç òàêèìè æ ïðîïîðöiÿìè,

ÿê ïiôàãîðiéñüêà òðiéêà 3-4-5 [2].

Ñòàðîäàâíi ¹ãèïòÿíè íå ëèøå ðîç'ÿçóâàëè çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ñåêåäà, àëå é

âèêîðèñòîâóâàëè öi ðîçðàõóíêè äëÿ ïîáóäîâè ïiðàìiä. Ïîíÿòòÿ `ñåêåä` ïîäiáíå äî

íàøèõ ñó÷àñíèõ êóòiâ òà ãðàäóñiâ. Ùîá çðîçóìiòè ÿê æå áóäóâàëè ïiðàìiäè, ïîòði-

áíî ïiäiéòè äî ¨õ âèâ÷åííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è äàâíüî¹ãèïåòñüêi ñèñòåìè âèìiðþâàííÿ.

Äóæå áàãàòî iíôîðìàöi¨ ìîæíà äiçíàòèñÿ, âèâ÷àþ÷è àðòåôàêòè. Çîêðåìà, îá÷èñëèâ-

øè ñåêåä ìîæíà âèçíà÷èòè ÿêié ïiðàìiäi íàëåæàâ ïåâíèé êàìiíü, îñêiëüêè ¨õ êóòè

íàõèëó âiäðiçíÿþòüñÿ. Òàêîæ îá÷èñëåííÿ ñåêåäà ïiðàìiäè ìîæå äîïîìîãòè âèçíà÷èòè

¨¨ âèñîòó.
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ÏÐÎ ÄÅßÊI ÏÐÈÉÎÌÈ ÐÎÁÎÒÈ Â×ÈÒÅËß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Ç Ó×ÍßÌÈ, ÙÎ ÌÀÞÒÜ ÎÑÎÁËÈÂI ÎÑÂIÒÍI ÏÎÒÐÅÁÈ,

ÏIÄ ×ÀÑ ÂÈÂ×ÅÍÍß ÔÓÍÊÖIÉ Â ÊÓÐÑI ÀËÃÅÁÐÈ 7 ÊËÀÑÓ

Â.Î. Æóðáií

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Îñâiòà ¹ âàæëèâîþ ñêëàäîâîþ æèòòÿ êîæíî¨ ëþäèíè. Ñàìå âîíà âèçíà÷à¹ ¨¨ ìî-

æëèâîñòi òà ïåðñïåêòèâè ó ìàéáóòíüîìó. Îäíèì iç ñïîñîáiâ ïiäâèùèòè ÿêiñòü îñâiòè

¹ iíêëþçèâíà îñâiòà. Âîíà çàáåçïå÷ó¹ íàâ÷àííÿ âñiõ, íåçàëåæíî âiä ¨õ åòíi÷íî¨, ñîöi-

àëüíî¨, åêîíîìi÷íî¨ ÷è áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ç õàðàêòåðèñòèê.

Iíêëþçèâíå íàâ÷àííÿ � ñèñòåìà îñâiòíiõ ïîñëóã, ãàðàíòîâàíèõ äåðæàâîþ, ùî

áàçó¹òüñÿ íà ïðèíöèïàõ íåäèñêðèìiíàöi¨, âðàõóâàííi áàãàòîìàíiòíîñòi ëþäèíè, åôå-

êòèâíîãî çàëó÷åííÿ òà âêëþ÷åííÿ äî îñâiòíüîãî ïðîöåñó âñiõ éîãî ó÷àñíèêiâ.[1]

Äëÿ óñïiøíî¨ òà åôåêòèâíî¨ ðåàëiçàöi¨ ïðèíöèïiâ iíêëþçèâíî¨ îñâiòè íåîáõiäíî¨

óìîâîþ ¹ çíàííÿ â÷èòåëiâ ïðî ìåòîäèêó ðîáîòè ç äiòüìè, ¨õ íîçîëîãi¨ òà îñîáëèâîñòi

âèêëàäàííÿ â òàêèõ êëàñàõ. À ñàìå â÷èòåëi ìîëîäøî¨ øêîëè òà â÷èòåëi-ïðåäìåòíèêè

ñòàðøî¨ øêîëè ìàþòü áóòè äîáðå îáiçíàíèìè â óñiõ âèùåïåðåëi÷åíèõ ñôåðàõ, òà ðî-

çóìiòè îñíîâíi ïåðåøêîäè äî çàñâî¹ííÿ ó÷íåì ìàòåðiàëó.

Îäíi¹þ ç ïîøèðåíèõ ïðîáëåì â äiòåé ¹ ïîãiðøåííÿ çîðó, ùî ñïðè÷èíÿ¹ íåîáõiäíiñòü

ñòâîðþâàòè iíäèâiäóàëüíó ïðîãðàìó ðîçâèòêó òà ðîáèòè çàêëþ÷åííÿ IÐÖ ç ðåêîìåí-

äàöiÿìè ïî ðîáîòi ç öèìè ó÷íÿìè. Öå ìîæå áóòè ÿê i íåçíà÷íå ïîãiðøåííÿ çîðó,

òàê i ñåðéîçíi ïðîáëåìè ç íèì òà íàâiòü ïîâíà ñëiïîòà. Ñàìå ÷åðåç iñíóâàííÿ òàêî¨

ïðîáëåìè âàðòî çíàòè, ÿê ïðàöþâàòè ç öèìè äiòüìè òà âðàõîâóâàòè ¨õ îñîáëèâîñòi.

Íåîáõiäíî íàãîëîñèòè, ùî ó÷íi, ÿêi ìàþòü ïðîáëåìè ç çîðîì íå âèìàãàþòü ìîäè-

ôiêàöi¨ íàâ÷àëüíèõ ïðîãðàì. Òàêi äiòè çàñâîþþòü ìàòåðiàë íà íîðìàëüíîìó ðiâíi çà

óìîâè àäàïòàöi¨ íàâ÷àëüíîãî ìàòåðiàëó ïiä ¨õ ïîòðåáè.

Ïiä ÷àñ ðîçðîáêè íàâ÷àëüíî¨ ïðîãðàìè äëÿ öèõ ó÷íiâ âàðòî âðàõîâóâàòè íå ëè-

øå äåðæàâíi âèìîãè äî ðiâíÿ çàãàëüíîîñâiòíüî¨ ïiäãîòîâêè ó÷íiâ, à é ïëàíóâàòè

êîðåêöiéíî-ðîçâèâàëüíó ðîáîòó. Ðîçáåðåìî öå íà ïðèêëàäi òåìè �Ôóíêöi¨� ó 8 êëàñi.

Â ìåæàõ âèâ÷åííÿ òåìè ¾Ôóíêöiÿ¿ êîðåêöiéíîþ ðîáîòîþ áóäå.

Ñåíñîìîòîðíèé ðîçâèòîê: Ðîçâèòîê àíàëiòè÷íîãî ñïîñòåðåæåííÿ ç îïîðîþ íà

çáåðåæåíi îðãàíè âiä÷óòòÿ, ôîðìóâàííÿ íàâè÷îê ÷èòàííÿ òà çàïèñó ìàòåìàòè÷íèõ

ôîðìóë òà âèðàçiâ, ôîðìóâàííÿ íàâè÷îê ðîáîòè çi ñïåöiàëüíèìè ïðèëàäàìè äëÿ ïî-

áóäîâè ãðàôiêiâ äåÿêèõ ôóíêöié òà ÷èòàííÿ ãðàôiêiâ, ðîçïiçíàâàííÿ ôóíêöié çà ôîð-

ìóëàìè i ãðàôiêàìè, ôîðìóâàííÿ óìiííÿ ïåðåâîäèòè çíàííÿ â ïðàêòè÷íó äiþ. [2]

© Â.Î. Æóðáií, 2023



117

Ïiçíàâàëüíèé ðîçâèòîê: Ðîçâèòîê ïiçíàâàëüíî¨ àêòèâíîñòi, àíàëiòè÷íîãî ìè-

ñëåííÿ, ðîçâèòîê ìèñëåíí¹âèõ îïåðàöié, êîíêðåòèçàöiÿ óÿâëåíü ïðî âèêîðèñòàííÿ

ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ôîðìóâàííÿ ëîãiêî-

ìàòåìàòè÷íî¨ êîìïåòåíòíîñòi ó÷íiâ, âìiííÿ ïëàíóâàòè, ïðîãíîçóâàòè, ïåðåäáà÷àòè,

ðîçâèòîê óÿâëåíü òà íàâè÷îê çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ çíàíü â iíøèõ ñôåðàõ æèò-

ò¹äiÿëüíîñòi. [2]

Ìîâëåíí¹âî-êîìóíiêàòèâíèé ðîçâèòîê: Ðîçâèòîê ìîâëåííÿ: íàâè÷êè ïîáóäî-

âè ëîãi÷íîãî âèñëîâëþâàííÿ, âìiííÿ ñàìîñòiéíî ðîáèòè âèñíîâêè òà äîâîäèòè ñâî¨

ìiðêóâàííÿ ãðàìîòíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîâîþ. [2]

Îñîáèñòiñíèé ðîçâèòîê: Ôîðìóâàííÿ îñíîâíèõ ñâiòîãëÿäíèõ iäåé, âèõîâàííÿ

êðàùèõ ëþäñüêèõ ÿêîñòåé, ðîçâèòîê iíòåðåñó, âiäïîâiäàëüíîãî ñòàâëåííÿ äî íàâ÷àëü-

íî¨ äiÿëüíîñòi, äî âèðiøåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ çàâäàíü, ôîðìóâàííÿ âìiííÿ ïðèéìàòè

ðiøåííÿ, åôåêòèâíî ðîçïîäiëÿòè ÷àñ, ðîçâèòîê ñàìîñòiéíîñòi, âiäïîâiäàëüíîñòi, ôîð-

ìóâàííÿ iííîâàöiéíî-ïîøóêîâî¨ äiÿëüíîñòi, ðîçâèòîê çäiáíîñòåé âèêîðèñòàííÿ ìàòå-

ìàòè÷íèõ çíàíü òà íàâè÷îê ó ïîâñÿêäåííîìó æèòòi, ó òâîð÷îñòi. [2]

Ðîçáåðåìî íà ïðèêëàäi óðîêó ç çàñâî¹ííÿ íîâèõ çíàíü, ÿê ìà¹ âèãëÿäàòè óðîê ùîá

ââàæàòèñü åôåêòèâíèì.

Íà åòàïi ìîòèâàöi¨ âñüîãî êëàñó äî âèâ÷åííÿ íîâî¨ òåìè ìîæíà äàòè çàäà÷i ïðèêëà-

äíîãî õàðàêòåðó. I äëÿ êëàñó öþ çàäà÷ó ìîæíà ïîÿñíèòè, àáî æ çðîáèòè ñõåìàòè÷íi

çàïèñè íà äîøöi, òî äëÿ ó÷íÿ ç ÎÎÏ âàðòî çàçäàëåãiäü çðîáèòè ÿêiñíi, ìàòîâi êàð-

òèíêè äî öèõ çàäà÷.

Îäíèì iç ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ ìîòèâàöi¨ ìîæå áóòè çàäà÷à, äî ÿêî¨ çàçäàëåãiäü

ïiäãîòîâàíî äîäàòêîâi iëþñòðàöi¨. Òàêèì ÷èíîì ó÷åíü íà ïðàêòèöi ìîæå çðîçóìiòè i

äåòàëüíiøå ïîäèâèòèñü íà òi ïîíÿòòÿ, ÿêi ðîçãëÿäàþòü ó çàäà÷i.

Íà åòàïi ââåäåííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü äîðå÷íî ó÷íþ äàòè ðîçäðóêîâàíèé àðêóø ç

öèìè ïîíÿòòÿìè ÿêèé ìîæíà âêëå¨òè â çîøèò. Òàêèì ÷èíîì ó÷åíü íå áóäå íàïðó-

æóâàòè çið, ùîá âèêîíàòè çàïèñ â çîøèò, à ïðèñâÿòèòü ÷àñ äëÿ îñìèñëåííÿ íîâîãî

ìàòåðiàëó, òà ìîæå ïîñòàâèòè äîäàòêîâi çàïèòàííÿ â÷èòåëþ.

Íà åòàïi ôîðìóâàííÿ êîìïåòåíòíîñòåé âàðòî ïîïðàöþâàòè âñiì êëàñîì ç ãðàôiêà-

ìè, ïðè öüîìó äëÿ ó÷íÿ ç ÎÎÏ öåé ãðàôiêè ìàþòü áóòè ðîçäðóêîâàíi ó áiëüøîìó

ðîçìiði òà áóòè äóæå ÷iòêèìè, òàêîæ, ìàþòü áóòè âñi îäèíèöi ïîçíà÷åíi, ùîá ó÷åíü

íå íàïðóæóâàâ çið äëÿ òîãî ùîá çðîçóìiòè êîîðäèíàòè òî÷îê.

Òàêi óðîêè ç äèäàêòè÷íèìè ìàòåðiàëàìè ÿêi ïîëåãøóþòü ñïðèéíÿòòÿ òà ñòâîðþþòü

ìåíøå íàâàíòàæåííÿ íà çið âàðòî ïðîâîäèòè ÷àñòiøå. Âîíè áóäóòü äîïîìàãàòè ó÷íåâi

çàñâîþâàòè ìàòåðiàë íà äîñòàòíüîìó ðiâíi.

Ëiòåðàòóðà
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ÂIÄ ÃÓÁÅÐÍÑÜÊÎÃÎ ÐÅÃIÑÒÐÀÒÎÐÀ ÄÎ ÂÈÄÀÒÍÎÃÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ.

ÆÈÒÒ�ÂÈÉ ØËßÕ ÌÈÕÀÉËÀ ÎÑÒÐÎÃÐÀÄÑÜÊÎÃÎ

Î.Â. Êóðiííà, Î.Î. Äåì'ÿíåíêî

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ìè æèâåìî â òÿæêèé òà áóðåìíèé, àëå ðàçîì ç òèì âiäïîâiäàëüíèé ÷àñ � ÷àñ

ñòàíîâëåííÿ óêðà¨íñüêî¨ íàöi¨. Òîìó çíàéîìñòâî çi çäîáóòêàìè òà áiîãðàôiÿìè âèäà-

òíèõ óêðà¨íöiâ ¹ âàæëèâîþ òà êîðèñíîþ ñïðàâîþ, à ó âèïàäêó Ìèõàéëà Âàñèëüîâè÷à

Îñòðîãðàäñüêîãî ùå é çàõîïëþþ÷îþ. Ìèõàéëî Âàñèëüîâè÷ Îñòðîãðàäñüêèé � îäèí

iç íàéâèäàòíiøèõ ìàòåìàòèêiâ XIX ñòîëiòòÿ. Çà ãåíiàëüíiñòü òà âàæëèâiñòü ñâî¨õ äî-

ñëiäæåíü áóâ âíåñåíèé äî ñïèñêó âèçíà÷íèõ ìàòåìàòèêiâ ÞÍÅÑÊÎ.

Íàðîäèâñÿ Ìèõàéëî Âàñèëüîâè÷ 24 âåðåñíÿ 1801 ðîêó ó ñåëi Ïàøåíà, Ïîëòàâñüêî¨

ãóáåðíi¨. Ðîäèíà Îñòðîãðàäñüêèõ ïîõîäèëà ç êîçàöüêèõ ñòàðøèí i ïî ìàòåðèíñüêié

ëiíi¨ ìàëà ðîäèííi çâ'ÿçêè ç ãåòüìàíîì Äàíèëîì Àïîñòîëîì. Éîãî áàòüêî Âàñèëü

Iâàíîâè÷ áóâ ïîìiùèêîì i äîñëóæèâñÿ äî ÷èíó êîëåçüêîãî àñåñîðà. Ñiì'ÿ Îñòðîãðàä-

ñüêèõ çáåðiãàëà çâè÷à¨ ñâî¨ ïðàùóðiâ òà ðîçìîâëÿëà óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ. Ç ðàííüîãî

äèòèíñòâà çà Ìèõàéëîì ïîìi÷àëè çàöiêàâëåíiñòü ðiçíèìè âèìiðàìè, à òàêîæ âèíÿ-

òêîâó ñïîñòåðåæëèâiñòü òà óâàæíiñòü äî äåòàëåé. 1809 ðîêó, çà ñòàðèì äâîðÿíñüêèì

çâè÷à¹ì, Ìèõàéëà çàïèñàëè íà ñëóæáó äî êàíöåëÿði¨ ïîëòàâñüêîãî öèâiëüíîãî ãóáåð-

íàòîðà ó ÷èíi ãóáåðíñüêîãî ðåãiñòðàòîðà, äå âií ÷èñëèâñÿ äî âåñíè 1815 ðîêó.

Ìàéáóòíié ó÷åíèé íå îäðàçó âiä÷óâ ñâî¹ ïîêëèêàííÿ,ç ðàííüîãî äèòèíñòâà âií ìði-

ÿâ ñòàòè âiéñüêîâèì. Àëå ðiäíèé äÿäüêî Ïåòðî Óñòèìîâè÷ ïåðåêîíàâ Ìèõàéëà ïiä-

ãîòóâàòèñÿ äî âñòóïóäî âiääiëåííÿ ôiçè÷íèõ òà ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Õàðêiâñüêîãî

óíiâåðñèòåòó. 1820 ðîêó âií âiäìiííî ñêëàäà¹ âèïóñêíi iñïèòè. Àëå ïiñëÿ ñêàíäàëüíî¨

ñèòóàöi¨, ÿêà âèíèêëà ïðè çàêií÷åííi íàâ÷àííÿ, âií áóâ çìóøåíèé ïîêèíóòè óíiâåð-

ñèòåò, à Ìiíiñòåðñòâî íàðîäíî¨ îñâiòè ïîçáàâèëî éîãî âæå âèäàíîãî àòåñòàòà. Â÷åíèé

íå âòðàòèâ çàïàëó i ïðèéíÿâ ðiøåííÿ âèðóøèòè äî Ïàðèæà, ÿêèé áóâ íà òîé ÷àñ

öåíòðîì íàóêîâî¨ äiÿëüíîñòi óñi¹¨ �âðîïè. Äiñòàâøèñü äî Ïàðèæó, ìàòåìàòèê âäî-

ñêîíàëþ¹ ñâî¨ çíàííÿó Êîëåäæ äå Ôðàíñ òà íàïîëåãëèâî ïðàöþ¹. Âií ñëóõà¹ ëåêöi¨

Àìïåðà, Êîøi, Ëàïëàñà, Ïóàññîíà, Ôóð'¹ òà iíøèõ âèäàòíèõ â÷åíèõ òîãî ÷àñó.Æèòòÿ

Ìèõàéëà Âàñèëüîâè÷à ó Ïàðèæi íå áóëî ëåãêèì. ×åðåç ìàòåðiàëüíi ïðîáëåìè âií ïî-

òðàïëÿ¹ ó áîðãîâó â'ÿçíèöþ. Çâiëüíèâ éîãî çâiäòè Îãþñòåí Êîøi, ÿêèé ñïëàòèâ áîðã

Îñòðîãðàäñüêîãî. Ó 1826 ðîöi ó Ïàðèçüêié Àêàäåìi¨ íàóê âií ïðåäñòàâëÿ¹ ñâîþ ïåðøó

ïðàöþ ¾Ìåìóàðè ïðî ïîøèðåííÿ õâèëü ó öèëiíäðè÷íîìó áàñåéíi¿, ùî ñòàëî çíà÷íèì

âíåñêîì ó ðîçâèòîê ãiäðîäèíàìiêè. Çàóâàæèìî, ùî íàä äîñëiäæåííÿì öi¹¨ ïðîáëåìè
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ïðàöþâàëè òàêîæ Ï'¹ð Ëàïëàñ, Æîçåô Ëàãðàíæ, Ñèìåîí Ïóàññîí, Îãþñòåí Êîøi.

Iñíó¹ âåðñiÿ ùî öÿ ðîáîòà áóëà íàïèñàíà íèì ñàìå ó áîðãîâié â'ÿçíèöi, ïiä ÷àñ ñïî-

ñòåðåæåííÿ çà õâèëÿìè íà Ñåíi.

Ïîâåðíóâøèñü äîäîìó âæå âiäîìèì â÷åíèì, Ìèõàéëî Âàñèëüîâè÷ ïîäà¹ ïðà-

öi äî Ïåòåðáóðçüêî¨ Àêàäåìi¨ íàóê, â ÿêèõ ðîçãëÿäà¹ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà, ìåòîäè

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè(òàê çâàíèé ìåòîä Ôóð'¹, ÿêèé ñàì Ôóð'¹

çàñòîñîâóâàâ ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ), äîâîäèòü ôîðìóëó ùî ïîâ'ÿçó¹ òðèâèìiðíi

òà ïîâåðõíåâi iíòåãðàëè (ôîðìóëà Îñòðîãðàäñüêîãî-Ãàóññà), ðîçãëÿäà¹ ïèòàííÿ çái-

æíîñòi òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ i ïîðóøó¹ íèçêó âàæëèâèõ ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî

àíàëiçó, ÿêi ïðîòÿãîì ñòîëiòü áóäóòü äîñëiäæóâàòèñü iíøèìè ìàòåìàòèêàìè.

Çà òðè ðîêè Ìèõàéëî Îñòðîãðàäñüêèé ñòàâ àêàäåìiêîì Ïåòåðáóðçüêî¨ Àêàäåìi¨

Íàóê, ÷ëåíîì-êîðåñïîíäåíòîì Ïàðèçüêî¨ Àêàäåìi¨ Íàóê i äiéñíèì ÷ëåíîì iíøèõ ¹â-

ðîïåéñüêèõ àêàäåìié. Âií íàïîëåãëèâî òà ïëiäíî ïðàöþ¹. Â ñôåðó éîãî iíòåðåñiâ ïî-

òðàïëÿþòü ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè, âàðiàöiéíå ÷èñëåííÿ, òîùî. Éîìó íàëåæàòü áàçîâi êóðñè íåáåñíî¨ òà àíà-

ëiòè÷íî¨ ìåõàíiêè.

Îêðiì òàëàíòó äî ìàòåìàòèêè, â÷åíèé âiäêðèâ ó ñîái ùå é òàëàíò ïåäàãîãà. Éîãî

ó÷íÿìè áóëè: îñíîâîïîëîæíèê òåîði¨ àâòîìàòè÷íîãî ðåãóëþâàííÿ I. Î. Âèøíåãðàä-

ñüêèé, òâîðåöü ãiäðîäèíàìi÷íî¨ òåîði¨ òåðòÿ Ì. Ï. Ïåòðîâ, â÷åíèé-iíæåíåð, çàñíîâíèê

òåîði¨ ðîçðàõóíêó â ìîñòîáóäóâàííi Ä. I. Æóðàâñüêèé, iíæåíåð-ôîðòèôiêàòîð Ö. À.

Êþ¨ òà ií.

Ìèõàéëî Îñòðîãðàäñüêèé áóâ áàãàòîãðàííîþ îñîáèñòiñòþ. Âií çðîáèâ çíà÷íèé âíå-

ñîê íå òiëüêè â ðîçâèòîê ìàòåìàòèêè, íàóêè i òåõíiêè, à é âèõîâàâ çíà÷íó êîãîðòó

â÷åíèõ - íîâàòîðiâ, ÿêi íåñëè éîãî ñëàâó ïî âñüîìó ñâiòó.

Ëiòåðàòóðà
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ÑÈÍÃÓËßÐÍÈÉ δ-ÐÎÇÏÎÄIË ÄIÐÀÊÀ

ÒÀ ÉÎÃÎ ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß

Â.Â. Ìàð÷óê, Î.Ã. Áiëèé

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Âiäîìèé àíãëiéñüêèé ôiçèê-òåîðåòèê Ïîëü Äiðàê â 1929 ðîöi çàïðîïîíóâàâ çàñòî-

ñîâóâàòè â òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ íåçâè÷àéíó, àëå äóæå ïiäõîäÿùó ôóíêöiþ äëÿ

íå ìåíø äèâíî¨ íà òîé ÷àñ êâàíòîâî¨ ôiçèêè. Ôîðìàëüíî öÿ ôóíêöiÿ âèãëÿäàëà òàê:

δ(t) =


0, t ̸= 0

∞, t = 0∫∞
−∞ δ(t)dt = 1

; δ (t− t0) =


0, t0 ̸= 0

∞, t0 = 0∫∞
−∞ δ (t− t0) dt = 1

ßê áà÷èìî, δ(t) âèçíà÷åíà çîâñiì íå êëàñè÷íèì ñïîñîáîì i íå ñõîæà íà çâè÷àéíi

ôóíêöi¨, àëå iii îáåðåæíå çàñòîñóâàííÿ äàâàëî ïåðåâàãè i çðîçóìiëi ïîÿñíåííÿ ïðèðî-

äè òèõ ÿâèù òà ïðîöåñiâ, çìiíè õàðàêòåðèñòèê ÿêèõ âiäáóâàëèñÿ ïðàêòè÷íî ìèòò¹âî.

Çàñòîñóâàííÿ æ êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòèêè â öüîìó âèïàäêó ïðèâîäèëî äî ïåâíèõ íå-

ïîðîçóìiíü. Ïiçíiøå, çóñèëëÿìè áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ, â ïåðøó ÷åðãó Ë.Øâàðöà òà

Ñ.Ñîáîë¹âà, áóëî çíàéäåíî ìàòåìàòè÷íî êîðåêòíå âèçíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ - ïðåä-

ñòàâíèêà öiëîãî êëàñó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöiéðîçïîäiëiâ òà ¨õ ïîõiäíèõ ÿê ëiíiéíèõ

íåïåðåðâíèõ ñèíãóëÿðíèõ ôóíêöiîíàëiâ íàä äåÿêèì ïðîñòîðîì îñíîâíèõ ôóíêöié.

Öå äàëî ìîæëèâiñòü çíà÷íî ðîçøèðèòè îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íîãî ìàòåìà-

òè÷íîãî àíàëiçó. Ìåæi çàñòîñóâàííÿ òà âëàñòèâîñòi δ-ôóíêöié áóëè ñòðîãî äîâåäåíi

i âîíà ïîñiëà ÷iëüíå, õî÷à i îñîáëèâå ìiñöå â àðñåíàëi ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ïðèðî-

äè. Çðó÷íiñòü δ-ôóíêöi¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíà ñàìà, áóäó÷è ¾äóæå ðîçðèâíîþ¿,

äîïîìàãà¹ íàâåñòè ëàä â äîñëiäæåííÿõ ñàìå ðîçðèâíèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 1. (φ ∈ C∞,∃ êîìïàêò K ⊂ Rm,m ≥ 1 : φ (Rm\K) ≡ 0) ⇔ ⇔ (φ ∈ D),

äå D− íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì îñíîâíèõ ôóíêöié [2].

Îçíà÷åííÿ 2. Ðîçïîäiëîì àáî óçàãàëüíåíîþ ôóíêè÷i¹þ íàçèâà¹òüñÿ áóäüÿêèé

ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêèiîíàë L íà D. ßêùî f : Rm → R−-iíòåãðîâàíà íà

K ⊂ Rm,m ≥ 1,mo

L = Lf : (Lf , φ) =

∫
Rm

f(x)φ(x)dx, φ ∈ D

âèçíà÷à¹ Lf− ðåãóëÿðíèé ðîçïîäië i éîãî çíà÷åííÿ (Lf , φ) = (f, φ)[2].

Îçíà÷åííÿ 3. ßêùü (L, φ) = φ(0),∀φ ∈ D, òî
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(L, φ) = (δ, φ) =

∫
Rm

δ(x)φ(x)dx = φ(0)

âèçíà÷à¹ ñèíãóëÿðíèé δ-ðîçïîäië Äiðàêà [2].

Ïðèm = 1 ìà¹ìî (δ, φ) =
∫∞
−∞ δ(x)φ(x)dx =

∫
K(0∈K)

δ(x)φ(x)dx ==
∫ +ε

−ε δ(x)φ(x)dx =

φ(0)− âèçíà÷àëüíà âëàñòèâiñòü îäíîâèìiðíî¨

δ- ôóíêi¨ Äiðàêà.I äiéñíî, çâiäñè âèïëèâàþòü âñi òðè óìîâè ôîðìàëüíîãî âèçíà÷å-

ííÿ δ-ôóíöi¨, à ñàìå:

(1) δ(x) = 0, ïðè x ̸= 0 (áî x = 0-íîñié); 2) δ(0) = ∞;

(2) Ïðè φ(x) ≡ 1 ìà¹ìî
∫∞
−∞ δ(x) · 1dx = 1. Òàêîæ δ(x)φ(x) = φ(0)− ôiëüòðóþ÷à

âëàñòèâiñòü δ- ôóíöi¨. Àíàëîãi÷íî äëÿ δ(x− x− 0), ìà¹ìî

δ (x− x0) · φ(x) = φ (x0). Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ δ-ôóíêöi¨

Ïðèêëàä 1. Íåõàé η(x) =

{
0, x < 0

1, x > 0
îäèíè÷íà ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà. Òîäi (L, φ) =

(η, φ) =
∫∞
0
φ(x)dx, η′(φ) = (L′, φ) = − (L, φ′) = −

∫∞
0
φ′(x)dx = = φ(0) = (δ, φ),

òîáòî η′(x) = δ(x). ßñíî, ùî η(x) =
∫ x
−∞ δ(x)dx. Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî η′ (x− x0) =

δ (x− x0).

Ïðèêëàä 2. Íåõàé ξ-íåïåðåðâíî-äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà iç ùiëüíiñòþ ðîç-

ïîäiëó pξ(x) = C1γ(x) (η (x− x1)− η (x− x2)) + C2

∑n
i=3 piδ (x− xi), äå x1 < x2 <

· · · < xn, C1 òà C2 ïiäiáðàíi òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà íîðìóâàííÿ:∫∞
−∞ pξ(x)dx = 1. Òîäi ìîæíà çíàéòè âñi õàðàêòåðèñòèêè ξ : Fξ(x), mξ, Dξ, . . . Íà-

ïðèêëàä [1], íåõàé

pξ(x) = C1

√
x(η(x)− η(x− 1)) + C2

(
1
3
δ(x− 2) + 1

4
δ(x− 3)

)
.

Âèáåðåìî C2 = 1, òîäi
∫∞
−∞ pξ(x)dx = C1

∫ 1

0

√
xdx+ 1

3
+ 1

4
= 2

3
C1+

7
12

= 1, çâiäñè C1 =
5
8
. Çíàéäåìî mξ =

∫∞
−∞ xpξ(x)dx = 5

8

∫ 1

0

√
x3dx+ +1

3

∫ 2+ε

2−ε xδ(x − 2)dx + 1
4

∫ 3+ε

3−ε xδ(x −
3)dx = 5

8
· 2
5
+ 1

3
· 2 + 1

4
· 3 = 5

3
.

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî ïîõiäíó âiä δ(x), ìà¹ìî: (δ′, φ) = − (δ, φ′) = −φ′(0), . . . ,(
δ(n), φ

)
= (−1)n

(
δ, φ(n)

)
= (−1)nφ(n)(0), iíàêøå, iç ôiëüòðóþ÷î¨ âëàñòèâîñòi δ(x) :

xδ(x) = 0, ìà¹ìî: δ(x) + xδ′(x) = 0,=> δ′(x) = − δ(x)
x
, äèôåðåíöiþþ÷è ùå ðàç, îòðè-

ìà¹ìî: 2δ′(x) + xδ′′(x) = 0 ⇒ δ′′(x) = −2δ′(x)
x

= 2δ(x)
x2

, . . . δ(n)(x) = (−1)n n!δ(x)
xn

.

Ïðèêëàä 4. Ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ àðãóìåíòà δ-ôóíêöi¨. Íåõàé g(x)− íåïå-

ðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà ôóíêöiÿ, òàêà, ùî g (x0) = 0, à g′ (x0) ̸= 0, òîäi ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî δ(g(x)) = 1
|g′(x0)|δ (x− x0) àáî, ÿêùî g(x) ìà¹ ïðîñòi êîðåíi â òî÷êàõ

xi, i = 1, n, òî δ(g(x)) =
∑n

i=1
1

|g′(xi)|δ (x− xi), äå g (xi) = 0, g′ (xi) ̸= 0

Íàïðèêëàä [1], äëÿ g(x) = x3 − x2 − 4x + 4 = (x + 2)(x − 1)(x − 2), áóäå g′(x) =

3x2 − 2x − 4, g′(−2) = 12, g′(1) = −3, g′(2) = 4, òîäi δ(g(x)) = δ (x3 − x2 − 4x+ 4) =
1
12
δ(x+ 2) + 1

3
δ(x− 1) + 1

4
δ(x− 2).
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Ïðèêëàä 5. Íà x ∈ (−π, π) ðîçêëàä δ(x) â ðÿä Ôóð'¹ ìà¹ âèãëÿä: π
2
δ(x) = 1

2
+∑∞

n=1 cosnx,
(
a0 =

2
π

∫ π
0
δ(x)dx = 2

π
, an = 2

π

∫ π
0
δ(x) cosnxdx = 2

π

)
. Çíàéäåìî

∑∞
n=1

sinnx
n

=

S(x), ìà¹ìî S ′(x) =
∑∞

n=1 cosnx = π
2
δ(x)− 1

2
.

Ìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ: S ′(x) = π
2
δ(x) − 1

2
, ÿêå ðîçâ'ÿæåìî îïåðàöiéíèì

ìåòîäîì S(x) ≑ S(p);S ′(x) ≑ pS(p), δ(x) ≑
∫∞
0
δ(x)e−pxdx = = e−px|t=0 = 1, òîáòî

pS(p) = π
2
− 1

2p
, S(p) = π

2p
− 1

2p2
≑ π−x

2
= S(x).

Ïðèêëàä 6. Âiäíîâëåííÿ íåïåðåðâíîãî ñèãíàëó ïî éîãî äèñêðåòíèì çíà÷åííÿì.

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíèé ñèãíàë ç îáìåæåíèì ñïåêòðîì [1], òîáòî, ñïåêòðàëüíà ôóí-

êöiÿ ÿêîãî

F (ω) =

{
π
ωc
, |ω| ≤ ωc

0, |ω| > ωc
, äå ωc− ìàêñèìàëüíà ÷àñòîòà ñïåêòðà.

Òîäi f0(t) = 1
2π

∫ ωc

−ωc

π
ωc
eiωtdω = sinωct

ωct
− ôóíêöiÿ âiäëiêó.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî fk(t) = f0

(
t− πk

ωc

)
= sin(ωct−kπ)

ωct−kπ , äå k ∈ Z− îðòîãîíàëüíi íà

[−ωc, ωc]. Òîìó ìà¹ìî ðÿä f(t) =
∑∞

k=−∞ ak
sin(ωct−kπ)
ωct−kπ = =

∑∞
k=−∞ f

(
kπ
ωc

)
sin(ωct−kπ)
ωct−kπ ,

òîáòî ôóíêöiÿ 3 îáìåæåíèì ñïåêòðîì ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè â

äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó, à öå îçíà÷à¹,ùî äëÿ ïåðåäà÷i àíàëîãîâîãî íåïåðiîäè÷íîãî

ñèãíàëó (çîáðàæåííÿ) 3 îáìåæåíèì ñïåêòðîì äîñòàòíüî ïåðåäàòè ëèøå éîãî îêðåìi

çíà÷åííÿ ÷åðåç π
ωc
, ùî ìîæíà âèêîíàòè, ïåðåäàþ÷è êîðîòêi iìïóëüñè 3 àìïëiòóäàìè

ïðîïîðöiéíiíèìè ak = kπ
ωc
.Öèìè iìïóëüñàìè ÿêðàç i ìîæóòü áóòè âiäïîâiäíi δ-ôóíêöi¨,

à ñàìå, çàìiñòü f(t) ìîæíà ïåðåäàòè ñèãíàë φ(t) =
∑∞

k=−∞ f
(
kπ
ωc

)
δ
(
t− kπ

ωc

)
, ïîòiì

ïðîïóñòèòèâøè éîãî ÷åðåç ôiëüòð íèæíiõ ÷àñòîò 3 ïîëîñîþ ïðîïóñêàííÿ ωc, îòðè-

ìà¹ìî ïðîïîðöiéíèé ñèãíàë

1

2π

∞∑
k=−∞

f

(
kπ

ωc

)∫ ωc

−ωc

e−iω
kπ
ωc eiωtdω =

1

π

∞∑
k=−∞

f

(
kπ

ωc

)
sin (ωct− kπ)

ωct− kπ
.

Òåõíi÷íî äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äiàôðàãìè (ÿê ôiëüòðè), îäíîâèìèðíi òà

äâîâèìiðíi äèôðàêöiéíi ðåøiòêè òà ñèñòåìè ëiíç âiäïîâiäíèõ êîíôiãóðàöié.
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XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 5. � Ñ. 123.

ÌÅÉÊÅÐÑÒÂÎ ÍÀ ÓÐÎÊÀÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ Â 5-6 ÊËÀÑÀÕ

Ò.Î. Íàñàäþê

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íîâà óêðà¨íñüêà øêîëà � ñåðåäîâèùå iíòåãðîâàíîãî íàâ÷àííÿ, äå äiòè ìîæóòü ðîç-

âèâàòè íàâè÷êè, ÿêi ñòàíóòü ¨ì ó íàãîäi â ðåàëüíîìó æèòòi áiëüøå, íiæ ïiäðó÷íè-

êîâà òåîðiÿ. Òàêèé ïiäõiä îòðèìàâ íàçâó äiÿëüíiñíîãî, à éîãî iäå¨ çíàéøëè ðîçâèòîê

â îñíîâàõ Äåðæàâíîãî ñòàíäàðòó ÍÓØ [1]. Ðiâåíü ïiçíàâàëüíî¨ àêòèâíîñòi ñó÷à-

ñíèõ øêîëÿðiâ çàëåæèòü ÿê âiä ¨õ çàöiêàâëåíîñòi áåçïîñåðåäíiì ïðîöåñîì íàâ÷àííÿ,

òàê i âiä éîãî ðåçóëüòàòèâíîñòi. Äiÿëüíiñíèé ïiäõiä, àáî ¾íàâ÷àííÿ ÷åðåç äiþ¿ â áó-

êâàëüíîìó éîãî ðîçóìiííi äîçâîëÿ¹ ó÷íÿì ïîáà÷èòè ïåâíi ðåçóëüòàòè ñâî¹¨ ðîáîòè

íå â äàëåêié ïåðñïåêòèâi, à âiäðàçó. Äiÿëüíiñòü, ÿêà ãàðìîíiéíî ïî¹äíó¹ íàâ÷àëüíó

i ïðàêòè÷íó äiÿëüíiñòü â ïðîöåñi âèêîíàííÿ îäíîãî íàâ÷àëüíîãî çàâäàííÿ îòðèìàëà

ñó÷àñíó íàçâó àíãëiéñüêîãî ïîõîäæåííÿ � ìåéêåðñòâî. Ìåéêåðñòâî � öå òâîð÷à äi-

ÿëüíiñòü, ðåçóëüòàòîì ÿêî¨ ¹ âëàñíîðó÷ ñòâîðåíà ði÷. Öå ìîæóòü áóòè ÿê ñòâîðåíi ó

ïî÷àòêîâèõ êëàñàõ àïëiêàöi¨, ôiãóðêè-îðiãàìi, ïëàñòèëiíîâi ìîäåëi, âèðîáè ç êîíñòðó-

êòîðà, òàê i âèðiçàíi ç äåðåâà ÷è íàäðóêîâàíi íà 3D ïðèíòåði i çiáðàíi äîðîñëiøèìè

ó÷íÿìè ìåõàíiçìè òà ðîáîòè. Êîæíà äèòèíà âëàñíîðó÷ âèáóäîâó¹ ñòðóêòóðó âëàñíîãî

ñâiòîãëÿäó ç òèõ çàñîáiâ íàâ÷àííÿ, ÿêi ¨é ïðîïîíóþòüñÿ, é ÷èì ðiçíîìàíiòíiøi çàñî-

áè ìè çàïðîïîíó¹ìî ó÷íÿì, òèì ïîâíiøèìè òà ãëèáøèìè áóäóòü ¨õ çíàííÿ i óìiííÿ.

Â óìîâàõ âiäñóòíîñòi ñïåöiàëüíîãî îáëàäíàííÿ äëÿ ðîáîòîòåõíiêè â áiëüøîñòi óêðà-

¨íñüêèõ øêië, ðåàëiçàöiþ STEM-iäåé ìîæíà åôåêòèâíî çäiéñíþâàòè ñàìå çàâäÿêè

ìåéêåðñòâó, ÿêå äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè ðiçíi íàóêîâi ÿâèùà i ïðîöåñè, ïðàöþâàòè ç íàé-

ðiçíîìàíiòíiøèìè ìàòåðiàëàìè, çíàéîìèòèñü ç âèìiðþâàëüíèìè ïðèëàäàìè òà äà¹

ìîæëèâiñòü ñòâîðåííÿ iíäèâiäóàëüíèõ àáî ãðóïîâèõ ïðîåêòiâ. Ìåéêåðñòâî â STEM-

íàâ÷àííi ãàðìîíiéíî ïî¹äíó¹ íàâ÷àëüíó òà ïðàêòè÷íó äiÿëüíîñòi, ðîçâèâà¹ â äiòÿõ

òâîð÷i çäiáíîñòi òà êðåàòèâíå ìèñëåííÿ. Ìåéêåðñòâî íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè ñïðèÿ¹

ðîçâèòêó â ó÷íiâ: ëîãi÷íîãî ìèñëåííÿ, ïàì'ÿòi i çâ'ÿçíîãî ìîâëåííÿ øëÿõîì ðîçâè-

òêó äðiáíî¨ ìîòîðèêè; àëãîðèòìi÷íîãî ìèñëåííÿ øëÿõîì âèêîíàííÿ ïðàêòè÷íèõ äié â

ïåâíié ïîñëiäîâíîñòi çà iíñòðóêöi¹þ; ñòiéêîñòi óâàãè øëÿõîì êîíöåíòðàöi¨ íà ïåâíîìó

ïðàêòè÷íîìó çàâäàííi i ñàìîêîíòðîëþ; òåõíi÷íèõ íàâè÷îê i êîíñòðóþâàííÿ øëÿõîì

âèãîòîâëåííÿ ìîäåëåé ôiãóð, âèìiðþâàëüíèõ ïðèëàäiâ ÷è ïðîñòèõ ìåõàíi÷íèõ ïðè-

ñòðî¨â; êðåàòèâíîñòi øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ âëàñíèé iäåé i ñòèëþ âèêîíàííÿ; ïîçèòèâ-

íîãî ñòàâëåííÿ äî çàñâî¹ííÿ íîâèõ çíàíü øëÿõîì çàëó÷åííÿ ðiçíèõ îðãàíiâ ÷óòòÿ òà

© Ò.Î. Íàñàäþê, 2023
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çàäîâîëåííÿ ïîòðåáè â àêòèâíîìó íàâ÷àííi. Ó÷íÿì 5-6 êëàñiâ äîöiëüíî çàïðîïîíó-

âàòè òàêi "ìåéêåðñüêi"çàâäàííÿ, ÿê:

(1) ¾Ñòàðîäàâíié ãîäèííèê¿ � âèãîòîâëåííÿ ìîäåëi ãîäèííèêà, øêàëà ÿêîãî ìi-

ñòèòü çíàêè îäíi¹¨ ç ñòàðîäàâíiõ ñèñòåì ÷èñëåííÿ.

(2) ¾Ïàðàëåëåïiïåä-øèôðóâàëüíèê¿ � âèãîòîâëåííÿ ïàðàëëåëåïiïåäà çà ðîçãîð-

òêîþ, íà ãðàíÿõ ÿêîãî ðîçìiùåíi çàøèôðîâàíi ñëîâà-ïiäêàçêè (ðåáóñè, àíàãðà-

ìè, öèôðîâi ãîëîâîëîìêè, òåìàòè÷íi ìàëþíêè òîùî), çà ÿêèìè ìîæíà ðîçãà-

äàòè çàøèôðîâàíå ñëîâî.

(3) ¾Êàðòîííèé ëàáiðèíò¿ � âèãîòîâëåííÿ ëàáiðèíòó äëÿ ïðîõîäæåííÿ êóëüêîþ

òà éîãî äîñëiäæåííÿ (îá÷èñëåííÿ ïëîùi äiëÿíêè, íåîáõiäíî¨ äëÿ ïîáóäîâè òà-

êîãî ëàáiðèíòó â ìàñøòàái 1:2000; âèçíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî ÷àñó ïðîõîäæåííÿ

êóëüêîþ ëàáiðèíòó åêñïåðèìåíòàëüíèì øëÿõîì òà ñòâîðåííÿ ðåéòèíãó ëàái-

ðèíòiâ çà ¨õ ñêëàäíiñòþ òîùî).

(4) ¾Ïîëiãîíàëüíå ñåðöå¿ � ñòâîðåííÿ îá'¹ìíî¨ ôiãóðè ç ïëîñêèõ ìíîãîêóòíèêiâ

øëÿõîì çãèíàííÿ i ñêëåþâàííÿ ïàïåðó â òåõíiöi ¾Ïàïåðêðàôò¿. Ìåéêåðñòâî

íå ¹ óíiâåðñàëüíîþ îñâiòíüîþ òåõíîëîãi¹þ, àäæå âèãîòîâëåííÿ ïåâíèõ ìîäå-

ëåé, îá'¹êòiâ ÷è ìåõàíiçìiâ ïåðåäáà÷à¹ íàÿâíiñòü â ó÷íiâ çíàíü, óìiíü i íàâè÷îê

ÿê ç ìàòåìàòèêè, òàê i ç ñóìiæíèõ äèñöèïëií, îòðèìàíèõ íà òðàäèöiéíèõ óðî-

êàõ. Òiëüêè ãðàìîòíå ãàðìîíiéíå ïî¹äíàííÿ òðàäèöiéíèõ i íîâiòíiõ ìåòîäiâ

íàâ÷àííÿ äîçâîëÿ¹ äîñÿãàòè î÷iêóâàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ñïðÿìîâàíèõ íà âèõîâà-

ííÿ óñïiøíî¨ êîíêóðåíòîñïðîìîæíî¨ îñîáèñòîñòi.
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ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒI ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍß ÒÅÕÍÎËÎÃI� ÇÌIØÀÍÎÃÎ

ÍÀÂ×ÀÍÍß ÏIÄ ×ÀÑ ÂÈÂ×ÅÍÍß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Â.Î. Ïàâëi÷åíêî

(ÓÄÓ iìåíi Ìèõàéëà Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Iñòîðiÿ çìiøàíîãî íàâ÷àííÿ ïî÷àëàñÿ áàãàòî ðîêiâ òîìó, êîëè ç'ÿâèëèñÿ ïåðøi åëå-

êòðîííi çàñîáè íàâ÷àííÿ. Ïåðøi ïðîãðàìè ç åëåêòðîííîãî íàâ÷àííÿ áóëî ñòâîðåíî ó

60-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Çãîäîì âîíè áóëè ìîäèôiêîâàíi òà ç 90-õ ðîêiâ ïåðå-

òâîðèëèñü ó îíëàéí-êóðñè, ÿêi ìàëè ïîïóëÿðíiñòü ÿê ó ÑØÀ, òàê i ó �âðîïi. Çàâäÿêè

ðîçâèòêó iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié òà çðîñòàííÿ iíòåðíåò-òåõíîëîãié íà îñíîâi äî-

ñâiäó âèêîðèñòàííÿ îíëàéí-êóðñiâ i ç'ÿâèëîñü çìiøàíå íàâ÷àííÿ, òàêîæ âiäîìå ÿê

ãiáðèäíå íàâ÷àííÿ àáî áëåíäåä-ëåðíiíã (àíãë. blended learning). Âïåðøå öåé òåðìií

áóâ âèêîðèñòàíèé â 2000 ð. ñòàòòi Êëåéòîíà Êðiñòåíñåíà òà Ìàéêëà Õîðí "Blended

Learning: An Oxymoron?".

Iñíó¹ êiëüêà çàãàëüíîïðèéíÿòèõ ñïîñîáiâ ðåàëiçàöi¨ çìiøàíîãî íàâ÷àííÿ, âîíè ði-

çíÿòüñÿ òèì ó ÿêîìó âiäíîøåííi ìiêñó¹òüñÿ òðàäèöiéíå íàâ÷àííÿ òà îíëàéí íàâ÷àííÿ:

ïiäêðiïëåííÿ òðàäèöiéíîãî íàâ÷àííÿ, ðîòàöiéíà ìîäåëü, ãíó÷êà, ñàìîñòiéíå çìiøó-

âàííÿ, îíëàéí ëàáîðàòîðiÿ, ïåðåâàæíî îíëàéí íàâ÷àííÿ, ¾ïåðåâåðíóòèé êëàñ¿. Â

Óêðà¨íi çàðàç âèêîðèñòàííÿ ìîäåëi çàëåæèòü âiä ðåãiîíó. Íàéâàæ÷èì äëÿ â÷èòåëÿ

â îðãàíiçàöi¨ âèâ÷åííÿ òåìè ïiä ÷àñ çìiøàíîãî íàâ÷àííÿ ¹ àíàëiç íàâ÷àëüíîãî çìi-

ñòó òà ðîçïîäië éîãî íà åòàïè i ç âèçíà÷åííÿì ìàòåðiàë ÿêîãî áëîêó ìîæíà äàòè

ó÷íÿì íà ñàìîñòiéíå îïðàöþâàííÿ, à ùî ó÷åíü ïîâèíåí âèâ÷àòè ïiä êåðiâíèöòâîì

â÷èòåëÿ ó êëàñi. Ñåðåä îñîáëèâîñòåé âèêîðèñòàííÿ òåõíîëîãi¨ çìiøàíîãî íàâ÷àííÿ

(ÒÇÍ), íà íàøó äóìêó, ïåðø çà âñå ñëiä âèäiëèòè âèêîðèñòàííÿ âiäåîóðîêiâ. Âiäåîó-

ðîêè ó÷åíü ìîæå ïåðåãëÿäàòè ó çðó÷íèé äëÿ íüîãî ÷àñ i íåîáìåæåíó êiëüêiñòü ðàçiâ.

Öå äîïîìàãà¹ ¨ì êðàùå çðîçóìiòè ñêëàäíi ìàòåìàòè÷íi âèêëàäêè çàâäÿêè âiçóàëü-

íié äåìîíñòðàöi¨. Øèðîêå âèêîðèñòàííÿ îíëàéí-ðåñóðñiâ ¹ äðóãîþ îñîáëèâiñòþ ÒÇÍ.

Çàâäÿêè òàêèì ðåñóðñàì ÿê Khan Academy, Coursera, òà MIT OpenCourseWare ó÷íi

ìîæóòü çíàéòè äîäàòêîâi ìàòåðiàëè äëÿ âèâ÷åííÿ òåìè ç ìàòåìàòèêè àáî âèêîíàòè

äîäàòêîâi âïðàâè.

Îñîáëèâó óâàãó ïîòðiáíî ïðèäiëÿòè ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè êîëåêòèâíié ðî-

áîòi, ÒÇÍ ðîçêðèâà¹ áiëüøå ìîæëèâîñòåé äëÿ â÷èòåëÿ, íàïðèêëàä ó÷íi ìîæóòü ïðà-

öþâàòè â ãðóïàõ íàä ïðîåêòàìè àáî ñïiëüíî ðîçâ'ÿçóâàòè ïðèêëàäíi çàäà÷i, ãîòóâàòè

â ïàðàõ àáî ìiêðîãðóïàõ ñåìiíàðè, ðiçíîìàíiòíi òâîð÷i çàâäàííÿ, òàêîæ ðàçîì øó-

êàþòü òà àíàëiçóþòü iíôîðìàöiþ, ïðèéìàþòü ó÷àñòü ó äèñïóòàõ. Ó çàëåæíîñòi âiä
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êîíêðåòíèõ ïîòðåá òà ìîæëèâîñòåé, çìiøàíå íàâ÷àííÿ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî ÿê

äîäàòêîâèé iíñòðóìåíò äëÿ âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè, ùîá çàáåçïå÷èòè áiëüø ãíó÷êèé

òà iíäèâiäóàëiçîâàíèé ïiäõiä äî íàâ÷àííÿ. Íàïðèêëàä, îíëàéí-ðåñóðñè ìîæóòü áó-

òè âèêîðèñòàíi äëÿ çàêðiïëåííÿ ìàòåðiàëó, ïîãëèáëåííÿ çíàíü, äîäàòêîâèõ âïðàâ òà

òåñòóâàíü. Òðàäèöiéíi ëåêöi¨ i âïðàâè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ äåìîíñòðàöi¨ ìà-

òåðiàëó òà äîïîìîãè ó÷íÿì ç ðîçâ'ÿçàííÿì çàâäàíü. Òåõíîëîãiÿ çìiøàíîãî íàâ÷àííÿ

ìîæå äîïîìîãòè ïiäâèùèòè ìîòèâàöiþ òà çáiëüøèòè åôåêòèâíiñòü íàâ÷àííÿ, ùî äî-

çâîëÿ¹ ó÷íÿì êðàùå çàñâîþâàòè ìàòåðiàë. Íåçâàæàþ÷è íà ïåðåâàãè, çìiøàíå íàâ÷à-

ííÿ òàêîæ ìà¹ ñâî¨ âèêëèêè òà îáìåæåííÿ. Îäèí ç íàéâàæëèâiøèõ âèêëèêiâ ïîëÿãà¹

ó çàáåçïå÷åííi ðiâíî¨ äîñòóïíîñòi äî òåõíîëîãié òà îíëàéí-ðåñóðñiâ äëÿ âñiõ ó÷íiâ.

Íà ñüîãîäíiøíié äåíü ÒÇÍ ¹ ïðiîðèòåòíîþ ôîðìîþ â ñó÷àñíèõ óìîâàõ, ìà¹ áàãà-

òî ïåðåâàã äëÿ â÷èòåëiâ òà ó÷íiâ. Àëå ùîá ¨¨ çàñòîñîâóâàòè ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè

òàêi ôàêòîðè ÿê, íàÿâíiñòü òåõíi÷íîãî çàáåçïå÷åííÿ â óñiõ ó÷àñíèêiâ íàâ÷àëüíîãî

ïðîöåñó, âàæëèâî óðiçíîìàíiòíþâàòè íå òiëüêè ôîðìè i ìåòîäè íàâ÷àííÿ, à é âèäè

íàâ÷àëüíî-ïiçíàâàëüíî¨ äiÿëüíîñòi ó÷íiâ, ìîòèâóâàòè ¨õ äî ñàìîêîíòðîëþ òà ðåôëå-

êñi¨.
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ÂÈÁIÐ ÐÎÇÌIÐÍÎÑÒI ÌÎÄÅËI MIRT

ÄËß ÀÍÀËIÇÓ ÒÅÑÒIÂ Ç ÂÈÙÎ� ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ
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(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Íàðàçi, ÷åðåç àãðåñiþ ÐÔ ïðîòè Óêðà¨íè, äèñòàíöiéíà îñâiòà äëÿ óêðà¨íñüêèõ ñòó-

äåíòiâ áóëà é çàëèøà¹òüñÿ îäíi¹þ iç îñíîâíèõ ôîðì íàâ÷àííÿ. ßê íàñëiäîê, ñòâîðå-

ííÿ ÿêiñíîãî êîíòåíòó äëÿ ïåðåâiðêè çíàíü ñòóäåíòiâ â òàêèõ óìîâàõ ¹ íàäçâè÷àéíî

âàæëèâîþ çàäà÷åþ. Ó öié öàðèíi îñíîâíèì íàïðÿìêîì ¹ ñòàòèñòè÷íèé àíàëiç ÿêî-

ñòi ñòâîðåíèõ òåñòiâ. Êîìàíäà âèêëàäà÷iâ ç Íàöiîíàëüíîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó

Óêðà¨íè ¾Êè¨âñüêèé ïîëiòåõíi÷íèé iíñòèòóò iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî¿ çàáåçïå÷ó¹ ïðî-

öåñ ñòâîðåííÿ íîâèõ òåñòiâ ç âèùî¨ ìàòåìàòèêè òà ¨õ ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó. Îñíîâíà

óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íîìó àíàëiçó. Ìåòà òàêîãî àíàëiçó - ïîêðàùåííÿ ÿêîñòi

òåñòiâ. Íà îñíîâi ïðîâåäåíîãî àíàëiçó âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåôîðìàòóâàííÿ òåñòó, âèäàëå-

ííÿ àáî ïåðåôîðìóëþâàííÿ çàíàäòî ëåãêèõ àáî çàíàäòî ñêëàäíèõ çàâäàíü.

Îñíîâó òàêîãî àíàëiçó òðàäèöiéíî ñêëàäàþòü Clasical Test Theory (CÒÒ) òà Item

Response Theory (IRT) [1]. Äëÿ àíàëiçó òåñòiâ ç âèùî¨ ìàòåìàòèêè ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

áiëüø ðîçâèíåíó òåîðiþ � Multidimensional Item Response Theory (ÌIRT) [2] , ùî äà¹

ìîæëèâiñòü áiëüø òîíêî âèðiçíÿòè îêðåìi ðèñè òà çäiáíîñòi iñïèòíèêiâ. Öåíòðàëüíèì

ïèòàííÿì çàñòîñóâàííÿ ÌIRT ¹ ïèòàííÿ ïiäáîðó àäåêâàòíî¨ ìîäåëi äëÿ ïðîâåäåííÿ

àíàëiçó i, çîêðåìà, âèáîðó ðîçìiðíîñòi ìîäåëi. Öié òåìàòèöi ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ðîáiò,

çîêðåìà, [3, 1, 5]. Ó öié ðîáîòi àâòîðè ïðîïîíóþòü íàñòóïíó ìåòîäèêà òàêîãî ïiäáîðó:

(1) Ïðîâåäåííÿ Exploratory Factor Analysis (EFA). Äëÿ ïåðâèííîãî âèáîðó ðîç-

ìiðíîñòi çãiäíî Auerswald (2019) ïðîâîäèòüñÿ EFA. Íà öüîìó åòàïi çàñòîñî-

âóþòü Parallel Analysis, Åmpirical Kaiser Ñriterion, etc. Öi ìåòîäè äîçâîëÿþòü

ïîïåðåäíüî âèçíà÷èòè êiëüêiñòü êîìïåòåíòíîñòåé, ùî âèÿâëÿ¹ äàíèé òåñò, àáî

ñêiëüêè ëàòåíòíèõ ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðiâ õàðàêòåðèçóþòü ñòóäåíòà.

(2) Îöiíêà ïàðàìåòðiâ ìîäåëåé. Äëÿ êîìïåíñàòîðíèõ i íåêîìïåíñàòîðíèõ ìîäå-

ëåé MIRT çãiäíî Con�rmatory Factor Analysis (CFA) [6] ïðîâîäèòüñÿ îöiíêà

ïàðàìåòðiâ iç çàñòîñóâàííÿì àëãîðèòìiâ EM àáî NH-RM.

(3) Ïåðåâiðêà àäåêâàòíîñòi. Îñêiëüêè àëãîðèòìè EFA ìîæóòü âèçíà÷àòè ðiçíi ðîç-

ìiðíîñòi ìîäåëi, òî ïðîâîäèòüñÿ âèáið íàéáiëüø àäåêâàòíî¨ ìîäåëi íà ïiäñòàâi

êðèòåði¨â: M2, RMSEA, TLI, CFI [6].
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Äëÿ ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó ÿêîñòi òåñòiâ íàìè îáðàíî ìîâó ïðîãðàìóâàííÿ R. Àíàëiç

ïðîâîäèâñÿ ïî ðåçóëüòàòàõ êîíòðîëüíèõ ðîáiò äëÿ ñòóäåíòiâ ïåðøîãî êóðñó ÐÒÔ.

Îá'¹ì âèáiðêè ñêëàâ � 79 ñòóäåíòiâ. Êiëüêiñòü çàâäàíü�20. Ðîçãëÿíóòî ðîçìiðíîñòi

1,2,3. Îöiíåíî ïàðàìåòðè ìîäåëi. Ïðîâåäåíî ïåðåâiðêó àäåêâàòíîñòi.
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ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß WOLFRAM MATHEMATICA 13.2.1

ÄËß ÑÒÂÎÐÅÍÍß ÒÅÑÒÎÂÈÕ ÏÈÒÀÍÜ Ç ÂÈÙÎ� ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Ì.Î. Ïîïðîæóê, Í.Â. Êðóãëîâà, Î.Î. Äèõîâè÷íèé

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Îñòàííiõ òðè ðîêè â áàãàòüîõ ÂÓÇàõ Óêðà¨íè êàðäèíàëüíî çìiíèâñÿ ôîðìàò íàâ÷à-

ííÿ. Òåïåð äèñòàíöiéíà îñâiòà ÿâëÿ¹òüñÿ íåîáõiäíèì i âàæëèâèì åëåìåíòîì îñâiòíüî-

ãî ïðîöåñó. Ïiä ÷àñ âiääàëåíîãî êîíòðîëþ íàéêðàùå ïðîâîäèòè ìîäóëüíi êîíòðîëüíi

ðîáîòè äëÿ ñòóäåíòiâ ó âèãëÿäi òåñòiâ. Ñèñòåìà Moodle ¹ îäíèì ç íàéïîïóëÿðíiøèõ

iíñòðóìåíòiâ äëÿ ïðîâåäåííÿ åëåêòðîííîãî íàâ÷àííÿ òà îöiíþâàííÿ. Âàæëèâèì àñïå-

êòîì òàêî¨ ñèñòåìè ¹ ìîæëèâiñòü ñòâîðþâàòè òåñòîâi çàâäàííÿ äëÿ îöiíþâàííÿ çíàíü

ñòóäåíòiâ.

Â [1] áóëî ïîêàçàíî, ùî òèïè ïèòàíü "ïðîïóùåíi ñëîâà"äîáðå ïiäõîäÿòü äëÿ êîí-

òðîëüíèõ ðîáiò ç âèùî¨ ìàòåìàòèêè. Ó òàêîìó çàâäàííi âèêîðèñòîâóþòüñÿ âáóäîâàíi

áëîêè äëÿ îáðîáêè ââåäåíèõ äàíèõ. Â öi áëîêè ìîæíà äîäàòè ÿê òåîðåòè÷íi ïèòà-

ííÿ, òàê i åëåìåíòè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Öå äîçâîëÿ¹ êðàùå äèôåðåíöiþâàòè çíàííÿ

ñòóäåíòiâ òà ïåðåâiðÿòè íàñòóïíi êîìïåòåíòíîñòi: çíàííÿ òåîði¨, íàâè÷êè âèêîíóâàòè

àðèôìåòè÷íû îáðàõóíêè, âìiííÿ áóäóâàòè ãðàôi÷íi çîáðàæåííÿ i ïîðiâíþâàòè ¨õ ç

øàáëîíàìè i ò.ï. Òàêîæ òàêi òèïè çàâäàíü äàþòü ìîæëèâiñòü íàâiòü ñëàáøèì ñòó-

äåíòàì íàáèðàòè ïåâíi áàëè i íàâ÷àòèñÿ â ïðîöåñi ïðîõîäæåííÿ òåñòó.

Îñêiëüêè áåç íàãëÿäó âèêëàäà÷à ïiä ÷àñ ìîäóëüíîãî êîíòðîëþ ñòóäåíòè îáìiíþþ-

òüñÿ âiäïîâiäÿìè òà âèêëàäàþòü ðîçâ'ÿçêè ó âiëüíèé äîñòóï, òî ïîñòiéíî âèíèêà¹

íåîáõiäíiñòü ó ñòâîðåííi âåëèêî¨ êiëüêîñòi îäíîòèïíèõ âàðiàíòiâ çàâäàíü. Òîìó íàä-

çâè÷àéíî êîðèñíèì iíòñòðóìåíòîì äëÿ ñòâîðåííÿ òåñòîâèõ çàäà÷ ç ìàòåìàòèêè ¹

ñèñòåìà êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè Wolfram [2]. Îñü ëèøå äåÿêi ìîæëèâîñòi öi¹¨ ïðîãðàìè

ïðè ñòâîðåííi òåñòiâ:

• äîçâîëÿ¹ ââîäèòè ïàðàìåòð ó çàäà÷i, ùî ñïðèÿ¹ ñòâîðåííþ çàâäàíü ç öiëèìè

÷èñëàìè ïðè ïðàâèëüíîìó ïiäáîði çíà÷åíü ïàðàìåòðó;

• áóäó¹ ãðàôi÷íi çîáðàæåííÿ äëÿ çàâäàíü;

• ãåíåðó¹ öiëî÷èñåëüíi êîåôiöi¹íòè äëÿ çàâäàíü;

• ïðàâèëüíî ðîçâ'ÿçó¹ ñòâîðåíi çàäà÷i.

Ïðèêëàä 5. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ. Ñòâîðèìî

øàáëîí ïðèêëàäó, âèêîðèñòîâóþ÷è ãåíåðàòîð öiëèõ ÷èñåë.

a = RandomInteger[{2, 5}];
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b = RandomInteger[{0, 10}];

Simplify[Together[

RandomInteger[{2, 20}]/(x - b) + (RandomInteger[{2, 20}] x +

RandomInteger[{0, 10}])/(x^2 + 2*a x + a^2 + 1) +

RandomInteger[{2, 20}]/(x - 2 b)]]

Êîæíèé çàïóñê òàêîãî øàáëîíó äîçâîëÿ¹ çãåíåðóâàòè íîâèé âàðiàíò ïiäiíòåãðàëüíî¨

ôóíêöi¨ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íàïðèêëàä, ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíó ôóíêöiþ:

24x3 − 86x2 − 302x− 952

(x− 8)(x− 4) (x2 + 6x+ 10)

Îòæå, Wolfram äîçâîëÿ¹ ñóòò¹âî åêîíîìèòè ÷àñ âèêëàäà÷iâ ïðè ñòâîðåííi ÿêiñíîãî

êîíòåíòó äëÿ äèñòàíöiéíîãî êîòðîëþ çíàíü.
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ÒÅÎÐIß IÃÎÐ: ÂIÄ ÌÈÍÓËÎÃÎ ÄÎ ÑÜÎÃÎÄÅÍÍß

À.Â. Ñàâèöüêà, Ê.Ì. Ãðèíòóñ, Ê.Â. Ïëÿñóëÿ

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ïåðøi êîíöåïöi¨ òåîði¨ iãîð áàçóâàëèñÿ íà àíòàãîíiñòè÷íèõ iãðàõ. Çiòêíåííÿ ïðî-

òèëåæíèõ iíòåðåñiâ ïðèçâîäèëî äî âèíèêíåííÿ êîíôëiêòíèõ ñèòóàöié, òîìó ïîñòàëà

íåîáõiäíiñòü ñòâîðåííÿ ðåêîìåíäàöié äëÿ ðàöiîíàëüíèõ äié óñiõ ó÷àñíèêiâ êîíôëi-

êòó. Òåîðiÿ iãîð � öå âèâ÷åííÿ ñòðàòåãi÷íî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ðàöiîíàëüíèìè îñîáàìè,

ùî ïðèéìàþòü ðiøåííÿ, ç âèêîðèñòàííÿì ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé [1].

Îäíèì iç òâîðöiâ òåîði¨ iãîð ¹ Äæîí ôîí Íåéìàí (ßíîø Ëàéîø Íåéìàí) � àìåðè-

êàíñüêèé ìàòåìàòèê óãîðñüêîãî ïîõîäæåííÿ, ÿêèé çðîáèâ çíà÷íèé âíåñîê ó êâàíòîâó

ôiçèêó, ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç, òåîðiþ ìíîæèí, iíôîðìàòèêó òà åêîíîìi÷íi íàóêè.

Ðåçóëüòàòè éîãî äîñëiäæåíü ùîäî çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ iãîð äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ åêîíîìi-

÷íèõ çàäà÷ áóëî îïóáëiêîâàíî ó ñïiëüíié ç Îñêàðîì Ìîðãåíøòåðíîì ïðàöi ¾Òåîðiÿ

iãîð i åêîíîìi÷íà ïîâåäiíêà¿ ó 1944 ðîöi [2].

Íàñïðàâäi, ïðèêëàäè òåîði¨ iãîð áóëè âiäîìi i ðàíiøå: òðàêòàò âàâèëîíñüêîãî Òàë-

ìóäà ïðî ðîçïîäië ìàéíà ïîìåðëîãî ÷îëîâiêà ìiæ éîãî äðóæèíàìè, êàðòî÷íi iãðè ó

XVIII ñò., ðîçâèòîê òåîði¨ øàõîâî¨ ãðè ïî÷àòêó ÕÕ ñò. Îäèí iç íàéâiäîìiøèõ ïðè-

êëàäiâ âèêîðèñòàííÿ òåîði¨ iãîð âiäáóâñÿ ïiä ÷àñ õîëîäíî¨ âiéíè, êîëè éøëè ïåðå-

ìîâèíè ïðî ¾Äîãîâið íåðîçïîâñþäæåííÿ ÿäåðíî¨ çáðî¨¿, à íåâåëèêà ãîíêà îçáðî¹íü

çàãðîæóâàëà ïåðåòâîðèòèñü ó âåëèêó íåáåçïåêó. Ñàìå òåîðiÿ iãîð äîïîìîãëà çíàéòè

îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ é óíèêíóòè íàéãiðøîãî: ãàðàíòîâàíîãî âçà¹ìíîãî çíèùåííÿ.

Îäíèì iç ðiøåíü, ÿêå óíåìîæëèâëþâàëî âèêîðèñòàííÿ ÿäåðíîãî óäàðó áóëî òå, ùî

îáèäâi ñòîðîíè ìîãëè çàâäàòè óäàðó ó âiäïîâiäü. Íà æàëü, iç ÷àñîì êiëüêiñòü ãðàâöiâ

i ñïåêòð íîâîãî îçáðî¹íü ìàñîâîãî óðàæåííÿ ïðîäîâæóþòü çðîñòàòè, à ¨õ äîñòàâ-

êà, ç âèêîðèñòàííÿì ãiïåðçâóêîâèõ ðàêåò, íå ëèøà¹ ñóïðîòèâíèêó ÷àñó íà çâàæåíó

âiäïîâiäü. Öå ïðèçâîäèòü äî øâèäêîãî çðîñòàííÿ êiëüêîñòi âiðîãiäíèõ ðiøåíü i âiä-

ïîâiäåé, à âiäïîâiäíî � ïðîðàõóíêiâ [3]. Äæîí Íåø ðîçðîáèâ êîíöåïöiþ (¾ðiâíîâàãà

çà Íåøåì¿ àáî ¾íåêîîïåðàòèâíà ðiâíîâàãà¿), ùî ïîëãà¹ ó ñèòóàöi¨, êîëè íi ó îäíîãî

ãðàâöÿ íåìà¹ ñòèìóëiâ çìiíþâàòè ñâîþ ñòðàòåãiþ ïðè äàíié ñòðàòåãi¨ iíøîãî ãðàâöÿ,

ùî äîçâîëÿ¹ äîñÿãòè êîìïðîìiñíîãî ðiøåííÿ. Òîáòî, íiõòî íi÷îãî íå îòðèìà¹, ÿêùî

âèðiøèòü çìiíèòè ñâîþ ñòðàòåãiþ, ïðèïóñêàþ÷è, ùî iíøi íå çìiíþþòü ñâîþ.

Íàéãîëîâíiøèì íåäîëiêîì òåîði¨ iãîð ¹ òå, ùî ó íié ëþäåé ââàæàþòü ðàöiîíàëüíèìè

ãðàâöÿìè, õî÷à öå íå çàâæäè òàê. Ó æèòòi äîñèòü ÷àñòî òðàïëÿþòüñÿ ñèòóàöi¨, êîëè

ëþäèíà íå ìàêñèìiçó¹ ôóíêöiþ âèãðàøó, òàêîæ íà íå¨ ìîæóòü âïëèâàòè êóëüòóðíi
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òà ñîöiàëüíi íîðìè îñîáëèâîñòi, çâè÷êè. Data Science â òåîði¨ iãîð � öå êîíöåïöiÿ, ÿêà

äîïîìàãà¹ ïðèéìàòè åôåêòèâíi ðiøåííÿ íà îñíîâi äàíèõ ïðî ïîâåäiíêó ðàöiîíàëü-

íèõ ëþäåé [4]. Îñíîâíèìè êîìïîíåíòàìè, ÿêi äîïîìàãàþòü àíàëiçóâàòè ïðîáëåìó

ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü íà îñíîâi äàíèõ, ¹: íàáið óñiõ äîñòóïíèõ âàðiàíòiâ; íàáið ðåçóëüòà-

òiâ íà îñíîâi íàâåäåíèõ âèùå âàðiàíòiâ; îöiíêà ðåçóëüòàòiâ [5].

Îñòàííiì ÷àñîì âiäáóâà¹òüñÿ àêòèâíèé ðîçâèòîê øòó÷íîãî iíòåëåêòó, çîêðåìà, ði-

çíîâèäiâ íåéðîííèõ ìåðåæ. Øòó÷íi íåéðîííi ìåðåæi iìiòóþòü ñïðàâæíi áiîëîãi÷íi,

îñêiëüêè âóçëè iíôîðìàöi¨ ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ÷åðåç ìåðåæó ç íàäñèëàííÿ òà îòðè-

ìàííÿ ñèãíàëiâ. Ó ëiòåðàòóði ç ïîâåäiíêîâî¨ òåîði¨ iãîð ðîçðîáëåíî øèðîêèé ñïåêòð

ìîäåëåé äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ ïîâåäiíêè ëþäèíè ó ñòðàòåãi÷íèõ óìîâàõ, øëÿõîì âêëþ-

÷åííÿ êîãíiòèâíèõ óïåðåäæåíü òà îáìåæåíü, îòðèìàíèõ çi ñïîñòåðåæåíü çà ãðîþ, òà

iäåé êîãíiòèâíî¨ ïñèõîëîãi¨. Òîáòî, àáè íàâ÷èòè ìàøèíó äóìàòè ÿê ëþäèíà, íåîáõi-

äíî âèêîðèñòîâóâàòè ìàòåìàòè÷íi âàðiàöi¨ ëþäñüêîãî ìèñëåííÿ. Äîñÿãíåííÿì ó ñôåði

øòó÷íîãî iíòåëåêòó ñïðèÿþòü ¾çàãàëüíi ìåðåæi¿ (íàïðèêëàä, GAN), ÿêi âèêîðèñòî-

âóþòü ïåðåäîâi ìåòîäè òåîði¨ iãîð äëÿ ãëèáîêîãî âèâ÷åííÿ iíôîðìàöi¨, ùî äîçâîëÿ¹

êîìï'þòåðó ñàìîñòiéíî íàâ÷àòèñÿ áàãàòüîì ìåòîäàì i ñòðàòåãiÿì. Öåé òèï ñåðåäîâè-

ùà çàáåçïå÷ó¹òüñÿ íåäîñêîíàëèìè iíôîðìàöiéíèìè iãðàìè, ó ÿêèõ êîìï'þòåðè çäàòíi

ôîðìóâàòè ðiâíîâàãó Íåøà òà çíàõîäèòè íàéêðàùi ðiøåííÿ.

Ùîðàçó, êîëè íåéðîííà ìåðåæà ïðîõîäèòü ÷åðåç íàáið äàíèõ, âîíà ãðà¹ âiäïîâiäíî

äî òåîði¨ iãîð. Çàëåæíî âiä ðåçóëüòàòó öi¹¨ ãðè ìàøèíà ðîáèòü âèñíîâêè i â÷èòüñÿ äî-

ñÿãàòè óñïiõó íà îñíîâi éìîâiðíîñòåé òà ñòðàòåãié, à òàêîæ çà äîïîìîãîþ ïîïåðåäíüî

ïðîéäåíèõ iãîð òà äîñâiäó iíøèõ ãðàâöiâ. Öå íåïðîñòèé ñïîñiá ãëèáîêîãî íàâ÷àííÿ,

ùî ðîáèòü âåëè÷åçíi êðîêè ó íàïðÿìi âäîñêîíàëåííÿ øòó÷íîãî iíòåëåêòó, éîãî çäà-

òíîñòi ñàìîñòiéíî ïðèõîäèòü äî òèõ ÷è iíøèõ âiäïîâiäåé òà àíàëiçóâàòè iíôîðìàöiþ.

Îòæå, òåîðiÿ iãîð � ãàëóçü ìàòåìàòèêè, ÿêà âèâ÷à¹ ìîæëèâi êîíöåïöi¨ äëÿ óõâà-

ëåííÿ îïòèìàëüíèõ ðiøåíü ó êîíôëiêòíèõ ñèòóàöiÿõ. Íà âiäìiíó âiä äåÿêèõ ðîçäiëiâ

ìàòåìàòèêè, òåîðiÿ iãîð àêòèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ äëÿ ñèñòåì øòó÷íîãî iíòåëåêòó òà ìà-

øèííîãî íàâ÷àííÿ, çíàõîäèòü øèðîêå ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ â åêîíîìiöi, ïîëiòèöi,

Data Science.

Ëiòåðàòóðà

[1] À.À. Øèÿí Òåîðiÿ iãîð: îñíîâè òà çàñòîñóâàííÿ â åêîíîìiöi òà ìåíåäæìåíòi // Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê.

� Âiííèöÿ: ÂÍÒÓ� 2009. � 164 Ñ.

[2] Poundstone, W. John von Neumann // Encyclopedia Britannica. � https://www.britannica.com/biography/John-

von-Neumann� (äàòà çâåðíåííÿ: 05.04.2023).

[3] Bloomberg. Çàãðîçà ÿäåðíî¨ âiéíè çðîñòà¹ ðàçîì ç âiðîãiäíiñòþ ïîøèðåííÿ àðñåíàëiâ �

http://surl.li/hqw�� (äàòà çâåðíåííÿ: 05.04.2023).

[4] Game Theory and Data Science �https://melaniesoek0120.medium.com/game-theory-for-data-scientists-

81c5756fdf83 � (äàòà çâåðíåííÿ: 05.04.2023).

[5] Game Theory for Data Scientists. The basics: simultaneous move games & dominance solvable strategies �

https://towardsdatascience.com/game-theory-666abe63215e � (äàòà çâåðíåííÿ: 05.04.2023).



133

XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 5. � Ñ. 133.
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Ç ØÊIËÜÍÎÃÎ ÊÓÐÑÓ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

À. Ñà÷åâà

(Âîëèíñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Ëåñi Óêðà¨íêè, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ïðîöåñ iíôîðìàòèçàöi¨, ÿêèé îõîïèâ ñüîãîäíi âñi ñòîðîíè æèòòÿ ñó÷àñíîãî ñóñïiëü-

ñòâà, ìà¹ êiëüêà ïðiîðèòåòíèõ íàïðÿìêiâ, äî ÿêèõ ñëiä âiäíåñòè iíôîðìàòèçàöiþ îñâi-

òè. Âîíà ¹ ïåðøîîñíîâîþ ãëîáàëüíî¨ ðàöiîíàëiçàöi¨ iíòåëåêòóàëüíî¨ äiÿëüíîñòi ëþäè-

íè çà ðàõóíîê âèêîðèñòàííÿ iíôîðìàöiéíî-êîìóíiêàöiéíèõ òåõíîëîãié ó íàâ÷àííi.

Âèêîðèñòàííÿ iíôîðìàöiéíî-êîìóíiêàöiéíèõ òåõíîëîãié íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè äî-

ïîìàãà¹ ó÷èòåëþ çìåíøèòè ÷àñ íà âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó çà ðàõóíîê øâèäêîñòi

òà íàî÷íîñòi âèêîíàííÿ ðîáîòè, ïåðåâiðêè çíàííÿ çäîáóâà÷iâ îñâiòè â iíòåðàêòèâíîìó

ðåæèìi, òàêîæ äîïîìàãà¹ ðåàëiçîâóâàòè âåñü ïîòåíöiàë îñîáèñòîñòi òàêèõ ÿê òâîð÷èé,

åñòåòè÷íèé, ïiçíàâàëüíèé, êîìóíiêàòèâíèé òà ìîðàëüíî-åòè÷íèé.

Â íàø ÷àñ ãëîáàëüíà êîìï'þòåðèçàöiÿ òà iíôîðìàòèçàöiÿ íàäà¹ ñó÷àñíîìó ó÷èòåëþ

ìàòåìàòèêè, íåâiäîìi ðàíiøå çàñîáè iíòåíñèôiêàöi¨ ïðîöåñiâ iíòåëåêòóàëüíîãî ðîçâè-

òêó çäîáóâà÷iâ îñâiòè, îçáðî¹ííÿ ¨õ ñèñòåìîþ çíàíü òà ïðèéîìiâ ðîçóìîâî¨ äiÿëüíî-

ñòi. Òàêîæ âèêîðèñòàííÿ ñó÷àñíèõ iíôîðìàöiéíî-êîìóíiêàöiéíèõ òåõíîëîãié ñóòò¹âî

ïiäâèùó¹ iíòåðåñ äî ïiçíàííÿ ìàòåìàòèêè, ïiçíàâàëüíó àêòèâíiñòü òà ñàìîñòiéíîñòi

çäîáóâà÷iâ îñâiòè. Òîìó àêòóàëüíèì ¹ ñêîðèñòàòèñÿ iíôîðìàöiéíî-êîìóíiêàòèâíèìè

òåõíîëîãiÿìè ïðè âèâ÷åííi ìàòåìàòèêè äëÿ òîãî, ùîá ðîçêðèâàòè, ðîçâèâàòè òà ðå-

àëiçîâóâàòè iíòåëåêòóàëüíèé ïîòåíöiàë ó çäîáóâà÷iâ îñâiòè.

Ìåòà òà çàâäàííÿ iíôîðìàöiéíî-êîìóíiêàöiéíèõ òåõíîëîãié íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè:

1. Ïîðîäæóâàòè íàâè÷êè ðîáîòè ç êîìï'þòåðîì.

2. Ðîçâèâàòè ïàì'ÿòü, óâàãó òà òâîð÷ó çäiáíiñòü.

3. Ðîçâèâàòè iíòåëåêòóàëüíó àêòèâíiñòü äèòèíè òà çíàõîäèòè ðiøåííÿ ïðîáëåì-

íèõ ñèòóàöié.

4. Íàî÷íà ïðåçåíòàöiÿ íàâ÷àëüíîãî ìàòåðiàëó.

5. Ïîãëèáëåííÿ òà ïîøèðåííÿ çíàíü çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç ïåâíî¨ òåìè.

6. Äiàãíîñòèêà îòðèìàíèõ çíàíü.

7. Âèêîíóâàòè òâîð÷i ðîáîòè ðiçíîãî õàðàêòåðó.

Çàñòîñóâàííÿ iíôîðìàöiéíî-êîìóíiêàöiéíèõ òåõíîëîãié íà óðîêàõ ìîæå çäiéñíþ-

âàòèñÿ çà ðiçíèìè íàïðÿìêàìè âiäïîâiäíî äî ïîòðåá ïåâíîãî óðîêó: âèêîðèñòàííÿ
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ãîòîâèõ ìóëüòèìåäiéíèõ ïðîãðàì; ñòâîðåííÿ âëàñíèõ ðîçðîáîê çà äîïîìîãîþ ñòàí-

äàðòíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Ïåðåâàãè iíôîðìàöiéíî-êîìóíiêàòèâíèõ òåõíî-

ëîãié â íàâ÷àëüíîìó ïðîöåñi ìà¹ áåçëi÷ ïîçèòèâiâ ÿê äëÿ â÷èòåëÿ, òàê i äëÿ çäîáóâà-

÷à îñâiòè: iíäèâiäóàëiçàöiÿ íàâ÷àííÿ; iíòåíñèôiêàöiÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè çäîáóâà÷iâ

îñâiòè; çðîñòàííÿ îáñÿãó âèêîíàíèõ çàâäàíü íà óðîöi; ðîçøèðåííÿ iíôîðìàöiéíèõ

ïîòîêiâ ïðè âèêîðèñòàííi Internet; ïiäâèùåííÿ ìîòèâàöi¨ çà ðàõóíîê ðiçíîìàíiòíîñòi

ôîðì ðîáîòè.

Çàñòîñóâàííÿ îäíîãî iç íàéïîøèðåíiøèõ ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ, íà ñüîãîäíi ¹ åëåêòðî-

íà òàáëèöÿ Microsoft O�ce Excel. �¨ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè

äëÿ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ,

ÿêà çàäàíà àíàëiòè÷íî y = x2 + x. Ïðîöåñ ïîáóäîâè ãðàôiêà äàíî¨ ôóíêöi¨ â Excel:

Âèáðàòè ìåæi çìiíè àðãóìåíòó i êðîê çìiíè àðãóìåíòó.

1. Íåõàé xmin = −4, xmax = 4, △x = 0, 5.

2. Çàïîâíèòè ñòîâïåöü çíà÷åíü àðãóìåíòó ôóíêöi¨.

3. Ñòîâïåöü çíà÷åíü ôóíêöi¨ äiñòàíåìî, ÿêùî ó âiäïîâiäíó êîìiðêó ââåñòè ôîð-

ìóëó: = ÑÒÅÏIÍÜ(ÂI,2)+ÂI, äå I - íîìåð ðÿäêà.

4. Âèäiëèòè êîìiðêè Â3:Ñ19.

5. Âèêëèêàòè ¾Ìàéñòåð äiàãðàì¿ (íà ïàíåëi iíñòðóìåíòiâ).

6. Ç óñiõ çàïðîïîíîâàíèõ äiàãðàì, âèáðàòè òî÷êó ç ãëàäêèì ç'¹äíàííÿì.

7. Ïåðåâiðèòè äiàïàçîí ââåäåíèõ äàíèõ.

8. Âèêîíàòè îôîðìëåííÿ îäåðæàíîãî ãðàôiêà i ðîçìiñòèòè éîãî ó çðó÷íîìó ìiñöi.

Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòàííÿ iíôîðìàöiéíî-êîìóíiêàöiéíèõ òåõíîëîãié íà óðîêàõ

ìàòåìàòèêè ñòà¹ íåâiä'¹ìíîþ ÷àñòèíîþ òåïåðiøíüîãî íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó, ñó÷àñíi

òåõíîëîãi¨ äîçâîëÿþòü çáiëüøèòè øâèäêiñòü ñïðèéíÿòòÿ, ðîçóìiííÿ òà ãëèáèíó çà-

ñâî¹ííÿ âåëè÷åçíèõ ìàñèâiâ çíàíü. Öå ¹ çàïîðóêîþ áiëüø ÿêiñíîãî íàâ÷àííÿ.
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Ìàòåìàòèêà, áåç ïåðåáiëüøåííÿ, âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó ðîçâèòêó òà æèòòi ëþä-

ñòâà. Ìè ÷àñòî íåäîîöiíþ¹ìî âêëàä ìàòåìàòèêè â ìåäèöèíó òà ¨¨ âiäêðèòòÿ, òàêi ÿê

âèíàõiä ëiêiâ àáî ìåäè÷íî¨ àïàðàòóðè, à áà÷èìî â íié ëèøå iíñòðóìåíòàðié äëÿ îá÷è-

ñëåííÿ, âèìiðþâàííÿ, äîçóâàííÿ òà ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó. Îäíàê, âåëèêà êiëüêiñòü

òåõíîëîãi÷íèõ äîñÿãíåíü, ÿêèìè ëiêàði êîðèñòóþòüñÿ ñüîãîäíi, íîñèòü ìàòåìàòè÷íèé

õàðàêòåð i ¹ ðåçóëüòàòîì ñïiëüíèõ çóñèëü ìàòåìàòèêiâ, iíæåíåðiâ òà ìåäèêiâ.

Ìåäè÷íà âiçóàëiçàöiÿ � öå ïðîöåñ ñòâîðåííÿ çîáðàæåíü âíóòðiøíiõ îðãàíiâ, ùî

ïðîâîäèòüñÿ ç ìåòîþ êëiíi÷íîãî àíàëiçó àáî ìåäè÷íîãî âòðó÷àííÿ. Íàéïîøèðåíiøèé

ñïîñiá ¨¨ ïðîâåäåííÿ � êîìï'þòåðíà òîìîãðàôiÿ. Ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ êîìï'þòåðíî¨

òîìîãðàôi¨, ÿêà ñïî÷àòêó íå ïåðåäáà÷àëà êîíêðåòíîãî çàñòîñóâàííÿ, áóëà çàñíîâàíà

íà ïåðåòâîðåííi Ðàäîíà, ÿêå ââiâ ó 1917 ðîöi àâñòðiéñüêèé ìàòåìàòèê Éîãàí Ðàäîí.

À ïåðøèé ÊÒ-ñêàíåð áóâ âèíàéäåíèé Àëëåíîì Êîðìàêîì i Ãîäôði Õàóíñôiëäîì ó

1963 ðîöi [1].

Êîìï'þòåðíà òîìîãðàôiÿ áàçó¹òüñÿ íà ïðîñâi÷óâàííi äiëÿíêè îðãàíó ðåíòãåíiâ-

ñüêèìè ïðîìåíÿìè. Àïàðàò âèìiðþ¹ ïðîåêöi¨ ïðîìåíiâ (âåêòîð ¨õ iíòåíñèâíîñòi) òà

çãiäíî ç ëiíiéêîþ ôîòîäåòåêòîðiâ ïðèñâîþ¹ êîæíié òî÷öi (x; y) öèôðîâîãî çîáðàæå-

ííÿ ðiâåíü ñiðîãî â äiàïàçîíi âiä áiëîãî äî ÷îðíîãî [2].

Ìîâîþ ìàòåìàòèêè ÷îðíî-áiëå çîáðàæåííÿ ¹ ôóíêöi¹þ f(x; y), ÿêà ïðèñâîþ¹ êî-

æíîìó ïiêñåëþ ïåâíèé íîìåð, ùî âiäïîâiäà¹ éîãî ðiâíþ ñiðîãî. Ó 1920-õ ðîêàõ çî-

áðàæåííÿ êîäóâàëèñÿ çà äîïîìîãîþ ï'ÿòè ðiçíèõ ðiâíiâ ñiðîãî i ìàëè íèçüêó ÿêiñòü.

Çàðàç ñòàíäàðòîì ¹ 8-áiòíi çîáðàæåííÿ, òîáòî ìà¹ìî 28 = 256 ðiâíiâ ñiðîãî [3].

Îòæå, öèôðîâå çîáðàæåííÿ, ÿê ðåçóëüòàò êîìï'þòåðíî¨ òîìîãðàôi¨, ¹ ôóíêöi¹þ f(x;

y), ùî ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié òî÷öi (x; y) íà ïëîùèíi óçäîâæ òðà¹êòîði¨

ïðîõîäæåííÿ ðåíòãåíiâñüêèõ ïðîìåíiâ ÷åðåç îá'¹êò òà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîãëèíàííÿì

ðåíòãåíiâñüêîãî âèïðîìiíþâàííÿ òêàíèíàìè, ïðîïîðöiéíî ¨õ ùiëüíîñòi, àáî ôàçîâèì

çñóâîì õâèëi.

Iíøå íåî÷åâèäíå, àëå ïîøèðåíå çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòèêè â ìåäè÷íié ïðàêòèöi, à

ñàìå â óðîëîãi¨ � âèçíà÷åííÿ ðîçìiðó íèðêè çà ñïðîùåíîþ ôîðìóëîþ ìàòåìàòè÷íî¨

ìîäåëi åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ: V = π·a·b·c
6

, äå a � ðîçìið íèðêè ïî âåðòèêàëi, b � ïîïå-

ðå÷íèé ðîçìið, c � ïåðåäíüî-çàäíié ðîçìið. Àíàëîãi÷íî ìîæíà îá÷èñëþâàòè ðîçìið

êiñòè, ïàðåíõiìè òà ñèíóñè íèðîê [4, 5].
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Êðiì òîãî, âëàñòèâîñòi åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ, à ñàìå éîãî îïòè÷íà çäàòíiñòü, âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ëiêóâàííi íåôðîëiòiàçó. Íåõàé åëiïñ âèãîòîâëåíî iç ìàòåðiàëó,

çäàòíîãî âiäáèâàòè ïðîìåíi ñâiòëà. Äæåðåëî ñâiòëà ðîçìiùóþòü ó ôîêóñi F1, ñâiòëî

ðîçñiþ¹òüñÿ, âiäáèâà¹òüñÿ âiä ñòiíîê i âñi ïðîìåíi çáèðàþòüñÿ ó ôîêóñi F2. Òîìó, ùîá

ðîçäðîáèòè ëàçåðîì êàìiíü ó íèðöi, ïðèéìàþòü öþ òî÷êó çà F1. Îïåðàöiÿ âèêîíó¹-

òüñÿ çà äîïîìîãîþ àïàðàòà, ùî ìà¹ ôîðìó åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ iç äæåðåëîì âèïðî-

ìiíþâàííÿ, ðîçìiùåíèì ó ôîêóñi F2. Òàêèì ÷èíîì ëàçåðíi ïðîìåíi âiäáèâàþòüñÿ âiä

ïîâåðõíi ñòiíîê òà àêóìóëþþòüñÿ ó F1 � ìiñöåçíàõîäæåííi êàìåíþ, ó ðåçóëüòàòi ÷îãî

âiäáóâà¹òüñÿ éîãî ðóéíóâàííÿ [6].

Ìàòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ ìàþòü êîðèñíå òà ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ, ïðèçâîäÿòü

äî iííîâàöié i íàâiòü ðÿòiâíèõ òåõíîëîãié, çîêðåìà â ìåäèöèíi. Âàæêî ïåðåîöiíèòè

ðîëü ìàòåìàòèêè, òàêî¨ àáñòðàêòíî¨ i â òîé æå ÷àñ òàêî¨ òî÷íî¨ íàóêè, ÿêà â ñèìáiîçi

iç ïðèêëàäíèìè íàóêàìè ñòà¹ ðóøiéíîþ ñèëîþ íîâàòîðñüêèõ iäåé i íàäiéíîþ îïîðîþ

äëÿ ¨õ ðåàëiçàöi¨.

Ëiòåðàòóðà

[1] Gonzalez, R. C. Digital Image Processing / R. C. Gonzalez, R. E. Woods // Upper Saddle River, NJ, USA:

Prentice-Hall, Inc., 3rd ed. � 2006.

[2] Ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè ðåíòãåíiâñüêî¨ êîìï'þòåðíî¨ òîìîãðàôi¨ / Í. Î. Òóëÿêîâà, Î. Ì. Òðîôèì÷óê

// Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ â åêîíîìiöi. � 2019. � � 4(17). � Ñ. 50-66. � Áiáëiîãð.: 11 íàçâ. � óêð.

[3] Ïóòÿòií �. Ï. Çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ðàäîíà äëÿ íîðìàëiçàöi¨ çîáðàæåíü / �. Ï. Ïóòÿòií, Î. Â.

Ãîðîõîâàòñüêèé // Áiîíiêà iíòåëåêòó. � 2005. � � 1(62).� Ñ. 3-9.

[4] Ìîíàñòèðñüêèé Â. Ì. Õàðàêòåðèñòèêà ïàðàìåòðiâ íèðêè çà äàíèìè ìàãíiòíî-ðåçîíàíñíî¨ òîìîãðàôi¨

õâîðèõ íà ñå÷îêàì'ÿíó õâîðîáó â îñiá ç ¹äèíîþ íèðêîþ / Â. Ì. Ìîíàñòèðñüêèé // Êëiíi÷íà àíàòîìiÿ òà

îïåðàòèâíà õiðóðãiÿ. � 2018. � Ò. 17, � 3. � Ñ. 38-43.

[5] Âàðâàøåíÿ Ì. Â. Âèáið òàêòèêè ìàëîiíâàçèâíèõ åíäîóðîëîãi÷íèõ âòðó÷àíü ó õâîðèõ ïðîñòèìè êiñòà-

ìè íèðîê : äèñ. ... êàíä. ìåä. íàóê : 14.01.06 � Óðîëîãiÿ / Ì. Â. Âàðâàøåíÿ ; ÄÇ ¾Çàïîðiçüêà ìåäè÷íà

àêàäåìiÿ ïiñëÿäèïëîìíî¨ îñâiòè ÌÎÇ Óêðà¨íè¿. � Çàïîðiææÿ, 2016. � C. 140.

[6] Loske A. M. More E�cient Focusing for Extracorporeal Shock Wave Lithotripsy / A. M. Loske, F. E. Prieto.

// American Institute of Physics. � 2001. � P. 99�104.



137

XI Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñåêöiÿ 5. � Ñ. 137.

ÏÐÎÏÎÇÈÖI� ÙÎÄÎ ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ ÓÐÎÊÓ ÇÀÑÂÎ�ÍÍß
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Ó ïðîöåñi íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè âàæëèâèì àñïåêòîì ¹ ïîâòîðåííÿ ïðîéäåíîãî ðà-

íiøå ìàòåðiàëó. Çîêðåìà, ïðèãàäóâàííÿ ãîòó¹ ó÷íiâ äî âèâ÷åííÿ íàñòóïíèõ òåì. Ïðî

öå çàçíà÷àþòü Ç.I. Ñë¹ïêàíü, Ì.I. Áóðäà, �.Ï. Íåëií, Â.Ã. Áåâç, Í.À. Òàðàñåíêîâà

òà iíøi ôàõiâöi â ãàëóçi ìåòîäèêè íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè. Ó ñâî¨é ïåäàãîãi÷íi ïðà-

êòèöi ïîìi÷àþ, ùî ÷àñîì ïîâòîðåííÿ ïåðåðîñòà¹, ôàêòè÷íî, â ïîâòîðíå âèâ÷åííÿ ç

ïðè÷èíè çàáóâàííÿ ó÷íÿìè çíà÷íî¨ ÷àñòèíè íàâ÷àëüíîãî ìàòåðiàëó. Òîìó àêòóàëü-

íîþ ¹ ïðîáëåìà òàêî¨ îðãàíiçàöi¨ âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè, êîòðà áè ñïðèÿëà ñïðèÿííÿì

êðàùîìó çàïàì'ÿòîâóâàííþ ó÷íÿìè íàâ÷àëüíîãî ìàòåðiàëó. Ñïèðàþ÷èñü íà äîñëi-

äæåííÿ ó ãàëóçi êîãíiòèâiñòèêè [2, 3, 5] òà âëàñíi ñïîñòåðåæåííÿ, âèîêðåìëþ äåÿêi

ïðè÷èíè çàáóâàííÿ ó÷íÿìè âèâ÷åíîãî ìàòåðiàëó, çóìîâëåíi îñîáëèâîñòÿìè îðãàíiçà-

öi¨ íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó:

(1) íåäîñòàòí¹ âiäïðàöþâàííÿ íàâè÷îê ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ òåìè;

(2) íåñâî¹÷àñíå ïîâòîðåííÿ (çàðàíî, êîëè iíôîðìàöiÿ òðèìà¹òüñÿ â îïåðàòèâíié

ïàì'ÿòi, àáî æ çàïiçíî, êîëè âiäïîâiäíî äî êðèâî¨ çàáóâàííÿ Åááiíãàóçà [1]

÷àñòèíà iíôîðìàöi¨ âòðàòèëàñÿ;

(3) íàäìiðíà êîíöåíòðàöiÿ iíôîðìàöi¨, ÿêó ó÷åíü íåçäàòíèé âòðèìàòè îäíî÷àñíî

â îïåðàòèâíié ïàì'ÿòi, à îòæå îòðèìó¹ ëèøå ôðàãìåíòè çíàíü, ÿêi ìîæóòü íå

ñôîðìóâàòè öiëiñíó êàðòèíó â äîâãîòåðìiíîâié ïàì'ÿòi [2, 3].

(4) íèçüêèé ðiâåíü êîíöåíòðàöi¨ óâàãè.

Íà îñíîâi âëàñíîãî äîñâiäó ðîáîòè ç ó÷íÿìè, ÿ ïðîïîíóþ òàêi êðîêè äî óñóíåííÿ

íàâåäåíèõ ôàêòîðiâ.

Íåäîñòàòí¹ âiäïðàöþâàííÿ íàâè÷îê. Ïðiîðèòåòîì êëàñíî¨ ðîáîòè ïîñòàâèòè

ïðàêòèêó âèêîíàííÿ çàâäàíü, ïåðåâàæíî ó ãðóïîâié ÷è ñàìîñòiéíié ðîáîòi ó÷íÿ. Çà

ïîòðåáè âäàòèñÿ äî òåõíîëîãi¨ ïåðåâåðíóòîãî íàâ÷àííÿ, êîëè òåîðåòè÷íà ÷àñòèíà

âèíîñèòüñÿ íà äîìàøíþ ðîáîòó.

Íåñâî¹÷àñíå ïîâòîðåííÿ. Ïåðåäáà÷èòè ó êàëåíäàðíî-òåìàòè÷íîìó ïëàíóâàííi

iíòåðâàëüíå ïîâòîðåííÿ ïðîéäåíî¨ òåìè (îêðåìî âiä àêòóàëiçàöi¨ çíàíü ïåðåä âèâ÷å-

ííÿì iíøî¨) âiäïîâiäíî äî êðèâî¨ çàáóâàííÿ.
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Íàäìiðíà êîíöåíòðàöiÿ iíôîðìàöi¨. Ðîçáèòè ïëàíîâàíèé íàâ÷àëüíèé ìàòåði-

àë íà ïiäòåìè ïî 3-5 íîâèõ ôðàãìåíòiâ ó êîæíîìó, i ïiñëÿ êîæíîãî ç íèõ äîäàòè

âïðàâè íà çàñòîñóâàííÿ íîâèõ çíàíü [4].

Âiäâîëiêàííÿ òà íèçüêà êîíöåíòðàöiÿ óâàãè. Äîòðèìóâàòèñÿ ìiíiìàëiçìó â

îôîðìëåííi íàâ÷àëüíèõ ìàòåðiàëiâ; çìiíþâàòè ôîðìè òà âèäè äiÿëüíîñòi ó÷íÿ êîæíi

10-12 õâèëèí.

Òàêèì ÷èíîì, óðîê çàñâî¹ííÿ íîâèõ çíàíü ìà¹ îði¹íòîâíó ñòðóêòóðó:

(1) àêòóàëiçàöiÿ çíàíü äî íîâî¨ òåìè

(2) òåîðåòè÷íà ÷àñòèíà (3-5 íîâèõ ôðàãìåíòiâ)

(3) ïðàêòè÷íà ÷àñòèíà (çàâäàííÿ ïî÷àòêîâîãî òà ñåðåäíüîãî ðiâíÿ)

(4) ïîâòîðåííÿ ïóíêòiâ 2,3 äâi÷i ÷è òðè÷i çà óðîê

(5) ñèñòåìàòèçàöiÿ íîâîãî ìàòåðiàëó (óñíå ïîâòîðåííÿ, ñêëàäàííÿ òàáëèöü ÷è

ñòðóêòóðíèõ ñõåì)

Ïðè çàñòîñóâàííi ìíîþ ïðîïîíîâàíî¨ ñèñòåìè ââåäåííÿ íîâèõ ïîíÿòü ó 10 êëàñi

ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ òåìè ¾Ïîõiäíà òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ¿ ó÷íi ïîêàçàëè íà ïiäñóìêîâîìó

òåñòóâàííi ñåðåäíié ðåçóëüòàò ó 76% ïðàâèëüíî âèêîíàíèõ çàâäàíü ïðîòè 65% óñïi-

øíîñòi çà òåñò iç òåìè ¾Òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨¿, êîëè ââåäåííÿ ïîíÿòü âiäáóâàëîñÿ

iíøèì ÷èíîì. Òàêi ðåçóëüòàòè äàþòü ïiäñòàâó ââàæàòè, ùî ïðîïîíîâàíà ñòðóêòóðà

óðîêó çàñâî¹ííÿ çíàíü ìîæå ïîêðàùèòè ðåçóëüòàòè íàâ÷àííÿ. Ïðîòå äàíi ïðèïóùåí-

íÿ ïîòðåáóþòü ïîäàëüøî¨ ïåðåâiðêè øëÿõîì ïðîâåäåííÿ ïåäàãîãi÷íîãî åêñïåðèìåíòó

íà øèðøié âèáiðöi òà â ìåæàõ âèâ÷åííÿ îäíi¹¨ òåìè.

Âèñíîâêè. Çàïàì'ÿòîâóâàííÿ ó÷íÿìè íîâîãî ìàòåðiàëó ¹ âàæëèâèì äëÿ çàáåç-

ïå÷åííÿ ïîñòóïîâîñòi âèâ÷åííÿ òåì çà øêiëüíèé êóðñ ìàòåìàòèêè. Çàïðîïîíîâà-

íî ðåêîìåíäàöi¨ ùîäî îðãàíiçàöi¨ óðîêó çàñâî¹ííÿ çíàíü çàäëÿ ïîêðàùåííÿ çà-

ïàì'ÿòîâóâàííÿ ó÷íÿìè iíôîðìàöi¨. Åêñïåðåìåíòàëüíà ïåðåâiðêà äàíî¨ ãiïîòåçè ¹

ïðåäìåòîì ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü.
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Çãiäíî íàâ÷àëüíèõ ïðîãðàì ç ìàòåìàòèêè äëÿ ó÷íiâ 5-9 êëàñiâ òà ìîäåëüíèõ íà-

â÷àëüíèõ ïðîãðàìàõ 5-6 êëàñiâ îäíi¹þ ç êëþ÷îâèõ âèçíà÷åíà êîìïåòåíòíiñòü ïiäïðè-

¹ìëèâiñòü òà ôiíàíñîâà ãðàìîòíiñòü. [1,2,3,4].

Ôîðìóâàííÿ ïiäïðè¹ìëîâîñòi òà ôiíàíñîâî¨ ãðàìîòíîñòi ïî÷èíà¹òüñÿ ùå ç ïî÷à-

òêîâî¨ øêîëè.[5]

Êîìïåòåíòíiñòü ïiäïðè¹ìëèâiñòü òà ôiíàíñîâà ãðàìîòíiñòü ¹ âàæëèâîþ ñêëàäîâîþ

óñïiõó â ñó÷àñíîìó ñâiòi. Âîíà âêëþ÷à¹ ó ñåáå ðîçóìiííÿ ðèíêîâèõ ïðîöåñiâ, ïëà-

íóâàííÿ òà óïðàâëiííÿ ðåñóðñàìè òà ðèçèêàìè, àíàëiç äàíèõ òà ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü,

êîìóíiêàöiéíi òà ëiäåðñüêi íàâè÷êè, ôiíàíñîâó ãðàìîòíiñòü òà iíøå.

Âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè â ñåðåäíié øêîëi ìîæå âiäiãðàâàòè âàæëèâó ðîëü ó ôîðìó-

âàííi êîìïåòåíòíîñòi ïiäïðè¹ìëèâîñòi òà ôiíàíñîâî¨ ãðàìîòíîñòi ó÷íiâ. Äëÿ äîñÿãíå-

ííÿ öi¹¨ ìåòè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ðiçíîìàíiòíi ìåòîäè òà ïiäõîäè, ñåðåä ÿêèõ

ìîæíà âèäiëèòè íàñòóïíi:

1. Çàñòîñóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü òà ïðîåêòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç ðåàëüíèìè æèò-

ò¹âèìè ñèòóàöiÿìè, ÿêi âèìàãàþòü çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ çíàíü òà íà-

âè÷îê. Íàïðèêëàä, ñòâîðåííÿ áiçíåñ-ïëàíó, ðîçðîáêà ïðîåêòó iíâåñòóâàííÿ,

îöiíêà ðèçèêiâ òîùî.

2. Ðîçâèòîê êðèòè÷íîãî ìèñëåííÿ òà àíàëiòè÷íèõ íàâè÷îê ó÷íiâ, ÿêi ¹ âàæëè-

âèìè ñêëàäîâèìè ïiäïðè¹ìëèâîñòi òà ôiíàíñîâî¨ ãðàìîòíîñòi. Ó÷íi ïîâèííi

íàâ÷èòèñÿ àíàëiçóâàòè ðiçíi ôiíàíñîâi iíôîðìàöi¨, îöiíþâàòè ¨¨ äîñòîâiðíiñòü

òà êîðèñíiñòü.

3. Âèêîðèñòàííÿ iíòåðàêòèâíèõ òåõíîëîãié òà iãðîâèõ ôîðìàòiâ íàâ÷àííÿ, ÿêi

ìîæóòü ñòèìóëþâàòè iíòåðåñ äî ìàòåìàòèêè òà ôiíàíñiâ. Íàïðèêëàä, âèêîðè-

ñòàííÿ êîìï'þòåðíèõ ïðîãðàì äëÿ ðîçðàõóíêó ôiíàíñîâèõ ïîêàçíèêiâ, iãðîâèõ

ñèìóëÿöié äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðiçíèõ ôiíàíñîâèõ ñèòóàöié.

© Î.Â. Òêà÷, 2023
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Îäíèì ç íàéïðîñòiøèõ ñïîñîáiâ ôîðìóâàííÿ ïiäïðè¹ìíèöüêî¨ êîìïåòåíöi¨ â øêiëü-

íîìó êóðñi ìàòåìàòèêè ¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ôiíàíñîâîãî çìiñòó. Îñêiëüêè íåîáõi-

äíîþ óìîâîþ ôîðìóâàííÿ êîìïåòåíòíîñòi ¹ ñàìå äiÿëüíiñíà ñïðÿìîâàíiñòü íàâ÷àí-

íÿ[2], òî äëÿ ôîðìóâàííÿ ïiäïðè¹ìíèöüêî¨ êîìïåòåíòíîñòi äîöiëüíî çàïðîïîíóâàòè

ó÷íÿì çàäà÷i, ÿêi iëþñòðóþòü çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó íà ïðàêòèöi òà

áóäóòü ñïîíóêàòè ó÷àñíèêiâ îñâiòíüîãî ïðîöåñó äî êðèòè÷íîãî ìèñëåííÿ òà çíàéîìè-

òèìóòü ç åëåìåíòàðíèìè ôiíàíñîâèìè ïîíÿòòÿìè.

Ïðèêëàä 1. Ó êíèæêîâîìó ìàãàçèíi �Ìàëåíüêèé ïðèíö� êîøòó¹ 128,5 ãðí, à

â iíòåðíåò-ìàãàçèíi - 99,9 ãðí. Îá÷èñëiòü, íà ñêiëüêè äåøåâøå êíèãà â iíòåðíåò-

ìàãàçèíi, íiæ ó êíèæêîâîìó. Ùî áiëüø âèãiäíî çàìîâèòè êíèæêó â iíåðíåò-ìàãàçèíi

(äîñòàâêà êîøòó¹ 50 ãðí), ïðîòå ç êåøáåêîì, ÿêèé ñòàíîâèòü 34 âiä âàðòîñòi êíèãè,

÷è êóïèòè â ìàãàçèíi?

Âàæëèâîþ ÷àñòèíîþ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ¹ îáãîâîðåííÿ ïîñòàâëåíî¨ ïðîáëåìè òà

ïîøóê øëÿõiâ ¨¨ âèðiøåííÿ, òiëüêè òîäi ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ôîðìóâàííÿ êîìïåòåí-

òíîñòi â ó÷íÿ.

Íà æàëü, íàðàçi ðîçðîáëåíî íåäîñòàòíÿ êiëüêiñòü íàâ÷àëüíèõ òà ìåòîäè÷íèõ ìà-

òåðiàëiâ äëÿ åôåêòèâíî¨ ðåàëiçàöi¨ öi¹¨ êîìïåòåíòíîñòi.

Îòæå, êîìïåòåòíiñòü ïiäïðè¹ìëèâiñòü òà ôiíàíñîâà ãðàìîòíiòü ÿâëÿ¹òüñÿ îäíi¹þ ç

êëþ÷îâèõ àäæå äîçâîëÿ¹ ñôîðìóâàòè åêîíîìi÷íî íåçàëåæíó îñîáèñòiñòü, ÿêà ìîæå

êðèòè÷íî ìèñëèòè, ðîáèòè ñâiäîìèé âèáið òà ðîçïîðÿäæàòèñÿ âëàñíèì áþäæåòîì.

Äàíå ïèòàííÿ ïîòðåáó¹ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü òà ðîçðîáêè íàâ÷àëüíèõ òà ìåòîäè-

÷íèõ ìàòåðiàëiâ.
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ËÅÎÏÎËÜÄ ÊÐÎÍÅÊÅÐ

Â.Ï. ßöóíåíêî, Ò.Â. Ìàëîâi÷êî

(ÊÏI iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, Êè¨â, Óêðà¨íà)

Ëåîïîëüä Êðîíåêåð íàðîäèâñÿ â çàìîæíié ¹âðåéñüêié ðîäèíi 7 ãðóäíÿ 1823 ð. â

Ëiãíiöi, Ïðóññiÿ. ßê i éîãî áàòüêè, âií äîòðèìóâàâñÿ ióäà¨çìó ìàéæå âñå æèòòÿ i

òiëüêè çà ðiê äî ñìåðòi ïåðåéøîâ ó õðèñòèÿíñòâî. Éîãî áàòüêî, Iñiäîð Êðîíåêåð,

âëàñíèê ïðîöâiòàþ÷îãî òîðãîâîãî áiçíåñó, áóâ äîáðå îñâi÷åíîþ ëþäèíîþ ç íåâãàìîâ-

íîþ æàãîþ äî ôiëîñîôi¨, ÿêó âií ïåðåäàâ Ëåîïîëüäó. Ìàòè, Éîõàííà Ïðàóñíèöåð,

òàêîæ ïîõîäèëà ç çàìîæíî¨ ðîäèíè [1]. Áàòüêè íàéìàëè ðåïåòèòîðiâ äëÿ ïî÷àòêîâî¨

îñâiòè ñâî¨õ äiòåé. Áðàò Ëåîïîëüäà, Êàðë Ãóãî Êðîíåêåð (1839�1914) ñòàâ âiäîìèì

ôiçiîëîãîì.

Ëåîïîëüä Êðîíåêåð ïðîäîâæèâ íàâ÷àííÿ ó ãiìíàçi¨ Ëiãíiöÿ, äå íà íüîãî ñèëüíî

âïëèíóâ éîãî âèêëàäà÷ Åðíñò Åäóàðä Êóììåð. Âií ðîçãëåäiâ ó ñâî¹ìó ó÷íi âåëèêi

ìàòåìàòè÷íi çäiáíîñòi òà âïðîâàäèâ éîìó iíäèâiäóàëüíó ïðîãðàìó [2].

Ó 1841 ð. Êðîíåêåð âñòóïèâ äî Áåðëiíñüêîãî óíiâåðñèòåòó, äå âií çàõîïèâñÿ ìàòåìà-

òèêîþ, àëå íå îáìåæóâàâñÿ òiëüêè íåþ. Âií òàêîæ âèâ÷àâ àñòðîíîìiþ, ìåòåîðîëîãiþ,

õiìiþ. Òîäi íà íüîãî âïëèíóëè òàêi ìàòåìàòèêè, ÿê Äiðiõëå òà ßêîái, ÿêi ïðèâèëè

éîìó ëþáîâ äî òåîði¨ ÷èñåë òà åëiïòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêèìè âií çàéìàâñÿ âñå ñâî¹

æèòòÿ. Òàêîæ âií íàâ÷àâñÿ â óíiâåðñèòåòàõ Áîííà òà Áðåñëàó [1]. Ó 1845 ð. Êðîíå-

êåð çàõèñòèâ äèñåðòàöiþ, ïðèñâÿ÷åíó àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëàì, íà òåìó ½De Unitatibus

Complexis� çà ÿêó âií îòðèìàâ ñòóïiíü äîêòîðà ôiëîñîôi¨.

Îäðàçó ïiñëÿ çàõèñòó äèñåðòàöi¨, ó âiöi 22 ðîêiâ, Êðîíåêåð îòðèìàâ âåëèêèé ñïà-

äîê âiä ñâîãî äÿäüêà òà íà 8 ðîêiâ çàíóðèâñÿ ó ïðîáëåìè áiçíåñó, âiäiéøîâøè âiä

ïðîôåñiéíîãî çàíÿòòÿ ìàòåìàòèêîþ, ïî÷àâøè çàéìàòèñÿ íåþ ó âëàñíèé ÷àñ. Ó 1848

ð. âií îäðóæèâñÿ íà ñâî¨é êóçèíi, Ôàííi Ïðàóñíèöåð, ç ÿêîþ âií ïðîæèâ ðåøòó ñâîãî

æèòòÿ. Ïîäðóææÿ ìàëî øåñòåðî äiòåé.

Ó 1853 ð. Êðîíåêåð ïiñëÿ òðèâàëî¨ ïåðåðâè îïóáëiêóâàâ ïðàöþ ¾Uber die algebrai-

sch au�osbaren Gleichungen¿, ïðèñâÿ÷åíó òåîði¨ ðiâíÿíü òà òåîði¨ Ãàëóà. Ó öåé ÷àñ âií

ïî÷àâ àêòèâíå ëèñòóâàííÿ iç âèäíiøèìè ìàòåìàòèêàìè Ôðàíöi¨ òîãî ÷àñó. Ó 1855 ð

âií ïîâåðíóâñÿ äî Áåðëiíó òà ïîñèëèâ ñâîþ àêòèâíiñòü ó ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæå-

ííÿõ. Âií íå õîòiâ áóòè ïðàöåâëàøòîâàíèì â óíiâåðñèòåòi, à ïðîñòî áðàòè ó÷àñòü ó

¾ìàòåìàòè÷íîìó æèòòi¿ óíiâåðñèòåòó òà êîíòàêòóâàòè ç iíøèìè ìàòåìàòèêàìè ùîäî

ñâî¨õ äîñëiäæåíü.

© Â.Ï. ßöóíåíêî, Ò.Â. Ìàëîâi÷êî, 2023



142

Ó 1862 ðîöi Êðîíåêåð ïî÷àâ ÷èòàòè ëåêöi¨ ó Áåðëiíñüêîìó óíiâåðñèòåòi (çäåáiëü-

øîãî íà òåìó âëàñíèõ äîñëiäæåíü), à ÷åðåç 20 ðîêiâ âií çàéíÿâ ìiñöå Êóììåðà íà

ïîçèöi¨ ïðîôåñîðà [2]. Ëåêöi¨ Êðîíåêåðà íå áóëè ïîïóëÿðíèìè ñåðåä ñòóäåíòiâ iç-çà

ñâî¹¨ ñêëàäíîñòi, àëå äî òèõ, õòî âñå æ òàêè ¨õ âiäâiäóâàâ, Êðîíåêåð ñòàâèâñÿ äóæå

ïðèâiòíî òà çàâæäè ÷åêàâ ¨õ ó ñâî¹ìó äîìi äëÿ îáãîâîðåííÿ íîâiòíiõ ìàòåìàòè÷íèõ

ïðîáëåì. Êðîíåêåð çäîáóâ ñâîþ âiäîìiñòü íå ëèøå çàâäÿêè ñâî¨ì âèäàòíèì ðîáîòàì,

à i ÷åðåç ñâî¨ îñîáëèâi ïîãëÿäè íà ìàòåìàòèêó. Òàê âií çàïåðå÷óâàâ ðåçóëüòàòè Âåé¹ð-

øòðàññà â àíàëiçi, íå âèçíàâàâ òðàíñöåíäåíòíèõ ÷èñåë. ßê ÷ëåí ðåäêîëåãi¨ æóðíàëó

¾Crelle's Journal¿ âií íå áðàâ äî ïóáëiêàöi¨ ðîáîòè Êàíòîðà ç òåîði¨ ìíîæèí, ââàæàþ-

÷è, ùî òàêèõ îá'¹êòiâ ïðîñòî íå iñíó¹ [1]. Âií áóâ âïåâíåíèé, ùî ìàòåìàòèêè ìîæóòü

ëèøå âiäêðèâàòè âæå iñíóþ÷i îá'¹êòè, à íå ñòâîðþâàòè íîâi, à ñàìà ìàòåìàòèêà ìà¹

ìàòè ñïðàâó ëèøå iç îá'¹êòàìè, ç ÿêèìè ìè ñòèêà¹ìîñÿ â ðåàëüíîìó æèòòi. Êðîíåêåð

áóâ çà ðîçäiëåííÿ ìàòåìàòèêè íà äèñöèïëiíè, êîæíà ç ÿêèõ çàéìàëàñÿ á âëàñíèìè

îá'¹êòàìè: ¾Äiéñíî, ÿ ââàæàþ ñïåöiàëüíèìè äèñöèïëiíàìè íàøî¨ íàóêè ìåõàíiêó, ÿêà

îïåðó¹ ïîíÿòòÿì ÷àñó, ãåîìåòðiþ, ÿêà ïðàãíå âiäêðèòè ïðîñòîðîâi çàëåæíîñòi, äå ÷àñ

íå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ, i òàê çâàíó ÷èñòó ìàòåìàòèêó, äå íå ç'ÿâëÿþòüñÿ àíi ÷àñ, àíi ïðîñòið

i ÿêó ÿ õî÷ó íàçâàòè ¾àðèôìåòèêà¿¿ [3].

23 ñåðïíÿ 1891 âíàñëiäîê íåùàñíîãî âèïàäêó ïîìåðëà äðóæèíà Êðîíåêåðà. Âií

ïîìåð ó ñâî¹ìó äîìi â Áåðëiíi âiä áðîíõiòó 29 ãðóäíÿ 1891 ð.
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