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Божествений геометр



Катастрофа 1665 року

Помер П. Ферма (1601–1665)



Катастрофа 1665 року

Б. Паскаль (1623–1662)



Катастрофа 1665 року

I. Кеплер (1571–1630)
Г. Галiлей (1564–1642)
Р. Декарт (1596–1650)

Якщо я й бачив далi вiд iнших, то через те,

що стояв на плечах гiгантiв . . .

Iсаак Ньютон



Математика до 1665 року

1. Геометрiя Евклiда
2. Листування Ферма та Паскаля
3. Теорiя чисел Ферма
4. Розв’язання рiвнянь 3 ступеня
5. Нескiнченна геометрична прогресiя
6. Розбiжнiсть гармонiчного ряду
7. Бiном “Ньютона”



Iсаак Ньютон (1642–1726)



I. Ньютон про березень 1665 року

На початку 1665 року я знайшов
метод наближених рядiв i прави-
ло перетворення будь-якого сте-
пеня двочлена в такий ряд . . .



I. Ньютон про листопад 1665 року

. . . у листопадi одержав прямий
метод флюксiй [диференцiальне
числення] . . .



I. Ньютон про травень 1666 року

. . . а в травнi приступив до зворо-
тного методу флюксiй [iнтеграль-
не числення]. . .



I. Ньютон про цей перiод його життя

У цей час я переживав найкращу
пору своєї юностi й бiльше цiка-
вився математикою й фiлософi-
єю, як нiчим досi . . .



Що це нагадує?

•



А це?

•
• •

• • •
• • • •



Трикутник Паскаля

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1



Правило суми ↙

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1



Вирiвняємо по лiвому краю

•
• •
• • •
• • • •
• • • • •



Вирiвняємо по лiвому краю

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1



Правило суми ↓

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1



Додамо нулiв справа

n = 0
n = 1
n = 2
n = 3
n = 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0 . . .
1 1 0 0 0 . . .
1 2 1 0 0 . . .
1 3 3 1 0 . . .
1 4 6 4 1 . . .



Ньютон додав рядок n = −1

n = −1
n = 0
n = 1
n = 2
n = 3
n = 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

? ? ? ? ? . . .
1 0 0 0 0 . . .
1 1 0 0 0 . . .
1 2 1 0 0 . . .
1 3 3 1 0 . . .
1 4 6 4 1 . . .



щоб зберiгалось правило суми ↓

n = −1
n = 0
n = 1
n = 2
n = 3
n = 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1 1 . . .
1 0 0 0 0 . . .
1 1 0 0 0 . . .
1 2 1 0 0 . . .
1 3 3 1 0 . . .
1 4 6 4 1 . . .



Додамо рядок n = −2

n = −2
n = −1
n = 0
n = 1
n = 2
n = 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 3 −4 5 . . .
1 −1 1 −1 1 . . .
1 0 0 0 0 . . .
1 1 0 0 0 . . .
1 2 1 0 0 . . .
1 3 3 1 0 . . .



Додамо рядок n = −3

n = −3
n = −2
n = −1
n = 0
n = 1
n = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −3 6 −10 15 . . .
1 −2 3 −4 5 . . .
1 −1 1 −1 1 . . .
1 0 0 0 0 . . .
1 1 0 0 0 . . .
1 2 1 0 0 . . .



Додамо рядок n = −4

n = −4
n = −3
n = −2
n = −1
n = 0
n = 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −4 10 −20 35 . . .
1 −3 6 −10 15 . . .
1 −2 3 −4 5 . . .
1 −1 1 −1 1 . . .
1 0 0 0 0 . . .
1 1 0 0 0 . . .



Бiном Ньютона

(x + y)1 = 1 · x1 + 1 · y1

(x + y)2 = 1 · x2 + 2 · xy + 1 · y2

(x + y)3 = 1 · x3 + 3 · x2y1 + 3 · x1y2 + 1 · y3

(x + y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4



Бiном Ньютона

(1 + x)1 = 1 + x

(1 + x)2 = 1 + 2x + x2

(1 + x)3 = 1 + 3x + 3x2 + x3

(1 + x)4 = 1 + 4x + 6x2 + 4x3 + x4



Бiном Ньютона n = −1

n = −1
∣∣ 1 −1 1 −1 . . .

(1+x)−1 = 1−x+x2−x3+x4−x5+ . . .

1

1 − (−x)
= (−x)0+(−x)1+(−x)2+(−x)3+. . .



Сума нескiнченої геометричної прогресiї

1

1 + x
= 1 − x + x2 − x3 + x4 − x5 + . . .



Чи є щось мiж рядками?

n = 0

n =1
2

n = 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0 0 . . .

1 1
2 -18

1
16 - 5

128 . . .
1 1 0 0 0 . . .



Чи є щось мiж рядками?

n = 0

n = 1
2

n = 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0 0 . . .

1 1
2 -18

1
16 - 5

128 . . .
1 1 0 0 0 . . .



Як Ньютон це побачив?

(1 + x)1/2 = 1 + c1x + c2x
2 + c3x

3 + . . .

1 + x = (1 + x)1/2 · (1 + x)1/2



1 + x = (1 + c1x + c2x
2 + c3x

3 + . . . )

× (1 + c1x + c2x
2 + c3x

3 + . . . )

1 = 2c1

0 = 2c2 + c2
1

0 = 2c3 + 2c1c2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



1 = 2c1 ⇐⇒ c1 =
1

2

0 = 2c2 + c2
1 ⇐⇒ c2 = −1

8

0 = 2c3 + 2c1c2 ⇐⇒ c3 =
1

16

0 = 2c4 + 2c1c3 + c2
2 ⇐⇒ c4 = − 5

128
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Справжнiй бiном Ньютона

(x + xy)
m
n = x

m
n +

m

n
· Ay+

+
m − n

2n
· By+

+
m − 2n

3n
· Cy+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Коефiцiєнти A, B, C, . . .

A це перший член розкладу
B це другий член розкладу
C це третiй член розкладу

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Коефiцiєнт A

(x + xy)
m
n = x

m
n + . . .

A = x
m
n



Коефiцiєнт B

(x + xy)
m
n = x

m
n +

m

n
· Ay + . . .

B =
m

n
· Ay =

m

n
· xm

n y



Коефiцiєнт C

(x+xy)
m
n = x

m
n +

m

n
·Ay+

m − n

2n
·By+. . .

C =
m − n

2n
· By =

m − n

2n
· m

n
· xm

n y2



Випадок m = 2, n = 1

(x + xy)2 = x2 + 2 · Ay +
2 − 1

2 · 1 · By

+
2 − 2

3 · 1 · Cy + . . .



Коефiцiєнти A, B, C

A = x2

B = 2 · Ay = 2x2y

C =
1

2
· By = x2y2



Розклад Ньютона

(x + xy)2 = x2 + 2x2y + x2y2

Бiном Ньютона

(x + xy)2 = x2 + 2x2y + x2y2



Метод Ферма (1640)



Метод Ферма r ↑ 1



Метод Ферма y = xn

ордината точки N = an

ордината точки M = (ar)n

ордината точки L = (ar2)n

ордината точки K = (ar3)n

площа з основою MN = an × (a − ar)



Обчислення Ферма

площа з основою MN = an × (a − ar)

площа з основою LM = (ar)n × (ar − ar2)

площа з основою KL = (ar2)n × (ar2 − ar3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Загальна площа

an(a − ar)

+ (ar)n(ar − ar2)

+ (ar2)n × (ar2 − ar3) + . . .

=

∞∑
k=0

(ark)n(ark − ark+1)



Сума геометричної прогресiї
∞∑

k=0

(ark)n(ark − ark+1)

= an+1(1 − r)

∞∑
k=0

rkn+k

= an+1 1 − r

1 − rn+1



Оскiльки

1 − r

1 − rn+1
=

1

1 + r + r2 + · · · + rn
,

то

загальна площа =
an+1

1 + r + r2 + · · · + rn



Перейшовши до границi r ↑ 1

площа пiд xn =
an+1

n + 1



Метод С. Вiнсента (1647)



Обчислення Вiнсента

Висота точки M = 1
ar

Висота точки L = 1
ar2

Висота точки K = 1
ar3

площа над MN = (a − ar) × 1

ar



Обчислення Вiнсента

площа над MN =
a − ar

ar
=

1 − r

r

площа над LM =
ar − ar2

ar2
=

1 − r

r

площа над KL =
ar2 − ar3

ar3
=

1 − r

r



Теорема Вiнсента

Позначимо через A(rn)

площу над вiдрiзком [1, rn]

Теорема (С. Вiнсент (1647)).

A(rn−1) =
1 − r

r
+ A(rn).



Формулювання Вiнсента

Теорема (С. Вiнсент (1647)). Якщо ар-
гумент зростає як геометрична прогре-
сiя, то значення площi зростає як ари-
фметична прогресiя:

A(rn) = n
1 − r

r
.



Логарифм числа

log cn = n log c



Квадратура гiперболи в релiгiї



Розклад логарифма в ряд

C. Вiнсент: площа пiд 1
x+1 = log(1 + t)



З iншого боку
1

1 + x
= 1 − x + x2 − x3 + . . .

площа пiд
1

1 + x
= площа пiд 1

− площа пiд x

+ площа пiд x2

− площа пiд x3

+ . . . . . . . . . . . . . . .



За теоремою Ферма

log(1 + t) = t − t2

2
+

t3

3
− t4

4
+ . . .



Диференцiальне числення

площа пiд (xn) =
xn+1

n + 1

похiдна вiд

(
xn+1

n + 1

)
= xn



Ньютон помiтив, що

площа пiд

(
похiдна вiд

(
xn+1

n + 1

))
=

xn+1

n + 1

площа пiд
(
f ′(x)

)
= f (x)



Теорема Ньютона–Лейбниця

∫ x

0
f ′(u) du = f (x) − f (0)


