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ПЕРЕДМОВА 

 

Конспект лекцій з вищої математики «Диференціальне та інтегральне 

числення функцій однієї змінної» є складовою навчального компле-

кту з вищої математики, який містить: 

— конспект лекцій, 

— практикум, 

— збірник індивідуальних домашніх завдань, 

— збірник контрольних та тестових завдань. 

Конспект складено на основі багаторічного досвіду викладання 

математики в НТУУ «Київський політехнічний інститут», його зміст 

відповідає навчальним програмам з вищої математики всіх технічних 

спеціальностей НТУУ «КПІ» денної та заочної форм навчання і міс-

тить такі розділи дисципліни «Вища математика»: 

— границя функції, неперервність; 

— диференціальне числення функцій однієї змінної; 

— інтегральне числення функцій однієї змінної. 

Конспект містить теоретичний матеріал, обсяг і рівень строгості 

якого потребує курс вищої математики для майбутніх інженерів. До-

ведення більшості теорем і коментар до них буде доступний в елект-

ронному вигляді. Передбачено, що опанування лекції з конспекту су-

проводжується опануванням відповідного заняття з практикуму. 

Метою конспекту є: 

— систематичний виклад теоретичного матеріалу, що звільняє ле-

ктора від «надиктовування» і дозволяє більше пояснювати; 

— ефективна підготовка студента до колоквіуму та іспиту; 

— виділення наріжних питань математичного аналізу. 

 

Пропонований конспект супроводжує, але аж ніяк не замінює жи-

ву лекцію, як і текст драматичного твору не замінює вистави. 

 

 

 



 

 

МОВА ВИЩОЇ МАТЕМАТИКИ 

1. Теореми і методи їх доведення 

Теореми. Необхідна й достатня умови 

Зазвичай у математиці будь-яку теорему формулюють у вигляді «якщо 
,P  то Q », або «з P  випливає Q ». Що коротше можна записати як 

,P Q  

де P  — умова теореми, Q  — висновок,   — символ імплікації. 

Виділяють чотири типи теорем: 
P Q — пряма; 

Q P  — обернена;  

P Q — протилежна; 

Q P — протилежна оберненій. 

Якщо пряма теорема правдива, то обернена може бути як правдивою, 
так і неправдивою. 

Теореми пряма і протилежна оберненій, а також обернена і про-
тилежна — еквівалентні: 

( ) ( );

( ) ( ),

P Q Q P

Q P P Q

  

  
 

де   — символ еквіваленції. 
Якщо твердження P Q  правдиве, то кажуть, що P  є достат-

ньою умовою для ,Q  а Q  — необхідною умовою для .P  

Якщо правдиві пряма теорема P Q  і обернена ,Q P  то умова P  

є необхідною та достатньою для умови Q  і умова Q  — необхідною та 

достатньою для .P  Отже, умови P  та Q  — еквівалентні. Тоді пишуть 

,P Q  
Твердження такої теореми зазвичай звучить так: «P  тоді й лише 

тоді, коли Q ». Ці теореми ще називають критеріями. 

Основні методи доведення 

1. Зазвичай математичне твердження (теорему) P Q  доводять 

будуючи ланцюжок 

1 .... nP R R Q     

наслідків, кожен елемент якого або є аксіомою, або є вже доведеним 
твердженням. Цей тип доведення ґрунтується на правилі класичного 
виведення: якщо P  і P Q  є правдивими, то Q  — правдиве. 
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2. Але, інколи ефективним є доведення від супротивного, яке ґру-

нтується на властивості 

( ) ( ).P Q Q P    

Схема доведення методом від супротивного. 

Крок 1. Припускають, правдивість умови .Q  

Крок 2. Міркуваннями приводять до суперечності з умовою .P  

Крок 3. Висновують про правдивість теореми. 

3. Часто в математичних твердженнях йдеться про нескінченну 

множину об’єктів. Існує метод міркувань, що замінює нездійсненний 

перебір такої нескінченної множини випадків — метод математич-

ної індукції, який ґрунтується на принципі математичної індукції: 

Твердження ( ),P n  правдивість якого залежить від натурального 

числа ,n  вважають правдивим, якщо виконано дві умови: 

1) твердження ( )P n  правдиве для 1;n   

2) із припущення, що ( )P n  правдиве для ,n k  де k  — будь-яке 

натуральне число, випливає, що воно правдиве і значення 1.n k   

Схема методу математичної індукції.  
Крок 1. Перевіряють істинність твердження (1).P  

Крок 2. Припускаючи істинність твердження ( ),P k  доводять іс-

тинність твердження ( 1).P k   

Крок 3. Висновують про правдивість твердження: «якщо твер-
дження правдиве для кожного натурального значення ,k  то, відповід-

но до принципу математичної індукції, твердження ( )P n  є правдивим 

для будь-яких натуральних значень .n » 

2. Математична символіка  

Логічні символи 

Для скорочення і уточнення математичних записів використовують 

логічну символіку. 

1. Квантор існування   відповідає словам «існує», «знайдеться». 

Вираз «існує x  такий, що виконано ( )A x » скорочено записують як 

: ( ).x A x  

Вираз «існує єдиний x  такий, що виконано ( )A x » записують як 

! : ( ).x A x
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2. Квантор спільності   відповідає словам «для будь-якого», «для 

всіх». Вираз «для будь-якого x  виконано ( )A x » скорочено записують як 

: ( ).x A x  

 3. Замість виразів «з A  випливає B », «якщо ,A  то B » пишуть 

,A B  

де   — символ імплікації. 

4. Вираз «A  тоді й лише тоді, коли B » скорочують як 

,A B  

де   — символ еквіваленції, який означає рівносильність тверджень. 

5. Заперечення твердження A  записують як .A  

Якщо в символьний запис твердження P  входять квантори ,   і 

умова ,A  то для того щоб побудувати символьний запис протилежного 

твердження ,P  треба:  

квантор   замінити на ,  квантор   — на ,  а умову A  — на .A   

Отже, 

: ( ) : ( );

: ( ) : ( ).

x A x x A x

x A x x A x

  

  
 

Приміром, запереченням твердження  

:x X x M    

є твердження 
: .x X x M    

Скорочені позначення 

1. Індекс j  перебігає натуральні значення від 1  до n : 

1, 2, ..., 1, .j n j n    

2. Сума n  доданків, що мають один і той самий вигляд і відрізня-

ються лише індексами 

1 2
1

... ,
n

n k
k

a a a a


      

де   — символ підсумовування, k  — індекс підсумовування. 

3. Добуток перших n  натуральних чисел називають факторіалом 

і позначають 

! 1 2 ... .n n     

Приміром, 
4 ! 1 2 3 4 24, 6 ! 1 2 3 4 5 6 720.             
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Визначальною властивістю факторіала є те, що 

( 1)! !( 1).n n n    

Вважають, що 

0! 1.  

Біноміальна формула Ньютона 

Біномом називають суму або різницю двох алгебричних виразів. 

Нагадаймо, відомі формули: 
0

1

2 2 2

3 3 2 2 3

( ) 1;

( ) ;

( ) 2 ;

( ) 3 3 .

a b

a b a b

a b a ab b

a b a a b ab b

 

  

   

    

 

Для будь-якого натурального n  правдива біноміальна формула 

Ньютона 

1 1 2 2 2 1 1

0 0

( )

...

,

n

n n n n n n
n n n

n n
k k n k k n k k
n n

k k

a b

b C ab C a b C a b a

C a b C a b

   

 

 

 

      

  
 

де k
nC  — біноміальні коефіцієнти, які обчислюють за формулою 

! ( 1)...( 1)
.

( )! ! !
k
n

n n n n k
C

n k k k

  
 


 

Біноміальні коефіцієнти k
nC  мають властивості: 

1) , 0, ;k n k
n nC C k n   

2) 0 1;n
n nC C   

3) 1 1
1 , 0, 1.k k k

n n nC C C k n 
      



 

 

 

 

 

ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ. 

НЕПЕРЕРВНІСТЬ 



 

У цьому розділі означено: 
— числові множини, числову пряму й окіл точки; 

— обмежені і необмежені множини; 

— відображення множин; 

— числову функцію і числову послідовність; 

— основні характеристики функцій; 

— обернену і складену функцію; 

— гіперболічні функції; 

— границю функції; 

— границю числової послідовності, збіжні та розбіжні послідовності; 

— однобічні границі функції в точці; 

— нескінченно малі (н. м. ф) і нескінченно великі функції (н. в. ф.); 

— невизначеності; 

— еквівалентні нескінченно малі функції; 

— число ;e   

— функцію неперервну в точці, в інтервалі і на відрізку; 

— точки розриву. 

У цьому розділі розглянуто: 
— дії з множинами; 

— способи задавання функцій і числових послідовностей;  

— умову оборотності функції; 

— властивості функцій, які мають скінченні границі; 

— ознаку Веєрштраса про збіжність числової послідовності; 

— критерій існування границі; 

— властивості нескінченно малих функцій; 

— першу і другу визначні границі;  

— таблицю еквівалентностей;  

— властивості функцій, неперервних в точці і на відрізку; 

— неперервність елементарних функцій; 

— класифікацію точок розриву. 

У цьому розділі обґрунтовано методи: 
— дослідження числових послідовностей на монотонність; 

— знаходження границі функції в точці; 

— знаходження границі числової послідовності; 

— розкриття невизначеностей за допомогою еквівалентностей; 

— порівняння нескінченно малих функцій; 

— дослідження функції на неперервність і точки розриву. 



 

 

ЛЕКЦІЯ 1. МНОЖИНИ 

1.1. Основні поняття 

Під множиною розуміють сукупність об’єктів довільної природи, 
об’єднаних за певною ознакою. Об’єкти, які утворюють множину на-
зивають елементами множини. 

Множини зазвичай позначають великими літерами латинки 
, , ..., , , ...,A B X Y  а їхні елементи — малими літерами , , ..., , , ....a b x y  

Якщо елемент x  належить множині A (x  є елементом множини 

),A  то пишуть .x A  

Якщо елемент x  не належить множині A (x  не є елементом 

множини ),A  то пишуть .x A   

Множину називають скінченною, якщо вона містить скінченну кі-
лькість елементів. Множину, що не містить жодного елементу, нази-
вають порожньою множиною і позначають .  
Способи задавання множин: 

1) переліком усіх елементів;  
2) характеристичною влас-

тивістю, яку мають її елементи, і 
лише вони. 

 

1 2{ , , ..., }nA a a a  

 
  { | }.A x x P має властивість  

Множину формуюють не будь-які об’єкти, а елементи деякої 
множини, яку називають універсальною і позначають .U  

1.2. Рівність множин. Підмножина 

 Означення 1.1  (рівності множин). Якщо кожний елемент 
множини A є елементом множини ,B  і кожен елемент множини B  

є елементом множини ,A  то множини A та B  називають рівними і 

позначають 
.A B  

У множині однакові елементи не розрізняють і порядок запису 

елементів множини не важливий. 

 Означення 1.2  (підмножини). Якщо кожний елемент множини 
A є елементом множини ,B  то множину A називають підмножи-

ною множини B  (множина A міститься у множині )B  і пишуть 

.A B  

Множина з n  елементів має 2n  підмножин. 
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1.3. Дії з множинами 

Нехай множини A та B  є підмножинами універсальної множини .U  

 Означення 1.3  (об’єднання множин). Об’єднанням (сумою) 
множин A та B  називають множину тих і лише тих елементів, які 
належать хоча б одній з цих множин і позначають 

 або { | }.A B x U x A x B      

 Означення 1.4  (перерізу множин). Перерізом (добутком) 
множин A та B  називають множину тих і лише тих елементів, які 
належать одночасно як множині ,A  так і множині ,B  і позначають 

 і { | }.A B x U x A x B      

 Означення 1.5  (різниці множин і доповнення множини). 
Різницею множин A та B  називають множину всіх елементів 
множини ,A  які не належать множині B  і позначають 

 і \ { | }.A B x U x A x B     
Доповненням множини A  називають множину \ .A U A  

Дії з множинами ілюструють за допомогою діаграм Ейлера — Вена. 

   

   
Рис. 1.1. Діаграми Ейлера — Вена для дій з множинами 

1.4. Числові множини 

Множину натуральних чисел  позначають 
{1,2,3,..., ,...}.n  

Множину цілих чисел позначають 
{..., 3, 2, 1, 0,1,2, 3,...}.     

Множину раціональних чисел позначають 

, , .
m

x x m n
n

       
   

  
 

A

U

A

A B

U

\A B

A B

U

A B

A B

U

A B

A

B
U

A B
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Будь-яке раціональне число можна записати як скінченний або 

нескінченний періодичний десятковий дріб. 

Множину ірраціональних чисел позначають 

, , .
m

x x m n
n

       
   

   

Будь-яке ірраціональне число можна записати лише нескінчен-

ним неперіодичним десятковим дробом. 

Множину дійсних чисел позначають 

1 2 3{ | , ...},x x a      

де a  — ціле число, 1 2 3, , , ...   — десяткові цифри. 

Правдиві співвідношення: 

, .           

Скінченні проміжки можна записати так: 

1) відрізок [ ; ] { | };a b x a x b     

2) інтервал ( ; ) { | };a b x a x b     

3) півінтервал [ ; ) { | };a b x a x b     

4) півінтервал ( ; ] { | }.a b x a x b     
Множину дійсних чисел зручно доповнити елементами, які нази-

вають плюс нескінченністю та мінус нескінченністю і позначають 

  та ,  вважаючи при цьому, що: 

1) , ( ) , ( ) ;x x x x                

2) ( ) , ( ) 0;x x x         

3) ( ) ( ) , ( ) ( ) .           

Множину 

{ } { }       

називають розширеною множиною дійсних чисел (розширеною число-

вою прямою).  

Іноді множину дійсних чисел доповнюють одним елементом не-

скінченністю (нескінченно віддаленою точкою) 

.  
Множини: 

( ; ) { | }, [ ; ) { | },

( ; ) { | }, ( ; ] { | },

( ; )

a x a x a x a x

b x x b b x x b

       

       

  

 

 



 

називають необмеженими проміжками. 
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1.5. Числова пряма 

Числовою віссю називають пряму, на якій вибрано: 

1) деяку точку ,O  початок відліку; 

2) додатний напрям, який позначають 

стрілкою; 

3) масштаб для вимірювання довжини. 

Зазвичай числову вісь зображують гори-

зонтально і додатний напрям вибирають зліва 

направо. 

 

Рис. 1.2. Числова вісь Ox  

Модулем (абсолютною величиною) дійсного числа x  називають 

число 

, 0,

, 0.

x x
x

x x

  
 

 

Між точками числової осі і множиною дійсних чисел можна вста-

новити взаємно однозначну відповідність, при якій точки числової осі 

зображатимуть дійсні числа, а дійсні числа характеризуватимуть 

розташування точок на числовій осі, будуть їх координатами. 

Правило зображення дійсного числа Mx  точкою числової осі M : 

1) відрізок OM  має довжину, яка дорівнює ;Mx  

2) якщо 0,Mx   то точка M  розташова-

на ліворуч від точки ,O  

    якщо 0,Mx   то точка M  зливається з 

точкою ,O  

    якщо 0,Mx   то точка M  розташова-

на праворуч від точки .O  

 
Рис. 1.3. Зображення 

дійсних чисел точками 
числової прямої 

Точка ( )  на числовій прямій розташована ліворуч від усіх чи-

сел, а точка ( )  — праворуч від усіх чисел. 

Віддаль між точками 1M  та 2M  числової 

прямої з координатами 1x  та 2x  знаходять за 

формулою 

1 2 2 1( , ) .d M M x x   

 

Рис. 1.4. Віддаль між 
точками 

2x1x

2 1x x

2M1M

x

O

x

M

x

O

1 0x 

1M

2 0x 

2M

0 x

O E

1OE 
x
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Околи 

Означення 1.6  ( -околу). Множину дійсних чисел, віддаль яких від 

точки 0x  менша за 0,   називають  -околом точки 0x  і позначають 

 0 0 0 0( ) | ( ; ).U x x x x x x            

Число 0x  називають центром околу,   — його радіусом. 

Проколеним  -околом точки 0x  називають її  -окіл, з якого ви-

ключено саму точку 0x  і позначають 0 0( ) \ { }.U x x  
 -околом нескінченості називають множину 

( ) { | } ( ; ) ( ; ).U x x             

 -околом плюс нескінченності називають множину 

( ) { | } ( ; ), 0.U x x          
 

 -околом мінус нескінченності називають множину 

( ) { | } ( ; ), 0.U x x            

Дійсні числа мають властивість відокремлюванності: якщо a  та b  
— два різні дійсні числа, то їх завжди можна відокремити одне від од-
ного неперетинними околами. 

 

Рис. 1.5.  -окіл точки 0x     

 
Рис. 1.6. Проколений  -окіл точки 

0x    

 

Рис. 1.7.  -окіл точки 
( )  

 
Рис. 1.8.  -окіл точки   

 

Рис. 1.9.  -окіл точки 
( )  

1.6. Обмежені і необмежені числові множини 

Означення 1.7  (обмеженої множини). Числову множину A    
називають обмеженою зверху (обмеженою знизу), якщо існує таке чи-
сло M  (число ),m  що для будь-якого числа x A  виконано нерівність 

( ).x M m x   

Число M  називають верхньою межею множини ,A  а число m  — ни-

жньою межею множини .A  
Числову множину A    називають обмеженою, якщо існує таке чи-
сло 0,C    що для будь-якого числа x A  виконано нерівність 

( )U  



( )U  



( )U 

0x0x   0x  

0 0( ) \ { }U x x

0x0x   0x  

0( )U x
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.x C  

Приміром, множина ( ; 0]E    обмежена зверху числом 0; мно-

жина натуральних чисел {1, 2, ...}  обмежена знизу числом 1.  
Множину, що не є обмеженою зверху (знизу), називають необме-

женою зверху (необмеженою знизу). 
Приміром, множина натуральних чисел   необмежена зверху; 

множина всіх від’ємних чисел необмежена знизу. 
Якщо серед елементів множини A  є найбільше число, то його поз-

начають max .A  
Якщо серед елементів множини A  є найменше число, то його поз-

начають min .A  

Будь-яка скінченна множина 1 2{ , ,..., }nA a a a  має найбільший та 

найменший елементи, а для нескінченної множини це не завжди так. 
Будь-яка обмежена зверху (знизу) множина має нескінченно бага-

то верхніх (нижніх) меж. 

 Означення 1.8  (точних меж). Найменшу з усіх верхніх меж обме-
женої зверху множини A    називають точною верхньою межею і 
позначають sup .A   

Найбільшу з усіх нижніх меж обмеженої знизу множини A    на-
зивають точною нижньою межею і позначають inf .A  

Для необмеженої зверху множини A  вважають, що sup .A    

Для необмеженої знизу множини A  вважають, що inf .A    

Будь-яка обмежена зверху непорожня множина дійсних чисел має точ-
ну верхню межу, а будь-яка обмежена знизу — точну нижню межу. 

1.7. Відображення множин 

Якщо задано множини ,X Y  і правило ,f  за 

яким кожному елементу x X  відповідає єди-

ний елемент ,y Y  то кажуть, що задано відо-

браження f  множини X  у множину Y (функ-

цію, означену на множині ,X  із значеннями у 

множині )Y  і позначають 

( ),y f x x X   або : .f X Y  

 

Рис. 1.10. Відображення
:f X Y  

Елемент ,y Y  у який відображено елемент ,x X  називають об-

разом елементу x  при відображенні f  (значенням функції ,f  що від-

X
( )f X

Y
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повідає значенню аргументу )x . При цьому x  називають прообразом 

елементу ( ).f x  

Відображення ,f  що можна уя-

вляти як «чорну скриньку», перет-

ворює прообраз x  у його образ .y   

 
Рис. 1.11. Функція як чорна скринька 

Множину X  називають областю означення відображення f  і по-

значають ( ).D f  Множину образів усіх елементів x X  при відобра-

женні f  називають образом множини X  при цьому відображенні 

(множиною значень функції) і позначають 
( ) { ( ) | } ( ) .E f f x x X f X Y     

Якщо ж ( ) ,f X Y  то кажуть, що функція 

f  відображує множину X  на множину .Y  

Відображення :f X Y  називають вза-

ємно однозначним, якщо кожний елемент 

y Y  є образом лише одного елементу x X . 

 

Рис. 1.12. Взаємно 
однозначне відображення 

Функцію :f X    називають дійсною (скалярною) функцією, 

функцію :f Y  називають функцією дійсного (скалярного) аргу-

менту, а функцію :f X Y     називають дійсною функцією 

дійсного аргументу (скалярною функцією скалярного аргументу). 

Функцію :f Y  називають послідовністю елементів множини 

,Y  а функцію :f Y    — числовою послідовністю 

( ), .na f n n    

Якщо множина значень функції містить лише одне число ,C  то 

таку функцію називають сталою. 

X
( )f X Y1x

2x

1y

2y

( )y f xx f



18 Розділ 1. Границя функції. Неперервність  

 

ЛЕКЦІЯ 2. ЧИСЛОВІ ФУНКЦІЇ 

2.1. Графік числової функції 

Розгляньмо числову функцію : ,f X Y  що 

відображує числову множину X    у число-
ву множину .Y    

Множину точок площини Oxy  з координа-

тами ( ; ( )), ,x f x x X  називають графіком   

функції ,f  означеної на множині .X    

 
Рис. 2.1. Числова функція 

:f X Y  

Зазвичай графіком функції є деяка лінія; але, приміром, якщо 
,X    то графіком функції є набір ізольованих точок.  

 
Рис. 2.2. Графік 

функції ( ),y f x x X   
 

Рис. 2.3. Графік функції 
( ),y f n n    

 
Рис. 2.4. Крива, що не є 

графіком функції 

2.2. Способи задавання функції 

1. Аналітичний спосіб, коли функцію задають формулою (формула-
ми) або співвідношенням. 

Аналітично функцію :f X Y  можна задавати 

1) явно: одним аналітичним виразом ( ),y f x x X   або кількома  

1 1( ), ,

...................

( ), ;n n

f x x X

y

f x x X

  
 

 

2) неявно — співвідношенням 
( , ) 0,F x y   

якщо : ( , ( )) 0;x X F x f x    

3) параметрично — рівностями 

( ),
,

( ),

x t
t T

y t

    
  

  

де залежність y  від x  задано не безпосередньо, а за допомогою допо-

міжної змінної, параметра .t  

xO

y

1O

nx

2 3 4 5

1 5,x x

2x

3x

4x

n

( )y f x

xO X

Y

y

x

( )f x

X Y
x ( )y f x

f



 Лекція 2. Числові функції 19 

 

2. Графічний спосіб задавання функції — функцію задають її 

графіком у прямокутній декартовій системі координат; абсциси точок 

графіка належать області означення функції, а ординати рівні відпо-

відним значенням функції. 

3. Табличний спосіб задавання функції, коли функцію задають 

таблицею низки значень аргументу і відповідних значень функції.  

4. Алгоритмічний (програмний) спосіб, коли функцію задають 

програмою на одній з мов програмування. 

5. Описовий спосіб, коли функцію задають словесним описом ві-

дповідності ,f  що дозволяє за заданим ( )x D f  визначити ( ).y E f  

2.3. Числова послідовність 

Означення 2.1 (числової послідовності). Числовою послідовністю 

називають числову функцію ( ),nx f n  означену на множині нату-

ральних чисел ,  і позначають як 

1 2, ,..., ,... { }, .n nx x x x n    

Числа 1 2, ,..., ,...nx x x  називають членами послідовності, а nx  — n -м 

або загальним членом послідовності. 

Геометрично послідовність { }nx  зобра-

жають точками площини Oxy  з координатами 

( ; ), .nn x n    

Послідовність можна задати: 
1) формулою загального члена, приміром, 

геометрична прогресія 
1

0

2 1
0 0 0 0

,

{ } , , ,...., ,...;

n
n

n
n

x b q n

x b b q b q b q





  

 



 
2) словесним описом, приміром, «{ }nx  — 

послідовність простих чисел», звідки 

{ } 2,3, 5,7,11,13,17,19,...;nx   

 

Рис. 2.5. Зображення 
послідовності точками 

площини 

3) рекурентною формулою, коли задають кілька членів послідов-
ності і вказують правило, за яким можна знайти наступні її члени, 

приміром послідовність Фібоначчі { }na : 

1 2 1 21, 1, .n n na a a a a      

1O n

nx

2 3 4 5

1x

2x

3x

4x

5x
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2.4. Основні характеристики поведінки функції 

Нулі і знак функції на множині ( )X D f  

Значення аргументу ( ),x D f  для якого значення функції ( )f x  дорів-

нює нулеві, називають нулем функції. Отже, нулі функції є коренями 

рівняння  
( ) 0.f x   

В інтервалі, на якому функція додатна, графік її розташований 

над віссю ,Ox  а в інтервалі, на якому вона від’ємна,— під віссю ;Ox  у 

точках перетину з віссю абсцис функція дорівнює нулеві. 

Парність і непарність функції 

 Означення 2.2  (парної і непарної функції). Функцію f  назива-

ють парною (непарною), якщо: 

1) область її означення симетрична щодо точки ;O  

2) для кожного x  з області означення виконано рівність 
( ) ( )f x f x   ( ( ) ( )).f x f x    

Графік парної функції симетричний щодо осі ,Oy  а непарної — 

щодо початку координат. 

Приміром, функція y x  є парною функцією, функція знак чис-

ла (сигнум) 

1, 0,

sgn 0, 0,

1, 0

x

y x x

x

   
 

 

є непарною функцією, а одинична функція Гевісайда 

0, 0,
( )

1, 0

x
x

x

   
 

 

є функцією загального вигляду. 

 

 

 

Рис. 2.6. Графік парної 

функції y x  

Рис. 2.7. Графік непарної 
функції sgny x  

Рис. 2.8. Графік функції 
Гевісайда ( )y x   

 

y

xO

1

y

x
O

1

1

sgny x

x
x

y

xO xx
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Властивості парних і непарних функцій. 
1. Зміна знаку перед функцією не змінює її парності (непарності).  

2. Сума парних (непарних) функцій є парною (непарною) функцією. 

3. Добуток будь-якої кількості парних функцій є парною функцією. 

4. Добуток парної функції на непарну є непарною функцією. 

Періодичність функції 

 Означення 2.3  (періодичної функції). Функцію f  називають пе-

ріодичною, якщо існує число 0,T   таке, що: 

1) для кожного x  з області означення x T  теж належить області 

означення; 

2) виконано рівність 
( ) ( ).f x T f x   

Число T  називають періодом функції .f  

Якщо існує найменший додатний період функції, то його назива-

ють основним періодом.  

Якщо T  — основний період функції ,f  то графік такої функції 

«повторюється» з періодичністю .T  

Приміром, функція дробова частина 

числа 
{ } [ ]y x x x    

періодична з основним періодом 1,  а функ-

ція-стала 
( ) const, ( ) .f x c D f     

періодична, але основного періоду не має. 

 
Рис. 2.9. Графік періодичної 

функції { }y x  

Властивості періодичних функцій. 

1. Якщо T  — період функції ,f  то її періодами також будуть числа 

, .mT m    

2. Якщо функція ( ), ( ),y f x x D f   періодична з періодом ,T  то фун-

кція ( )y f x   — періодична з періодом .
T

  

 

 

 

 

y

1 { }y x

1 O
1

1 2 3 x
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Монотонність функції 

 Означення 2.4  (монотонних функцій). Функцію ( ), ,y f x x D   

називають зростаючою (спадною) на множині ( ),X D f  якщо біль-

шому значенню аргументу з цієї множини відповідає більше (менше) 
значення функції і позначають f   ( ),f   тобто 

1 2 1 2 1 2 1 2, : ( ) ( ) ( ( ) ( )).x x X x x f x f x f x f x       

Функцію ( ), ( ),y f x x D f   називають неспадною (незростаючою) на 

множині ( ),X D f  якщо більшому значенню аргументу з цієї мно-

жини відповідає не менше (не більше) значення функції, тобто 

1 2 1 2 1 2 1 2, : ( ) ( ) ( ( ) ( )).x x X x x f x f x f x f x       

 
Рис. 2.10. Графік зростаючої функції 

 
Рис. 2.11. Графік неспадної функції 

 
Рис. 2.12. Графік спадної функції 

 
Рис. 2.13. Графік незростаючої функції 

Зростаючі, спадні, неспадні і незростаючі функції називають мо-
нотонними; зростаючі і спадні — строго монотонними. 

Стала функцію y c  є незростаючою і неспадною водночас. 

Запишімо означення монотонних послідовностей. 

Послідовність { }nx : 

1) зростає (позначають { }nx  ), якщо 

1 2 3 1 1... ... ;n n n nx x x x x n x x            

2) не спадає, якщо 

1 2 3 1 1... ... : ;n n n nx x x x x n x x            

3) спадає (позначають { }nx  ), якщо 

1 2 3 1 1... ... : ;n n n nx x x x x n x x            

4) не зростає, якщо 

1 2 3 1 1... ... : .n n n nx x x x x n x x            

1 2y y

y

1y

2y

O 1x 2x x

1 2y y
y

1y

2y

O 1x 2x x

1 2y y
y

2y

1y

1x 2x xO

1 2y y
y

2y

1y

1x 2x xO
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Монотонність послідовності { }na  можна встановити вивчаючи знак 

різниці 1n na a   або, для послідовностей { }nb  з додатними членами, 

порівнюючи відношення 1n

n

b

b
  з 1.  

Послідовність

зростаюча

спадна

неспадна

незростаюча

1
1

0 1

0 1

0 1

0 1

n
n n

n

b
a a

b


 

 

 

 

 
 

Обмеженість функції 

 Означення 2.5 (обмеженої функції).  
Функцію f  називають обмеженою зверху (знизу) на множині 

( )X D f  якщо існує таке число M    ( ),m    що для будь-яких 

значень аргументу x X  виконано умову 
( ) ( ( )).f x M m f x   

Функцію f  називають обмеженою на множині ( ),X D f  якщо існує 

таке число 0,C   що для будь-яких значень аргументу x X  вико-

нано умову 

( ) .f x C
 

Приміром, функція 2y x  є обмеженою знизу на своїй природній об-

ласті означення   і необмеженою зверху; функція 22y x   обмежена 

зверху і необмежена знизу на ;  функція siny x  є обмеженою на .  

Геометрично обмеженість функції числом C  означає, що її графік 

розташований у смузі завширшки 2 .C   

 

Рис. 2.14. Графік функції, 
обмеженої зверху на 

множині X  

 
Рис. 2.15. Графік функції, 

обмеженої знизу на 
множині X  

 
Рис. 2.16. Графік функції, 
обмеженої на множині X  

( )f x C
y

a bO

C

C

x

X
m

( )m f xy

O

X

a b x

( )f x My

M

O a b x

X
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Означення 2.6 (найменшого і найбільшого значень функції). 
Точну верхню межу M  значень неперервної на відрізку [ ; ]a b  функції 

називають найбільшим значенням функції на цьому відрізку і поз-
начають 

[ ; ] [ ; ]

max ( ) sup ( ) .
a b x a b

f x f x M


   

Точну нижню межу m  значень неперервної на відрізку [ ; ]a b  функції 

f  називають найменшим значенням функції на цьому відрізку і по-

значають 

[ ; ] [ ; ]
min ( ) inf ( ) .
a b x a b

f x f x m


   

2.4. Обернена функція 

Розгляньмо числову функцію 
( ), ( ),y f x x D f   

яка взаємно однозначно відображує множину ( )D f  

на множину ( ).E f  

Оскільки взаємно однозначна функція кож-

ному елементу ( )y E f  ставить у відповідність 

єдиний елемент ( ),x D f  то на множині ( )E f  

означено функцію 
1,f    

 

Рис. 2.17. Взаємно 
обернені функції  

з областю означення ( )E f  і множиною значень ( ),D f  обернену до фун-

кції .f  У цьому разі пишуть ( )x y   або 1( ).x f y  Отже, 

1( ) : ( ) .y f x f y x   

Якщо функція   обернена до функції ,f  то функція f  буде оберне-

ною до функції .  Про функції f  та   кажуть, що вони взаємно обернені. 

Функція ( )y f x  має обернену тоді й лише тоді, коли функція f  

задає взаємно однозначну відповідність між множинами D  та .E  
Функцію ( )y f x  і обернену до неї функ-

цію ( )x y   зображує та сама крива. Графіки 

взаємно обернених функцій ( )y f x  та 

( )y x   симетричні щодо прямої .y x  

Функцію, до якої існує обернена функція, 

називають оборотною. 

 
Рис. 2.18. Графіки взаємно 

обернених функцій 

y

0y

0y

0x

0x xO

1( )y f x

y x
( )y f x

( )E f1x

2x

1y

2y

f

1f  

( )D f
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 Теорема 2.1 (достатня умова оборотності). Якщо функція 

( )y f x  зростає (спадає) на множині ,X  то існує обернена до неї фу-

нкція 1( ),x f y  яка також зростає (спадає). 

2.5. Складена функція 

Нехай на множині D  означено числову 

функцію ( )u g x  із множиною значень E  

і на множині E  задано функцію ( )y f u  

із множиною значень .F  Тоді функція g  

відображує елементи x D  в елементи 

,u E  а функція f  відображує елементи 

u E  в елементи y F : 

.
g f

x u y   

 

Рис. 2.19. Схема відображень 
для складеної функції 

( ( ))y f g x  

Кожному значенню x D  зіставлено (з допомогою проміжної 

змінної )u E  одне, цілком певне, значення .y F  

У цьому разі y  називають складеною функцією аргументу x  і пишуть 

( ( )), .y f g x x D   

Складену функцію ( ( ))y f g x  можна записати як ланцюжок рів-

ностей: 
( ), ( ).y f u u g x   

2.6. Елементарні функції 

Тригонометричні функції 

Нагадаймо, що тригонометричними функціями називають: 

1) синус sin , ( ) ;y x D f    

2) косинус cos , ( ) ;y x D f    

3) тангенс tg , ( ) \ , ;
2

y x D f x x k k
         
   

   

4) котангенс  ctg , ( ) \ , .y x D f x x k k     
 

 

 

 

( )D g
g

( )D f

f g

f

Fx

( ( ))f g x

D

E( )g x
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Обернені тригонометричні функції 

Оберненими тригонометричними функціями називають: 

1) арксинус arcsin , ( ) [ 1;1];y x D f    

2) арккосинус arccos , ( ) [ 1;1];y x D f    

3) арктангенс arctg , ( ) ;y x D f    

4) арккотангенс arcctg , ( ) .y x D f    

Гіперболічні функції 

Гіперболічними функціями називають: 

1) гіперболічний синус 

sh , ( ) ;
2

x xe e
y x D f


     

2) гіперболічний косинус 

ch , ( ) ;
2

x xe e
y x D f


     

3) гіперболічний тангенс  

sh
th , ( ) ;

ch

x
y x D f

x
     

4) гіперболічний котангенс 

ch
cth , ( ) \ {0}.

sh

x
y x D f

x
     

 
Рис. 2.20. Графік 

гіперболічного синуса 

 
Рис. 2.21. Графік 

гіперболічного 
косинуса 

 
Рис. 2.22. Графіки 

гіперболічних тангенса 
і котангенса 

 

x

O

1

cthy x

thy x

1

y

cthy x

xO

1

y

chy x

xO

shy x

y
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Співвідношення для гіперболічних функцій схожі на співвідно-

шення для тригонометричних функцій: 

1) 2 2ch sh 1;x x   

2) 
sh( ) sh ch ch sh ,

ch( ) ch ch sh sh ;

x y x y x y

x y x y x y

     

     

 

3) 
2 2

sh 2 2 sh ch ,

ch 2 ch sh .

x x x

x x x

 

    

Основні елементарні функції 

Основними елементарними функціями називають: 

1) сталу функцію ( ) , ( ) ;f x C D f    

2) степеневу функцію , , ( ) (0; );y x D f      

3) показникову функцію , 0, 1, ( ) ;xy a a a D f      

4) логарифмічну функцію log , 0, 1, ( ) (0; );ay x a a D f      

5) тригонометричні функції; 

6) обернені тригонометричні функції. 

Всі функції, одержані скінченною кількістю арифметичних дій 

над основними елементарними функціями, а також їхні суперпозиції, 

утворюють клас елементарних функцій. 
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ЛЕКЦІЯ 3. ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ 

3.1. Границя функції в точці 

Точкою дотикання множини X  називають точку 0,x  будь-який окіл 

якої містить точки множини ,X  відмінні від точки 0.x   

Приміром, точками дотикання інтервалу ( ; )a b  будуть його внутрі-

шні точки і точки a  та .b  Єдиною точкою дотикання множини натура-

льних чисел   є .  

Розгляньмо функцію ( ), ,f x x X  і точку 0,x  яка є точкою дотикан-

ня множини .X  

 Означення 3.1  (границі функції мовою околів, за Коші). Точку A 

називають границею функції ( ), ,f x x X  у точці 0,x  якщо для будь-

якого  -околу ( )U A  точки A існує проколений  -окіл 0 0( ) \ { }U x x  точки 

0,x  такий, що для всіх 

0 0( ) \ { }x X U x x   

відповідні значення функції 

( ) ( )f x U A  
і позначають 

0

lim ( ) .
x x

f x A


  

Розпишімо окремі випадки сформульованого означення. 

1. 0,x A  — числа. Число A  назива-

ють границею функції ( ), ,f x x X  у точ-

ці 0,x  якщо для будь-якого 0   існує 

таке 0,   що з нерівності 

 00 x x      

випливає нерівність 

( ) .f x A    

Або 

0

0

lim ( ) 0 ( ) 0 :

0 ( ) .
x x

f x A x X

x x f x A


        

       
 

Рис. 3.1. Скінченна границя 

функції ( )f x  коли 0x x     

0x0x   0x  O

0( )U x

A

A  

A  

x

y

2
( )U A

( )y f x
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2. 0x  — число, .A    

0

0

lim ( ) 0 ( ) 0 :

0 ( ) .
x x

f x x X

x x f x


         

      
 

Якщо 
0

lim ( ) ,
x x

f x


   то графік функ-

ції має в точці 0x  вертикальну асимп-

тоту 0.x x  

 

Рис. 3.2. Нескінченна границя 

функції ( ),f x  коли 0x x    

(за Коші) 

3. 0( ).A f x  Якщо функція ( ), ,f x x X  означена в точці 0x X  ра-

зом з деяким її околом і 
0

0lim ( ) ( ),
x x

f x f x


  то функцію ( )f x  називають 

неперервною в точці 0.x  

Будь-яка елементарна функція неперервна в кожній точці своєї об-
ласті означення. 

Точка 0x  може як належати області означення функції f  так і не нале-

жати. Оскільки під час знаходження границі точку 0x  виключають з ро-

згляду, то існування границі функції в точці є локальною властивістю 
функції. 

 Теорема 3.1  (про функції, що мають скінченну границю). 
1 (єдиність границі). Якщо функція f  має скінченну границю в точці 

0,x  то ця границя єдина. 

2 (обмеженість). Якщо f  має скінченну границю в точці 0,x  то існує 

проколений окіл точки 0,x  у якому функція f  обмежена. 

3 (збереження знаку). Якщо функція f  має скінченну додатну 

(від’ємну) границю A  в точці 0,x  то існує проколений окіл точки 0,x  в 

якому функція f  додатна (від’ємна). 

4 (збереження нерівності). Якщо в деякому проколеному околі точки 

0x  правдива нерівність 1 2( ) ( )f x f x  і існують скінченні границі 

0 0
1 2lim ( ), lim ( ),

x x x x
f x f x

 
 то 

0 0
1 2lim ( ) lim ( ).

x x x x
f x f x

 


 
5 (теорема про проміжну функцію, про «двох вартових»). Якщо 

0 0
1 2lim ( ) lim ( )

x x x x
f x f x A

 
     і в деякому проколеному околі точки 0x  

правдиві нерівності 1 2( ) ( ) ( ),f x f x f x   то 
0

lim ( ) .
x x

f x A


  

O


x

y

( )y f x

0x

0( )U x
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3.2. Границя числової послідовності 

Розгляньмо важливий випадок скінчен-
ної границі A    функції ( )f x  у точці 

0x   :

 lim ( ) 0 ( ) 0 :

( ) .
x

f x A x X

x f x A


        

     
 

Якщо lim ( ) ,
x

f x A


  то графік функції 

має горизонтальну асимптоту .y A  

Рис. 3.3. Скінченна границя 
функції ( )f x  коли x     

Оскільки єдиною точкою дотикання множини натуральних чисел 
  є ,  то границю послідовності можна розглядати, коли .n    

 Означення 3.2  (границі послідовності). Точку a   називають гра-

ницею послідовності { },nx  якщо для будь-якого додатного числа   

знайдеться номер ( )N N    такий, що всі члени послідовності з но-

мерами n N   потраплять в  -окіл точки a  і пишуть 

lim n
n

x a


  або ,nx a  коли .n    

Числову послідовність, що має скін-
ченну границю ,a  називають збіжною до 

числа a  і розбіжною, якщо вона не має 
скінченної границі.

 Послідовність { }nx  збігається до чи-

сла ,a  якщо поза межами будь-якої симе-

тричної горизонтальної смуги завширш-
ки 2  міститься лише скінченна кіль-
кість точок послідовності. 

lim 0 :

.

n
n

n

x a N

n N x a






     

     


 

 
Рис. 3.4. Геометричний зміст 

збіжної послідовності 

Границя послідовності не залежить від відкидання скінченної кі-
лькості членів послідовності або їх змінювання. 

Означення 3.3  (границі функції мовою послідовностей, за 
Гейне). Точку A    називають границею функції ( ), ,f x x X  у то-

чці 0 ,x    якщо для будь-якої послідовності точок { },nx  збіжної до 

0 0( )nx x x  відповідна послідовність значень функції { ( )}nf x  збіга-

ється до точки ,A  тобто 

0lim lim ( ) .n n
n n

x x f x A
 

  
 

1O n

nx

2 3 4 5 6 7 8 9

N

a  

a  

a

O

A

A  

A  

x

y

2
( )U A

( )y f x
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Важливим інструментом дослідження послідовності на збіжність є  

 Теорема 3.2  (ознака Веєрштраса). Якщо монотонна послідовність 

{ }nx  обмежена, то вона збігається. При цьому, якщо { }nx  неспадна 

(незростаюча) послідовність, то 

lim sup{ }n n
n

x x


   lim inf{ } .n n
n

x x


  

3.3. Однобічні границі 

В означенні границі функції ( )f x  вважають, що точка x  прямує до то-

чки 0x  довільним чином: як зліва, так і справа (тобто залишаючись як 

меншою, так і більшою, ніж 0).x  Однак, значення границі може зале-

жати від того, з якого боку (зліва чи справа) x  прямує до 0.x  

 Означення 3.4 (границі функції зліва і справа). Точку A нази-

вають границею функції ( ), ,f x x X  у точці 0x  зліва (лівою границею 

в точці 0)x  якщо для будь-якого числа 0   можна вказати таке чи-

сло ( ) 0,    що для всіх ,x X  які справджують нерівність 

0 0,x x     

відповідні значення функції 

( ) ( ).f x U A  

Точку A називають границею функції ( ), ,f x x X  у точці 0x  справа 

(правою границею в точці 0)x  якщо для будь-якого числа 0   мож-

на вказати таке число ( ) 0,    що для всіх ,x X  які справджують 

нерівність 

00 ,x x     

відповідні значення функції 

( ) ( ).f x U A  

Границю зліва в точці 0x  позначають як 

0 0

0

0
0

( 0) lim ( ) lim ( ).
x x x x

x x

f x f x f x
  



    

Границю справа в точці 0x  позначають як 

0 0

0

0
0

( 0) lim ( ) lim ( ).
x x x x

x x

f x f x f x
  



     
Рис. 3.5. Однобічні границі 

функції ( )y f x  у точці 0x  

0x x

y

O

0( 0)f x 

0( )f x

( )y f x

0( 0)f x 
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Границю, коли ,x    можна вважати границею справа, а гра-

ницю, коли ,x   — границею зліва. 

Теорема 3.3  (критерій існування скінченної границі). Функція 

( ), ,f x x X  має скінченну границю A  в точці 0x  тоді й лише тоді, ко-

ли в цій точці існують рівні числу A  границі зліва і справа: 

0 0 00 0
lim ( ) lim ( ) lim ( ) .
x x x x x x

f x A f x f x A
    

     

3.4. Нескінченно малі і нескінченно великі 

функції 

 Означення 3.5. (нескінченно малої і нескінченно великої фу-

нкції). Функцію f  називають нескінченно малою (н. м. ф.), коли 

0,x x
 якщо 

0

lim ( ) 0
x x

f x



 

і нескінченно великою (н. в. ф.), якщо 

0

lim ( )
x x

f x


 
 (або ,  або ).  

З означень границі функції в точці випливає, що функція ( )x  є 

н. м. ф., коли 0,x x  якщо 

0 ( ) 0 : 0 ( ) .x a x                

Будь-яка н. в. ф. в околі точки 0x  є необмеженою в околі цієї точ-

ки. Обернене твердження не правдиве. 

 Теорема 3.4 (про властивості нескінчено малих функцій). 
1. Алгебрична сума скінченної кількості нескінченно малих функцій, 

коли 0,x x  є нескінченно малою функцією. 

2. Добуток нескінченно малої функції, коли 0,x x  на обмежену в 

околі точки 0x  функцію є нескінченно малою функцією. 

3. Добуток скінченної кількості нескінченно малих функцій, коли 

0,x x  є нескінченно малою функцією. 

4. Частка від ділення н. м. ф. на функцію,  що має відмінну від нуля 
границю, є нескінченно малою функцією. 
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 Теорема 3.5  (про зв’язок н. м. ф. і н. в. ф.). Якщо ( )x  є нескін-

ченно малою функцією, коли 0,x x  і ( ) 0,x   то 
1

( )x
 є нескінченно 

великою функцією в точці 0,x  і навпаки, обернена до нескінченно ве-

ликої функції є нескінченно малою функцією. 

 Теорема 3.6  (про зв’язок функції, її границі і н. м. ф.). Число A 

є границею функції ( )f x  у точці 0x  тоді й лише тоді, коли функцію 

можна зобразити у вигляді 
( ) ( ),f x A x    

де ( )x  — н. м. ф., коли 0.x x  

3.5. Знаходження границь функцій 

Теорема 3.7  (про арифметичні дії з функціями, що мають скі-
нченні границі). Якщо 

0 0

lim ( ) , lim ( ) ,
x x x x

f x A g x B
 

      

то 

1) 
0

lim ( ( ) ( )) ;
x x

f x g x A B


    

2) 
0

lim ( ) ( ) ,
x x

f x g x AB


  
0

lim [ ( )] , ;n n

x x
f x A n


    

3) 
0

lim ( ) ;
x x

Cf x CA


  

4) 
0

( )
lim , 0;

( )x x

f x A
B

g x B
   

5) 
0

( )lim ( ( )) , 0.g x B

x x
f x A A


   

«Визначеності» і невизначеності 

У теоремах 3.4, 3.5 і 3.7 йдеться про ситуації, в яких можна без будь-
яких перетворень, відразу, писати значення границь. 

Твердження цих теорем можна узагальнити, поповнюючи перелік 
відповідних ситуацій, «визначеностей». 

1. Якщо 
0

lim ( )
x x

f x A


    і 
0

lim ( ) ,
x x

g x


   то 

0 0

lim ( ( ) ( )) ; lim ( ( ) ( )) ( 0).
x x x x

f x g x f x g x A
 

       

2. Якщо 
0

lim ( )
x x

f x


   і 
0

lim ( ) ,
x x

g x


   то 

0 0

lim ( ( ) ( )) ; lim ( ( ) ( )) .
x x x x

f x g x f x g x
 

      
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3. Якщо 
0

lim ( )
x x

f x A


  і 
0

lim ( ) ,
x x

g x


   то 

0 0

( ) ( )
lim 0; lim .

( ) ( )x x x x

f x g x

g x f x 
    

4. Якщо 
0

lim ( ) 0
x x

f x A


   і 
0

lim ( ) 0,
x x

g x


  то 

0

( )
lim .

( )x x

f x

g x
   

5. Якщо 
0

lim ( ) 0
x x

f x


  і 
0

lim ( ) 0,
x x

g x B


   то 

0 0

0

( ) ( )

( )

lim ( ) 0, 0, lim ( ) , 0;

lim ( ) 1, 0.

g x g x

x x x x

f x

x x

f x B f x B

g x B

 



    

 
 

6. Якщо 
0

lim ( )
x x

f x A


  і 
0

lim ( ) ,
x x

g x


   то 

0 0

0 0

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) 0, 0 1, lim ( ) , 1;

lim ( ) 0, 0; lim ( ) , 0;

g x g x

x x x x

f x f x

x x x x

f x A f x A

g x A g x A

 

 

     

    
 

7. Якщо 
0

lim ( )
x x

f x A


  і 
0

lim ( ) ,
x x

g x


   то 

0

0

( )

( )

lim ( ) , 0 1,

lim ( ) 0, 1.

g x

x x

g x

x x

f x A

f x A





   

 
 

Але 3.4, 3.5 і 3.7 і їх узагальнення не описують усі можливі випад-

ки границь. 

Приміром, частка н. м. ф. може: бути н. м. ф., бути н. в. ф., мати 

скінченну границю, не мати границі. 

Якщо ( )x  та ( )x  — н. м. ф., коли 0,x x  то вираз 
( )

( )

x

x




 назива-

ють невизначеністю типу 
0
.

0
  

Розкрити невизначеність — означає знайти границю відповідного 

виразу, якщо вона існує. 

Використовуючи символіку: ,A B  — функції, що мають скінченні 

границі, 1   — функція, що прямує до 1,  0 — н. м. ф.,   — н. в. ф., «ви-

значеності» і невизначеності  можна звести до таблиці: 
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Визначеності Невизначеності 

( 0), ( 0)
0

A A
B A

B
   

0

0
 

,
A

A




 




 

, ( 0),A B A A       0  

, ,

( ) ( ),( ) ( )

A B A 

     
 

  

0( 0), ( 0), 0 ( 0)B BA A A A B    00  

( 0, 1)A A A    1  

( 0)A A   0  

Правдиве правило розкриття невизначеності 



: 

1
0 1 0

1
00 1

0, ,

...
lim , ,

...
, .

n n
n

m mx
m

n m

a x a x a a
n m

bb x b x b
n m





     
    
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ЛЕКЦІЯ 4. ЕКВІВАЛЕНТНІ НЕСКІНЧЕННО 

МАЛІ ФУНКЦІЇ 

4.1. Порівняння нескінченно малих функцій 

Нескінченно малі та нескінченно великі функції порівнюють між со-

бою досліджуючи їх частку. 

 Означення 4.1.  Нехай ( )x  та ( )x  є н. м. ф., коли 0.x x  Тоді: 

1) якщо 
0

( )
lim 0,

( )x x

x

x





 то ( )x  називають н. м. ф. вищого порядку ма-

лизни, ніж ( ),x  коли 0,x x  і позначають 

0( ) ( ( )), ,x o x x x     

(символ o  читають як «о-мале»); 

2) якщо 
0

( )
lim ( 0),

( )x x

x
A A

x


  


  то ( )x  та ( )x  називають н. м. ф. 

однакового порядку мализни, коли 0x x  і позначають 

0( ) ( ), ;x x x x    

3) якщо 
0

( )
lim 1,

( )x x

x

x





 то ( )x  та ( )x  називають еквівалентними 

н. м. ф., коли 0x x  і позначають 

0( ) ( ), ;x x x x    

4) якщо 
0

( )
lim

( )x x

x

x




 не існує, то ( )x  та ( )x  називають непорівняни-

ми н. м. ф. 

Означення 4.2  (порядку мализни). Нехай ( )x  та ( )x  є н. м. ф., 

коли 0.x x  Якщо існує таке 0,k   що 

0

( )
lim ( 0),

( ( ))kx x

x
A A

x


  


  

то )x  називають функцією k -го порядку мализни щодо ( ),x  коли 

0,x x  і пишуть 

0( ) ( ( )) , .kx A x x x    
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Функцію ( ( ))kA x  називають головною частиною функції ( )x  що-

до ( ),x  коли 0.x x  

Для нескінченно великих функцій говорять про порядок росту. 

 Теорема 4.1 (про властивості еквівалентних функцій).  
1. Границя добутку (відношення) двох нескінченно малих функцій не 

зміниться, якщо кожну з них замінити на еквівалентну їй н. м. ф. 

2. Різниця двох еквівалентних нескінченно малих функцій є нескін-

ченно малою функцією вищого порядку мализни, ніж кожна з них. 

3. Сума скінченної кількості нескінченно малих функцій різних по-

рядків еквівалентна доданку найнижчого порядку мализни (головній 

частині всієї суми). 

4. Сума скінченної кількості нескінченно великих функцій різних 

порядків еквівалентна доданку найвищого порядку росту (головній 

частині всієї суми). 

Заміну суми н. м. ф. (н. в. ф.) її головною частиною називають від-

киданням н. м. ф. вищих порядків мализни (н. в. ф. нижчих порядків 

росту). 

Приміром, для функції ( ) , .m nf x ax bx m n    

( ) , 0;

( ) , .

m

n

f x ax x

f x bx x



 




 

4.2. Перша визначна границя 

Якщо кут x  виражений у радіанах, то правдива перша визначна гра-
ниця 

0

sin
lim 1.
x

x

x
  

Спершу доведімо нерівність 

   sin
cos 1, ; 0 0; .

2 2

x
x x

x

 
      

Припустімо, що кут  0; .
2

x


  З рисунку 4.1 

бачимо, що 

сек. .OAB OAB OACS S S    
Оскільки розглянуті площі рівні відповідно 

1 1 1
sin , , tg ,

2 2 2
x x x  

то 

 
Рис. 4.1. Перша 

визначна границя 

O x

y

x A

B
C

1
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 sin tg , 0; .
2

x x x x


    

Розділивши всі члени цієї рівності на sin 0,x   дістанемо 
1 sin

1 cos 1.
sin cos

x x
x

x x x
      

Ця нерівність буде правдивою і для  ; 0
2

x


   завдяки парності 

функцій cosy x  та 
sin

.
x

y
x

  

З нерівності sin x x  випливає, що 

0
lim sin 0.
x

x


  

Звідки 

2 2

0 0 0
lim cos lim 1 2 sin 1 2 lim sin 1 0 1.

2 2x x x

x x
x

  

         
 

Оскільки 1( ) cos 1f x x   та 2( ) 1 1,f x    коли 0,x   то за тео-

ремою про проміжну функцію одержимо 

0

sin
lim 1.
x

x

x
   

Наслідками першої визначної границі є такі границі: 

1) 
0

tg
lim 1;
x

x

x
  2) 

20

1 cos 1
lim ;

2x

x

x


  

3) 
0

arcsin
lim 1;
x

x

x
  4) 

0

arctg
lim 1.
x

x

x
  

4.3. Друга визначна границя 

Розгляньмо послідовність із загальним членом 

1
1 , :

n

nx n
n

     
  

Використовуючи біноміальну формулу Ньютона, можна показати, 

що послідовність { }nx  монотонно зростає і обмежена зверху: 

1
1 1

1 1 ;
1

1
1 3, 1,2,....

n n

n

n n

n
n

                

      
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За ознакою Веєрштраса це означає, що існує скінченна границя 

послідовності 
1

1 , ,

n

nx n
n

     
  яку позначають 

1
lim 1 .

n

n
e

n

     
 

Число e  ірраціональне,  
2,7182818....e   

Границя, що означує число ,e  є прикладом невизначеності вигляду 

1 .  
З певних міркувань число e  зручно вибрати як основу для системи 

логарифмів. Логарифм дійсного числа 0x   за основою e  називають 

натуральним і позначають 

ln log .ex x  

Узагальненням означення числа e  є друга визначна границя 

1
lim 1 .

x

x
e

x

     
 

Доведення її базується на нерівності 
1

1 1 1
1 1 1 , 1,

1

n x n

x
n x n

                             

 де [ ]n x  — ціла частина числа ,x  і теоремі про двох вартових. 

Покладаючи 
1

y
x

  у другій визначній границі, дістанемо 

1

0
lim(1 ) .

y

y
y e


 

 
Наслідками другої визначної границі є такі границі: 

1) 
0

log (1 ) 1
lim ;

ln
a

x

x

x a


  2) 

0

ln(1 )
lim 1;
x

x

x


  

3) 
0

1
lim ln ;

x

x

a
a

x


  4) 

0

1
lim 1;

x

x

e

x


  

5) 
0

(1 ) 1
lim .
x

x

x





 
   
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4.4. Таблиця еквівалентних нескінченно малих 

функцій 

Із визначних границь і наслідків з них випливає така таблиця еквіва-

лентностей: 

1. sin , 0.x x x   
6. log (1 ) , 0.

lna

x
x x

a
   

2. tg , 0.x x x   7. ln(1 ) , 0.x x x   

3. 
2

1 cos , 0.
2

x
x x   

8. 1 ln , 0.xa x a x   

4. arcsin , 0.x x x   9. 1 , 0.xe x x   

5. arctg , 0.x x x   10. (1 ) 1 , 0.x x x     

Н. м. ф., що стоять у правих частинах виписаних еквівалентнос-

тей, є головними частинами функцій, що стоять у лівих частинах, коли 

0.x   
За допомогою еквівалентностей можна одержати формулу розк-

риття однієї з степенево-показникових невизначеностей: 

0

0

lim ( ( ) 1) ( )
( )lim ( ) 1 .x x

u x v x
v x

x x
u x e 






      

 Зауваження 4.1.        
1. З таблиці еквівалентностей і теореми 4.1 випливають асимпто-

тичні рівності. Приміром, 

2
2

sin ( ), 0,

1 cos ( ), 0.
2

x x o x x

x
x o x x

  

   
 

2. Формули таблиці еквівалентностей залишаться правильними, як-

що x  замінити на будь-яку н. м. ф. ( ),x  коли 0.x x  Приміром, 

2 2sin(5( 1) ) 5( 1) , 1.x x x    

3. У разі добутку та частки під знаком границі можна замінювати 

н. м. ф. на еквівалентну їй н. м. ф. 

4. У разі різниці (суми) еквівалентних нескінченно малих функцій 

під знаком границі не можна міняти н. м. ф на еквівалентні. У цьо-

му разі перетворюють різницю (суму) на добуток (частку) або викори-

стовують асимптотичні рівності. 
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ЛЕКЦІЯ 5. НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ 

5.1. Неперервність функції в точці 

Неперервні функції є основним класом функцій, які розглядають у ма-

тематичному аналізі.1 

Нехай функція ( ), ,f x x X  означена в деякому околі точки 0 .x X   

 Означення 5.1 (функції, неперервної в точці). Функцію ( ), ,f x x X  

називають неперервною в точці 0,x  якщо існує границя функції ( ),f x  

коли 0,x x  і ця границя дорівнює значенню функції в точці: 

0
0lim ( ) ( ).

x x
f x f x


  

Отже, функція ( ), ,f x x X  є неперервною в точці 0,x  якщо вико-

нано умови: 

1) вона означена в точці 0;x  

2) існує 
0

lim ( );
x x

f x


 

3) 
0

0lim ( ) ( ).
x x

f x f x


  

Оскільки 
0

0 lim ,
x x

x x


  то останню рівність можна переписати так: 

0 0

lim ( ) lim .
x x x x

f x f x
 

    
 

З означення неперервної в точці 0x  функції ( )y f x  випливає, що 

0 0
0 0

0
lim ( ) ( ) lim [ ( ) ( )] 0.
x x x x

f x f x f x f x
  

     

Позначмо приріст аргументу в точці 0x  як 

0x x x    

і відповідний йому приріст функції ( )f x  як 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x f x f x f x x f x       

Тоді умову неперервності можна переписати як 

0
lim 0.
x

f
 

 
 

                                       
1 Уявлення про неперервну функцію як функцію, графік якої можна накреслити не 

відриваючи олівця від паперу, є лише початковим уявленням, що потребує уточнення. 
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Функція ( ), ,f x x X  є неперервною в точці 0 ,x X  якщо нескінченно 

малому приросту аргументу відповідає нескінченно малий приріст 

функції. 

 

 Теорема 5.1  (про властивості функцій неперервних у точці). 
1. Функція, неперервна в точці, обмежена в деякому околі цієї точки. 

2. Якщо функція f  неперервна в точці 0,x  то існує окіл 0( ),U x  у якому 

функція f  має знак числа 0( ).f x  

3. Якщо для функцій 1( )f x  та 2( )f x  виконано нерівність 1 0 2 0( ) ( )f x f x  і 

функції 1( )f x  та 2( )f x  неперервні в точці 0,x  то існує окіл точки 0,x  у 

якому 1 2( ) ( ).f x f x  

4. Якщо функції f  та g  неперервні в точці 0,x  то й функції ,f g fg  

та 
f

g
 (у разі, якщо 0( ) 0)g x   неперервні в точці 0.x  

5 (неперервність складеної функції). Нехай функція g  неперервна в 

точці 0,x  а функція f  неперервна в точці 0 0( ),y g x  тоді складена 

функція ( ( ))f g x  неперервна в точці 0.x  

Властивості функцій, неперервних у точці, випливають з означен-

ня неперервності і відповідних властивостей границі функції в точці. 

На властивості 5 ґрунтується метод заміни змінної для границь 

неперервних функцій: 

якщо функція ( )y g x  неперервна в точці 0,x  а функція ( )f y  не-

перервна в точці 0 0( ),y g x  то 

0 0

lim ( ( )) lim ( ), ( ).
x x y y

f g x f y y g x
 

   

Можна довести, що правдива 

 Теорема 5.2 (про неперервність елементарної функції). Еле-

ментарні функції неперервні в усіх точках, де вони означені. 
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5.2. Точки розриву функції 

Точку, в якій функція f  неперервна, називають точкою неперервності 

функції .f  

Теорема 5.3  (критерій неперервності функції в точці). Функція 

( ), ,f x x X  неперервна в точці 0x X  тоді й лише тоді, коли існують 

0 0
lim ( )

x x
f x

 
 та 

0 0
lim ( )

x x
f x

 
 і 

0 0
0

0 0
lim ( ) lim ( ) ( ).

x x x x
f x f x f x

   
   

Розгляньмо функцію ( ), ,f x x X  означену в деякому околі точки 

0,x  крім, можливо, самої точки 0.x  

 Означення 5.2 (точки розриву). Точку 0x  називають точкою роз-

риву функції ,f  якщо: функція f  або не означена в точці 0,x  або f  

означена в цій точці, але не є в ній неперервною. 

Розрив функції в точці 0x  геометрично означає «розрив» графіка 

функції в цій точці. 

Точки розриву класифікують залежно від порушення умови непере-

рвності функції. 

 Означення 5.3 (типів точок розриву). Якщо в точці розриву 0x  іс-

нують обидві скінченні однобічні границі функції 0( 0)f x   та 

0( 0),f x   то її називають точкою розриву 1-го роду (точкою скінчен-

ного розриву), а величину 

0 0( 0) ( 0)f x f x      

називають стрибком функції. 

У разі, якщо в точці розриву 0x  функція f  не має хоча б однієї одно-

бічної границі або має нескінченну границю, то точку 0x  називають 

точкою розриву 2-го роду. 

 

 

 

 

 

 

 

 



44 Розділ 1. Границя функції. Неперервність  

 

Можлива детальніша класифікація розривів. 

1. Якщо стрибок функції в точці розриву 1-го роду 0x  дорівнює ну-

леві, то точку 0x  називають точкою усувного розриву. 

Усувний розрив можна «усунути», змінюючи значення функції в 

точці 0x  (доозначуючи функцію f  у точці 0),x  тобто утворюючи нову 

функцію 

0

0 0

( ), ,
( )

( 0), ,

f x x x
g x

f x x x

  
    

що збігається з функцією f  скрізь, окрім точки 0.x  Тоді функція g  буде 

вже неперервною в цій точці. 

2. Якщо в точці розриву 2-го роду 0x  існують обидві однобічні гра-

ниці, але хоча б одна з них нескінченна, то точку 0x  називають точ-

кою нескінченного розриву (полюсом). У таких точках графік функції 

має вертикальну асимптоту 0.x x  

3. Якщо в точці розриву 2-го роду 0x  не існує хоча б одна з однобі-

чних границь, то точку 0x  називають точкою істотного розриву. 

 

Рис. 5.1. Точка розриву 1-
го роду (усувного) 

 

Рис. 5.2. Усунення 
розриву 

 

Рис. 5.3. Точка розриву 1-го 
роду (неусувного) 

 
Рис. 5.4. Точка розриву 2-го роду 

(нескінченного) 
 

Рис. 5.5. Точка розриву 2-го роду 
(істотного) 
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Приміром, для функції 

1, 0,

( ) sgn 0, 0,

1, 0

x

f x x x

x

   
 

 

точка 0 0x   є точкою розриву. Обчислімо однобічні границі в точці 

0 0x  : 

 0 0

0 0

( 0) lim sgn lim 1 1;

( 0) lim sgn lim ( 1) 1.
x x

x x

f x

f x
 

 

   

     
 

Оскільки в точці 0 0x   існують скінченні, не 

рівні між собою, однобічні границі, то це точка 

розриву 1-го роду, неусувного, із стрибком 
( 0) ( 0) 1 ( 1) 2.f f          

 
Рис. 5.6. Графік функції 

sgny x   

5.3. Теореми Веєрштраса 

Функцію f  у точці 0x  називають неперервною справа, якщо 

0 0( 0) ( ),f x f x   і неперервною зліва, якщо 0 0( 0) ( ).f x f x   

 Означення 5.4 (функції неперервної на відрізку). Функцію f  

називають неперервною в інтервалі ( ; ),a b  якщо вона неперервна в 

кожній точці цього інтервалу.  
Функцію f  називають неперервною на відрізку [ ; ],a b  якщо вона непе-

рервна в інтервалі ( ; )a b  і в точці a  неперервна справа, а в точці b  — 

неперервна зліва.  
Множину всіх неперервних на відрізку [ ; ]a b  функцій позначають [ ; ].C a b  

 

Теорема 5.4  (про обмеженість функції, Веє-
рштраса). Функція ,f  неперервна на відрізку 

[ ; ],a b  обмежена на ньому. 

Теорема 5.5  (про найбільше та найменше 
значення, Веєрштраса). Функція ,f  непере-

рвна на відрізку [ ; ],a b  досягає на ньому своїх 

найбільшого та найменшого значення. 

 

Рис. 5.7. Теореми 
Веєрштраса  

Досягати свої найбільше та найменше значення на відрізку [ ; ]a b  

функція f  може і в кількох точках. 
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O xba
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 
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xO

1

1

sgny x
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5.4. Теореми Больцано — Коші 

 Теорема 5.6 (про нулі функції, Больцано — 
Коші). Якщо функція f  неперервна на відрізку 

[ ; ]a b  і набуває на його кінцях значень ( )A f a  і 

( )B f b  різних знаків, то всередині інтервалу ( ; )a b  

знайдеться принаймні одна точка ,c  для якої 

( ) 0.f c   

 

Рис. 5.8. Теорема 
про нулі функції

 

 Теорема 5.7  (про проміжні значення, Больца-
но — Коші). Якщо функція f  неперервна на відрі-

зку [ ; ], ( ) , ( ) ,a b f a A f b B   і C  — будь-яке число, що 

лежить між A та ,B  то в інтервалі ( ; )a b  знайдеться 

точка ,c  в якій 

( ) .f c C  

 
Рис. 5.9. Теорема 

про проміжні 
значення функції 

 Теорема 5.8  (про неперервність оберненої функції). Якщо функ-
ція f  строго монотонна і неперервна на відрізку [ ; ],a b  то обернена фун-

кція 1f   неперервна на [ ; ],A B  де [ ; ]A B  — множина значень функції .f  
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