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1Ȣ˗̨̑́̓̎ ̨̎̓̆̄̑́̌̉ 

1Ȣρ ˜̨̨̏̅̃̊̎ ̨̎̓̆̄̑́̌̉ 

ˑ̏ ̨̖̐̏̅̃̊̎̉ ̨̨̎̓̆̄̑́̌̃ ̠̝̠̈̃̏̅̓̒ ̨̘̈́̅́ ̐̑̏ ̖̠̈̎́̏̅̇̆̎̎ ̐̌̏̚ ̖̐̌̏̒̋̉ 

̨̄̔̑̕ȟ ̏̂ǫ̤̃̄̍̃ ̨̓̌ȟ ̍́̒ ̓́ ̨̖̑̈̎̉ ̨̖̘̖̍̆́̎̎̉ ̨ ̨̘̖̈̉̎̉̕ ̖́̑́̋̓̆̑̉̒̓̉̋ 



̨̝̖̍́̓̆̑́̌̎̉ ̏̂ǫ̤̃̄̋̓̃Ȣ ˛̘̟̟̝̠̂̉̒̌̓̒ ̨̨̐̏̅̃̊̎ ̨̎̓̆̄̑́̌̉ ̠̈̃̆̅̆̎̎̍ ̅̏ 

̖̖̅̃̏̋̑́̓̎̉Ⱦ̖̐̏̃̓̏̑̎̉ ̨̨̎̓̆̄̑́̌̃Ȣ 

˚́̐̑̉̋̌́̅ȟ ̠ ̋̏̚ ̓̑̆̂́ ̘̏̂̉̒̌̉̓̉ ( , )f x y dxdy
W

ññ ȟ ̅̆ ̝̏̂̌́̒̓ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ W

̘̤̝̠̃̉̈̎́́̓̒ ̨̨̟̑̃̎̒̓ 

{ }1 2( , ) , ( ) ( )x y a x b x y xj jW= ¢ ¢ ¢ ¢ ,  

̓̏̂̓̏ ̝̏̂̌́̒̓ ̤̍́ ̠̃̉̄̌̅ 
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=ññ ñ ñ  .                                       (1.1) 

ˬ̋̏̚ ̝̏̂̌́̒̓ D ̍ ̤́ ̠̃̉̄̌̅ 
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˟́̋̉̍ ̘̉̎̏̍ȟ ̠̅̌ ̨̐̏̅̃̊̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌̔ Ḁ ᾀὼȠώὨὼὨώ ̃ ̨̅ ̨̗̩̔̎̋̕ ̐̏ 

̨̏̂̌́̒̓ D ̨ ̤̒̎̔ ̅̃́ ̒̐̏̒̏̂̉ ̠̈̃̆̅̆̎̎ ̊̏̄̏ ̅̏  ̐̏̃̓̏̑̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌̔ ̃ 

̨̈́̌̆̇̎̏̒̓ ̨̃̅ ̃̉̂̏̑̔ ̠̐̏̑̅̋̔ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ ̐̏ ̨̨̈̍̎̎̊ x ̓  ́y. 

  ̋ ̠̏̈̄̌̎̆̍̏ ̝̐̑́̃̉̌̎̔ ̝̏̂̌́̒̓ D, ̓ ̏̂̓̏ȟ ̝̏̂̌́̒̓ ̠̅̌ ̠̩̋̏ ̨̠̐̑̍ȟ 



̨̝̐́̑́̌̆̌̎ ̠̏̒̍ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̨ ̏̚ ̖̠̝̐̑̏̏̅̓ ̘̆̑̆̈ ̝̏̂̌́̒̓  D, ̐ ̟̝̆̑̆̓̉̎́̓ ̩̩ 

̍̆̇̔  ɾ ̎̆ ̨̝̙̂̌̆ ̨̎̇ ̃ ̖̅̃̏ ̘̖̓̏̋́ ́̂̏ ̤ ̘̟́̒̓̉̎̏ ̨̍̆̇ ̏ ̨̂̌́̒̓ D.                                             

˴Ȣ˞̘̐̏́̓̋̔ ̨̤̎̓̆̄̑̔̍̏ ̐̏ ̨̨̈̍̎̎̊ y, ́  ̨̐̏̓̍ ̐̏ ̨̨̈̍̎̎̊ x. x ̆ ̘̤̏̈̎́́ȟ ̏̚ 

̨̈̍̎̎́ x ̈ ̨̟̤̝̠̍̎̓̒ ̃ ̨̖̐̏̒̓̊̎̉ ̖̍̆̇́ȡὥ ὼ ὦȟ ̅̆ a ̓  ́b ɀ ́ ̗̂̒̉̒̉ 

̨̖̋̑́̊̎ ̘̓̏̏̋  P ̓  ́M ̐ ̨̗̩̑̏̆̋ ̨̏̂̌́̒̓  D ̎ ́ 

̨̝̃̒ OX ̍́̌ȢςȢρ. 

ˣ̨ ̘̓̏̋̉ ̨̠̟̝̑̏̈̅̌̓ ̍̆̇̔  ɾ ̎́ ̨̅̃ 

̘́̒̓̉̎̉ȡ ̟̎̉̇̎ȟ̏̚ ̈́̅́̎́ ̨̠̠̑̃̎̎̎̍ 

ώ ώ ὼȟ ̓́ ̖̟̃̆̑̎ȟ ̏̚ ̈́̅́̎́ 

̨̠̠̑̃̎̎̎̍ ώ ώ ὼ. 

                                                                                                  ̍́̌ȢςȢρ                                          

 ˑ ̠̌ ̠̏̓̑̉̍́̎̎ ̍̆̇ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ ̐̏ ̨̨̈̍̎̎̊ ώ ̑ ̠̝̏̂̌̓ ̓́̋ȡ ̠̅̌ 

ὼᶅɴ ὥȠὦ ̐ ̠̝̑̏̃̏̅̓ ̠̐̑̍̔ ABȟ ̝̐́̑́̌̆̌̎̔ ̨̏̒ OY. x ̠ ̠̐̑̍́ ̤̐̆̑̆̓̉̎́ 

̍̆̇̔  ɾ ̨̏̂̌́̒̓  D  ̃  ̖̅̃̏ ̘̖̓̏̋́  A ̨  B. A ɀ ̓ ̘̏̋́ ̖̃̏̅̔ ̃ ̝̏̂̌́̒̓ D, ́  B ɀ 

̘̓̏̋́ ̖̃̉̏̅̔ ̈ ̨̏̂̌́̒̓  D ̅ ̠̌ ̅́̎̏̄̏ ὼȢ ˟̘̏̋́  A ̌ ̝̆̇̉̓ ̎́ ̨̎̉̇̎̊ ̨̘́̒̓̉̎ 

̨̍̆̇ȟ ̏̚ ̏̐̉̒́̎́ ̑ ̨̠̠̃̎̎̎̍ ώ ώ ὼȟ ́ ̘̓̏̋́ B -  ̎ ́ ̨̖̃̆̑̎̊ ̨̘́̒̓̉̎ ̨̍̆̇ȟ 

̏̚ ̏̐̉̒́̎́ ̨̠̠̑̃̎̎̎̍  ώ ώ ὼȢ˛̓̇̆ȟ ̠̅̌ ̅́̎̏̄̏ ὼɴ ὥȠὦ ̈ ̨̍̎̎́  ώ 

̨̟̤̝̠̈̍̎̓̒ ̃ ̖̍̆̇́ ώ ὼ ώ ώ ὼ.  

  ˟ ́̋̉̍ ̘̉̎̏̍ȟ ̝̏̂̌́̒̓ D ̍ ̏̇̎́ ̈́̐̉̒́̓̉ ̟̒̉̒̓̆̍̏ ̨̎̆̑̃̎̏̒̓̆̊ 

Ὀȡὥ ὼ ὦȠώ ὼ ώ ώ ὼ. 

ˑ̠̌ ̓́̋̏̄̏ ̈́̐̉̒̔ ̤̍́̍̏ ̏̑̍̔̌̔̕ ̠̈̃̆̅̆̎̎ ̨̐̏̅̃̊̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌́ ̅̏ 

̐̏̃̓̏̑̎̏̄̏ ȡ 

Ḁ ᾀὼȠώὨὼὨώ᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ Ȣ              (1.2) 

ˏ ̨̗̊ ̨̏̑̍̔̌̕ ̘̠̏̂̉̒̌̆̎̎ ̨̨̎̓̆̄̑́̌̃ ̨̤̝̠̃̅̂̔̃́̓̒ ̈̐̑́̃́  ̎ ̨́̌̃̏Ȣ ˜̑̉ 

̗̝̏̍̔ȟ ̋̏̌̉ ̘̟̟̝̏̂̉̒̌̓ ̨̎̓̆̄̑́̌ 

᷿ ᾀὼȠώὨώ ȟ ̓̏ ὼ ɀ ̃ ̤̝̠̃́̇́̓̒ ̟̒̓́̌̏Ȣ 

ςȢ˝̠̏̈̄̌̎̆̍̏ ̨̙̎̉̊ ̠̐̏̑̅̏̋ 

̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎Ȣ 

˞̘̐̏́̓̋̔ ̨̤̎̓̆̄̑̔̍̏ ̐̏ ̨̨̈̍̎̎̊ ὼȟ ́ ̨̐̏̓̍ 

̐̏ ̨̨̈̍̎̎̊ ώ. 

 



          ̍ ́̌Ȣ ςȢς 

 

  ̱ ̨̨̘̎́̌̏̄̎ ̨̠̍̑̋̔̃́̎̎ ̍́̌Ȣ ςȢς  ̠̝̐̑̉̈̃̏̅̓ ̅̏ ̨̙̎̏̄̏ ̈́̐̉̒̔ ̠̅̌ ̨̏̂̌́̒̓ 

D: ὧ ώ ὨȠ ὼ ώ ώ ὼ ώ. 

˟̏̍̔ ̤̍́̍̔ ̅̑̔̄̔ ̏̑̍̔̌̔̕ ̠̈̃̆̅̆̎̎ ̨̐̏̅̃̊̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌̔ ̅̏ ̐̏̃̓̏̑̎̏̄̏ȡ 

 

                  Ḁ ᾀὼȠώὨὼὨώ᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ Ȣ
̒

            (1.3) 

ˏ ̨̏̑̍̔̌̕ 1.3  ̐̑̉ ̨̘̏̂̉̒̌̆̎̎ ᷿ ᾀὼȠώὨὼ  ̈ ̨̍̎̎́ ώ  ̃ ̤̝̠̃́̇́̓̒ 

̟̒̓́̌̏Ȣ 

˔̠́̔̃́̇̆̎̎1Ȣρȡˬ̋̏̚ ̝̏̂̌́̒̓ D ̎ ̆ ̤ ̝̟̐̑́̃̉̌̎̏ȟ ̓̏ ̩̩ ̟̝̑̏̈̂̉̃́̓ ̎́ n 

̝̖̐̑́̃̉̌̎̉ ̨̐̅ ̏̂̌́̒̓̆̊ȟ ̚ ̏ ̎̆ ̟̝̠̐̆̑̆̓̉̎́̓̒ Ὀ, Ὥ ρȟςȟȣȟὲȟ ̓́̋ ̏̂̚ 

Ὀ Ὀ᷾Ὀ ᷾ȣ᷾ὈȢ ̝ ́ ̨̟̃̌́̒̓̉̃̒̓ ̨́̅̉̓̉̃̎̏̒̓ ̨̐̏̅̃̊̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌̔ 

̤̍́̍̏   

                            Ḁ ᾀὼȠώὨὼὨώВ Ḁ ᾀὼȠώὨὼὨώȢ 

˜̑̉̋̌́̅ 1ȢρȢ ˜̨̏̅̃̊̎̉̊ ̨̎̓̆̄̑́̌ Ḁ ᾀὼȠώὨὼὨώ ̈ ̃̆̒̓̉ ̅̏ ̐̏̃̓̏̑̎̏̄̏ 

̨̎̓̆̄̑́̌̔ȟ ̙̑̏̈̒̓́̃̉̃̉ ̨̨̃̅̐̏̃̅̎̏ ̨̍̆̇ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ȟ ̠̋̏̚ ̝̏̂̌́̒̓ Ὀ 

̏̂̍̆̇̆̎́ ̨̨̠̌̎̍̉ ‎ȡώ ρ ὼ; ‎ȡώ Ѝρ ὼ ̍́̌ȢςȢσ   

 
̍́̌Ȣ ςȢσ 

˝̏̈̃ᴂ̠̠̈́̎̎ȡ 

ˏ̤̉̋̏̑̉̒̓́̍̏ ̏̑̍̔̌̔̕ 1.2 Ȣ ˔̎́̊̅̆̍̏ ̗́̂̒̉̒̉  ὥ ̨ ὦ ̓ ̘̏̏̋ ̐̆̑̆̓̉̎̔ 

̐́̑́̂̏̌̉  ώ ρ ὼ ̓ ́ ̝̩̎̉̇̎̏ ̘́̒̓̉̎̉ ̨̐̃̋̏̌́ ώ Ѝρ ὼȢ ˑ ̠̌ ̗̝̏̄̏ 

̑̏̈̃ᴂ̠̇̆̍̏ ̨̠̠̑̃̎̎̎ ρ ὼ Ѝρ ὼ P ρ ὼ πO ὼ ρȢ  

˟́̋̉̍ ̘̉̎̏̍ȟ ̨̈̍̎̎́ ὼ ̈ ̨̟̤̝̠̍̎̓̒ ̃ ̖̍̆̇́ ρ ὼ ρȢ ˑ ̠̌ ̝̂̔̅-̠̋̏̄̏ 

̘̠̈̎́̆̎̎ ὼɴ ρȠρ ̈ ̨̍̎̎́ ώ ̈ ̨̟̤̝̠̍̎̓̒ ̃ ̖̍̆̇́  Ѝρ ὼ ώ ρ ὼ 

˜̨̏̅̃̊̎̉̊ ̨̎̓̆̄̑́̌ ̈́ ̟̏̑̍̔̌̏̕ 1.2  ̝̠̈̃̏̅̉̓̒  ̅̏ ̐̏̃̓̏̑̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌̔ 



̠̃̉̄̌̅̔   

ᾀὼȠώὨὼὨώ Ὠὼ ᾀὼȠώὨώ Ȣ

Ѝ

 

ˏ̤̉̋̏̑̉̒̓̏̃̔̍̏ ̏̑̍̔̌̔̕  1.3 Ȣ ˔̨̍̎̎́ ώ ̈ ̨̟̤̝̠̍̎̓̒ ̃ ̨̖̐̏̒̓̊̎̉ ̖̍̆̇́  

ρ ώ ρ ̍́̌ȢςȢτ Ȣ ˙̨̆̇ ̠̅̌ ̨̩̈̍̎̎̏ ὼ ̖̠̝̈̎́̏̅̓ ̓́̋ȡ ̠̅̌  ώᶅɴ ρȠρ 

̖̠̝̈̎́̏̅̓ ̠̐̑̍̔ ̝̐́̑́̌̆̌̎̔ ̨̏̒  OX. x ̠ ̠̐̑̍́ ̤̐̆̑̆̓̉̎́ ̍̆̇̔ ‎ ̃  ̖̅̃̏ 

̘̖̓̏̋́  A,  B ̍́̌Ȣ ςȢτ Ȣ ˜̑̏̓̆ ̈ ̍́̌Ȣ ςȢτ ̍̏̇̎́ ̘̐̏̂́̉̓̉ȟ ̏̚ ̠̅̌ ̨̩̈̍̎̎̏ ώ  ̈  

̨̨̃̅̑̈̋̔ ρȠπ  ̍ ̨̆̇ ̨̩̈̍̎̎̏ ὼ ̈ ̖̎́̏̅̉̍̏ ̈ ̨̠̠̑̃̎̎̎  ώ Ѝρ ὼ : 

 ὼ ρ  ώ;   ὼ ρ  ώ. 

 

                                                         ̍́̌Ȣ ςȢτ 

ˑ̠̌ ̨̩̈̍̎̎̏ ώ  ̈  ̨̨̃̅̑̈̋̔ πȠρ  ̈ ̨̍̎̎́ ὼ ̈ ̖̎́̏̅̉̍̏ ̈ ̨̠̠̑̃̎̎̎ ώ ρ ὼ : : 

 ὼ ρ  ώ;   ὼ ρ  ώ. 

ˏ ̗̝̏̍̔ ̃̉̐́̅̋̔ȟ̃ ̒̉̌̔ ̨̃̌́̒̓̉̃̏̒̓ ̨́̅̉̓̉̃̎̏̒̓ ̨̐̏̅̃̊̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌̔, ̃ ̨̎ 

̝̠̈̃̏̅̉̓̒ ̅̏ ̒̔̍̉ ̖̅̃̏ ̖̐̏̃̓̏̑̎̉ ̨̨̎̓̆̄̑́̌̃ ̈́ ̟̏̑̍̔̌̏̕  

    

Ḁ ᾀὼȠώὨὼὨώḀ ᾀὼȠώὨὼὨώḀ ᾀὼȠώὨὼὨώ

᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ ᷿Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ Ȣ 

 

˜̑̉̋̌́̅ 1ȢςȢ ˏ ̨̨̎̓̆̄̑́̌ ᷿Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ ̨̈̍̎̉̓̉ ̠̐̏̑̅̏̋ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎Ȣ 

˝̏̈̃ᴂ̠̠̈́̎̎ȡ ˔́ ̍̆̇́̍̉ ̨̖̈̍̎̎̉ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ ὼ ̨ ώ ̈ ̤́̐̉̒̔̍̏ ̝̏̂̌́̒̓ 

̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ Ὀ  ̔  ̨̠̃̉̄̌̅ ̨̨̎̆̑̃̎̏̒̓ π ώ ςȠ ὼ σ ώȢ  

˔̏̂̑́̈̉̍̏ ̗̟ ̝̏̂̌́̒̓ ̨̘̄̑́̎̏̕ ̍́̌Ȣ ςȢυ 



 

                                                          ̍́̌ȢςȢυ 

˔ ̍́̌Ȣ ςȢυ ̃̉̅̎̏ȟ̏̚ ̐̑̉ ̝̈̃̏̑̏̓̎̏̍̔ ̠̐̏̑̅̋̔ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ ̙̒̐̆̑̔ ̐̏ 

̨̨̈̍̎̎̊ ώȟ ́ ̨̐̏̓̍ ̐̏ ̨̨̈̍̎̎̊  ὼ  ̝̏̂̌́̒̓ Ὀ ̎ ̨̖̆̏̂̅̎̏ ̐̑̆̅̒̓́̃̉̓̉ ̔ 

̨̠̃̉̄̌̅ ̏̂ᴂ̤̠̅̎́̎̎ ̖̅̃̏ ̏̂̌́̒̓̆̊ ̏̚ ̎̆ ̟̝̠̐̆̑̆̓̉̎́̓̒ Ὀ ̨ ὈȢ ˔̙́̐̉̆̍̏ 

̗̟ ̝̏̂̌́̒̓ ̔ ̨̠̃̉̄̌̅ ̨̨̎̆̑̃̎̏̒̓ 

 Ὀȡπ ώ ρȠ π ώ ςὼȠ  Ὀȡρ ώ σȠ π ώ σ ὼȢ 

˗̟̘̝̏̑̉̒̓̔̉̒ ̨̟̃̌́̒̓̉̃̒̓ ̨́̅̉̓̉̃̎̏̒̓ ̨̐̏̅̃̊̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌̔ ̨ ̟̏̑̍̔̌̏̕ 

(1.2  ̠̅̌ ̏̂̌́̒̓̆̊ Ὀ ̨ Ὀȟ ̤̏̓̑̉̍̔̍̏   

᷿Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ Ḁ ᾀὼȠώὨὼὨώḀ ᾀὼȠώὨὼὨώ

᷿Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ ᷿Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨώ Ȣ 

˜̑̉̋̌́̅ρȢσȢ ˛̘̂̉̒̌̉̓̉ 
4

dxdy

x y
W
- +ññ ȟ ̅̆ ̝̏̂̌́̒̓ W ̏ ̂̍̆̇̆̎́ ̨̨̠̌̎̍̉  

̖ πȟ̔ ̖ȟ 22 ( 0)y x x= - ².  

˝̏̈̃ᴂ̠̠̈́̎̎ȡ 

˔̨̘́̈̎́̆̎ ̨̨̩̌̎ ̈́ ̔̍̏̃̏  ̟ 0x² ̟̟̝̔̓̃̏̑̓ ̨̨̋̑̉̃̏̌̎̊̎̉̊ ̓̑̉̋̔̓̎̉̋ ̈ 

̙̃̆̑̉̎́̍̉ ̃ ̘̖̓̏̋́ πȠπ ȟ πȠς ȟ ρȠρ, ̠ ̋̉̊ ̨  ̨̨̤̃̅̄̑́ ̝̑̏̌ ̨̏̂̌́̒̓ W, ̐ ̑̉ 

̗̝̏̍̔ ( ){ }2, 0 1; 2x y x x y xW= ¢ ¢ ¢ ¢ -. 
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˗̏ ̌̉ ̝̏̂̌́̒̓ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ W ̏ ̂̍̆̇̆̎́ ̟̈́̍̋̎̆̎̏ ̨̨̤̟̌̎ ( , ) 0F x y = ȟ ̓̏ 

̨̠̠̑̃̎̎̎ ̨̨̩̌̎ ̘̤̃̉̈̎́́ ̔ ̠̋  ̠̎̆̃̎̏ ̈́̅́̎̔ ̨̗̟̔̎̋̕ ̨̃̅ ̖Ȣ ˬ̋̏̚ ̈ ̨̠̠̑̃̎̎̎ 

̨̨̩̌̎ ̍̏̇̎́ ̈̎́̊̓̉ ̔ ̠̋ ̘̅̃̏̈̎́̎̔ ̨̗̟̔̎̋̕ ̨̃̅ ̖ 

1 2( ), ( )y x y xj j= = [ ] 1 2( , , ( ) ( )),x a b x xj jÍ ¢  

̓̏  ̨̐̏̅̃̊̎̉̊ ̨̎̓̆̄̑́̌ ̘̟̤̝̠̏̂̉̒̌̓̒ ̈́ ̟̏̑̍̔̌̏̕ 1.1). 

˜̑̉̋̌́̅ ρȢτ ˔̎́̊̓̉ ̐̌̏̔̚ ̨̄̔̑̉̕ Wȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̩̋̑̉̃̏ 2( ) 2 1 0x y x- + - = ̓ ́ 

̠̟̐̑̍̏ 4x=-. 

˝̏̈̃ᴂ̠̠̈́̎̎ȡ 

˝̏̈̃ȭ̠̟̘̈̔̉ ̨̠̠̑̃̎̎̎ ̩̋̑̉̃̏ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̔ȟ ̤̍́̍̏ 
1

1 2 ( )
2

y x x x= ° - -¤< ¢, 

̓̏̂̓̏ ̃ ̨̏̂̌́̒̓ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ 
1

4 , 1 2 1 2
2

x x x y x x- ¢ ¢ - - ¢ ¢ + -. 
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ρȢς ˜̨̏̅̃̊̎̉̊ ̨̎̓̆̄̑́̌ ̃ ̨̨̖̋̑̉̃̏̌̎̊̎̉ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓́ 

ˬ̋̏̚ ̝̏̂̌́̒̓ D ̍ ̤́ ̠̃̉̄̌̅ 

()jrr 1=

()jrr 2=

a
b

0  

̓̏ ññ ñ ñ Ö=
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dfddxdyyxf

b
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)(

2

1

)sin;cos();( . 

ˑ̨̝̙̆̓́̌̎̆Ȣ ˝̠̏̈̄̌̎̆̍̏ ̝̏̂̌́̒̓ Ὀȟ ̐ ̝̑́̃̉̌̎̔ ̃ ̨̝̑́̅́̌̎̏̍̔ ̠̎́̐̑̍̋̔ȟ 

̓̏̂̓̏ ̝̂̔̅-̠̋̉̊ ̨̝̐̑̏̍̎ȟ ̏̚ ̖̝̃̉̏̅̉̓ ̈ ̘̐̏́̓̋̔ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̨ ̖̝̐̑̏̏̅̉̓ 

̘̆̑̆̈ ̝̏̂̌́̒̓ Ὀȟ ̤̐̆̑̆̓̉̎́ ̩̩ ̍̆̇̔ ̎̆ ̨̝̙̂̌ ̨̎̇ ̃ ̖̅̃̏ ̘̖̓̏̋́ ́̂̏ ̤ 

̘̟́̒̓̉̎̏ ̨̍̆̇ ̨̏̂̌́̒̓ Ὀ ̍́̌Ȣ ςȢφ Ȣ 



 

 ̍́̌ ςȢφ 

ˣ̆ ̘̤̏̈̎́́ȟ ̏̚ ̝̏̂̌́̒̓ Ὀ ̏ ̂̍̆̇̆̎́ ̠̐̑̏̍̆̎̍̉ȟ ̏̚ ̖̠̝̃̉̏̅̓ ̈ ̟̐̏̌̒́ ˛ 

̘̐̏́̓̏̋ ̋̏̏̑̅̉̎́̓  ̨̐̅ ̋̔̓́̍̉ • ̓ ́ • ̅ ̏ ̠̩̐̏̌̑̎̏ ̨̏̒ ̏̚ ̨̤̒̐̃̐́̅́ 

OX ȟ ́ ̓́̋̏̇ ̋̑̉̃̉̍̉ ‎  ,  ‎ ȟ ̨̠̋ ̍̏̇̎́ ̈́̅́̓̉ ̨̠̠̑̃̎̎̎̍̉ ” ” • ̓ ́ 

” ” • ̅ ̆ ” ̓ ́ •  - ̐ ̨̠̏̌̑̎ ̋̏̏̑̅̉̎́̓̉Ȣ ˜̨̝̑̏̍̎ȟ ̏̚ ̖̝̃̉̏̅̉̓  ̈ ̟̐̏̌̒́ 

˛ ̨̐̅ ̋̔̓̏̍ •  ̅ ̏ ̠̩̐̏̌̑̎̏ ̨̏̒ȟ • • •ȟ ̤̐̆̑̆̓̉̎́ ̍̆̇̔ ̨̏̂̌́̒̓ Ὀ ̃  

̘̖̓̏̋́  A ̨  B. ὕὃ ” •, ὕὄ ” •. ̱ ̨̘̎́̌̓̉̎̏ ̝̏̂̌́̒̓ Ὀ  ̈ ̤̝̠́̅́̓̒ 

̟̒̉̒̓̆̍̏ ̨̎̆̑̃̎̏̒̓̆̊ • • •ȡ ” •  ” ” • . 

 ̃ ̨̠̏̌̑̎ ”, •   ̓ ́ ̨̅̆̋́̑̓̏̃ ὼȠώ ̋ ̏̏̑̅̉̎́̓̉ ̈̃ᴂ̨̠̈́̎ ̨̨̙̠̒̐̃̃̅̎̏̆̎̎̍ 

ὼ ”ὧέί•, ώ ”ίὭὲ•ȟ́ ̏̑̍̔̌́̕ ̘̠̏̂̉̒̌̆̎̎ ̨̐̏̅̃̊̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌̔ ̃ 

̠̖̐̏̌̑̎̉ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓́ ̠̅̌ ̝̩̐̑́̃̉̌̎̏  ̃ ̨̝̑́̅́̌̎̏̍̔ ̠̎́̐̑̍̋̔ ̨̏̂̌́̒̓ Ὀ 

̤̍́ ̠̃̉̄̌̅  

Ḁ ᾀὼȠώὨὼὨώ᷿ Ὠ•᷿ ᾀ”ὧέί•Ƞ”ίὭὲ• ”Ὠ”Ȣ      (1.4) 

˜̑̉̋̌́̅ρȢυȢ ˛̘̂̉̒̌̉̓̉ Ḁ ὼ ώ ὨὼὨώȟ ̅̆ Ὀ ɀ ̏ ̝̂̌́̒̓ȟ ̏̂̍̆̇̆̎́ 

̟̋̑̉̃̏ ὼ ώ ψὼώ. 

˝̏̈̃ᴂ̠̠̈́̎̎Ȣ˜̖̠̘̆̑̆̏̅̉ ̅̏ ̠̖̐̏̌̑̎̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓  ” ̓ ́ •  ȟ ̤̏̓̑̉̍̔̍̏  

̨̠̠̑̃̎̎̎ ̨̗̄̑́̎̉ ‎ ̏ ̨̂̌́̒̓ Ὀ: 

”ὧέί• ”ίὭὲ• ψ”ὧέί•ίὭὲ•P” τ”ίὭὲς• ᴼ” ςίὭὲς•. 

˙̨̆̇ ̨̈̍̎̉ • ̍ ̏̇̎́ ̈̎́̊̓̉ ̈ ̨̏̂̌́̒̓ ̘̠̃̉̈̎́̆̎̎ ̨̗̩̔̎̋̕ ” ”•. 

˛̟̂̌́̒̓ ̘̠̃̉̈̎́̆̎̎ ̨̗̩̔̎̋̕ ” ”•  ̤  ̨̓ ̘̠̈̎́̆̎̎ •ȟ ̈ ́ ̠̖̋̉ ̨̗̠̔̎̋̕ 

”•  ̃ ̘̉̈̎́̆̎́ ̨ ”• πȢ   ˟ ́̋̉̍ ̘̉̎̏̍ȟ ̃ ̙̎́̏̍̔ ̃̉̐́̅̋̔ • 

̝̠̤̈́̅̏̃̏̌̎ ̨̨̝̎̆̑̃̎̒̓  

ίὭὲς• πP •ᶰπȠ ᷾“Ƞ“. 

ˏ̨̨̅̐̏̃̅̎̏ȟ Ὀ Ὀ᷾Ὀȟ ̅̆  ὈȟὈ ̈ ̟̝̠́̅́̓̒ ̒̉̒̓̆̍́̍̉ ̨̎̆̑̃̎̏̒̓̆̊ ̍́̌Ȣ 

2.7) 

Ὀȡ
π • Ƞ

π ” ςίὭὲς•
      Ὀ:

“ • “Ƞ

π ” ς ίὭὲς•
 



 
̍́̌Ȣ  ςȢχ 

 

˔̟̘̃́̇́̉ ̎́  ̨̟̒̉̍̆̓̑ ̨̨̝̩̐̅̎̓̆̄̑́̌̎̏ ̨̗̩̔̎̋̕ ̨ ̨̏̂̌́̒̓ Ὀ ̃ ̨̅̎̏̒̎̏ 

̘̐̏́̓̋̔ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̈ ̏̑̍̔̌̉̕  ρȢτ  ̤̏̓̑̉̍́̍̏  

ὼ ώ ὨὼὨώς ὼ ώ ὨὼὨώς Ὠ• ”Ὠ”

ς Ὠώ
”

τ
ςίὭὲς•

π

ψ ίὭὲς•Ὠ•

ψ
ρ

ς
ίὭὲς•Ὠ•ψ

ρ

ς
ρ ὧέίτ•Ὠ• ς“Ȣ 

˔̠́̔̃́̇̆̎̎ ρȢςȢ ˑ̠̌ ̝̩̔̈́̄́̌̎̆̎̏ ̠̩̐̏̌̑̎̏ ̒̉̒̓̆̍̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̈̃ᴂ̠̈̏̋ 

̨̖̈̍̎̎̉ ”, • : ὼȟώ  ̈ ̤̝̠́̅́̓̒ ̨̠̑̃̎̏̒̓̍̉ ὼ ὥ”ὧέί•, ώ ὦ”ίὭὲ•. 

 

˟̔̓ ̨̨̈̍̎̎  ”, • ̍ ̟̝́̓ ̓́̋̉̊ ̇̆ ̨̈̍̒̓ȟ ̏̚ ̨ ̃ ̨̠̐̏̌̑̎̊ ̨̒̉̒̓̆̍ ̋̏̏̑̅̉̎́̓Ȣ ˏ 

̗̝̏̍̔ ̃̉̐́̅̋̔ ̏̑̍̔̌́̕ ρȢτ  ̝̟̤̝̠̔̈́̄́̌̎̓̒ ̨ ̤̐̑̉̊̍́ ̠̃̉̄̌̅ 

Ḁ ᾀὼȠώὨὼὨώὥὦ᷿ Ὠ•᷿ ᾀὥ”ὧέί•Ƞὦ”ίὭὲ•”Ὠ”        (1.5) 

ˣ̟ ̒̉̒̓̆̍̔ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̘̈̑̔̎̏ ̈́̒̓̏̒̏̃̔̃́̓̉ ̃ ̓̏̍̔ ̃̉̐́̅̋̔ȟ ̠̋̏̚ ̃ 

̨̨̠̑̃̎̎̎ ̨̍̆̇ D ̨  ̃ ̨̨̝̐̅̎̓̆̄̑́̌̎̔ ̨̗̟̔̎̋̕ ̖̠̝̃̏̅̓ ̃̉̑́̈̉  

ȟὭ ρȟςȟȣȟὲȟὯ ̨̨̗̝̑́̏̎́̌̎ ̘̉̒̌́. 

ρȢσȢ˔̠́̒̓̏̒̔̃́̎̎ ̨̖̐̏̅̃̊̎̉ ̨̨̎̓̆̄̑́̌̃ 

ρȢ˜̌̏́̚ „ ̐ ̩̌̏̒̋̏ ̨̏̂̌́̒̓ D ̏ ̘̟̤̝̠̂̉̒̌̓̒ ̈́ ̟̏̑̍̔̌̏̕ 



„ Ḁ ὨὼὨώ    (1.6) 

ςȢ˛̂ȭ̤̍ V ̗ ̨̘̉̌̎̅̑̉̎̏̄̏ ̨̓̌́ȟ ̏̂̍̆̇̆̎̏̄̏ ̖̈̃̆̑̔ ̖̟̐̏̃̆̑̎̆ ᾀ ὪὼȠώ, 

̈̎̉̈̔ ɀ ̘ ̟́̒̓̉̎̏ ̐̌̏̉̎̉̚ XOY ̨  ̨̘̟̂̎̏ ̖̟̐̏̃̆̑̎̆ ̠̐̑̍̏̄̏ ̨̗̉̌̎̅̑́ȟ 

̤̝̠̈́̅́̓̒ ̟̏̑̍̔̌̏̕ 

ὠ Ḁ ὪὼȠώὨὼὨώ,     (1.7) 

ˬ̋̏̚ ̨̓̌̏ ̏̂̍̆̇̆̎̆ ̅̃̏̍́ ̖̠̐̏̃̆̑̎̍̉ ᾀ ὪὼȠώ ̠̎̉̇̎ ̘́̒̓̉̎́ ̨̍̆̇ 

̨̓̌́ ȟ  ̨ ᾀ ὪὼȠώ ̖̠̃̆̑̎ ̘́̒̓̉̎́ ̨̍̆̇ ̨̓̌́ ȟ ̓̏  

ὠ Ḁ ὪὼȠώ ὪὼȠώ ὨὼὨώ. 

3. ˞ ̨̘̓́̓̉̎ ̍̏̍̆̎̓̉ ̏̅̏̚ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓̎̉ ̏̒̆̊ ̨ ̍́̒́ ̖̐̌̏̒̋̉ ̏̂̌́̒̓̆̊ 

̘̟̟̝̠̏̂̉̒̌̓̒ ̈́ ̏̑̍̔̌́̍̉̕ 

ὓ Ḁ ώ‎ὼȠώὨὼὨώ;  ὓ Ḁ ὼ‎ὼȠώὨὼὨώ; 

ὓ Ḁ ‎ὼȠώὨὼὨώ, 

̅̆ ‎ὼȠώ - ̐ ̖̏̃̆̑̎̆̃́ ̨̨̝̝̌̎̒̓̚ ̍́̒̉ ̩̐̌̏̒̋̏ ̨̏̂̌́̒̓ D. 

τȢ˗̏̏̑̅̉̎́̓̉ ̗̆̎̓̑́ ̨̠̠̓̇̎̎ ̩̐̌̏̒̋̏ ̨̏̂̌́̒̓ D ̈  ̨̨̝̟̌̎̒̓̚ ̍́̒̉  ‎ὼȠώ  

̘̤̝̠̃̉̈̎́́̓̒ ̈́ ̏̑̍̔̌́̍̉̕ 

ὢ
ὓ
ὓ;  ὣ

ὓ
ὓ. 

υȢ˙̏̍̆̎̓̉ ̨̨̗̩̎̆̑ ̖̐̌̏̒̋̉ ̏̂̌́̒̓̆̊ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓̎̉ ̏̒̆̊ ̨ ̘̐̏́̓̋̔ 

̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̘̟̟̝̠̏̂̉̒̌̓̒ ̈́ ̟̅̏̐̏̍̏̄̏ ̨̖̐̏̅̃̊̎̉ ̨̨̎̓̆̄̑́̌̃ ̠̃̉̄̌̅̔ 

Ὅ Ḁ ώ‎ὼȠώὨὼὨώ; Ὅ Ḁ ὼ‎ὼȠώὨὼὨώ
 

; 

Ὅ Ḁ ὼ ώ ‎ὼȠώὨὼὨώ ɀ ̐ ̠̏̌̑̎̉̊ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑Ƞ 

Ὅ Ḁ ὼώ‎ὼȠώὨὼὨώ ɀ ̃ ̨̗̅̆̎̓̑̏̃̉̊ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑Ȣ 

˜̑̉̋̌́̅ 1.6Ȣ ˛̘̂̉̒̌̉̓̉ ̐̌̏̔̚ ̩̐̌̏̒̋̏ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̏̂̍̆̇̆̎̔ ̨̨̤̟̌̎ 

 ὼ  



˝̏̈̃ȭ̠̈̏̋Ȣ ˜̌̏́̚ ̩̐̌̏̒̋̏ ̨̏̂̌́̒̓ ̤̝̠̅́̓̒ ̟̏̑̍̔̌̏̕ ςȢυ Ȣ ˔ ̨̠̠̑̃̎̎̎ ̨̍̆̇ 

̨̗̤̩ ̨̏̂̌́̒̓ ̃̉̅̎̏ȟ ̏̚ ̃ ̗̝̏̍̔ ̨̨̎̓̆̄̑́̌ ̠̅̌ ̊̏̄̏ ̘̠̏̂̉̒̌̆̎̎ ̘̈̑̔̎̏ 

̐̆̑̆̊̓̉ ̅̏ ̝̩̔̈́̄́̌̎̆̎̏ ̠̩̐̏̌̑̎̏ ̒̉̒̓̆̍̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ 

ὼ ς”ÃÏÓ•; ώ Ѝσ”ÓÉÎ•. 

˟̨̏̅ ̨̠̠̑̃̎̎̎ ̨̍̆̇ ̨̗̤̩ ̨̏̂̌́̒̓ ̂̔̅̆ ̍́̓̉ ̠̃̉̄̌̅ 

τ”ὧέί•ᴾ” τ”ὧέί•ᴼ” ςÃÏÓ•. 

˔ ̔̍̏̃̉ ” π ̃ ̘̟̝̠̉̈̎́́̓̒ ̨̍̆̇ 

̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ ̐̏ ̨̨̈̍̎̎̊ •ȡ • . 

ˏ̉̅ ̨̏̂̌́̒̓ ̈̏̂̑́̇̆̎̉̊ ̎́ ̍́̌ȢςȢψȢ 

˴̈ ̍́̌ȢςȢψȢ ̨ ̖̏̓̑̉̍́̎̉ ̨̙̑́̎̆ 

̨̝̑̆̈̔̌̓́̓̃ ̝̏̂̌́̒̓ D ̈ ̤̝̠́̐̉̒̔̓̒ ̔ 

̨̠̃̉̄̌̅  

“

ς
•

“

ς
Ƞ

π ” ςÃÏÓ•Ȣ
 

                                                                                                ˙́̌ȢςȢψ 

˜̨̠̟̘̅̒̓́̃̌̉ ̨̗ ̨̍̆̇ ̨ ̃ ̏̑̍̔̌̔̕ 1.5), ̅ ̆ Ὢ ρ ȟ ̤̏̓̑̉̍́̍̏ ̨̨̝̃̅̐̏̃̅ȡ 

„ ςЍσ Ὠ• ”Ὠ”ςЍσ Ὠ•
”

ς
ςÃÏÓ•
π

τЍσ ὧέί•Ὠ•ςЍσ“̋Ȣ̃̏ Ȣ̅Ȣ 

˜̑̉̋̌́̅ 1.7Ȣ ˛̘̂̉̒̌̉̓̉ ̏̂ȭ̤̍ ̨̓̌́ȟ ̏̂̍̆̇̆̎̏̄̏ ̖̠̐̏̃̆̑̎̍̉ Ὓȡᾀ τὼ

ςώ; 

Ὓȡὼ ώ σ;  Ὓȡᾀ π;  Ὓȡὼ π; Ὓȡώ π ̍́̌ȢςȢω Ȣ 

˝̏̈̃ȭ̠̈̏̋Ȣ ˣ̆ ̨̓̌̏ ɀ ̗ ̨̘̉̌̎̅̑̉̎̆ȟ ̓̏̍̔ ̠̅̌ 

̘̠̏̂̉̒̌̆̎̎ ̏̂ȭ̤̍̔ ̤̠̒̋̏̑̉̒̓̔̍̏̒ ̟̏̑̍̔̌̏̕ 

ρȢχ ȟ ̅̆ ὪὼȠώ τὼ ςώ. 



ὠ Ḁ τὼ ςώ ὨὼὨώ  

˟̔̓ ̝̏̂̌́̒̓ D(Ὓ ȟ ̎́ ̠̋̔ ̤̝̠̐̑̏̆̋̓̔̓̒ ̨̓̌̏ȟ - ̓ ̑̉̋̔̓̎̉̋ ̃ ̨̐̌̏̉̎̚ XOY. 

        ̇ ́̌ȢςȢω 

ˣ̠ ̝̏̂̌́̒̓ ̏̂̍̆̇̆̎́ ̨̨̠̌̎̍̉ ὒȟὒȟὒ ̠ ̨̋ ̤ ̨̒̌̅́̍̉ ̐̌̏̉̎̚ Ὓ, Ὓ, Ὓ 

̨̨̃̅̐̏̃̅̎̏Ȣ ˜̏ ̨̠̠̖̑̃̎̎̎ ̗̖̉ ̐̌̏̉̎̚ ̤̈́̐̉̒̔̍̏ ̨̠̠̑̃̎̎̎ ̨̨̌̎̊ȡ 

ὒȡὼ πȟπ ώ σ;      ὒȡώ πȟπ ὼ ςȠ 

ὒȡὼ ώ σȟπ ώ σ O ὼ σ ώȟπ ώ σ. 

˔̨̃̅̒̉ ̤̃̉̐̌̉̃́ȟ ̏̚ ̝̏̂̌́̒̓ D ̍ ̏̇̎́ ̈́̅́̓̉ ̨̠̎̆̑̃̎̏̒̓̍̉ π ώ σ;   

 π ὼ σ ώ ̅̉̃Ȣ ̍́̌ȢςȢω Ȣ 

˟̏̍̔ ̤̍́̍̏ 

ὠ ᷿Ὠώ᷿ τὼ ςώ Ὠὼ ᷿Ὠώ ὼ ςώὼ
σ ώ
π

᷿ σ ώ

ςώ σ ώ Ὠώ σ ώ ςώ ώ
σ
π

ψρυτ

τπȟυ̋̔Ȣ̂̏ Ȣ̅. 

 ˬ̋̏̚ ̈ ̨̠̠̑̃̎̎̎ ( , ) 0F x y =  ̌ ̨̨̩̎ȟ ̠̋́ ̤ ̟̍̆̇̆ ̨̏̂̌́̒̓ Wȟ ̎̆ ̍̏̇̎́ 

̈̎́̊̓̉ y  ̠ ̋ ̠̃̎̔ ̨̗̟̔̎̋̕ ̨̃̅ xȟ ̓̏ ̃ ̗̝̏̍̔ ̨̨̠̑̃̎̎̎ ̍̏̇̎́ ̐̆̑̆̊̓̉ ̨̃̅ 

̋̏̏̑̅̉̎́̓ ,x y  ̅ ̏ ̖̎̏̃̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ,e h ̨̝̙̈̅̆̂̌̏̄̏ ̗̆ ̨̠̐̏̌̑̎ ̘̉ 

̨̝̔̈́̄́̌̎̆̎ ̨̠̐̏̌̑̎ ̋̏̏̑̅̉̎́̓̉  ̈́ ̏̑̍̔̌́̍̉̕ 

( , ),
{

( , )

x

y

e h

e h

=

=
 

˔́ ̔̍̏̃̉ȟ̏̚ ̨̠̋̏̂́̎  

' '

' '
( , ) 0

x x
y

y y

e h

e h

e h=  ̧

́ ̨̠̠̑̃̎̎̎ ( ( , ), ( , )) 0F x ye h h e=  ̍ ̏̇̎́ ̑̏̈̃ȭ̠̈́̓̉ ̨̃̅̎̏̒̎̏ȟ ̎́̐̑̉̋̌́̅ȟ h. 

˟̨̏̅ ̝̏̂̌́̒̓ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ ̃ ̖̎̏̃̉ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓́ ̙̝̠̏̐̉̆̓̒ ̨̠̎̆̑̃̎̏̒̓̍̉ 

1 2, ( ) ( ),a e b h e h h e¢ ¢ ¢ ¢ ̘̐̑̉̏̍̔  

2

1

( )

( )

( , ) ( ( , ), ( , )) ( , )f x y dxdy d f x y y d d

h eb

a h e

e e h e h e h e h
W

=ññ ñ ñ  



̅̆ ( , )y d de h e h- ̅ ̨̗̉̆̑̆̎́̌̕ ̨̐̌̏̚ ̃ ̖̎̏̃̉ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓́ ,e h ̔ ̠̖̐̏̌̑̎̉ 

̖̋̏̏̑̅̉̎́̓́ ,rQ ̨̗̅̉̆̑̆̎́̌̕ ̨̐̌̏̚ ̨̟̤̅̏̑̃̎ d dr rQ). 

˜̑̉̋̌́̅ ρȢψȢ ˔̎́̊̓̉ ̍́̒̔  ̨̐̌́̓̃̋̉ Wȟ ̨̏̂̍̆̇̆̎ ̨̨̤̟̌̎ 
2 2

2 2( ) ,
9 4

x y
y+ = ̠̋̏̚ 

̨̗̠̔̎̋̕ ̨̑̏̈̐̏̅̌̔ ̍́̒̉ 2( , )x y xg = . 

ˑ̠̌ ̘̠̏̂̉̒̌̆̎̎ ̨̎̓̆̄̑́̌́ ( , )x y dxdyg
W

ññ ȟ ̠̋̉̊ ̨̟̤̅̏̑̃̎ ̨̍́̒ ̨̐̌́̓̃̋̉ W, 

̨̗̝̅̏̌̎̏ ̨̃̅ ̖̅̆̋́̑̓̏̃̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ,x y  ̐ ̆̑̆̊̓̉ ̅̏ ̝̖̔̈́̄́̌̎̆̎̉ 

̠̖̐̏̌̑̎̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ,rQ  ̈ ́ ̏̑̍̔̌́̍̉̕ȡ 

3 cos

2 sin

x

y

r

r

= Që
ì
= Qí

 

˟̨̏̅ 2 2( , ) (3 cos ,2 sin ) 9 cosx yg g r r r= Q Q = Qȟ ́ ̨̨̠̌̎ 
2 2

2 2( ) ,
9 4

x y
y+ = ̏̚ ̤̏̂̍̆̇̔ Wȟ̔ 

̖̎̏̃̉ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓́ ̘̤̝̠̃̉̈̎́́̓̒ ̨̨̟̑̃̎̒̓ 4 2 24 sinr r= Qȟ̓̏̂̓̏ 2 sinr= Q. 

˛̓̇̆ȟ ̝̏̂̌́̒̓W̘̤̝̠̃̉̈̎́́̓̒ ̨̠̎̆̑̃̎̏̒̓̍̉ 0 2 ,0 2 sinp r¢Q¢ ¢ ¢ Q 

' '

' '
( , ) 6 , ( , ) 6

x x
y y

y y

r

r

r r r r
Q

Q

Q = =- Q = 

˔̨̃̅̒̉ 
2sin2

2 2

0 0

( , ) 9 cos 6x y dxdy d d

p

g r r r

Q

W

= Q Qññ ñ ñ

2sin2 2 4
2sin2 3 2

0

0 0 0

54 cos 54 cos
4

d d d

p p
r

r r

Q

Q
= Q Q = Q Q=ñ ñ ñ

2 2

2 2 2

0 0

27 sin 2 (1 cos2 ) 27 (sin 2 sin 2 cos2 )d d

p p

Q - Q Q= Q- Q Q Q=ñ ñ
2

2

0

1
27 ( (1 cos4 ) sin 2 cos2 ) 27

2
d

p

p- Q - Q Q Q=ñ  

˔̠́̃̅́̎̎ ρ 

˜̨̠̏̍̎̓̉ ̠̐̏̑̅̏̋ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎: 

1.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ. 

2.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ 



3.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ
Ѝ

. 

4.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ
Ѝ

. 

5.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ
Ѝ

Ѝ
. 

6.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

7.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

8.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ. 

9.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ ᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ
Ѝ

Ѝ

Ѝ
. 

10.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ. 

11.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ. 

12.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώЍ . 

13.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

14.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ ᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼЍ . 

15.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

16.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ
Ѝ

. 

17.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨὼ ᷿Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ ᷿Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ
Ѝ

Ѝ

Ѝ

Ѝ
. 

18.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ. 

19.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 



20.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

21.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

22.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

23.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

24.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨὼ ᷿Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ. 

25.᷿ Ὠ᷿ ᾀὼȠώὨὼ
Ѝ

Ѝ
. 

26.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ ᷿Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

27.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ ᷿Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

28.᷿ Ὠώ᷿ ᾀὼȠώὨὼ. 

29.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ
Ѝ

Ѝ
. 

30.᷿ Ὠὼ᷿ ᾀὼȠώὨώ
Ѝ

. 
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ˏ̨́̑́̎̓ Ο2 
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ˏ̨́̑́̎̓ Ο7 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ ȟ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ ȟ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 
2 2 2 22 , 6 , , 0,x y x x y x y x x+ = + = = =̠̋ ̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ .2);( xyxj =  

ˏ̨́̑́̎̓ Ο8 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̗̆̎̓̑ ̍́̒ ̨̐̃̋̏̌́ ȟ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ ,0,22 =-= yxRy ̠̋̏̚ 

̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ .);( 22 yxyxj +=  

ˏ̨́̑́̎̓ Ο9 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 

xyx 222 =+ , xyx 822 =+ , 
3

x
y= , 0=y ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ yxyx +=);(g . 

ˏ̨́̑́̎̓ Ορ0 



 ̝ ̎́̊̓̉ ̗̆̎̓̑ ̍́̒ ̒̆̋̓̏̑́ȟ ̏̂̍̆̇̆̎̏̄̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 22 yRx -= , xy= , xy -= ,                               

̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ .);( 22 yxyx ==g  

ˏ̨́̑́̎̓ Ο11 

 ̝ ̎́̊̓̉  ̍́̒̔  ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ  ̠̋́  ̤̍́  ̏̑̍̔̕  ̨̏̂̌́̒̓ȟ  ̩̏̂̍̆̇̆̎̏  ̋̑̉̃̉̍̉ 

0,3,10,2 2222 ===+=+ yxyxyxxyx ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ xyx 2);( =g . 

ˏ̨́̑́̎̓ Ορς 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̨̏̒ ˛̖ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏  ̋̑̉̃̉̍̉  )0(4,0,1 2 >=== yxyyx ȟ  ̠̋̏̚  ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́  ̄̔̒̓̉̎́ 

.7);( 2 yxyx +=g  

ˏ̨́̑́̎̓ Ο13 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 

0,
3

,20,8 2222 ===+=+ x
x

yxyxxyx ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ yyx 2);( =g . 

ˏ̨́̑́̎̓ Ορ4 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̘̐̏́̓̋̔ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ 

̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ )0(3,,9,1 2222 >===+=+ xxyxyyxyx , 

̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ 
x

y
arctgyx =);(g . 

ˏ̨́̑́̎̓ Ο15 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ȡ 

  Øόyό  φØȟ  Øόyό  ρφx, y = x 3 , y = 
3

x ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ Ê ØȠÙ   

4y  

ˏ̨́̑́̎̓ Ορφ 

  ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̃̅̎̏̒̎̏  ̨̏̒ πØ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ                                

̩̏̂̍̆̇̆̎̏  ̋̑̉̃̉̍̉ Ø  Ðȟ Ùό  ςpx (p π ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ Ê ØȠÙ  

= x 

ˏ̨́̑́̎̓ Ο17 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ȡ 



Øόyό  ρπxȟ Øόyό  ρςØȟ y = x,  y = x 3ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ Ê ØȠÙ  

x+| y| 

ˏ̨́̑́̎̓ Ορψ 

  ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̃̅̎̏̒̎̏  ̨̏̒ πy ̐ ̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏  ̋̑̉̃̉̍̉ Ø  ςȟ y = x, y = 
x

1
ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ Ê ØȠÙ  

2

1

y
 

ˏ̨́̑́̎̓ Ορ9 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ȡ 

Øόyό  τxȟ Øόyό  ψØȟ y = x,  y = - xȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ Ê ØȠÙ  ςx+ y 

ˏ̨́̑́̎̓ Ο20 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̃̅̎̏̒̎̏  ̘̐̏́̓̋̔ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ 

̨̏̂̌́̒̓ȟ ̟̏̂̍̆̇̆̎̏ ̟̋̑̉̃̏ 2r  = j2cos2a ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ Ê ØȠÙ  

3 

ˏ̨́̑́̎̓ Οςρ 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 

yyx 222 =+ , yyx 422 =+ , y=0, y= xȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ .);( xyyx =g  

ˏ̨́̑́̎̓ Ο22 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̘̐̏́̓̋̔ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ 

̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ ,2,4 2 +=-= xyyx  ̠ ̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ 

̄̔̒̓̉̎́ .);( 22 yxyx =g  

ˏ̨́̑́̎̓ Ο23 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 

,222 yyx =+  ,622 yyx =+  ,,0 xyx ==  ̠ ̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́  .);( yxyx +=g  

ˏ̨́̑́̎̓ Ο24 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̗̆̎̓̑ ̍́̒ ̨̩̏̅̎̏̑̅̎̏ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ .52,4 22 -=-= xyxy  

ˏ̨́̑́̎̓ Ο25 



 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 

2 2 2x y y+ = , 2 2 8x y y+ = , 0y= , 
3

x
y= ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ ( ; ) 3x y xg = . 

ˏ̨́̑́̎̓ Ο26 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̨̏̒ 0x  ̐ ̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 
1

y
x
= , 2y= , 4y= , 6x y+ =ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ 

( ; )x y xg = . 

ˏ̨́̑́̎̓ Ο27 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 
2 2 2x y y+ = , yyx 1022 =+ , 0y= , 3xy= ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ xyyx =);(g . 

ˏ̨́̑́̎̓ Ο28 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̨̏̒ Oy  ̐ ̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 24 yx -= , 42 =+ yx ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ 

yxyx +=2);(g . 

ˏ̨́̑́̎̓ Ο29 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 
2 2 2x y y+ = , 2 2 12x y y+ = , 0x= , 3y x= ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ ( ; ) 2x y xyg = . 

 ˏ̨́̑́̎̓ Ο30 

     ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̘̐̏́̓̋̔ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ 

̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ y x= , 2y x= , 4x= ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ 

̄̔̒̓̉̎́ 2 3( ; )x y x yg = + . 

ˏ̨́̑́̎̓ Ο31 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 

2 2 4x y y+ = , 2 2 8x y y+ = , 0x= , 
3

x
y= ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ 2( ; ) 3x y xyg = . 

ˏ̨́̑́̎̓ Ο32 

 ̝ ̎́̊̓̉ ̗̆̎̓̑ ̍́̒ ̨̩̏̅̎̏̑̅̎̏ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ȟ ̠̋́ ̤̍́ ̏̑̍̔̕ ̨̏̂̌́̒̓ȟ 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋̑̉̃̉̍̉ 
7

y
x

=- , 8y x=- +ȟ ̠̋̏̚ ̖̐̏̃̆̑̎̆̃́ ̄̔̒̓̉̎́ ( ; ) 2x y xyg = . 



˔̠́̃̅́̎̎ υ 

 ˔ ̟̅̏̐̏̍̏̄̏  ̨̖̐̏̅̃̊̎̉ ̨̨̎̓̆̄̑́̌̃ ̘̏̂̉̒̌̉̓̉ ̨̐̌̏̚ ̏̂̌́̒̓̆̊ȟ 

̖̏̂̍̆̇̆̎̉ ̨̨̠̌̎̍̉ ρ-6): 

1. 2 2( 2 ) 1y x x- + = 

2. 2( 2 ) 2; 1x y y y- + = = 

3. 2 2 2(1 )y x x- =  

4. 2 2 2 2( ) 2x y a xy+ =  

5. 
2 2

2 2( ) 4
4 9

x y
x+ =  

6. 
2 2

2 2( )
9 4

x y
x y+ =  

˜̏̂̔̅̔̃́̓̉ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̨̐̌̏̚ ̠̖̋̉ ̟̝̠̃̉̑́̇́̓̒ ̎́̃̆̅̆̎̉̍̉ ̨̅́̌ 

̨̎̓̆̄̑́̌́̍̉Ȣ ˛̘̂̉̒̌̉̓̉ ̨̗ ̨̐̌̏̚  ̓́ ̨̈̍̎̉̓̉ ̠̐̏̑̅̏̋ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎ χ-10): 

7.
23 3

1 2

x

x

dx dy

-

-

ñ ñ 

8.
2 2

2 20

y aa

y a

dy dx

+

- +

ñ ñ 

9.
2

2 0

0 2x x

dx dy

- -

ñ ñ 

10.
21 /22

1 1/2

y

y

dy dx

-

- -

ñ ñ 

ρρȢ ˏ̘̉̈̎́̉̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̝̩̍́̓̆̑́̌̎̏ ̨̄̔̑̉̕ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̨̨̠̌̎̍̉ 

4xy= ̓́ 5xy=  ̃ ̨̅̎̏̒̎̏ ̠̩̐̑̍̏ y x= ȟ̟̘̃̃́̇́̉ȟ ̏̚ ( , ) 1.x yg ¹  

ρςȢˏ̘̉̈̎́̉̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̝̩̍́̓̆̑́̌̎̏ ̨̄̔̑̉̕ȟ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̨̤̟̏̅̎ 

̟̟̐̆̌̒̓̋̏ ̨̌̆̍̎̒̋́̓̉ 2 22 cos2 ( )
4 4

a
p p

r= Q - ¢Q¢ ̃ ̨̅̎̏̒̎̏ ̟̐̏̌̒́ȟ ̠̋̏̚ 

1g¹ . 

ρσȢ˛̘̂̉̒̌̉̓̉ ̨̘̒̓́̓̉̎ ̍̏̍̆̎̓̉ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓̎̉ ̏̒̆̊ ̓́̋ 

̈̃́̎̏̄̏ ̋̑̔̄̏̃̏̄̏ ̓̑̉̋̔̓̎̉̋́ȟ ̔̓̃̏̑̆̎̏̄̏ ̋̏̏̑̅̉̎́̓̎̉̍̉ ̠̏̒̍̉ ̓́ 

̟̅̔̄̏ ̋̏̌́ 2 2 2( ) ( ) (0 ),x a y a a x a- + - = ¢ ¢̠̋ ̏̚ ( , ) 1x yg ¹  



ρτȢ˛̘̂̉̒̌̉̓̉ ̨̘̒̓́̓̉̎ ̍̏̍̆̎̓̉ ̠̐̑̍̏̋̔̓̎̏̄̏ ̨̑̃̎̏̂̆̅̑̆̎̏̄̏ 

̓̑̉̋̔̓̎̉̋́ȟ ̋́̓̆̓̉ ̠̋̏̄̏ ̨̟̟̝̅̏̑̃̎̓ aȟ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̩̋̏̇̎̏ ̈ ̊̏̄̏ ̨̒̓̏̑̎ 
( ( , ) 1).x yg ¹  

ρυȢ˛̘̂̉̒̌̉̓̉ ̘̒̓́̓̉̎̉̊ ̍̏̍̆̎̓ ̨̩̏̅̎̏̑̅̎̏ ( ( , ) 1).x yg ¹ ̩̐̌̏̒̋̏ ̨̄̔̑̉̕ȟ 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̨̨̠̌̎̍̉ 0x=  ̓ ́ 2 1y x= - ̃ ̨̅̎̏̒̎̏ ̨̏̒ Oy . 

ρφȢ˛̘̂̉̒̌̉̓̉ ̨̘̒̓́̓̉̎ ̍̏̍̆̎̓̉ ̩̐̌̏̒̋̏ ̨̄̔̑̉̕ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̨̨̠̌̎̍̉ 
3, 0, 1x y x y= = =̃ ̨̅̎̏̒̎̏ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓̎̉ ̏̒̆̊ȟ ̠̋̏̚ ( , )x y k xg = ( k - 

̨̨̗̤̋̏̆̎̓̕ ̨̨̗̐̑̏̐̏̑̊̎̏̒̓ Ȣ 

ρχȢ ˛̘̂̉̒̌̉̓̉ ̘̒̓́̓̉̎̉̊ ̍̏̍̆̎̓ ̨̄̔̑̉̕ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̨̤̟̏̅̎ ̟̟̐̆̌̒̓̋̏ 

̨̌̆̍̎̒̋́̓̉ 2 2 cos2 ( )
4 4

a
p p

r= Q - ¢Q¢ȟ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̠̩̐̑̍̏ȟ ̏̚ ̖̝̐̑̏̏̅̉̓ ̘̆̑̆̈ 

̟̐̏̌̒ ̠̐̆̑̐̆̎̅̉̋̔̌̑̎̏ ̅̏ ̠̩̐̏̌̑̎̏ ̨̏̒ȟ ̠̋̏̚ 1g¹ . 

˔̎́̊̓̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓̉ ̗̆̎̓̑́ ̍́̒ ̨̖̏̅̎̏̑̅̎̉ ̐̌́̒̓̉̎̏̋ȟ ̖̏̂̍̆̇̆̎̉ 

̋̑̉̃̉̍̉ ρψ-21): 

18. 2, 2 ( 0)ay x x y a a= + = >. 

19. 2/3 2/3 2/3( 0, 0)x y a x y+ = ² ². 

20. , 0, 0x y a x y+ = = =. 

21. 2 2 1, 1( 0, 0)x y x y x y+ = + = ² ². 

˔̎́̊̓̉ ̍́̒̉ ̨̝̖̍́̓̆̑́̌̎̉ ̨̄̔̑̕ȟ ̖̏̂̍̆̇̆̎̉ ̨̨̠̌̎̍̉ ςς-24): 

22. 2 2 1, , ( ( , ) )y x x a x a x y xyg- = =- = =. 

23. 2 2 2 2 2 2 2 2, 4 ( ( , ) sin )x y x y x y x yp p g+ = + = = +. 

24. 2 2 2
1, , 1( ( , ) )

2
x y x x x y yg+ = = = = . 

˔ ̟̅̏̐̏̍̏̄̏ ̨̖̐̏̅̃̊̎̉ ̨̨̎̓̆̄̑́̌̃ ̈̎́̊̓̉ ̏̂ȭ̤̍̉ ̨̓̌ȟ ̖̏̂̍̆̇̆̎̉ 

̖̠̐̏̃̆̑̎̍̉ ςυ-30): 

25. 2 2, 1, 0z xy x y z= + = = 

26. 2 2 2, , 1, 0z x y y x y z= + = = = 

27. 2/120, 0, 0,2 3 12,x y z x y z y= = = + = = 



28. 2 2 2 2 22 , , 0z x y x y R z= - + = = 

29.
2 2 2 2 2, , 0x yz ae x y R z- -= + = = 

30. 2 2 24 , , 3x y a z x z x+ = = = 

˔̠́̃̅́̎̎ φ 

˛̘̂̉̒̌̉̓̉ ̐̌̏̔̚ ̖̐̌̏̒̋̉ ̏̂̌́̒̓̆̊ȟ ̖̏̂̍̆̇̆̎̉ ̋̑̉̃̉̍̉Ȣ 

1. ώ ρπὼ ςυȟ   ώ φὼ ω. 

2. ὼ ώ ςὼȠ ὼ ώ τὼȠ  ώ ὼȠ  ώ π . 

3. ὼ ώȠ  ὼ ςώȠ  ὼ ώ ὥȠ  ὼ σώ ὥȠ  ὥ π. 

4. ώ ὼ ὼ ρ. 

5. ”ÃÏÓ• ρȠ  ” ς ̤̝̠̍́̓̒ ̎́ ̨̔̃́̈ ̝̏̂̌́̒̓ȟ ̏̚ ̎̆ ̨̝̍̒̓̉̓ ̟̐̏̌̒́ Ȣ 

6. ώ ὥὼȠ  ώ ὦὼȠ  ὼώ ‌Ƞ  ὼώ ‍ π ὥ ὦȠ  π ‌ ‍. 

7. ὼ ώ ςώȠ  ὼ ώ π. 

8. ώ τὼ ὼȠ  ώ ςὼ  ̝̏̂̌́̒̓ ̐̏̈́ ̟̐́̑́̂̏̌̏ Ȣ 

9. ώ ςώ σὼ ρ πȠ  σὼ σώ χ π. 

10. ώ ὧέίὼȠ  ώ ὧέίςὼȠ  ώ π ̝̏̂̌́̒̓ȟ ̘̎́̊̂̌̉̇́ ̅̏ ̘̐̏́̓̋̔ 

̋̏̏̑̅̉̎́̓ Ȣ 

11. ὼ τ ώȠ  ὼ ςώ τ. 

12. ώ τὼ ὼȠ  ώ ςὼ υὼ. 

13. ώ ς ὼȠ  ώ τὼ τ. 

14. σώ ςυὼȠ  υὼ ωώ. 

15. ὼ ςώ ώ ςȠ  ώ ρ. 

16. ὼ ώ ςὥὼώ. 

17. ὼώ. 

18. ώ ὼ ώ. 

19. τὼ. 



20. ” ςρ ὧέί•Ƞ  ” ς  ̝̏̂̌́̒̓ ̐̏̈́ ̨̩̋̏̏̑̅̏̅̉ Ȣ 

21. ” ςρ ὧέί•Ƞ  ” ςὧέί•. 

22. ώ τρ ὼȠ  ὼ ώ τ ̝̏̂̌́̒̓ ̐̏̈́ ̟̐́̑́̂̏̌̏ Ȣ 

23. ὼ ώ ςὼώ. 

24. ” ρȠ  ”
Ѝ
ὧέί•  ̝̏̂̌́̒̓ ̐̏̈́ ̋̏̌̏̍ ” ρ. 

25. ὼ τώ ώȠ  ὼ ώ φ. 

26. ὼ ώ ςυȠ  ώ ὼȠ  ὼ σȠ  ώ π. 

27. ὼ ώ τȠ  ὼ ώ τὼ. 

28. ώ ὼȠ  ώ ςὼȠ  ὼ ώ σ. 

29.  ώ τὥὼȠ  ὼ ώ σὥȠ  ώ π. 

30. ώ ρπὼ ςυȠ  ώ φὼ ω. 

˔̠́̃̅́̎̎ χ 

˜̨̏̅̃̊̎̉̍ ̨̠̎̓̆̄̑̔̃́̎̎̍ ̈̎́̊̓̉ ̏̂ȭ̤̍ ̨̓̌ȟ ̖̏̂̍̆̇̆̎̉ ̖̠̐̏̃̆̑̎̍̉Ȣ 

1.ᾀ ρ ὼ ώȠ  ὼ έȠ  ὼ ώ ρȠ  ᾀ πȠ  ώ π. 

2. ᾀ ὼ ώȠ  ώ ὼȠ  ώ ρȠ  ᾀ π. 

3. ὼ ώ ᾀ ὥȠ  ὼ ώ ὙȠ  ὼ πȠ  ώ πȠ  ᾀ πȠ  ὥ ὙЍς. 

4. ὼ πȠ  ώ πȠ  ᾀ πȠ  ςὼ σώ ρς πȠ  ᾀ . 

5. ώ ὼȠ  ὼ ώȠ  ᾀ πȠ  ᾀ ρςώ ὼ. 

6. ᾀ ὼ ώȠ  ὼ ώ ὼȠ  ὼ ώ ςὼȠ  ᾀ π. 

7. ὼ ώ ᾀ ὥȠ  ὼ ώ ὥȿὼȿȠ  ὥ π. 

8.  ὼ ώ ᾀ ὥȠ  σὼ ώ ὥȠ  σᾀ ςώ ςὥȠ  ώ πȠ  ᾀ π. 

9. ᾀ ὼ ώ ὥȠ  ὼ ώ ὥ. 

10. ᾀ ὼ ώȠ  ὼ ώ ᾀ ὶ ὶ ̘́̒̓̉̎́ ̨̋̔̌ȟ ̏̚ ̝̌̆̇̉̓ ̃ 

̨̒̆̑̆̅̉̎ ̋̏̎̔̒́ Ȣ 



    

 

 

 

 

 

 

 

 

̨̓̌̏ ̨̑̏̈̍̆̎̏̚ ̃ ˴-̍̔ ̨̏̋̓́̎̓ Ȣ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

˔́̅́̎̉̆ ψ 

ρȢ ˔̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̗̩̉̎̆̑ ̨̏̅̎̏̑̅̎̏̄̏ ̋̑̔̄́ ɾ  ˴  ̨̑́̅̔̒́ 2 

̨̃̅̎̏̒̎̏̎̏ ̊̏̄̏ ̘̩̅̏̓̉̎̏Ȣ 

ςȢ ˔̎́̊̓̉ ̗̆̎̓̑ ̍́̒ ̝̙̩̍̆̎̏ ̩̏̅̎̏̑̏̅̎̏ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ 

̋̑̉̃̉̍̉ȡ 
2 2 9; 1.

3 2

x y
x y+ = + =

 

( )

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

2 2

11.2 ;z 0;x 2.

12. ; ;

13. 2 ; ; 3 .

14. ; ; 0.

1 1
15. 1; c;z .

2 2

16. ; ; 0.

17.2 2 ; 0; 1.

18. 4 ; 5; 0; 0.

19. ;

z x y

y z x x y

x y ax z x z x

az y x y r z

x y z
z c

a b c

z a x y x a z

x y a z a z z

z x y y z

z a x x y a

- - = =

+ = =

+ = = =

= + = =

+ + = = ²

= - + = =

+ + = = =

= - = = =

= - + =

2 2

; 2 ' 0; 0.

20. 1 ; ; 3 ; 0.

y x z y

z x y y x y x z

= = =

= - - = = =

( )

2 2

2

2 2

2 2

2

2 2

2 2

2 2

2 2

21. 8; 0; 0; 0; 4.

22. 2 ; 2 4; 0; 0.

23. 4 1; 0.

24. 5 ; 9; 0.

25. 1; ; 1; 0;z 0.

26.z ; .

27. ; 2 ; 0; 0.

28. ; 0; 0; 1.

29.

x y x y z x y z

x y x y z y z

x y z z

z x x y z

z x y y x x y

x y z x y

z x y x y xy x y

z x y y z x

x z a

+ = = = = + + =

= + + = = =

+ + = =

= + = =

= + + = = = =

= + = +

= + + = ² ²

= - = = =

+ =2

2 2

2 2

; 0; 0; .

30. 1; ; 0; 0; 0; 0

y z y x

x z c
y x y z a c

a c a

= = =

+ = = = = > >



σȢ ˔̎́̊̓̉ ̗̆̎̓̑ ̍́̒ ̨̝̙̩̂̌̏ ̨̩̏̅̎̏̑̅̎̏ ̨̏̂̌́̒̓ȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̨̨̠̌̎̍̉ȡ 

2 2 9; 1.
3 2

x y
x y+ = + =

 

 
τȢ ˔̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̗̩̉̎̆̑ ̠̐̑̍̏̋̔̓̎ ̉̋́ ̨̈ ̒̓̏̑̏̎́̍̉ Á ̓ ́ b 

̝̏̓̎̏̒̉̓̆̌̎̏ ̘̓̏̋̉ ̐̆̑̆̓̉̎̔ ̅ ̨́ ̄̏̎́̌̆̊Ȣ 

5. ˔̎́̊̓̉ ̘̒̓́̓̉̎̉ ̊ ̍̏̍̆̎̓ ̨̏̅̎̏̑̅ ̎̏̄̏ ̐̏̌̔̋̑̔̄́ ̨̑́̅̔ ̒́ 2 

̨̃̅̎̏̒̎̏̎̏ ̊̄̏ ̏ ̨̅́ ̍̆̓̑́. 

6. ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̗̩̉̎̆̑ ̨̏̅̎̏̑̅ ̎̏̄̏ ̋̑̔̄́ ̨̑́̅̔ ̒́ 2 ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̊̏̄̏ 

̘̩̅̏̓̉̎̏. 

7. ˔̎́̊̓̉ ̘̒̓́̓̉̎̉̊ ̍̏̍̆̎̓ ̏̅̎̏̑̏̅̎̏ ̩̐̌̏̒̋̏ ̨̩̄̔̑̉̕, ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ 

̨̟̃̒̒ /9 ̓ ́̐ ́̑́̂̏̌̏ ̟ 2 1y x= - ̃ ̨̅̎̏̒̎̏ ̨̏̒ OY. 

8. ̝ ̎́̊̓̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓̔ cy  ̏̅̎̏̑̏̅̎̏ ̩̐̌̏̒̋̏ ̨̩̄̔̑̉̕, ̏ ̩̂̍̆̇̆̎̏ ̨̟̃̒̒ 

OY ̓ ́ ̟̐́̑́̂̏̌̏ 2 1y x= -. 

9. ̝ ̎́̊̓̉ ̨̘̒̓́̓̉̎ ̍̏̍̆̎̓̉ ̨̄̔̑̉̕, ̚ ̏ ̌̆ ̇̉̓ ̝ ̃  ̨̙̐̆̑̊ ̘̃̆̑̓,̨ ̏ ̂̍̆̇̆̎́ 

̞̌̌̉̐̒̏̍ 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = ̓  ́̋ ̏̏̑̅̉̎́̓̎̉̍ ̉ ̠̏̒̍̉ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̋ ̖̏̏̑̅̉̎́̓̎̉  

̏̒̆̊ȟ ̠̋̏̚ ̄̔̒̓̉̎́ ̃  ̋̇̎̏ ̨̊ ̘̗̓̏ ̨̕ ̨̄̔̑̉ ̨̟̤̅̏̑̃̎ ɾ  +XY (K ɀ 

̋̏̆̕ ̨̗ ̉̆̎̓ ̨̗̐̑̏̐̏̑̊̎̏̒̓)̨. 

10. ̝ ̎́̊̓̉ ̨̘̒̓́̓̉̎ ̍̏̍̆̎̓̉ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓̎̉  ̏̒̆̊ ̐̌̏̒̋̏ ̩̕ ̨̄ ̔̑̉ ̈  

̟̄̔̒̓̉̎̏ ɾ  Y ̓  ́̏ ̟̂̍̆̇̆̎̏ ̌ ̨̨̠̎̍̉ȡ
3; 0;x 1.y x y= = = 

11. ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ xI ̐̌̏̒̋̏ ̩̕ ̨̄ ̔̑̉ ̈  ̄ ̟̔̒̓̉̎̏ ɾ 8ȟ ̟̏̂̍̆̇̆̎̏ 

 ̌ ̨̨̠̎̍̉ 30, 1,y x y x= = =. 

12. ̝ ̎́̊̓̉ ̘̒̓́̓̉̎̉̊ ̍̏̍̆̎̓  ̕ ̨̄ ̔̑̉, ̏ ̩̂̍̆̇̆̎̏ ̐ ̑́̃̏ ̟̐ ̆̓̌̆ ̟

̨̌̆̍̎̒̋ ́̓ ̉ʍ ὥÃÏÓς•, ̃ ̨̅̎̏̒̎̏̄̏ ̐ ̠̑̍̏,̩ ̚ ̏ ̖̝̐̑̏̏̅̉̓ ̘ ̆̑̆̈ ̟̐̏̌̒ 

̠̐̆̑̐̆̎̅̉̋̔̌̑̎̏ ̅  ̏̐ ̠̏̌̑̎̏̊ ̏̒ ̨(̄̔̒̓̉̎́ ɾ ρ). 



13. ˔̎́̊̓̉ ̗̆̎̓̑ ̍́̒ ̨̏̅̎̏̑̅ ̩̎̏ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ ɾ ρ), ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ 

̋̑̉̃̍̉̉ ȡ 2; 2 ; 0ay x x y a a= + = >. 

14. ̝ ̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̏ ̨̒ /9 ̨̏̅̎̏̑̅ ̩̎̏ ̐ ̌́̒̓̉̎̋̉ (ɾ ρ), 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̋ ̑̉̃̍̉̉ ȡ 22 ; 4y x x y= + =. 

15. ̝ ̎́̊̓̉ ̗̆̎̓̑ ̍́̒ ̏ ̨̅̎̏̑̅ ̩̎̏ ̐ ̌̏̒̋̏ ̩̏ ̂̌́̒̓ ̨

 (ɾ ρ), ̏ ̩̂̍̆̇̆̎̏ ̋ ̑̉̃̍̉̉ ȡ 
2 2 2

3 3 3; 0; 0; 0; 0.x y a x y x y+ = ² ² = = 

 16. ˔̎́̊̓̉ ̨̗̃̅̆̎̓̑̏̃̉̊ ̍̏̍̆̎̓ ̨̨̗̩̎̆̑ xyI  ̨̏̅̎̏̑̅ ̩̎̏ ̏̂̌́̒̓ ̨  ̈

̟̄̔̒̓̉̎̏ ɾ ςȟ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̌ ̨̨̠̎̍̉ȡ 22 ; 4x y x y= + =. 

 17. ̝ ̎́̊̓̉ ̗̆̎̓̑ ̍́̒ ̨̏̅̎̏̑̅ ̩̎̏ ̏ ̂̌́̒̓,̨ ̏ ̩̂̍̆̇̆̎̏ ̌ ̨̨̠̎ ̍̉ȡ 

; 0; 0; 0.x y a x y a+ = = = > 

 18. ̝ ̎́̊̓̉ ̠̐̏̌̑̎̉̊  ̍̏̍̆̎̓ ̨̎ ̨̗̩̆̑ ̏ ̨̅̎̏̑̅ ̩̎̏ ̏ ̂̌́̒̓ ̨̈  ̟̄̔̒̓̉̎̏  

ɾ  , ̏ ̩̂̍̆̇̆̎̏ ̌ ̨̨̠̎̍̉ȡ ; 0; 0; 0.x y a x y a+ = = = > 

 19. ˔̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ ̈ ̟̄̔̒̓̉̎̏ ɾ Ø Ù, ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ 

̨̌̎ ̨̠ ̍̉ȡ 2 2 2; 0;
2

a
x y a x x+ = = =. 

 20. ˔̎́̊̓̉ ̘̒̓́̓̉̎ ̨ ̍̏̍̆̎̓ ̉ ̠̐̑̍̏̋̔̓̎ ̏̄̏ ̨̑̃ ̎̏̂̆̅̑̆̎̏̄̏ 

̓̑̉̋̔̓̎̉̋́ȟ ̋́̓̆̓ ̠̉ ̋̏̄̏  ̨̟̟̝̅̏̑̃̎̓ a, ̃ ̨̅̎̏̒̎̏ ̊ ̏̄̏ ̨̋́̓̆̓̃ Ȣ 

 21. ˔̎́̊̓̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓̔ cx - ̗̆̎̓̑́ ̍́̒ ̨̏̅̎̏̑̅ ̩̎̏ ̐̌̏̒̋̏ ̩ ̨̄̔̑̉̕, 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̃ ̨̟̒̒  OY ̓  ́̐ ́̑́̂̏̌̏ ̟ 2 1y x= -. 

 22. ˔̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̗̩̉̎̆̑ xI  ̐̌́̒̓̉̎̋̉ ̈ ̟̄̔̒̓̉̎̏ ɾ XY ȟ ̠̋́ 

̏̂̍̇̆̎́ ̃ ̨̟̒̒   /9 ̓ ́̐ ́̑́̂̏̌̏ ̟ 2 1y x= -. 



23. ˔̎́̊̓̉ ̨̘̒̓́̓̉̎  ̍̏̍̆̎̓ ̉̐̌̏̒̋̏ ̩ ̨̄̔̑̉̕ȟ ̏̂ ̩̍̆̇̆̎̏ ̨̌̎ ̨̠ ̍̉ȡ 

3 0; 0; 1,y x x y- = = =  ̃ ̨̅̎̏̒̎̏ ̖̋̏̏̑̅̉̎́̓̎̉  ̏̒̆̊ȟ ̠̋̏̚ ̄̔̒̓̉̎́ ɾ X. 

24. ˔̎́̊̓̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̉ ̗̆̎̓̑́ ̍́̒ ̨̏̅̎̏̑̅ ̩̎̏ ̐̌̏̒̋̏ ̩ ̏̂̌́̒̓,̨ 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̐ ́̑́̂̏̌́̍̉ȡ 2 24 4; 2 4.y x y x= + =- + 

25. ˔̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̎ ̨̗̩̆̑ 
yI  ̨̏̅̎̏̑̅ ̩̎̏ ̐̌̏̒̋̏ ̩̏̂̌́̒̓,̨ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ 

̨̌̎ ̨̠ ̍̉ ȡ4; 1,
4 6

x y
YX= + = 

26. ˔̎́̊̓̉ ̍̏̍̆̎̓ ̨̎ ̨̗̩̆̑ 
yI  ̨̏̅̎̏̑̅ ̩̎̏ ̐̌̏̒̋̏ ̩̏̂̌́̒̓,̨ ̩̏̂̍̆̇̆̎̏ 

̨̌̎ ̨̠ ̍̉ȡ 2 24 4; 2 4.x y x y= + =- + 

27. ̝ ̎́̊̓̉ ̍ ́̒̔ ̐̌̏̒̋̏ ̩̐ ̌́̒̓̉̎̋̉ ̈ ̟̄̔̒̓̉̎̏ ɾ 2 2x y+ , 

̩̏̂̍̆̇̆̎̏ ̌ ̨̨̠̎ ̍̉ȡ Ø ρȠ Ù ρȠ ØÙ  . 

 28. ̝ ̎́̊̓̉ ̗ ̆̎̓̑ ̍́̒ ̐̌̏̒̋̏ ̩̏̂̌́̒̓,̨ ̏ ̩̂̍̆̇̆̎̏ ̨̌̎ ̨̠ ̍̉ȡ 2 8 ; 2y x y x= =

, ̈  ̟̄̔̒̓̉̎̏ ɾ XY. 

 29. ˔̎́̊̓̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓ ̉ ̗̆̎̓̑́ ̍́̒ ̝̎̉̇̎̄̏ ̏ ̨̐̃̋̑ ̔̄́ 2 2 2,x y a+ ¢

̠̋̏̚ ̊̏̄̏ ̄̔̒̓̉̎́ ̅ ̨̟̤̏̑̃̎ ɾ 2 2x y+ . 

 30. ˔̎́̊̓̉ ̋̏̏̑̅̉̎́̓̉ ̗̆̎̓̑́ ̍́̒ ̒̆̋̓̏̑́ȟ ̏̂̍̆̇̆̎̏̄̏ ̋̑̉̃̉̍ ̉ȡ 

2 2

; 2 ; 1
2 3

x y
y x y x= = + =. 

˔̠́̃̅́̎̎ ω 

˔̎́̊̓̉ ̏̂ȭ̤̍̉ ̨̓̌ȟ ̖̏̂̍̆̇̆̎̉ ̖̠̐̏̃̆̑̎̍̉ȡ  

ˏ̨́̑́̎̓-1 

2 2 2 2

2 2

1) 16 2 , 2 , 0, 2.

2) 9 ,9 2( ).

3) 2 12( ), 24 2.

y x y x z x z

z x y z x y

z x y z x

 



ˏ̨́̑́̎̓-2 

2 2 2 2

2 2

5 5
1) 5 , , 0, 5 .

3 3
17152) , .2 2

3) 10(( 1) ) 1, 21 20 .

x
y x y z z x

z x y z x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-3 

2 2

2 2 2 2

2 2

1) 2, , , 0, 15 .

2) 4 ,15 .

3) 8( ) 3, 16 3.

x y y x y z z x

z x y z x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-4 

2 2 2 2

2 2

1) 2, , 12 , 0.

2) 64 , 1, 60.

3)2 20(( 1) ),

40 38.

x y y x z y z

z x y z x y

z x y

z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-5 

2 2 2 2

2 2

11) 20 2 , 5 2 , 0, .2

2)3 16 9 9 ,2 .

3) 4 14( ), 4 28 .

x y x y z z y

z x y z x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-6 

2 2 2 2

5 5 5
1) , , 0, (3 ).

2 6 6

2) 3 , 10 .

y y
y x z z y

z x y z x y

 

2 23) 28 ( 1) 3, 56 59.z x y z x  

ˏ̨́̑́̎̓-7 

2 2

2 2
2 2

1) 2, , , 0, 30 .

2) 25 , .
99

x y x y x z z y

x y
z x y z

 

2 23) 32( ) 3, 3 64 .z x y z x  



ˏ̨́̑́̎̓-8 

2 2

2 2

2 2

1) 2, , 0,5 12 .

2) 100 , 6,

51.

3) 4 6 ( 1) , 12 8.

x y x y z z x

z x y z

x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-9 

2 2 2 2

11) 7 2 , 2 2 , 0, .2
1 232) , .2 2

y x y x z x z

z x y z x y
 

2 23) 2 4( ), 8 2.z x y z x  

ˏ̨́̑́̎̓-10 

2 2 2 2

2 2

5 5 5(3 )
1) , , 0, .

3 9 9

2) 16 ,6 .

3) 22 ( 1) , 44 44 .

x x x
y y z z

z x y z x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-11 

2 2

2 2 2 2

15
1) 8, 2 , , 0, .

11

2) 9 , 80 .

x
x y y x y z z

z x y z x y

 

2 23) 24( ) 1, 48 1.z x y z x  

ˏ̨́̑́̎̓-12 

2 2 2 2

2 2

1) 4, 2 , 3 , 0.

2) 81 , 5, 45.

3) 2 18(( 1) ),

x y y x z y z

z x y z x y

z x y

 

   36 34.z x  

ˏ̨́̑́̎̓-13 



2 2 2 2

2 2

5 5 5(3 )
1) , , 0, .

6 18 18
3

2) 1 , .
2

3)1 16( ), 32 1.

y y y
x x z z

z
z x y x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-14 

2 2 2 2

2 2

1) 19 2 , 4 2 , 0, 2.

2) 6 , 16 .

3) 30(( 1) ) 1,

60 61.

x y x y z z y

z x y z x y

z x y

z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-15 

2 2 2 2

2 2

1)3 , , 10,

1, 0.

2) 36 , 63 .

3) 26( ) 2, 52 2.

y x y x x y z

y z

z x y z x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-16 

2 2 2 2

2 2

1) 4, 2 ,5 3 , 0.

2) 64 , 4, 39.

3) 2(( 1) ) 1, 4 5.

x y x y z x z

z x y z x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-17 

2 2 2 2

1) 6 3 , 3 , 0, 3.

2) 144 ,18 .

y x y x z x z

z x y z x y
 

2 23) 2( ) 1, 4 1.z x y z y  

ˏ̨́̑́̎̓-18 

2

2 2

1) 1 , 3, , 0.

2) 26(( 1) ) 2, 50 52 .

x y x y z y z

z x y z x
 

2 2 2 25
3)2 3 , .

2
z x y z x y  



ˏ̨́̑́̎̓-19 

2

2 2 2 2

2 2

1) , 1, 4, 0.

2) 9 , 35 .

3) 30( ) 1, 60 1.

x y x x y z z

z x y z x y

z x y z y

 

ˏ̨́̑́̎̓-20 

2 2 2 2

2 2

1) 6, 3 , 4 , 0.

2) 49 , 3, 33.

3) 16(( 1) ) 1,

x y y x z y z

z x y z x y

z x y

 

32 33.z x  

ˏ̨́̑́̎̓-21 

2 2 2 2

1) 7 3 , 2 3 , 0, 3.

2) 36 ,9 .

x y x y z z y

z x y z x y
 

2 23) 2 18( ), 2 36 .z x y z y  

ˏ̨́̑́̎̓-22 

2 2 2 2

2 2

5 5 5
1) , , 0, (3 ).

3 9 9

2) 9 , 22 .

3) 24(( 1) ) 1, 48 49.

y
x y x z z y

z x y z x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-23 

2 2

2 2 2 2

2 2

10
1) 18, 3 , , 0, .

11

2) 16 , 15 .

3) 22 3, 3 44 .

y
x y x y x z z

z x y z x y

z x y z y

 

ˏ̨́̑́̎̓-24 

2 2 2 2

4
1) 6, 3 , , 0.

5

2)2 21 ,2 23 2 2 .

x
x y x y z z

z x y z x y
 



2 23) 2 4(( 1) ), 8 6.z x y z x  

ˏ̨́̑́̎̓-25 

2 2 2 2

1) 15 , 15 , 0,

15(1 ).

42) , .9

y x y x z

z x

z x y z x y

 

2 23) 22 ( 1) 3, 47 44 .z x y z x  

ˏ̨́̑́̎̓-26 

2 2

2 2 2 2

2 2

3
1) 50, 5 , , 0, .

11

2) 12 , 28 .

3) 32(( 1) ) 3, 67 64 .

x
x y y x y z z

z x y z x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-27 

2 2 2 2

1) 8, 4 , 3 , 0.

2) 81 , 5, 45.

x y y x z y z

z x y z x y
 

2 23) 28( ) 3, 56 3.z x y z y  

ˏ̨́̑́̎̓-28 

2 2 2 2

2 2

1) 16 2 , 2 , 2, 0.

2) 25 , 1, 21.

3) 4 14(( 1) ), 28 24.

x y x y z y z

z x y z x y

z x y z x

 

ˏ̨́̑́̎̓-29 

2 2 2 2

1) 15 , 15 , 0,

15(1 ).

2) 64 ,12 .

y y x y z

z y

z x y z x y

 

2 23) 2 20( ), 2 40 .z x y z y  

ˏ̨́̑́̎̓-30 



2 2

2 2 2 2

2 2

6
1) 50, 5 , , 0, .

11

2)2 9 ,2 11 2 2 .

3) 8 ( 1) 3, 16 19.

y
x y x y x z z

z x y z x y

z x y z x

 

˔̠́̃̅́̎̎ ρπ 

˔̎́̊̓̉ ̍́̒̔ ̐̌́̒̓̉̎̋̉ D  ̈  ̟̄̔̒̓̉̎̏ 

1. 
2

2 2, : 1.
4
y

y D x  

2. 
2 2 2

, : 1 2,0 .
9 4 3

y x y
D y x

x
 

3. 
2 2

2 , : 1, 0.
9 25
x y

x y D y  

4. 
2 2 27

, : 1, 0.
18 9 25
x y x y

D y  

5. 
2

2
3

8
, : 1 4,0 .

4 2
y x x

D y y
x

 

6. 
2

6 27 , : 1, 0.
9
x

xy D y x  

7. 
2

4 24 , : 1.
4
x

y D y  

8. 
2 2 3

, : 1 4, 0, .
4 9 2

x x y x
D x y

y
 

9. 
2 2

, : 1 4, 0, .
16 4 2

x x y x
D x y

y
 

10. 
2 2

3 , : 1, , 0.
4 9
x y

x y D x y  

11. 
2

3 3 26 , : 1, , 0.
4
x

x y D y x y  

12. 
2

2
3 , : 1 25,0 2 .

4
x x

D y x y
y

 

13. 
2 2

2 2, : 1, 0.
9 4
x y

x y D y  

14. 
2

7 25 , : 1, , 0.
16
x

xy D y x y  

15. 
2

3 7 230 , : 1, , 0.
4
x

x y D y x y  

16. 
2 2 2

, : 1 3,0 .
9 4 3

y x y x
D y

x
 



17. 
2

4 27 , : 1, 0.
25
y

x y D x y  

18. 
2

4 3 235 , : 1, 0.
9
y

x y D x y  

19. 
2 2 27

, : 1, 0.
18 9 25
x y x y

D y  

20. 
2

2
3 , : 1 9,0 4 .

16
y y

D x y x
x

 

21. 
2

8 211 , : 1, 0.
9
x

xy D y x  

22. 
2 2

, : 1 5, 0, 2 .
4 16

x x y
D x y x

y
 

23. 
2 2 2

, : 1 5, 0, .
9 4 3

x x y x
D x y

y
 

24. 
2 2

5 , : 1, , 0.
4 9
x y

x y D x y  

25. 
2 2

4, : 1.
4 25
x y

x D  

26. 
2

5 3 215 , : 1, , 0.
4
y

x y D x x y  

27. 

2 2

3

9
, : 1 36, 0,

4 9

2 3 .

x x y
D x

y
y x

 

28. 
2

9 26 , : 4, , 0.
100
x

xy D y x y  

29. 
2

3 9 2105 , : 1, , 0.
16
x

x y D y x y  

30. 
2 2

5
27 4

, : 1 2,0 .
9 16 3

y x y x
D y

x
 

 

 

1.4Ȣ ˜̨̨̏̓̑̊̎ ̨̎̓̆̄̑́̌̉ 

 ˑ̏ ̨̖̐̏̓̑̊̎̉ ̨̨̎̓̆̄̑́̌̃ ̠̝̠̈̃̏̅̓̒ ̨̘̈́̅́ ̐̑̏ ̘̠̏̂̉̒̌̆̎̎ ̏̂ǫ̤̃̄̍̃ ̨̓̌ȟ 

̍́̒ ̨̝̖̍́̓̆̑́̌̎̉ ̨̓̌ȟ ̗̆̎̓̑́ ̍́̒ȟ ̘̖̒̓́̓̉̎̉ ̨̍̏̍̆̎̓̃ȟ ̨̍̏̍̆̎̓̃ ̨̨̗̩̎̆̑ 

̨̝̖̍́̓̆̑́̌̎̉ ̨̓̌ ̓́ ̨̨̙̎ ̨̘̈́̅́Ȣ 



 ˬ̋̏̚ ̨̐̏̓̑̂̎̏ ̘̏̂̉̒̌̉̓̉ ̨̐̏̓̑̊̎̉̊ ̨̎̓̆̄̑́̌ ( , , )
G

f x y z dxdydzñññ  ̈ ́ 

̨̓̌̏̍ Gȟ ̠̋̆ ̘̤̝̠̃̉̈̎́́̓̒ ̨̨̟̑̃̎̒̓ 

{ }1 2( , , ) ( , ) , ( , ) ( , )G x y z x y x y z x yy y= ÍW ¢ ¢  

ˠ ̗̝̏̍̔ ̃̉̐́̅̋̔ ̨̓̌̏ G̈̎̉̈̔ ̏̂̍̆̇̆̎̆ ̖̟̐̏̃̆̑̎̆ 1( , )z x yy= ȟ ́ ̈̄̏̑̉ 

̖̟̐̏̃̆̑̎̆ 2 0( , ) xyz x y nP Gy= W= ȟ ̓̏  

2

1

( , )

( , )

( , , ) ( , , )

x y

G x y

f x y z dxdydz dxdy f x y z dz

y

yW

=ñññ ññ ñ     (1.8) 

̋̏̌̉ ̐̑̉ ̗̝̏̍̔ 

{ }1 2( , ) , ( ) ( )x y a x b x y xj jW= ¢ ¢ ¢ ¢ ȟ ̓̏ ̈ 1.8  ̤̍́̍̏ 

2 2

1( ) 1

( ) ( , )

( , )

( , , ) ( , , )

x

x x yb

G a x y

f x y z dxdydz dx dy f x y z dz

j y

j y

=ñññ ñ ñ ñ    (1.9) 

 ˑ̠̌ ̘̠̏̂̉̒̌̆̎̎ ̨̖̐̏̓̑̊̎̉ ̨̨̎̓̆̄̑́̌̃ ̈́ ̨̓̌̏̍ Gȟ ̠̋̆ ̏̂̍̆̇̆̎̆ 

̖̟̐̏̃̆̑̎̆  

( , , ) 0F x y z =    (1.10) 

̟̓́̋̏ȟ ̏̚ ̠̐̑̍́ȟ ̐̑̏̃̆̅̆̎́ ̘̆̑̆̈ ̨̝̅̏̃̌̎̔ ̨̙̟̃̎̔̓̑̎ ̘̓̏̋̔ ̨̓̌́ G  

̝̐́̑́̌̆̌̎̏ ̨̏̒ Ozȟ ̤̐̆̑̆̓̉̎́ ̗̟ ̖̟̐̏̃̆̑̎ ̨̑̃̎̏ ̃ ̖̅̃̏ ̘̖̓̏̋́ȟ 

̨̐̏̓̑̂̎̏ ̨̠̠̑̃̎̎̎ 1.10  ̑̏̈̃ȭ̠̈́̓̉ ̨̃̅̎̏̒̎̏ zȢ ˣ̆ ̝̅́̒̓ 1( , )z x yy=  ̓ ́ 

2( , )z x yy= Ȣ ˟̨̏̅ { }1 2( , , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ,G x y z x y x y z x yy y= ÍW ¢ ¢ ̅̆ 
0xynp GW= Ȣ ˜̑̉ 

̗̝̏̍̔ȟ ̠̋̏̚ { }1 2( , ) , ( ) ( )x y a x B x y xj jW= ¢ ¢ ¢ ¢ ȟ  ̓̏  ̨̐̏̓̑̊̎̉̊ ̨̎̓̆̄̑́̌ 

̘̟̤̝̠̏̂̉̒̌̓̒ ̈́ ̟̏̑̍̔̌̏̕ 1.9). 

     ̋ ̠̏̈̄̌̎̆̍̏ ̨̝̙̂̌ ̨̝̙̅̆̓́̌̎̆Ȣ ˎ̔̅̆̍̏ ̃̃́̇́̓̉ȟ ̏̚ ̨̓̑̉̃̉̍̑̎́ 

̝̏̂̌́̒̓ ̤ ̝̟̐̑́̃̉̌̎̏ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̩̋̏̏̑̅̉̎́̓̎̏ ̨̏̒ȟ ̠̋̏̚ ̝̂̔̅-̠̋́ 

̠̐̑̍́ȟ ̏̚ ̝̐́̑́̌̆̌̎́ ̨̗̊ ̨̏̒ȟ ̤̐̆̑̆̓̉̎́ ̍̆̇̔ ̨̗̤̩ ̨̏̂̌́̓ ̎̆ ̨̝̙̂̌ 

̨̎̇ ̔ ̖̅̃̏ ̘̖̓̏̋́ȟ ́̂̏ ̘́̒̓̋̏̃̏ ̝̎́̌̆̇̉̓ ̨̓̊ ̨̘́̒̓̉̎ ̨̍̆̇ȟ ̏̚ ̤ 

̨̗̘̟̉̌̎̅̑̉̎̏ ̖̟̐̏̃̆̑̎̆Ȣ 

     ˬ ̋̏̚ ̝̏̂̌́̒̓ ̤ ̝̟̐̑́̃̉̌̎̏ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̨̏̒ OZ ̓ ́ ̏̂̍̆̇̆̎́ ̈̎̉̈̔ 

̖̟̐̏̃̆̑̎̆ Z= Z1(x;y)ȟ ́ ̖̈̃̆̑̔ ɀ ̐ ̖̟̏̃̆̑̎̆ Z= Z2(x;y) ̓́ ̤̝̠̐̑̏̆̋̓̔̓̒ 

̃ ̝̏̂̌́̒̓ Dȟ ̏̚ ̝̎́̌̆̇̉̓ ̨̐̌̏̉̎̚ XoY ̍́̌Ȣ ςȢρπ ȟ ̓̏ ̘̠̏̂̉̒̌̆̎̎ 

̨̐̏̓̑̊̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌̔ ̨̤̝̠̃̅̂̔̃́̓̒ ̈ ́ ̟̏̑̍̔̌̏̕ 



2

1

( ; )

( ; )

( ; ; ) ( ; ; )

z x y

G D z x y

w x y z dxdydz w x y z dz dxdy
ë ûî î

= ¹ì ü
î îí ý

ñññ ññ ñ  

{ }2 1( ; ; ( ; )) ( ; ; ( ; ))
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̅̆ lx;y;z) ɀ ̨̐̆̑̃̒̎́ ̨̗̩̔̎̋̕  w(x;y;z) ̐̏ ̨̨̈̍̎̎̊ z ̈́ ̠̐̑̉̐̔̆̎̎̍̚ȟ 

̏̚ x, y ɀ ̒ ̨̓́̌Ȣ 

 

˔̠́̔̃́̇̆̎̎ 1ȢσȢ ˬ̋̏̚ ̝̏̂̌́̒̓ G ̝̐̑́̃̉̌̎́ ̨̃̅̎̏̒̎̏ OY(OX)ȟ ̓̏ 

̘̠̏̂̉̒̌̆̎̎ ̨̐̏̓̑̊̎̏̄̏ ̨̎̓̆̄̑́̌̔ ̝̠̈̃̏̅̉̓̒ ̅̏ ̘̠̏̂̉̒̌̆̎̎ ̨̐̏̅̃̊̎̏̄̏ 

̨̎̓̆̄̑́̌̔ ̐̏ ̨̏̂̌́̒̓ D1(D2) ̓́̋ ̒́̍̏ ̠̋ ̗̆ ̂̔̌̏ ̠̑̏̈̄̌̎̔̓̏ ̨̙̑́̎̆ ̍́̌Ȣ 

2.10). 

˔̠́̔̃́̇̆̎̎ 1ȢτȢ ˬ̋̏̚ ̝̏̂̌́̒̓ G ̎ ̝̆̐̑́̃̉̌̎́ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̩̋̏̏̑̅̉̎́̓̎̏ȟ 

̓̏ ̩̩ ̟̝̑̏̈̂̉̃́̓ ̎́ n ̝̖̐̑́̃̉̌̎̉ ̨̃̅̎̏̒̎̏ ̨̗̤̩ ̨̏̒ ̨̘̖̎̆̐̆̑̆̒̎̉ 

̨̐̅̏̂̌́̒̓̆̊  

Di, i ρȟςȟȣȟn: 


