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УКРАЇНСЬКИЙ ВЧЕНИЙ СВІТОВОЇ СЛАВИ 
 
Михайло Пилипович Кравчук (1892–1942) — найвизначніший український 

математик ХХ сторіччя, всесвітньо відомий вчений, громадський діяч, академік 
Всеукраїнської академії наук. 

«… Майже жодне явище у створенні математичної науки в Україні не 
сталося без його участі,… ані закладалися перші українські школи в місті і по 
селах, перші курси, перші українські університети (народний і державний),…, 
ані утворювалася математична термінологія або наукова мова… — нічого цього 
не робилося без найактивнішої участі Михайла Кравчука» (так писалося в 
характеристиці на нього, надісланої до Всеукраїнської академії наук 1929 р. у 
зв’язку з висуненням його кандидатури в дійсні члени академії). 

Наукові праці М. Кравчука з різних галузей математики (вищої алгебри та 
математичного аналізу, теорії диференціальних та інтегральних рівнянь, теорії 
імовірностей та математичної статистики тощо) увійшли до скарбниці 
світової Науки. За його ідеями й відкриттями виразно проступала перспектива 
поглибленого розвитку й використання їх.  

Вже давно існують на сторінках наукових досліджень і многочлени 
Кравчука, і моменти Кравчука, і формули Кравчука, і осцилятори Кравчука, 
а завдяки пошукам І. Качановського виявилося, що М. Кравчук стояв біля витоків 
винаходу першого у світі електронного комп’ютера! 

Увесь свій короткий вік М. Кравчук працював невпинно й творчо на благо 
Науки, на благо Освіти рідного народу.  

«Моя любов — Україна і математика» — таким було його життєве 
кредо. 

Він справжній поет формул, математика для нього — це творчість, натхнення 
і радість. Він педагог за покликанням. Його лекції — це і сила, й безмірна глибочінь, і 
краса математичної думки. На його лекції ходили як на свято. 

М. Кравчук викладав математичні предмети і в Київському університеті, і у 
політехнічному, авіаційному, архітектурному, ветеринарно-зоотехнічному, 
сільськогосподарському інститутах Києва. Він відкрив талант і дав путівку у 
світ відкриттів видатним конструкторам Сергію Корольову і Архипу Люльці.  

Пам’ять про М. Кравчука живе у серцях київських політехніків, де він 
викладав вищу математику з 1921 р. і завідував кафедрою вищої математики 
(1934–1938 рр). КПІ від 1992 р. вже провів 13 Міжнародних наукових конференцій 
ім. акад. М. Кравчука. Видано його «Науково-популярні праці», «Вибрані 
математичні праці», книгу «Розвиток математичних ідей Михайла Кравчука», 
відкрито пам’ятник М. Кравчуку (2003 р.), створено фільм «Голгофа академіка 
Кравчука» (2004 р.), названо його ім’ям одну з київських вулиць (2009 р.) 

Життя цього видатного вченого-математика спалахнуло як блискучий 
болід і після арешту й засуду в терорному 1938 році приречено було згоріти через 
кілька літ у суворих колимських таборах. 

Ім’я М. Кравчука повернулось в український науковий пантеон і є зразком для 
наслідування та продовження його досліджень у працях сучасних і прийдешніх 
науковців в Україні й далеко поза Україною. 
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OUTSTANDING UKRAINIAN MATHEMATICIAN ACADEMICIAN M. KRAVCHUK 
(1892–1942) 

 
Mykhailo Kravchuk made significant contributions to numerous branches of 

mathematics and the development of mathematical education. In 1929 Kravchuk was 
elected a full member of All-Ukrainian Academy of Sciences. 

Kravchuk was the author of more than 180 scientific works, including 10 
monographs, in a number of branches of mathematics (algebra and number theory, 
theory of functions of real and complex variable, theory of differential and integral 
equations, mathematical statistics and probability theory, history of mathematics, 
Ukrainian mathematical terminology etc.) 

Let us point some fundamental lines of his research: 
— investigations in the theory of permutation matrices, quadratic and bilinear 

forms, theory of algebraic and transcendental equations; 
— the creation and mathematical proof of the general method of moments and its 

application to the approximate solution of ordinary linear differential equations, integral 
equations, equations of mathematical physics; 

— introduction and use of polynomials associated with the binomial distribution, 
now known in the world mathematical literature as Kravchuk’s polynomials; 

— analysis of complex questions in philosophy, the history of mathematics and 
techniques. 

Mykhailo Kravchuk never learned about the role that his sci. works played in the 
inventions of the first electronic computer. American scientist John Atanasoff (1903–
1995) took a great interest in Kravchuk’s sci. works when he investigated the problem of 
making electronic computer. 

His selfness efforts for the sake of the development of science in Ukraine, 
extraordinary talent as teacher and reputation among students and scientific 
community could not go unnoticed by authority.  

In 1938 Kravchuk was arrested and accused of involvement in a host of typical 
counterrevolutionary activities — changes that were common in those years in USSR. In 
the same year he was sentenced to 20 years of confinement and 5 years of exile and 
transported to concentration camps in Kolyma. There in consequence of cold, 
undernourishment and illnesses he was died in March 9, 1942. 

He was rehabilitated be soviet regime only in 1956. But only in 1992, almost 100 
years after his birth, M. Kravchuk was readmitted to membership in the National 
Academy of Sciences of Ukraine. The same year his name was entered in the 
International Calendar of Scientists by UNESCO. The First Kravchuk International 
Conference was held at Kyiv Polytechnic Institute “KPI” in 1992. Since that time there 
were 13 such conferences, three books of M. Kravhuk’s works were published in Kyiv: 

“Popular scientific works” (2000). 
“Selected mathematical works” (2002). 
“Development of the Mathematical ideas of Mykhailo Kravchuk (Krawtchouk)”. 
On the 20th of May 2003 the NTUU “KPI” unveiled a statue of M. Kravchuk. 
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EXPONENTIAL SUMS WITH THE BINOMIAL IN THE EXPONENT 
OVER THE RING OF GAUSSIAN INTEGERS 

L. V. Balyas 
I. I. Mechnikov Odessa National University, Odessa, Ukraine 

balyas@ukr.net 
 
Let 

 2 2:= [ ] = | , , , = 1G i a bi a b i i       

be the ring of Gaussian integers and let ( ) = nf x ax bx  be a polynomial of a special 

form with integer coefficients. For the designation of the Gaussian integers we shall 
use lower Greek letters , , ,    .  

We call two Gaussian numbers   and   associated, if =  , where 

 1, 1, ,i i    . 

Let mp
G  (respectively, *

mp
G ) denote the complete (respectively, reduced) 

system of residues modulo mp  in G , and *ˆ mp
G  denote the multiplicative group of 

characters of the group *mp
G  with * = 1m

mp
G p  . 

As usual gcd( , )a b  or ( , )a b  stands for the greatest common divisor of a  and b , 

,a b   . For , ( )pa a   stands that 
( ) ( ) 1
| ,

a a
p pp a p
  

 does not divide a .  

We also define a norm from ( )i  into  : 
2

( ) = =N z z z z  with z G  

and z  as a complex conjugate of z . 

The writing 
( )l
  (respectively, 

*( )l

  ) means the summation over the complete 

(respectively, reduced) system of residues modulo l  in G . 

Finally, we put 
Sp

:=
m

m

z
i
p

p
e e



, where Sp =z z z  is a trace from ( )i  into 

  with z G . 

The aim of the work is the construction of the estimates for the exponential sums 
of the form  

 1 = ( , ( ), ) = ( ) ( ),m

m

n m n
p

x G
p

S S ax bx x p x e ax bx


     (1) 

where   is a character modulo mp , p  is a prime rational number, 3(mod 4)p  , 

( , ) = ( , ) = ( , ) = 1a p b p n p , 2n  , 2m  ; and  
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 2 = ( , ( ( ), ) = ( ( )) ( ),m

m

n m n
p

x G
p

S S ax bx N x p N x e ax bx


     (2) 

where   is a character modulo mp , p  is a prime number, 1(mod 4)p  , 

( , ) = ( , ) = ( , ) = 1a p b p n p , 2n  , 2m  . 

We recall that in the ring of Gaussian integers a prime rational number 
, 3(mod 4)p p   is still prime. The prime number 1(mod 4)p   can be factorized 

in the following way: =p    , where    ,   and   are distinct prime 

Gaussian integers in G ,   is a complex conjugate of  . The prime number 2  is 

ramified in G : we mean that 22 = (1 )i i   with (1 )i  as a prime «even» 

gaussian number. 
For 3( 4)p mod  we put 

 1 *:= 1 : ,m mm mp p
U pu u G U G   . 

Then for every nontrivial character *ˆ
mp

G   we have  

 1(1 ) = ( ( )),mp
pu e f u    (3) 

where 1= ( ) mp
G      and 2 1

2 1( ) = N
Nf u u a u a p 
   ia a polynomial 

with coefficients ka , which satisfy the condition  

 ( ) ( ) 1, = 1,2, 3p k pa k k k       

It ia also known that the residue system [4] modulo , 1(mod4)mp p   can be 

described in the form  

 11 2
1 2= ,0 , ( 1) 1,

l lm m mx g g l l p p         (4) 

where g  is a primitive root modulo mp  such that 
1 = 1 ,( , ) = 1,pg pH H p H    . 

Hence  

1 2 1 2 1 22 2 2 2 21 2

( ) = =

Sp( )(mod )
l ll l l l l lm m m m m m

N x x x

g p g p g g g p


       

 (5) 

Using the analogue (3) of Postnikov’s lemma about characters modulo mp  for 

the case 3(mod 4)p   [3], the representations (4) and (5), lemmas with the estimates 

for exponential sums of special form over the ring of the Gaussian integers [4] and a 
basic knowledge of the theory of congruences modulo prime number, we get the 
following results for the sums (1) and (2):  
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if

if

1

1
2

2 2
1

0, ( ) <
| |

2 ( 1, 1) ( ) , ( ) , < 2

p

m m

p

a
S

n p N p a n
 

   
       

 (6) 

where 1= ( 1) 0, = n
p j jn a nau bu      with ju  as a solution of the 

congruence 0(mod )nnau bu p  ; and  

 2
2 ( 1, 1) ,mS n p p    (7) 

where ( 1, 1)n p   is the number of the solutions of the binomial congruence 

(mod )mA B p . 

The solution of the problems, connected with the distribution of solutions of 
congruences of special form on short multidimensional intervals, often leads to the use 
of the estimates of exponential sums. 

So, the estimates (6) and (7) can be applied to the problem of the distribution of 
the solutions of the congruence 

(mod )k ny x x     , 

where , ,    are the gaussian integers [1]. 

The rational case of the sum (1) was investigated in [2]. 
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GENERALISED LANDAU PROBLEM 
V. E. Breide 

I. I. Mechnikov Odessa National University, Odessa, Ukraine 
sygrlinn@yahoo.com 

 
Introduction. E. Landau ([4], pp. 641—669) indicated the asymptotic formulae 

for the number ( )rN x  of positive numbers n x  of which prime divisor belongs by 

one progression  mod , 1, ,ip l q i r    with fixed positive number > 1q :  

  
 0=
log log log log

r

c r x x
N x O

x x x

      
 

For research of similar problem in the ring of Gaiussian integers we will 
generalize the Landau’s result in present paper. 

Auxiliary results. Let 
1

2
r
    

 be a positive number. We define the contour 

 0,C x r  by starting from the circle  0 =s s x r , removing the point 0s x , 

and proceeding on the remaining portion of the circle in the anticlockwise direction. 

Let  0 = 1,C C r  and  1 1= ,C C b r  if 0 1=x b , where 1 1

1
<
log

b b
x

     
 is an 

exceptional zero for  0 ,Z s   with an exceptional real character   modulo   (if 

such zero exists). Let also ,L L   be defined as the intervals on real straightlines 
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 

0 0

0 0

1
= ,

log

1
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i i

i i

L x r e x e
x

L x e x r e
x

    

 


          
         

 (1) 

Let *
0C  (or *

1C ) be the contour going along L  starting from  0
ix r e  , then 

on 
1

1,
log

C
x

     
 (or 

1
,
log

C b
x

     
), and, finally, on L , with 0 = 1x  or b . 

Consider the Hecke zeta-function  mZ s  defined for Re > 1s  by the 

following series  

    4 arg

0

=
smi

m
G

Z s e N




  

      4 arg

0

, =
smi

m
G

Z s e N




     

where     is a group character on *G . 

This function we will call Z -function Hecke of first or second genus. 
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It well-known that  mZ s  and  ,mZ s   are the entire functions if 0m   or 

  is nonprincipal character modulo  . For 0= 0, =m    the Hecke 

Zeta-functions are holomorphic functions on whole complex plane except point = 1s  

where  0Z s  and  0 0,Z s   have a simple pole with residue   (or

  11
p

N p



   respectively). 

Lemma 1. 1 Let   be a character of the group *G  and let  ,mZ s   be any 

Hecke zeta-function. Then there is an absolute positive constant c such that in the 
region  

         
2

1
2 2 2 23

3
Re >1 log 3 loglog 3 >

4
s c N t m N t m

 
        (2) 

there is no zero of  ,mZ s   in the case of complex   or 0m   . For at most one 

real 1 1 0,    , and = 0m  there may be in (7) a simple zero  11 b  of 

 1,mZ s  ; and moreover     1 > , > 0b c N


    be an arbitrary positive 

number. 
Next, for = 0m  we have  

     
 
 

   
24

0 4 1 2
4

1,
= 4 , = 1 1 ,

1 1,

L
Z s s L s E a s a s

s L

                 
  

, , = 1,2,i ia a i  are the computable constants. 

Further, let 0  be the principal character modulo   of the group *G . Then at a 

point = 1s  it is easy to obtain that 

          

 
 
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 
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1
= 1

1

s

p

p

s
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


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
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    

     
         

   

 
        






  


 

 (3) 

where  

  
 
 

 
 

 
 

4
0, 0

4

log1,
= ,

1, 1p

N pL
b E

N L N p


           



 (4) 

 4,L s   is L-function of Dirichlet with the non-principal character mod4;  E  

is the Euler’s constant. 
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Let  ,C a a    be the circle 
1

=
log

s a
x

 , and let  1 2,L a a  and 

 1 2, ,L a a  

2 10 < <a a , be defined as the intervals on straightlines 

     1 2 1 2, = 1 , 1i iL a a a e a e        
 

     1 2 1 2, = 1 , 1i iL a a a e a e      
 

We denote 

       
1 1

= 0 , 0 ,
log log

D b L b C b L b
x x

 
                    

 

where  

      
2 1

3 3
11 < < 1, := 1 log 30 log log 30

10

c
b t t t

 
       

with c from Lemma 2. 

Lemma 2.2 Let , 0,1a b    . Then for x    

 
 

   

 

 
   

3 1

5 5
1

1
=

2
1 sin

exp log log log
log

as b

D b

a

x s b ds
i

a a
O c x x

x








                       


 (5) 

with an absolute constant > 0A .   

Main results. Consider the class , ,a b c  of multiplicative function over G under 

conditions:  

         2= , = , , = 3, 4,
kkf p a f p bN p c f p N p k    

Let us hold fix l the Gaussian integers 1, , l   such that 

   mod , , = 1, , = 1, , ;i j i i j l i j       . 

We put  

   1, , mod , 1 ;
=

0, .
iif for every p p follows p with some i i l

else

        


 

We will build an asymptotic formula for the sum 

 
 

     ,
N x

z f z
 

 

      

Our goal is to prove the next theorem. 
Theorem 1.3 In notation above, when x   , the following asymptotic 

formulae takes place: 
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 
         

 
       

         

x

1

1
1

0 1
1 1 1
2 3 3

2

= log log

log exp log log log

a b z az

N

bz

z f A z x x A z x x

A z x x O x c x x


  

   
 


  
 

    

                    

  



 

where      0 1 2, ,A z A z A z  — calculated and bounded functions of variable 

1, 2;z z    — is an exceptional zero of the Dirichlet’s L-function  ,Z s   with an 

exceptional character 1  mod   (if such zero exist);     is the Euler function 

over the ring of the Gaussian integers; > 0c  — is an absolute constant.   

In case if   1f    we have the next generalization of the Landau’s theorem. 

Theorem 2.4 Let x is a real number,   is an integer Gaussian number, 

 
 

 

2

3

1

3

log
exp( )

log log

x
N c

x

  . Then, for any set of the integer Gaussian numbers 

1, , l   the next asymptotic formulae is right: 

   
 

 
 

 
 

   

1

1 2

1

1

1 0 11 1

1
1 12 log 3 3

2 1
3

; , , ; =
log log

log log
log

l l d d

c x

d

x x
N x A z A z

x x

x
A z O xe x

x



 



 



    

        



 

where  1; , , ;l lN x     denotes the number of Gaussian integers  , N x   , of 

which every prime divisor belongs by one progression  mod , = 1, ,ip i r       

Conclution. The method of provements in the Theorem 1 and 2 may be applied in 
case of the ring of the integer rational numbers, that’s why the results of Landau [4] and 
Lewin and Falleib [5] hold for the growing difference q in progression.  
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VARIANTS OF A COMMUTATIVE BAND 
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Let S  be a semigroup and a S . For ,x y S  let 
a

x y xay , then 
a  is an 

associative binary operation on S . Semigroup  ,
a

S   is called the variant of S . 

Commutative band S  is a lower semilattice with respect to the partial order 
a b ab a   . 

Variants of semilattices are already studied in [2]. 

As the interval 0,aS  
 

 of commutative band with zero we denote the set 

 0,aS x S x a a x x 
 
      . 

Commutative band is called locally finite, if all it’s intervals are finite. 

Theorem 1. Two variants  ,
a

S   and  ,
b

S   of a locally finite commutative 

band S  with zero are isomorphic if and only if there exist an isomorphism from the 

interval 0,aS  
 

 to the interval 0,bS  
 

, which saves the weights of all elements. 

Corollary 1. All variants of a set N  with usual order are pairwise non-
isomorphic. 

Let  ,|N  — is a set of natural numbers with operation ( , )x y GCD x y  . For 

each n N  define multiset 

 1
( ) , 0, | , |p pk k

p ppow n k p prime k p n and p n


    . 

Corollary 2. Variants   , | ,
a

N   and   ,| ,
b

N   are isomorphic if and only 

if sets ( )pow a  and ( )pow b  for this numbers are coincide. 
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Let M  be a smooth compact surface, X M  be a closed (possible empty) 

subset, and ( , )M X  be the group of diffeomorphisms of M  fixed on some 

neighborhood of .X  Then ( , )M X  acts from the right on on ( )C M  by following 

rule 

: ( ) ( , ) ( ), ( , ) = .C M M X C M f h f h       

Given ( )f C M  let  

 
( , ) = { ( , )| = },

( , ) = { | ( , )}

f X h M X f h f

f X f hh M X









 

 
 

be respectively the stabilizer and the orbit of f  under the action .  We will endow 

the spaces ( , )M X  and ( ).C M  Let also 

id( , ) = ( ) ( , )f X f M X    , 

where id( , )M X  is the identity component of ( , ).M X  

Let ,G H  and Q  be groups, and let Map( , )G H  be a set of all maps from G  to 

,H  not necessary homomorphisms. The group 

Map:= ( , )
Q
G H Q G H   

is the Cartesian product Map( , )Q G H  with the multiplication 

1 1 2 2 1 2 2 1 2( , ) ( , ) = (( ) , ),h h h h h       

for 

Map1 1 2 2( , ),( , ) ( , ) .h h Q G H     

The group 
Q
G H  is called wreath product of G  and H  over .Q  

Theorem. 1Let 2:f T    be a Morse function on 2 -torus 2T  such that its 

Kronrod — Reeb graph ( )f  is a tree. Then there exist numbers ,n m   , a 

critical level V  of f  such that the complement of V  in 2T  is a union of 2 -disks 

{ },iD  and there is an isomorphism  

2
1 0( ) ( | , )D i

i
i n m

f f D   



 

    
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ENUMERATION OF 2-COLOR CHORD DIAGRAMS 
OF MAXIMAL GENUS UNDER ROTATION AND REFLECTION 

О. А. Kadubovs’kyi, L. V. Voschana  
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kadubovs@ukr.net, voschanaya_lina@mail.ru 
 
In this paper we determine the number of nonequivalent 2 -color chord diagrams 

(of order n ) with one black and one white cycle (2 -color chord diagrams of maximal 
genus) under the action of dihedral group (of order 2n ). 

Definition 1. A configuration (graph) on a plane that consists of a circle and n  
chords that connects 2n  different points on it is called a chord diagram of order n , 
or, briefly, an n -diagram. An n -diagram whose arcs of the circle are colored in two 
colors (black and white) so that any two neighboring arcs have different colors is 
called a 2 -color chord diagram [e. g., 2].  

All 2 -color diagrams are constructed on a unit circle (in 2 ) with fixed clock-
wise enumeration of 2n  points on it, which are the vertices of a regular 2n -polygon. 

Definition 2. A 2 -color chord diagram that does not contain chords that connect 
points with numbers of the same parity is called an O -diagram.  

A sequence of chords and black (white) arcs that form a homeomorphic image 
of the oriented circle is called a b -cycle (w -cycle) of a 2 -color chord diagram with 
given direction on the circle (see, e.g., [2]).  

Denote the set of all O -diagram with n  chords that have one black and one 

white cycles by ;1,1
O
n . 

Definition 3. A signed permutation is a permutation of  1,2, ...,m m     

where each element has an additional «» or «» sign. 

Recall that symmetric group mS  is the set of all permutations of m   , together 

with the usual function composition  , applied from right to left. The hyperoctahe-

dral group mS
  is the set of all signed permutations of m  elements, together with the 

usual function composition  , applied from right to left [e.g., 4]. 

Definition 4 [e.g., 1, 3]. Given a signed permutation   in mS
 , transform it into 

an unsigned permutation   in 2mS  by mapping i  onto the sequence  2 1, 2i i    

if 0i  , or  2 , 2 1i i    if 0i  , for 1 i m  .  

The breakpoint graph of   is the undirected bicoloured graph ( )BG   with or-

dered vertex set  0 1 2 2 10, , , , 2 1m m m
           and whose edge set is the 

union of the following two perfect matchings of  ( )V BG  :  

black edges   ' '
2 2 1( ) , | 0B i i i m       ; 

grey edges   2 , 2 1 | 0G i i i m     . 
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Definition 5. The Hultman number  2 ;1HS m  counts the number of permuta-

tions in 2mS  whose breakpoint graph decomposes into 1  (one) cycles. The signed 

Hultman number  ;1HS m  counts the number of permutations in mS
  whose break-

point graph decomposes into 1  (one) cycles [3]. 
Lemma 1. For 2 1n m   the number of symmetric diagrams (relatively fixed 

axis of symmetry) from the set ;1,1
O
n  is equal to the signed Hultman number 

 ;1HS m . 

Theorem 1. For 2 1n m   the number of the nonequivalent diagrams from 

the set ;1,1
O
n  under the action of the dihedral group can be calculated by the relation 

  ** *1
( ) ( ) ;1 ,

2 HP n P n S m   

where *( )P n  is the number of the nonequivalent diagrams from the set ;1,1
O
n  under 

the action of the cyclic group and may be calculated by the relation (it was estab-
lished in [2]) 

     
1

* *

| ,

1
( ) ( ) ( ) ,

i

i n i n

n n n
P n P n P i

n i i i





           
  

where  
   

;1,1
2 1 ! 2 !

( )
1 1

O
n

n m
P n

n m


   

 
 is the Hultman number  2 ;1HS m ; 

      ( ) 1 | gcd , 1q h q h q      is the Euler totient function;  

        *( ) 1 | gcd , 1 gcd 1,q h q h q h q       . 

Remark 1. The explicit formula for  ;1HS m  (for ( 1)SPMT m   in original 

terms of the author’s) has been derived by Hanlon, Stanley and Stembridge [4] (se-
quence A001171 in [5]). 
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We consider equivalence of rational mappings 1 1:f P P   under 

conjugations by Möbius transformations of 2( ) :SL   

 1,f A f A    

2( )A SL   , and their invariants. 

Jet kJ  be the spaces of k -jets of local conformal transformations of 1P . The 

above action of the Möbius groupe 2= ( )G SL   can be prolonged to G -action on 

spaces k -jets kJ , = 0,1,k   

These spaces are algebraic manifolds, G  — is an algebraic group and the above 
actions are algebraic. 

Rational G  — invariants functions on kJ  will be called Möbius invariants on 
order k . If J  is a Möbius invariant of order k  and f  is a (local) conformal 

mapping then by value J  at f  we mean the restriction of J  on the graph of k -jet 

( ) k
kj f J . 

Let kF  be the field of Möbius invariants of order < k . Then projections 

1k kJ J   induce embeddings 1k
kF F  . Let = lim kF F  be the field of all 

Möbius invariant. The Rosenlich theorem (see, [1]) shows that fields kF


 separate 

regular G  — orbits is kJ , and the Lie-Tresse theorem (see, [2]) shows that the field 
F  is generated by a finite number of basic invariants and invariant derivations. 

In our case the first non trivial Möbius invariants are of order 2  and in the 

canonical coordinates 1 2( , , , , )z w w w   in kJ  they are generated by a single invariant  

2 2
2 2 2 1 13

1

1
= ( 2 2 ) .J zw ww w w
w

    

In the order two there is also G  — invariant derivation  
2

2 2 1 1

2
1

( )( 2 2 )
=
z w zw ww w w d

dzw

   
  

and G  — invariant coframe  
2
1

2
2 2 1 1

= .
( )( 2 2 )

w
dz

z w zw ww w w


   
 

22



Computing codimensions of regular orbits and using the Lie-Tresse theorem give 
us the following result. 

Theorem 1.1 The field F  of Möbius invariants of local conformal mappings of 
1P  is generated by invariant 2J  and invariant derivation  . This field separates 

regular orbits. 
Remark. 

(1)  Any (local) conformal map 1 1:f P P   defines the set of functions 

( )kJ f , 3k  , where 2
2= ( )k

kJ J , and differential 1 -form ( )f  on 1 1( )P   

invariantly connected with f . 

(2)  Invariant 2J  identically equals zero on (and only on) elements of 2( ).SL   

(3)  Differential form ( )f  has poles in two types of points: ( )i  fixed points of 

f , and (2)  points, where mapping f  could be approximated by elements of 2SL  

up to 3 -rd order. 

Applying theorem 1  to rational mappings 1 1:f P P   we get the 

following construction. 

Thus, let 1 1:f P P   be a rational mapping and let 2( )J f , 3( )J f  be 

values of Möbius invariants of order 2  and order 3  at f . 

Then 2( )J f  and 3( )J f  are rational functions of 1P . 

Let 1
2

1

( ) =
P

J f
Q

 and 2
3

2

( ) =
P

J f
Q

 were iP , iQ  are relatively prime 

homojeneans polynomials. Then resultant of polynomials 1 1P uQ  and 2 2P vQ  

gives us 3 -rd order differential equation  

 3
2 3= { ( , ) = 0} .f fR J J J   

Remark that f  is algebraic subvariety of 3J . 

By the construction this equation has rational solution f  and is also invariant 

under the Möbius transformations. 

Considering equation f  locally we see that the solution space of f  has 

dimension 3 , and on the other hand mappings 1gfg , 2( )g SL   , are solutions 

too. It is easy to check that centralizer of f  in the Möbius group 2( )SL   is discrete. 

Therefore the orbit 3( ( )) fG j f    is connected 4 -dimensional submanifold and 

therefore the orbit coincide with component of f  which contains 3( )j f . Denote this 

component by f
  and call it constutive equation for f . 
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Example 2 Let's consider the Joukowski mapping 
1 1

= ( )
2

w z
z

 . Then 

( , ) = 4 3 9fR u v u v    and the constutive equation for the Joukowski map has the 

form:  
2 2 2

1 3 2 1 1 1 1 1( ) (3 4 ) 2( ) ( 1) ( 2)(2 1) = 0.w z w w w w z w w w w w         

By the construction the constutive equation has only rational solutions, they are 
images of the rational mapping f  under action of the Möbius group. 

In other words polynomials ( , )fR u v , or more precisely, constituvie equation f
  

defines 2( )SL   — orbit of rational mapping f . 

Theorem 2.3 Two rational mappings 1 1, :f g P P   are 2( )SL 

-equivalent if and only if their constative equations coincide. 
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Throughout, let R  be an associative ring with 1  and DerR  the set of all 

derivations of R . A map : R R   is called a derivation of R  if 
( ) = ( ) ( )x y x y      and ( ) = ( ) ( )xy x y x y     for any ,x y R . 

Proposition 1.1 Let R  be a ring. Then the following conditions hold:  
1) if d  is a nonzero derivation of a commutative ring R , then ( ) 0ad a   for 

some a R ,  
2) there exists an element a R  and a nonzero derivation d DerR  such that 
( ) 0ad a  .  

We say that R  is a d -rigid ring (or a derivation d  is rigid), where d DerR , 

if for any a R  it holds ( ) = 0d a  or ( ) 0ad a  . Clearly, the zero derivation 0R  

of R  is rigid. Every derivation of an integral domain is rigid. 
Corollary.2 Let R  be a semiprime ring with the derivation d  and a R . If 

( ) = 0nad R , where n  is a fixed integer, then = 0Rd .  

Proposition 2.3 Let R  be a 2 -torsion-free semiprime ring. Then all derivations 
of R  are rigid if and only if R  is reduced (that is without nonzero nilpotent 
elements).  

Recall [1] that a ring R  is called differentially trivial if = {0 }RDerR . 

Commutative Artinian rings with derivations to be rigid are characterized in the 
following 

Theorem.4 Let R  be a commutative Artinian ring. Then one of the following 
holds: 

1) R  has a non-rigid derivation,  

2) 1= nR R R   is a ring direct sum of rings 1, , nR R  every of which is 

a field or a differentially trivial v -ring.  
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The basic equation of quantum physics is the black body irradiation equation: 
(Wavelength unit) * (Temperature unit) = (Wien displacement number) = 
= (Planck unit)/(Boltzmann unit)*(Speed of light unit)/(x-root number), 

L*T=dW=(h*c)/(k*x), 
where x is the root of transcendental equation 

x*e^x/((e^x-1)-5=0, x=4.96511423174... 
The equation may be true only if L, T, h, k, c are the constants or the medians of the 
quasi-harmonic functions. 

Standard physical model is based on the constant conception but Heisenberg 
uncertainty principle and Schrödinger wave equation give us the arguments to the 
priority of quasi-harmonic conception. 

Let us try to find the quasi-harmonic link of natural set numbers and the 
transcendental numbers pi and e. Harmonic number of inverse natural set is: 

Alpha1=A1=1/137=0.007299270072992700729927...= 
=729927/10^8+729927/10^16+729927/10^24... 

Number 1 is the quantum of the natural set: 
1=(10^8-1)/10^8+(10^8-1)/10^16+(10^8-1)/10^24..., 
1=((100-1)*(100+1)+100^2+1)/(2*100^2), 
1=[(100^2-1)*(100^2+1)]/10^8+[(100^2-1)*(100^2+1)]/10^16+... 
1=99*101*73*137/10^8+99*101*73*137/10^16+99*101*73*137/10^24+... 
1=[(99*101)+(73*137)]/(2*10^4)=[(99*101)*(73*137)+1]/(10^4*10^4). 
Then the prime alphabet of the inverse natural harmonic calculation system is 

{1, 2, 3, 5, 11, 101, 73, 137}. 
The third power of the binary calculation system infinite number: 

(1.11111111111...)^3=1.37174211248285322...= 
=[137+0*(137-100)]/10^2+[137+1*(137-100)]/10^5+[137+2*(137-100)]/10^8+... 

The prime alphabet is infinite {1, 2, 3, 5, 7, 11, 17...). 
(1.11111111111...)^3=(1000/729)^3=[10^3]/[9^3]=[(2^3)*(5^3)]/[3^(2*3)]. 

1/100/(1.11111111111...)^3=0.00729000000...= AlphaS = AS. 
The prime alphabet is {1, 2, 3,5}. The key number is 729=3^6. 
Let us now try to establish the algebraic link between the numbers pi, e, 137, 

100 and the natural set. 12-digit median number of pi...e is: 
[sqrt((pi^2+e^2)/2)+(pi+e)/2+sqrt(pi*e)+2*pi*e/(pi+e)]/4= 
=2.9261098+1.618*10^-8, where 1.618 is "golden ratio". 
1/100/(1.11111111111...)^3=0.00729000000…=AlphaS=AS. 
 (pi*e/100)^2=0.00729270605…=Alpha0=A0. 
1/137=0.00729927007…=Alpha1=A1. 
1/[ln(pi)+59*ln(10)]=0.00729941657…=AlphaL=AL.  . 
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The geometric link between the numbers AS, A0, A1, AL and the natural set: 
137=11^2+4^2, 137=n^0+2^3+2^7.  
1/137=1/(11^2+4^2). 
A(n/2)=1/[(11*(1+n/2*(sqrt(AL/A0)-1)))^2+(4*(1+n/2*(sqrt(AL/AS)-1)))^2]. 
It is 137-ellipse n/2 alpha-equation.  
A(n*2)=1/[(11*(1+n*2*(sqrt(AL/A0)-1)))^2+(4*(1+n*2*(sqrt(AL/A0)-1)))^2].  
It is 137-ellipse n*2 alpha-equation.  
If n=0, A(n/2)=A(n*2)=1/137=A1.  If n=infinity, A(n/2)=A(2*n)=0. 
The algebraic link between pi, e, AS, A0, A1, AL and the natural set: 

hS=2*pi*[1+2/100*(e+AS*(1+sqrt(2*pi*e/100)))]=6.62606935922… 
It is circled Euler-spiral AS-equation. 

h0=2*pi*[1+2/100*(e+A0*(1+sqrt(2*pi*e/100)))]=6.62606983982… 
It is circled Euler-spiral A0-equation. 
            h1=2*pi*[1+2/100*(e+A1*(1+sqrt(2*pi*e/100)))]=6.62607100554…  
It is circled Euler-spiral A1-equation. 

hL=2*pi*[1+2/100*(e+AL*(1+sqrt(2*pi*e/100)))]=6.62607103155… 
It is circled Euler-spiral AL-equation. 
Using 12-digit display arithmetic calculator we can obtain incorrect values:  
sqrt((hS^2+hL^2)/2)=6.62607019537=(Square root mean). 
(hS+hL)/2=6.62607019535=(Arithmetical mean). 
sqrt(hS*hL)=6.62607019537=(Geometrical mean). 
2*hS*hL/(hS+hL)=6.62607019540=(Harmonic mean). 
Mean harmonic cannot be more than mean geometrical. 
Mean geometrical cannot be more than mean arithmetical. 
Root mean square cannot be less than any mean! 
It is a result of "golden ratio" pi...e median bifurcation.  
All the above calculated h-numbers lie inside the experimental uncertainty of 

finest Planck constant measurement set: 
h=6.6260745(19) by X-ray crystal density method, 
h=6,6260724(57) by Magnetic resonance method. 
h=6.62606957(29) CODATA-2010 recommended value. 
h=6.62606889(23) by Watt balance method. 
h=6.6260678(27) by Josephson method. 
h=6.6260657(88) by Faraday method. 
Then we can suppose zero-Planck number is 

h(A0)=6.62606983982 
and the rest Planck numbers are the result of dispersion of normal digital distribution 
defined by Gauss information entropy argument sqrt(2*pi*e). 

We can suppose that the rest constants of standard physical model are the 
medians of quasi-harmonic functions caused by rotation of pulsing alpha-ellipse 
inside the spherical space restricted by the Planck number information entropy and 
write down the next equation: 

h(A1)-h(A0)=[(4*pi*10^-7]*[2*e/(pi+e)] 
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Magnetic permeability of vacuum in SI measurement system (4*pi*10^-7) is the 
part of h(A1)-h(A0) finite difference. 

Speed of light unit is the root of transcendental equation: 
c=[hN+4*pi*c*10^-18]^64*[10^7]=299792457.867… 

where hN=Integer[h(AC)*10^8]/(2*pi)=1.05456978. CODATA conventional value 
of c is 299792458 with uncertainty about 3 per billion, AC=0.00722249247 
corresponds to the coupling number of decimal and dozen calculation systems from 
the 137-ellipse equation. 

Impedance of free space is 4*pi*c=376.730313… as a part of speed of light 
equation. CODATA current value is 376.730313461... with proposed uncertainty 
depending upon the fine structure constant [1]. 

Fine structure constant is the pi-dependent number: 
FSC=1/sqrt(pi^2+137^2)=0.00729735168. 

CODATA h-dependent value is 0.0072973525698(24). 
Elementary charge is the h-dependent unit: 

q=sqrt[FSC*hM/(2*pi*c)]=1.60217657..., 
where hM=is the median of h0 and h1. CODATA value of q is 1.602176565(35). 

Avogadro number is the median of quasi-harmonic function: 
NA=100*{sqrt[8*pi*e/(8*pi*e+137^2)]/[1+2*AM/1000]-[0...1/10^7]}, 

where AM=med[A0…A1]. 
NA=6.02214128. 

CODATA conventional value is 6.02214129(27). 
Kelvin number:  

K=e+AT+NA/1000=2.73159999405, (CODATA value is 2.7316), 
where AT=0.00727602431 is the median of medians [(A0...A1)...(A0...AL)]. 

Microwave background radiation temperature is the median of quasi-harmonic 
function Tmbr=e+AT+-NA/1000=2.7255... Last experimental value is 2.7255... with 
dispersion about 0.006.  

Stefan-Boltzmann unit is: 
                         kS=cos(12-AS/10)-sin(12-AS/10)=1.38065060066. 
CODATA proposed value is 1.3806505, [1]. 
Boltzmann number corresponds to the speed of light alpha-unit AC: 

k=cos(12-AC/10)-sin(12-AC/10)=1.3806484... 
CODATA value is 1.3806488(13). 
Newton gravitation unit is: 

G=hM*med{(1+AM)...5/x}, 
where x=4.96511423174 is a parameter of black body irradiation equation. 

G=6.67352... CODATA value is 6.67384(80). 
The decimal orders of physical constants depend upon measuring system units 

orders of distance, time, mass. 
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Conclusion: 
All the quantum physical units are the medians of quasi-harmonic wave 

functions. The basic parameters of wave functions are the numbers pi, e and 137. 
Electric charge is a surface density of gravitation field.  
Mass is a volume density of gravitation field. 
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A submanifold �� in ��

�(�)	is called semiparallel if ��(�; �)ℎ = 0 (this is the 
integrability condition of the system ��ℎ = 0 which characterizes a parallel 
submanifold). Here �� is the curvature operator of the van der Waerden-Bortolotti 
connection �� (�� = � ⊕ ��) and h is the second fundamental form. To formulate the 
main result, we recall that the linear span of all ℎ(�, �) in a given point � ∈ ��  for 
arbitrary � ∈ ���

� is called the principal (first) normal subspace ���
� of the 

submanifold �� at x, and its dimension is denoted by ��. Semiparallel submanifolds 
with maximal principal normal subspace in Euclidean is done by Ü. Lumiste [1]. We 
are trying to describe a semiparallel space-like submanifolds in ��

� with maximal 
value of ��, bearing in mind that every semiparallel surface is a 2nd order envelope 
of the parallel ones (according to the result [2]). 

Let {�;	��}, (�= 1, 2, … , �) be the moving frame in ��
�	adapted to the space-like 

submanifold �� in ��
�, i.e. let � ∈ ��  and �� ∈ ���

� , �� ∈ ��
���, where 

�, � = 1, … ,�; �, � = 	� + 1, … , �. The farme vectors belonging to the normal space 
��

��� = ���
� ⊕ ��

��� can be taken so that �� ∈ ���
�; �� ∈ ��

��� , where 

� = �	 + 	1, … ,� + 	��; �� = � + �� + 1, … , �. Denoting scalar composition of the 

frame vectors �� and ��, as usually, 〈��, ��〉= ���, one has ��� = 0	and it can be taken 

��� = ���; moreover let denote 〈�� , ��〉= ��  and 〈�� , ��〉= ��� , � ≠ �. In the 

derivation formulae 

�� = ���
�, ��� = ����

�,				�� � = � �˄��
�,			���

� = ��
�˄��

�  

(where the point x is identified with its radius-vector) there hold � � = 0 and 

��
�
= − ��

�, ��� ��
�

+ ��
� = 0, ���� = �����

�
+ �����

�
.  (1) 

The equations � � = 0 lead to � �
� = ℎ��

� � �, ℎ��
� = ℎ��

� . Let ℎ���
� 	denote the 

covariant derivative of ℎ��
�  defined by 

∇�ℎ��
� �≡ �ℎ��

� − ℎ��
� � �

� − ℎ��
� ��

� + ℎ��
�
��

�� = ℎ���
� � �, ℎ���

� = ℎ���
� .	  (2) 

The relationship 
                    ∇�ℎ���

� ˄� � = �� ∘ℎ��
� ,	  (3) 

where 

          �� ∘ℎ��
� = − ℎ��

� ��
� − ℎ��

� ��
� + ℎ��

�
��

� ,   (4) 

can be obtained from the previous by exterior differentiation. In the last formulae  

         ��
�
= ���

�
− � �

� ∧ ��
�
= −��� � �

� ∧ ��
�
,   (5) 

        ��
� = ���

� − ��
�
∧ ��

� = − ∑ �����
�
∧ ��

�
�    (6) 
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are the curvature 2-forms of the Levi-Civita connection ∇ and the normal connection 
��, respectively. Together they represent the curvature 2-forms of the van der 

Waerden-Bortolotti connection ��. Remark here, that ��
�
= − ��

� and that exterior 

differentiation leads from (1) to the following relationships  

                                  ��� ��
�

+ �����
�

= 0. 

Due to (2) and (3) the parallelity and semiparallelity conditions are, respectively 
(see [3]), 

                 �ℎ��
� − ℎ��

� � �
� − ℎ��

� ��
� + ℎ��

�
��

� = 0,   (7) 

               ℎ��
� ��

� + ℎ��
� ��

� − ℎ��
�
��

� = 0.   (8) 

By means of the vector components (8) can be written as 
        〈ℎ�[�, ℎ�]�〉ℎ�� + 〈ℎ�[�, ℎ�]�〉ℎ�� − 〈ℎ��, ℎ�[�〉ℎ�]� = 0  (9) 

(summing by � = 1, … ,�).	The assumption of the principal normal subcpase with 

the maximal possible dimension 
�

�
�(� + 1) at arbitrary point means that vectors ℎ�� 

are linearly independent at every poin � of ��.  
Let � and � be two different values from {1, … ,�}, � ≥ 2. Taking in (9) 

� = � = � = �, � = �, we obtain for coefficients of linearly independent vectors 
ℎ�� , ℎ��, ℎ��: 

         〈ℎ�� , ℎ��〉= 0, 〈ℎ�� , ℎ��〉+ 2〈ℎ��, ℎ��〉− 3〈ℎ�� , ℎ��〉= 0. 
Similarly � = � = �, � = � = � give  
                2〈ℎ��, ℎ��〉− 〈ℎ�� , ℎ��〉= 0,  

thus 
          2〈ℎ�� , ℎ��〉= 〈ℎ�� , ℎ��〉, 4〈ℎ��, ℎ��〉= 〈ℎ�� , ℎ��〉.  
Denoting 〈ℎ��, ℎ��〉= � we have  
               〈ℎ�� , ℎ��〉= 4�, 〈ℎ�� , ℎ��〉= 2�.	 
If � ≥ 3 and � ≠ �, the same procedure gives 〈ℎ��, ℎ��〉= 〈ℎ��, ℎ��〉= 0; if 

� ≥ 4 and �, �, �, � are four different values, then 〈ℎ��, ℎ��〉= 0.  
All this gives that if �	 > 	0 then the metric of the principal normal subspace is 

regular positively definite; if K < 0, then the metric of ���
� is regular negatively 

definite; at last, if �	 = 	0, then the metric is completely vanishing. 
It is known that if the metric of the principal normal subspace has the maximal 

dimension and is regular (�	 > 	0 and �	 < 	0), then the corresponding semiparallel 
��	is either a Veronese submanifold �� immersed into an (� − 1)-dimensional 

sphere ����(2�(�	 + 	1)���), � =
�

�
�(�	 + 	3), i.e. an orbit of a ��-parametric 

Lie subgroup of rotation of ��
����, (s = 0 or �	 = ��) around the center of this 

(� − 1)-sphere or a second order envelope of a family of congruent Veronese ��.  
In case � = 2 it was shown in [4]. Existence of semiparallel submanifolds �� 

as a 2nd order envelopes of a such parallel submanifolds in ��
�(�), � >

�

�
�(�	 +

	3), is arriffmatively shown by Lumiste in [5] and in [6]. In case of �� in ��	is shown 
(see [7]) that there are exist semiparallel, but not parallel 2nd order envelope of a 
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family ��. The question on existence of 2nd order envelopes of two-dimensional 
Veronese submanifolds in ��

�, (s is either 0, or 3, or 4) and in ��
�, (s is either 0, or 3, 

or 4, or 5) with some arbitrariness is solved by Lumiste in [8]. 
It remains to consider the case with completely vanishing metric of the principal 

normal subspace. Here we start with the corresponding parallel submanifolds ��.  
Proposition 1. A parallel space-like �� in pseudo-Euclidean space ��

� with 
principal normal subspace of completely vanishing metric is either a submani-fold in 

��,��

����  with m families of parabola generators and can be represented by the 

equation 

�	 = 	
�

�
	ℎ��(�

�)� + ℎ���
��� + ℎ���

� ,             (10) 

(�; 	�	 = 	1, … ,�; 	�	 ≠ 	�) all coefficients here are some constant vectors, or an open 
part of such a submanifold.  

Proof. Due to [3] for parallel �� one has  

∇ℎ�� = − ���〈ℎ��, ℎ��〉�
�

�

���

 

and so ∇ℎ�� = 0, if 	���
� has completely vanishing metric. Due to (5) one has 

��
�
= 0, i.e. �� is locally Euclidean. Thus every point � ∈ �� has a neighborhood 

�, on which there is a parallel field of tangent orthogonal frames. For this field 

��� = 0, so ��
�
= 0	and ∇ℎ�� = 0 reduces to �ℎ�� = 0, but �� � = � � ∧ ��

�	reduces to 

�� � = 0. Hence on this � it can be made  
� � = ���, ℎ�� = �����. 

Now the derivation formulae are 
�� = ���

�, ��� = ℎ���
�, �ℎ�� = 0 

and for the principal and the second derivatives of x one has 
��� = ��, ����� = ℎ��, ����� = ℎ�� 

whereas all third derivatives are zero. Thus the geodesic lines are parabolas and the 
considered parallel space-like submanifold ���can be represented by the equation 
(10). 

Using the result that every semiparallel submanifold is a second order envelope 
of parallel submanifolds, can be formulated the next statement. 

Proposition 2. A semiparallel space-like ��in ��
� with the principal normal 

subcpase of the maximal possible dimension 
�

�
�(� + 1) is either 

1) a Veronese submanifold ��	��	��
����, (s = 0 or �	 = ��), or 

2) a submanifold in ��,��

����  with � families of parabola generators; it can be 

represented by the equation  

�	 = 	
1

2
	ℎ����

��
�
+ ℎ���

��� + ℎ���
�,	 

(�; 	�	 = 	1, … ,�; 	�	 ≠ 	�) all coefficients here are some constant vectors, or 
3) a 2nd order envelopes of submanifolds from above. 
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Let q  be the field with = mq p  elements and let   be a primitive element of 

q  over p . Let ( )im x  denotes the minimal polynomial of i  over p . 

Definition 1.1 The simplex code ( )S   is the dual of the cyclic code over q  of 

length = 1n q   generated by minimal polynomial 1( ) [ ]pm x x   for the primitive 

element  . 

Definition 2.2 The Melas ( )M   code is the cyclic code [ , 2 ]n m  over p  

generated by 1 1( ) ( )m x m x . 

The code ( )M   has a parity matrix  
2 2

1 2 ( 2)

1

1

q

q



   

          




 

considered as a matrix over p . 

Definition 3. 3Let C  be a code over q  of length n . Then  

 | := p
q

C C   

is called the subfield of C  (or restriction of C  to p ). 

|
q

C   is a code over q . Its minimal distance cannot be better than the minimal 

distance of C . 

Consider the trace mapping Tr : n
q p   such that for q    we have  

 Tr tr tr tr 1( ) := ( ( ), ( ), , ( )),n      

where tr
2 1

( ) =
mp p p

p


           . 

If C  is a code over qF  then  

  Tr tr( ) := ( ) | n
pC c c C    

is called the trace code of C . 

Delsarte proved that for a code C  over qF  the following equation  

 Tr( | ) = ( )
p

C C 
  

holds. 
This Delsarte statement is often used for study the dual codes. 
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From Definition 2 it follows that the Melas code may be defined as a restriction of 

a cyclic code over q  on p  with two zeros   and 1 . Thus by Delsarte theorem, 

we conclude that the dual of Melas code ( )M   is the direct sum (as vectorial 

subspace) of two simplex code ( )S   and 1( )S  , i.e.  

  1 1
1 1( ) = tr( ), , tr( ) | , .n n qM x x x x F             

(here we fixed some sorting of non-zero element from q ). 

Obviously, that ( )M   contains 2q  codewords. The code ( )M   we will call 

the Kloosterman code over p . 

The weights of dual code of ( )M   and other codes gives for = 2q  using 

properties of the Kloosterman sums over a finite fields of characteristic 2. J. Wolfmann 

determined the weight distribution of ( )M   for = 3p . G. van der Geer, R. Schoof 

and M. van der Vlugt derived a formula for the frequencies of the weights in ternary 
Melas codes. 

Our aim is to investigate the distribution of weights for the p -ary dual Melas 

codes, where p  is a prime number, 3(mod 4)p  , and = 2m , i.e. 

2= 1 = 1mn p p  . 

We will be use the following notations:  
,G  the ring of rational integers and Gaussian integers, respectively; 

,p pG  the classes of residues in   (respectively, in )G  modulo ;p  

,p pG
   the classes of reduced residues in p  (respectively, in );pG  

wt( )a  the Hamming weight of vector ;nqa    

G  the dual code of ;C   
1x  denotes a multiple inverse to px G  modulo ,p  i. e. 

1 1 (mod );x x p   

“ ”, “O ” be the equivalent symbols. 

Let ( , )m    denotes a codeword of dual Melas code ( )M   associated with 

pair 2( , ) pG   , and let wt( ( , ))m    denotes a weight of ( , )m   . Clearly that 

( ( , )) ( , )wt m n z       with  

 tr 1( , ) = #{ | ( ) = 0}pz x G x x         

For considered case we have tr( ) =    , where   is a complex conjugate to 

 , so tr( ) = 2  . 

Next we will express the Hamming weight wt( ( , ))m    by means of the 
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Kloosterman sum over pG
   

 

1
tr

( , ; ) := .

x x
i

x G
p

pk p e

 




         

It well-known that  

 

2 1 = = 0,
1 = 0, 0

( , ; ) =
0, = 0,

( , ) 0,

p if
if

k p
or

p if

                

  

here | ( , ) | 2    . 

Since ( , ; ) = (1, ; )k p k p    if 0  , we consider the h -th moment ( )hK  of 

the Kloosterman sum (1, )k   that is given by  

 ( ) := ( (1, ; )) .h h

G
p

K k p


   

In terms of ( )hK  we will study the distribution of weight of the ( )M   code. 

Lemma 1.4 Let   is a generated element of the group pG
 . Then  

2

2
2

0 = = 0,

1 = 0, 0,
0, = 0,wt( ( , )) =

( 1)( 1) 1
(1, ; ) 0.

z
p

if

p if
orm

p p
k z p if

p p 

           
      




  

The following lemma show that an estimate of wt( ( , ))m    can be improved. 

Lemma 2.5 Let pG
  . Then  

 
1

2 2
0

=1

(1, ; ) = 2 cos 1.
p

z

k z p p


    

Corollary 1.6 For 0    

 2wt( ( , )) = 1 2 cos ,m p p p        

where 0 < 2   . 

Theorem 1. 7Let iM  denote the number of code words of weight i  for the 

Melas code ( )M   over p . Then for every positive integer h , the moment ( )hK  of 

the Kloosterman sum (1, ; )k p  is given by  

 
( ) (0) (1) ( 1)

2
0( 1)( 1) = ( , , ) ( , , ,, ),

h h
h

hp p K f M M g K K K


      
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where  

 
2

4 1
20 1

=0 =1

1
( , , , ) = ! ( , )

1

h h
h

h i
i j

p i
f M M M p M j S h j p

p j

        

    

 (0) ( 1) 2 2
0( , , ) = ( 1)( ( 1)).h hg K K p p p      

Theorem 1 establishes link between the number of codewords of weight i  in 

( )M   and values of 
( )j
K . But it is easy to show that 

( )j
K  can be expressed by values 

of the  -th power moment ( )K   of Kloosterman sums (1, ; )k p , where  

 ( ) := ( (1, ; )) , = 0,1, 2, .
G
p

K k p


     
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Agronomic processes belong to complicated systems having a plurality of 

heterogeneous elements. Therefore, getting of mathematical models describing the 
agricultural systems is the subject of special research [1—3]. For today obtained a lot 
of different models for describing the agronomic processes in plants and soil, using 
different mathematical methods and approaches. The mathematical models of soil 
fertility, productivity of sowings and formation of harvests are the basis of automatic 
systems for control of agritechnological processes [4—7].  

In the presented article examines approach to describe the accounting abiotic 
stress in models of growing crops on the basis of algebraic functional networks [6—
7] with functional structures [8, 9] and fussy logic [10—12].  

The approach for the describing of the accounting abiotic stress in the models of 
grow crops technology and methods for the simulating of agricultural technologies 
based on the functional networks and structures. Functional structures built on the 
basis of a pre-existing generic algorithms and the main agrotechnological process 
parameters.  

For solving the task of the modeling and control of technological processes of 
growing agricultural crops within a certain technological scheme [4] we proposed to 
use the algebraic functional networks [5—8]. When we are constructing logical 
functional units (standard and constituent) and logical functional structures for the 
algebraic functional network we must consider the logical conditions with well-
known for their characteristics of expenditures and quality of functioning. One of 
these conditions are the conditions the account of presence of abiotic stress. 

The total hierarchical FLS system has three types of partial FLS: PP, accounting 
FF and AS. This common FLS system also has seven layers — for the preparatory 
period and for each month from April to September. 

The fuzzy logic system PP has in its base the fuzzy algorithm Sugeno. Its rule 

base has the form: IF “Temperature”= t AND “Rainfall”= b THEN 1 2t b     . 

For the group phenophases FF1, FF2, FF3 the values of ε1 and ε2 for all inference 
rules and all values for linguistic variables of temperature and rainfall are given in 
tables 1, 2 and 3 respectively. In the consequent of fuzzy statements t and b values 
are precise values of the input variables for temperature and rainfall 

(
month average

average

t t
t

t


 , 

month average

average

b b
b

b


 ) which correspond to statements of 

antecedents. Therefore  it is a precise value of the output variable as a weighting 
coefficient of abiotic stress for a single month. If value of 2,3   for the group 
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phenophases FF1 and 2,2   for the group phenophases FF2, FF3 then we have 

values for input variable “Month abiotic stress” in the partial FLS system AS, which 
corrects the values of abiotic stress coefficient after each month. 

The fuzzy logic system FF has in its base the fuzzy algorithm Mamdani (makes 
the division into three groups FF1, FF2, FF3). Its rules base have the form: IF 
“Phenophases”= f THEN FF. The linguistic variable “Phenophases” is determined by 
its terms, the names of which correspond to the names phenophases of maize and 
linguistic variable “FF” is determined by its terms FF1, FF2, FF3 (Table 4).  

The logic system AS collects all values of “Month abiotic stress” for 
classification. Its base is fuzzy algorithm Mamdani too. The input variables for this 
system we have output variables from logic systems FF and PP. The rules have the 

form: IF “FF”= ff AND ff    THEN ASF (were defined for FF1 - 2.3ff   

and for FF2, FF3 - 2.2ff  ). The linguistic variable ASF gives the linguistic 

values of the coefficient of stress that can be stored in the knowledge base for each 
month and used to produce the total value of the coefficient of stress for the entire 
period. 

 
Table 1. The values of ε1 and ε2 for inference rules in the group phenophases FF1 

Temperature ε1 ainfall ε2 

lowest 5 lowest 5 
below average  4 below average  4 
near to the average  1 near to the average  3 
above average  1 above average  2 
highest 1 highest 1 

 
Table 2. The values of ε1 and ε2 for inference rules in the group phenophases FF2 

Temperature= t Rainfall= b ε1 ε2 

lowest lowest 5 1 
below average  lowest 3 4 
near to the average  lowest 1 4 
above average  lowest 2 4 
highest lowest 3 5 
lowest below average  5 3 
below average  below average  3 2 
near to the average  below average  1 2 
above average  below average  1 1 
highest below average  4 2 
lowest near to the average  5 1 
below average  near to the average  3 1 
near to the average  near to the average  1 1 
above average  near to the average  2 1 
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highest near to the average  4 1 
lowest above average 5 3 
below average  above average 3 3 
near to the average  above average 1 3 
above average  above average 2 3 
highest above average 4 3 
lowest highest 5 5 
below average  highest 3 5 
near to the average  highest 1 5 
above average  highest 3 5 
highest highest 4 5 

 
Table 3. The values of ε1 and ε2 for inference rules in the group phenophases FF3 

Temperature ε1 Rainfall ε2 

lowest 5 lowest 1 
below average  3 below average  1 
near to the average  1 near to the average  1 
above average  1 above average  3 
highest 1 highest 5 

 
Table 4. The values of linguistic variable “Phenophases” and its groups FF 

“Phenophases” FF 

Substantive preparations of soil FF1 
The germination FF1 
The development of leaves FF2 
The stem elongation FF2 
The formation of flowers, the ejection of brooms FF2t 
The bloom FF2 
The fetal development  FF2 
The ripening of grains FF3 

 
The common hierarchical fuzzy logic system correspond to a hierarchical 

knowledge base. This FLC may be considered as a knowledge-based alternative to 
conventional control of technological processes therefore it can be applied for 
modification of control strategy in general.  

The proposed approach makes it possible to describe the accounting abiotic 
stress in models of growing crops on the base of algebraic functional networks with 
fussy logic. This approach uses the hierarchical fuzzy logic system.  

The total hierarchical FLS system has three types of partial FLS systems and 
seven layers — for the preparatory period and for each month from April to 
September. Partial FLS systems based on the algorithms Mamdani and Sugeno.  
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The given technique provides an opportunity to decide the problem of 
constructing an optimal agritechnological process with taking into account the 
presence and degree of abiotic stress. 
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Algebraic type mathematical models are used in image processing tasks to im-

prove their quality because they correspond to the properties of the human visual sys-
tem. An example of this is the law of Weber — Fechner human perception of light. 
This direction of research was initiated by Jourlin and Pinoli as a logarithmic image 
processing (LIP) [1, 2]. Their mathematical model was based on the following opera-
tions for , , ( ,1]x y g   : 

1x g  , 

x y x y xy    ,                                                (1) 

θ
1

x y
x y

y


 


, 

1* ( ( ) ( ))x y x y     , 

( ) ln(1 )x x    ,                                                 (2) 

1( ) 1 exp( )x x    , 

where   is used as LIP addition, * — as LIP multiplication, and   — is an isomor-

phism function. Note that for , , [0,1]x y g   described operation of addition (1) is 

simultaneously an algebraic triangular s -norm [3, 4], it was payed attention on in the 
papers [5—7]. Further development of the LIP theory was received through new al-
gebraic structures, which were published in the papers of Patrascu and Buzuloiu [8, 
9] and Deng [10], where algebraic structures were proposed for vector space of gray 
level pixels. In [8] was considered gray levels space, set ( 1,1)E    and for this set 

E  were defined operations of addition  and multiplication by real scalar   and 

subtraction . These operations are defined by the next expressions: 

for addition 

1

x y
x y

xy


 


, 

for subtraction 

1

x y
x y

xy


 


, 

for multiplication by real scalar     
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(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

x x
x

x x

 

 

  
 

  
, 

isomorphism function 

1
( ) ln

1

x
x

x


 


.                                                 (3) 

Note that for [0,1])x   function ( )x  is Hamacher triangular s -norm additive 

generator. However, the disadvantage of this algebraic structure is impossibility of 
setting on modeling a certain level of constant background illumination in the percep-
tion of the image. The purpose of this work is to build a tuning algebraic structure, 
which would take into account the presence of a constant background lighting at im-
age processing for arithmetic operations on pixel gray levels. To realize this task we 
use such isomorphism function 

1
( ) ( ) ln

1

x
x a x a

x


     


.                                      (4) 

On this basis we obtain for set ( 1, 1)E   of gray level pixels such expression 

for arithmetic operations: 
for addition operation 

)( ) ( )( )

)( ) )( )

( 1 1 1ˆ
( 1 ( 1 1

b - xy b x y
x y

b - x y b xy

   
 

   
,                                (5) 

where ln( )b a , 0a  , 

for subtraction operation 

)( ) ( )( )

)( ) )( )

( 1 1 1
ˆ

( 1 ( 1 1

b - xy b x y
x y

b - x y b xy

   
 

   
,                                (6) 

for multiplication by real scalar     
1

1

(1 ) (1 )
ˆ

(1 ) (1 )

b x x
x

b x x

  

  

  
 

  
.                                    (7) 

This inverse isomorphism function 1( )x  is defined as 

1 exp( ) 1
( )

exp( ) 1

x a
x

x a
  
 

 
. 

If we will consider as interval , (0,1)x y G  , as the range of variation of 

gray levels of pixels, then from formulas (5)—(7) we obtain the following expres-
sions for the arithmetic operations for new tuned algebraic structures: 
for addition 

)( ( )( )

)( ) )(
1 1 1 1

1 1 1 1

( 1 1 ) 1
0,5 0, 5

( 1 ( 1 1 )

b - x y b x y
x y

b - x y b x y

   
  

   


,                       (8) 

where 1 2 1x x  , 1 2 1y y  ; 

43



for subtraction 

)( ( )( )

)( ) )(
1 1 1 1

1 1 1 1

( 1 1 ) 1
0,5 0, 5

( 1 ( 1 1 )

b - x y b x y
x y

b - x y b x y

   
  

   
 , 

for multiplication by real scalar     
1

1 1
1

1 1

(1 ) (1 )
0,5 0,5

(1 ) (1 )

b x x
x

b x x

  

  

  
  

  


.                                      (9) 

We note that the basis of isomorphism function (4) is a Hamacher’s triangular 
s -norm generator function. From this function was built function ( )x . 

The set E  with operations ˆ of addition (5) and the operation of multiplica-

tion ˆ by real scalar (7) form a real vector space, as the set G  with operations 


 

of addition (8) and the operation 


 of multiplication by real scalar (9). 

Described algebraic structures make it possible to configure the properties of 
arithmetic operations so that they reflect a continuous backlight intensity of the simu-
lated values b . 

Due to this we get the correct processing of digital images, which simulates the 
human perception of image provided that the light source. 
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Integral transforms (Laplace, Forier, Mellin) play an important role in the analytic 

number theory. In the works of Titchmarsh, Atkinson, Ivi c


, Jutila, Lukkarinen it has 

been pointed out the connection between moments ( )kI I  of 21
| |
2

kit
     

 on [0, ]T  

and Laplace transform 
1

2k
L
    

 or modified Mellin transform ( )kZ it  , 

= 1,2,k . Bal c


iunas and Laurincikas investigated the Laplace transform of the 

Dirichlet L -function with principal character. 
Our aim is to study the Laplace transform for product of the Hurwitz and Lerch 

functions. 

The classical Laplace transform ( )fL s , =s it  , of the function ( )f x  is 

defined by  

 

0

( ) = ( ) sx
fL s f x e dx



  

provided that the integral exists for 0>   with some 0 . 

Let 0 < , 1   . We define for > 1s :  

 =0
2

=1

1
( ; , 0) =

( )

( ;0, ) = .
( )

s
n

in

s
n

s
n
e

s
n



  

 
 

 




 

The function ( ; , 0)s   and ( ;0, )s   call respectively the Hurwitz and Lerch 

zeta-functions. It is well-known that ( ; , 0)s   has meromorphic continuation to the 

whole complex plane with simple pole = 1s  with residue 1,  and ( ;0, )s   is an 

entire function if 1  . 

The Lerch zeta-function produces two functions  

 
=1 =1

sin(2 ) cos(2 )
( ; ) := , ( ; ) := ,

s s
n n

n n
S s C s

n n

 
   

    

which are the entire functions if 1  . 

These functions are connected by the Hurwitz relation  
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1

2 (1 )
( ; , 0) =

(2 )
2

sin ( 1 ; ) cos (1 ; ) ,
2 2

s

s
s

s
C a s S s



 
  


             

 (1) 

( < 1)s . 

Let us  , q  be positive integers, < q , ( , ) = 1q , and let 1 2( , )   runs 

complete system of solutions of the congruence  

 1 2 1 2(mod ),0 < , < .q q      

Define the function  

 1 2

1 2

1 2

1 1
( ) = ; , 0 ;0, .

2 2, =1
(mod )

q

F x ix ix
q q

q

                






 


  

 (2) 

Consider the Laplace transform for ( )F x   

 

0

( ) := ( ) .sx
FL s F x e dx



  (3) 

The main result of this paper is a proof the following statement. 
Theorem 1.1 Let  , q  be the positive numbers, ( , ) = 1q . Then for the 

Laplace transform of the function ( )F x  defined by  (2) , we have  

 

 

2 2
0

2

, =1

( ) = ( , )

( , ; )exp 2 ( ),

is is

F

is
is

m n

L s i e e c q

e K m n q imn s








       

      



 

 

where ( , ; )K m n q   is the Kloosterman sum and ( )s  is analytic in the strip 

| |<s  , and, for | |s    , > 0  is arbitrary small, the estimate 

1( ) (1 | |)s s     holds. Moreover,  

 1 2
0

1 2

2 1 1
( , ) = .

2 2(mod )
c q

q qq

             




 


 
 

Denote,  

 

1 2

1
( )0

1 2

2
( )0

1 1
( ) := ; , 0 ; ,

2 2

1 1
( ) := ; , 0 ; .

2 2

sx
F

sx
F

L s ix C ix e dx
q q

L s ix S ix e dx
q q









               

               









 

 
 (6) 
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The proof of theorem above is based on the following lemma   

Lemma. 2There are exist the functions (1)( )s , (2)( )s  that are analytic in the 

strip | |<s   and ( ) 1( ) (1 | |)j s s    , = 1,2j , such that  

 

1 2

2
2

1
( )1

2
(1)

; , 0 1 ;

( ) =
2

sin
2

( ),

is

iz s

F

z C z
q qe

L s e dz
z

s

       

     

               











 

 (7) 

 

1 2

2
2

2
( )1

2
(2)

; , 0 1 ;

( ) =
2

cos
2

( ).

is

iz s

F

z S z
q qe

L s e dz
i z

s

       

     

               











 

 (8) 

 

47



ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП ДЛЯ РАСШИРЕННОГО 
ТОПОЛОГИЧЕСКОГО ДАВЛЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

А. Б. Антоневич, Е. Ю. Леонова 
Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь 

antonevich@bsu.by, genieleo@mail.ru. 
 
С каждым функционалом на банаховом пространстве связан двойственный 

по Лежандру функционал, определенный на сопряженном пространстве. 
Двойственные пары функционалов возникают в теории динамических систем, 
термодинамике и других направлениях. Утверждения о том, что две величины 
связаны между собой преобразованием Фенхеля — Лежандра, называют 
вариационными принципами. Одной из двойственных по Лежандру пар 
являются энтропия динамической системы и топологическое давление. В 
работе вводится расширенное топологическое давление и для него получен 
вариационный принцип.  

Преобразование Лежандра. Пусть всюду далее X  — компактное 
метрическое пространство с метрикой d , ( )C X  — банахово пространство 

вещественнозначных непрерывных на X  функций. Согласно теореме Рисса —
Маркова — Какутани [1] сопряженное пространство ( ) *C X  изометрически 

изоморфно пространству регулярных борелевских зарядов на X : каждый 
линейный ограниченный функционал на X  может быть представлен в виде: 

   , ( ) , ( )

X

x d C X       , (1) 

где   — некоторый регулярный борелевский заряд на X . При фиксированном 

( )C X   формула (1) задает функционал на ( ) *C X . Функционалы вида (1) и 

только они являются линейными непрерывными в *-слабой топологии. 
Определим, следуя [2], основные понятия, связанные с преобразованием 

Лежандра, применительно к сопряженному пространству ( ) *C X . Пусть F  есть 

функционал на ( ) *C X  со значениями в ( , ]   . Множество 

 ( ) ( )* : ( )D F C X F       

называется эффективной областью функционала F . Двойственным по 

Лежандру к функционалу F  называется функционал * : ( )F C X   , 

определенный выражением 

* ( ) sup ( ) : ( ) * sup ( ) : ( )

X X

F d F C X d F D F
                          
         

  . 

Функционал F  называется полунепрерывным снизу (сверху) в точке 

0 ( )C X  , если для любого 0   существует 0   такое, что если 

0 ( )C X
     , то 0( ) ( )F F      ( 0( ) ( )F F     ).  
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Предложение 1. Если функционал F  не есть тождественно  , то 
двойственный по Лежандру функционал *F  является выпуклым и 
полунепрерывным снизу. 

Топологическое давление. Гомеоморфизм :f X X  порождает 

последовательность отображений 1( ) ( ( ))i if x f f x  и задает на пространстве 

X  динамическую систему с дискретным временем. Одним из основных 

понятий в теории динамических систем является энтропия меры h , введенная 

Колмогоровым и Синаем, определенная на множестве ( )M f , состоящем из 

инвариантных нормированных мер на X  [3]. По энтропии определим 
функционал, заданный на всем пространстве ( ) *C X : 

, ( )
( )

, ( )
h M f

H
M f


      

. 

Введем несколько понятий, участвующих в определении топологического 
давления [4]. Пусть на X  задана последовательность метрик 

0 1
( , ) max ( ( ), ( ))i i
n

i n
d x y d f x f y

  
 . 

Через ( , , )B x n  обозначим шар с центром в точке x  радиуса   в метрике 

nd . Множество E X  называется ( , )n  -покрытием, если ( , , )
x E

X B x n


  . 

Множество всех ( , )n  -покрытий обозначим ( , )n  . 

Для заданной функции ( )C X   введем обозначения 

 
1

0

( ) ( ( ))
n

i
n

i

S x f x




   ,   ( )( , , , ) inf : ( , )nS x
d

x E

S f n e E n



         
   

 . (2) 

Топологическим давлением функции ( )C X   относительно f  называется 

величина 

 
0

1
( ) lim lim ln ( , , , )d

n
P S f n

n 
    . (3) 

Энтропия h  и топологическое давление связаны между собой 

преобразованием Лежандра. 
Предложение 2 (Вариационный принцип для топологического 

давления). Пусть :f X X  — гомеоморфизм компактного метрического 

пространства X  и ( )C X  . Тогда 

 ( ) * ( ) sup ( ) : ( )

X

P H d h f M f

            
   

 . (4) 

Расширенное топологическое давление. Пусть K  есть открытый конус 

положительных функций в пространстве ( )C X , K  — его замыкание, т.е. конус 
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из неотрицательных функций. Обозначим ( )( ) xa x e  и (ln )( ) P aR a e . Тогда 

формулы (2)—(3) принимают вид: 
1

( )

0

( ( ))n

n
S x i

i

e a f x






  ,   
1

0

( , , , ) inf ( ( )) : ( , )
n

i
d

x E i

S f n a f x E n


 

         
   

  , 

1

0
( ) lim lim ( , , , ) nd

n
R a S f n

 

     , a K . 

В приложениях именно функция a  имеет физический смысл. Она 
описывает влияние среды на происходящий процесс [6]. Величина 

(ln )( ) P aR a e  в ряде случаев [5] совпадает со спектральным радиусом 

оператора взвешенного сдвига с коэффициентом a . При этом условие строгой 
положительности функции a  может не выполняться и естественно рассмотреть 

продолжение функционала ( )R a  на конус K . Для функций a K  определим 

продолжение следующим образом: 

 

1
1

0 0
0

( ) lim lim lim inf ( ( )) : ( , )
n n

i

n
x E i

R a a f x E n


  
 

                   
  , a K . 

Расширенным топологическим давлением будем называть функционал

( ) ln ( )P a R a , определенный на конусе K . Свойства расширенного 

топологического давления на K  принципиально отличаются от свойств на K . 

В точках из \K K  функционал R  может быть разрывным. 

Лемма 1. Функционал R  на K  является полунепрерывным сверху и 
монотонным функционалом. 

Правая часть вариационного принципа (4) также имеет смысл для a K , 
т.е. определен функционал 

  *(ln )( ) exp sup ln ( ) : ( )H a

X

G a e a d h f M f

                 
 , a K . (5) 

Если интеграл в (5) расходится, то естественно считать, что 

 exp ln 0

X

a d  . 

Для \a K K  функция ( ) ln ( )x a x   ограничена сверху, но 

неограничена снизу. Поэтому выражение 

 ln

X

a d  

задает разрывный функционал на пространстве мер и формула (5) не является 
частным случаем преобразования Лежандра, а является его расширением. 
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Лемма 2. Функционал G  на K  является полунепрерывным сверху и 
монотонным. 

Лемма 3. Если два функционала совпадают на K , а в точках из \K K  

являются полунепрерывными сверху и монотонными, то они совпадают на K . 
Сформулируем основной результат. 

Теорема 1. Для расширенного топологического давления на K  справедлив 
вариационный принцип 

  ( ) exp sup ln ( ) : ( )

X

R a a d h f M f

                
 . (6) 

Заметим, что согласно предложению 2 левая и правая часть в (6) 
совпадают на конусе K  и вопрос заключается в совпадении двух продолжений 

R  и G  на его замыкании K . Содержательность рассматриваемого вопроса 

связана с тем, что в точках из \K K  оба функционала могут быть разрывными, 

а разрывных продолжений может быть много. 
  

Список литературы 

1. Кадец В. М. Курс функционального анализа. — Харьков: ХНУ им. В. Н. Каразина, 

2006. — 607 с. 
2. Ekeland I., Temam R. Convex Analysis and Variational Problems. Amsterdam: North-

Holland Publis., 1976. 
3. Корнфельд И. П., Синай Я. Г., Фомин С. В. Эргодическая теория. — М.: Наука, 1980. 
4. Каток А. Б., Хассельблат Б. Введение в современную теорию динамических систем. 

М.: Факториал, 1999. 
5. Латушкин Ю. Д., Степин А. М. Операторы взвешенного сдвига на топологической 

марковской цепи // Функц. анализ и его прил. — 1988. — Т. 22, № 4. — С. 86—87. 

6. Антоневич А. Б. Линейные функциональные уравнения: операторный подход. — 

Минск, Университетское, 1988; перевод на англ. — Birkhäuser, 1996. 
7. Antonevich A., Bakhtin V., Lebedev A. Thermodynamics and spectral radius// Nonlinear 

Phenomena in Complex Systems. — 2001. — V. 4. No. 4. — P. 318—321. 
8. Antonevich A. B., Bakhtin V. I., Lebedev A. V. T-entropy and variational principle for the 

spectral radius of transfer and weighted shift operators // arXiv:0809.3216v1 [math.DS] 18 Sep 
2008, 50 p. 

9. Антоневич А. Б., Зайковски К. Вариационные принципы для спектрального радиуса 
функциональных операторов // Матем. сб. — 2006. — Т. 197, № 5. — С 3—50. 

51
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У тривимірному евклідовому просторі 3Е  розглянемо область ,G  що 

належить площині 1 2, .x x  Нехай S  — деяка однозв’язна поверхня класу 3,C що 

допускає параметризацію 1 2( , ),r r x x  до того ж 1 2 0, .i i

r
r r r

x


  


 Тут і 

надалі всі індекси набувають значень 1, 2. 
Розглянемо нескінченно малу деформацію першого порядку поверхні S  з 

деформуючим полем 1 2( , )U x x  класу 3C  і параметром деформації 0 :t   

 * 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ).r x x r x x tU x x   (1) 

Означення. Якщо  при нескінченно малій деформації елемент площі 
поверхні змінюється за заданим законом, то таку деформацію будемо 
називати квазіареальною нескінченно малою деформацією поверхні 
(квазіареальна  н. м. д.). 

Частинні похідні вектора зміщення 1 2( , )U x x  квазіареальної н. м. д. 

розкладемо за базисом 1 2, ,r r n : 

    1 2, ,i i i iU x x c T r c T n  
       (2) 

де n орт нормалі поверхні, 2T T C    — деякий двічі 

контраваріантний тензор, 2T C   — контраваріантний вектор, 
1 2 2( , )x x C     — деяка функція. В [1] доведено, що функція   визначає 

закон змінювання елемента площі поверхні при її квазіареальній н. м. д.. В 
цьому полягає її геометричний зміст. Зазначимо, що при 0   квазіареальна 
деформація зводиться до ареальної нескінченно малої деформації.  

У [2] досліджувалась ареальна нескінченно мала деформація поверхні 
( 0)S K   з відхиленням від дотичної площини, стаціонарним у будь-якому 

напрямі. В даній роботі вивчається аналогічна задача для квазіареальної 
деформації. За умови 0   ця задача зводиться до розв’язування системи рівнянь 

 
,

,

0,

0,

0,
i j i j ij

T T b c

c T b c T b

c T

   
  
 

  




        
 

 (3) 

яка узагальнює систему, отриману в [2]. (3) містить п’ять диференціальних 

рівнянь відносно шести невідомих функцій — симетричного тензора T  , 

компонентів вектора T   і функції .   
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З (3) можна у явному вигляді визначити тензорне поле T   і функцію   

через тензор T   

  , , ,

1 1
, ,

2 2
k k k

k k kT T d T d T d c      
       

який повинен задовольняти таку систему двох диференціальних рівнянь: 

                                                         , , , 0.k
i k iT T d b  
                                  (4) 

Далі в роботі знайдемо окремий розв’язок системи рівнянь (4) для 
мінімальної поверхні, який ми також представимо у тензорному вигляді. 

Передусім припустимо, що інваріант ,T

  є сталою величиною 

 , , .T c c const
    (5) 

Цю умову можна розглядати як додаткове обмеження на тензор ,T   яка, 

очевидно, еквівалентна рівностям , 0.iT

   З їх урахуванням з (4)  дістанемо 

 , , 0.k
k iT d b 

    (6) 

Для мінімальної поверхні (6) можна подати також у вигляді 

 , , 0.k
k iT b b 

    (7) 

Лема 1. Система двох диференціальних рівнянь (7) для будь-якої  

мінімальної поверхні  0S K   рівносильна наступній 

 ,
1 2
,2 ,1

0,

0.

T

T T




 
 

 (8) 

Доведення. Як відомо, мінімальні поверхні належать до класу ізотермічних 
поверхонь [3]. Окрім того, на ізотермічній поверхні лінії кривини утворюють 
ізотермічну сітку. Приймемо цю сітку за координатну, тоді метрична форма 
мінімальної поверхні 

2 22 1 2 1 2
11( , )( ).ds g x x dx dx   

При такій параметризації  маємо: 11 22 12 12, 0.g g g b    Окрім того, з 

рівнянь Петерсона — Кодацці  

 
 

 

11 11
11 222 2

22 11
11 221 1

ln1
,

2
ln1

,
2

b g
b b

x x
b g

b b
x x

          

 

одержимо, що коефіцієнти другої квадратичної форми мінімальної поверхні є 

сталими: 22 11 .b b c    
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Підставивши зазначені вирази для коефіцієнтів першої та другої 
квадратичних форм в систему рівнянь (7), отримаємо однорідну систему двох 

алгебраїчних рівнянь відносно ,T

  і 2 1

,1 ,2T T  

 
 
 
2 1

, 11,1 ,1 ,2 12,1
2 1

, 12,1 ,1 ,2 11,1

0,

0.

T b T T b

T b T T b






   
   

 (9) 

Її визначник  
2 2

2 2 11 11
11,1 12,1 1 2

.
g g

b b K
x x

                        
 

 

Очевидно, 0   тоді і лише тоді, коли 0,K  а цей випадок ми 

виключили з розгляду. Звідси випливає, що система (9) має єдиний розв’язок 
2 1

, ,1 ,20, 0.T T T
     Лема доведена.  

Отже, питання про існування квазіареальної нескінченно малої деформації 
мінімальної поверхні з відхиленням від дотичної площини, стаціонарним у 
будь-якому напрямі, за умови (5) зводиться до дослідження системи рівнянь (8). 

Лема 2. Для будь-якої регулярної поверхні 2S C  розв’язок рівняння 

, 0T 
   можна подати через довільну функцію 1 2 2( , )x x C     у вигляді 

,T c 
   .

x
 


 


 

Доведення. Представимо коваріантну похідну в (8.1) через звичайні похідні 

0.s
s

T
T

x






  


 

Це рівняння можна розглядати як одне диференціальне рівняння відносно 
1T  і 2.T  Використовуючи формулу Фосса — Вейля [4]  

ln
,s s

g

x





 


 

останнє рівняння можна записати так: 

 
 

0.
gT

x









 (10) 

Покладемо тепер 

 ,T c 
   (11) 

де  довільний ковектор класу 1,C  і підставимо T   у (10), тоді дістанемо: 

1 2
2 1

.
x x

 


 
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Ця рівність означає градієнтність ковектора .  Отже, існує функція 

1 2( , )x x    класу 2,C  через похідні якої виражено вектор .T   Нам вдалося 

знайти розв’язок рівняння , 0T 
   у тензорному вигляді (11).  Лема доведена. 

В (11) функція 1 2( , )x x  є довільною. Коли ми підставимо тензор T   з (11) 

у друге співвідношення з (8), то дістанемо умову на функцію   

 
2 2

2 2

1 2
0.

x x

   
 

 
 (12) 

З (12) випливає, що функція 1 2( , )x x  у випадку мінімальної поверхні для 

поставленої геометричної задачі задовольняє рівняння Лапласа (12), тобто є 
гармонічною функцією.  

Таким чином, справедлива  
Теорема 1. Будь-яка  мінімальна поверхня ненульової гаусової кривини S  

допускає квазіареальну нескінченно малу деформацію, при якій відхилення від 
дотичної площини зберігається у будь-якому напрямі. При цьому  тензорні 

поля 2 2,T C T C    та функція 1 2 2( , )x x C     явно виражаються 

через довільну гармонічну функцію 1 2( , ) :x x     

 , ,

1 1
, , .

2 2
j j

jT c b c b T c b
K K

       
            

Здобуті тензорні поля ,T T   та функція   є ненульовим розв’язком 

системи рівнянь (3) для однозв’язної мінімальної поверхні. Оскільки умови 
інтегрованості системи рівнянь (2) для мінімальної поверхні виконуються, то з 
(2) можна знайти деформуюче поле  

0

, 0

1
( ) ,i

i i

M M

U M b r n dx U
K


 

          

де 0U  — сталий вектор. 

Очевидно, вірна 

Теорема 2. Будь-яка мінімальна однозв'язна поверхня  0S K   допускає 

квазіареальну нескінченно малу деформацію з відхиленням від дотичної 

площини, стаціонарним у будь-якому напрямі. При цьому деформуюче поле U  

через гармонічну функцію 1 2( , )x x    можна виразити так: 

0

, 0

1
( ) ,i

i i

M M

U M b r n dx U
K


 

          

де  криволінійний інтеграл береться по будь-якій спрямній лінії, що належить 

поверхні та з'єднує довільно фіксовану точку 0M  зі змінною точкою .M  
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В работе установлены условия сохранения тензора Римана относительно 

почти геодезических отображений пространств аффинной связности. 
Примечательно, что эти условия имеют место и для других видов 
диффеоморфизмов. 

Напомним некоторые понятия теории почти геодезических отображений, 
которые изложены в [1—3]. 

Кривую, определенную в пространстве аффинной связности nA  называют 

почти геодезической, если вдоль нее существует двумерная параллельная 
площадка, содержащая ее касательный вектор. 

Диффеоморфизм f : nA  nA  называют почти геодезическим 

отображением, если при этом отображении все геодезические линии 

пространства nA  переходят в почти геодезические линии пространства nA . 

Для того чтобы отображение пространства nA  на пространство  nA   было 

почти геодезическим, необходимо и достаточно, чтобы в общей по отображению 

системе координат 1 2, , , nx x x  тензор деформации связностей 

( ) = ( ) ( )h h h
ij ij ijP x x x    

удовлетворял условиям:  

 = ,h h hA a P b    
         

где ,=h h h
ijk ij k ij kA P P P  , h

ij  ( h
ij ) — объект аффинной связности пространства  

nA  ( nA ), h  — произвольный вектор, a  и b  — некоторые функции 

переменных hx  и h . 
Нами доказана 

Теорема 1. Для того чтобы тензор Римана h
ijkR  являлся инвариантным 

геометрическим объектом относительно почти геодезических отображений 
пространств аффинной связности, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись условия:  

= .h h
ijk ikjA A  
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Пусть при отображении пространств аффинной связности nA  на nA  

выполняются условия:  

 , , ( )= .h h h h h
ij k ik j ij k ik j i jkP P P P P P a 

                    (1) 

Такие отображения являются частным случаем почти геодезических 
отображений первого типа. 

Уравнения (1) сведены к уравнениям вида  

 , ( )= ,h h h
ij k ij k i jkP P P a

                                  (2) 

где ija  некоторый тензор. 

Очевидно, для почти геодезических отображений, характеризующихся 

условиями (2), тензор ( )=h h
ijk i ijA a  . Тогда на основании Теоремы 1 имеет место 

Теорема 2. Тензор Римана h
ijkR  является инвариантным геометрическим 

объектом пространств аффинной связности относительно почти 
геодезических отображений, определяемых уравнениями (1). 

Поскольку тензор Римана в аффинном пространстве обращается в нуль, то 
имеет место 

Теорема 3. Если аффинное пространство nA  допускает почти 

геодезическое отображение, определяемое уравнениями (1), на nA , то nA  

является аффинным пространством. 
Таким образом, аффинные пространства образуют замкнутый 

классотносительно почти геодезических отображений, определяемых 
уравнениями (1). Уравнения (1) сведены к замкнутой системе типа Коши в 
ковариантных производных. 
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ПРО ПРЕДСТАВЛЕННЯ ДЕЯКИХ ІНТЕГРАЛІВ 
ЗА МІРОЮ ЛЕБЕГА — ПУАССОНА 
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У доповіді наведено доведення теореми, яка відображає властивості міри 

Лебега — Пуассона, і яка значно спрощує доведення деяких важливих формул 
статистичної механіки, а саме представлення у вигляді експоненти великої 

статистичної суми .Z  Цей розклад необхідний для побудови термодинамічних 

потенціалів (зокрема тиску) при переході до нескінченного об’єму. 

Нехай d  — це d -вимірний евклідовий простір. ( )dB   — сім’я всіх 

борелівських множин в dR . ( )dc   — система усіх обмежених множин з 

( )dc  . Простір конфігурацій: 

  для= := | |< , ( ) ,d d
d c         


   

де 1:= { , , , }nx x    — конфігурація, що характеризує положення 

нескінченної системи точкових частинок у просторі d . Простір скінченних 
конфігурацій в обмеженому об’ємі: 

 = { | , ( )}.d
c           

Міра Лебега — Пуассона ,z  де > 0,z  а   — міра Лебега в d , 

визначається формулою: 

( ) ( ) =zF d



   1 1
=0

({ , , }) ( ) ( )
!

n

n n
n

z
F x x dx dx

n



 

       

для ( ) -вимірної обмеженої функції F . 

Будемо розглядати функції на конфігураційному просторі  , що мають 

вигляд 

 
| |

1 2
=1{

1

( ) = ( ) ( ) ( ),
, , }

k
k

k

F F F






    
 

  


 (1) 

 ( ) = 1,   

де   в межі суми означає, що сума береться по всіх складових множини   в k

-непорожніх неперетинних підмножинах, тобто:  

 для всіх
=1

= , = ,
k

j i j
j

i j        

 та, , {1, , }.j i j k      
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Теорема 1. Нехай функція   має вигляд як в (1) і функції nF  

задовольняють наступні оцінки:  

 1 1( , , ) !,n
n n nF x x dx dx c C n

 

     

де стала c  не залежить від  . Тоді  

 \{ }

( ) ( )

( ) ( ) = ,
F d

z

z d e 

   






     

для 0 < < 1 / 2 .z c  

Для системи точкових частинок, що взаємодіють для двочастинкових 
потенціалів   велику статистичну суму можна записати у вигляді: 

 ( )= ( ),U
zZ e d 

 




   

 
{ , }

( ) = (| |).
x y

U x y


    

З метою побудови розкладів для термодинамічних потенціалів гібссову 
щільність можна перетворити до вигляду (1) і застосувати теорему 1. 

Доповідь побудована за результатами роботи [1]. 
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К УСЛОВИЮ R-РЕГУЛЯРНОСТИ В ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ 
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Белорусский государственный университет информатики 
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Пусть f  и 1,, ,ih i p   — непрерывно дифференцируемые функции из 

m  в .  
Введем непустое множество допустимых точек  

0{ | ( ) 0, , ( ) 0, }m
i iC y h y i I h y i I      , 

где  0{ }1, , , 1 ,},{ ,I s I s p      и рассмотрим задачу NLP минимизации 

функции ( )f y  на множестве .C   

Положим ( ) { | ( ) 0}iI y i I h y    и определим в точке y C  

множество множителей Лагранжа  

1

( ) { | ( ) ( ) 0,

0, ( ), 0, \ ( )}.

p
p

i i
i

i i

y f y h y

i I y i I I y


        

     


 

Основным необходимым условием оптимальности для задачи NLP 
является условие Куна — Таккера, утверждающее, что в оптимальной точке 
y C существуют множители Лагранжа, то есть ( )y   . Ключевое значение 

условия Куна — Таккера заключается также в том, что на его основе строятся 
многочисленные вычислительные алгоритмы для нахождения оптимальных 
точек. Однако условие Куна — Таккера справедливо только при выполнении 
некоторых условий регулярности. Наиболее известным условием регулярности 
в точке y C  является условие Мангасаряна — Фромовица (MFCQ), которое 

сводится к требованию  0( ) {0}y  , где  

0
1

( ) { | ( ) 0,

0, ( ), 0, \ ( )}.

p
p

i i
i

i i

y h y

i I y i I I y


      

     


 

Однако имеются классы задач, для которых условие MFCQ не 
выполняется, однако выполняются более слабые (менее жесткие) условия 
регулярности.  

При исследовании задач оптимизации важную роль играет следующее 
условие, представляющее практический интерес и одновременно являющееся 

достаточно общим и слабым условием регулярности. Обозначим через ( )Cd y  

евклидово расстояние от точки y  до множества C . 
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Определение 1. Множество C  будем называть R-регулярным в точке 
0y C  (или говорить, что в данной точке выполнено the error bound property), 

если существуют число 0   и окрестность 0( )V y  точки 0y  такие, что 

0( ) max{0, ( ), , ( ) , }C i id y h y i I h y i I     для всех 0( )y V y . 

Понятие R-регулярности и его модификации в свое время рассматривались 
в [1, 2] и изучались другими авторами. 

Представим множество индексов ( )I y  в точке y C  в виде разбиения на 

два множества 

( ) ( ) ( )aI y I y I y  , 

где ( ) ( )aI y I y    и   0( ) { ( ) ( ) , 0}a
iI y i I y y       такой что . 

Определение 2 ([3]). Будем говорить, что в точке 0y C  выполнено 

ослабленное условие регулярности Мангасаряна — Фромовица RMFCQ , если 

система векторов 0
0{ ( ), ( )}a

ih y i I I y    имеет постоянный ранг в некоторой 

окрестности этой точки. 
Условие RMFCQ  слабее условия MFCQ и целого ряда других условий 

регулярности (см. [4, 5]). 
Известно [5, 6], что выполнение условия RMFCQ  в допустимой точке 

влечет R-регулярность множества C  в этой точке. С необходимым условием R-
регулярности можно связать также более слабое требование по сравнению с 
RMFCQ. В [7] показано, что из R-регулярности множества C  при 
дополнительном условии I    следует, что 

0
0 0rank{ ( ), } rank{ ( ), }i ih y i I h y i I      

для всех допустимых точек y  из некоторой окрестности точки 0y . Данное 

утверждение допускает обобщение.  

Теорема 1. Пусть множество C  R-регулярно в точке 0y C и 0( )aI y   . 

Тогда для всех допустимых точек y  из некоторой окрестности 0y  имеет место 

равенство 
0 0 0

0 0rank{ ( ), ( )} rank{ ( ), ( )}a a
i ih y i I I y h y i I I y       . 

Примеры показывают, что обратное утверждение для теоремы 1 не имеет 
место. 
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Атомарні функції — це розв’язки з компактним носієм лінійних 

функціонально-диференціальних рівнянь з постійними коефіцієнтами та 
лінійними перетвореннями аргументу. Одним із напрямів розвитку теорії 
атомарних функцій є дослідження їх апроксимаційних властивостей. Основні 
результати, що отримані у цьому напрямку, належать В. О. Рвачову та 
представникам його наукової школи. Ці дослідження можна розглядати як 
спробу знайти апарат наближення, що поєднував би такі властивості: 
нескінченна гладкість, компактність носія, а також оптимальність (з тієї чи 
іншої точки зору) наближення різноманітних класів функцій. 

Розглянемо функцію 

 
2

(2s)

2

(2 s) (2s)

sin
1
2

sin1

( ) , .

st
k

t t
k k

itx
s

sk

mup x e dt s

      

      

    

При 1s   функція ( )smup x  є відомою up -функцією В.О. Рвачова [1]. За 

умови 2s   цю функцію було отримано у [2]. 

Для кожного s    атомарна функція ( )smup x  є нескінченно 

диференційованою, має носій [ 1,1]  та задовольняє рівнянню 

 
1

( ) 2 (2 2 2 1) (2 2 1) .
s

k

y x y sx s k y sx k


         

Розглянемо простори лінійних комбінацій зсувів цієї функції. Нехай 

,s nMUP  — простір функцій виду 

   
(2 )

( ) , [ 1,1].
n

k
k s s

k

x c mup x x       

Теорема 1 ([3] для випадку 1s  , [4] для випадку 2s  ). Для будь-якого 

0,1,2,n    існують коефіцієнти  j jv


 такі, що  

 (2 s)n
j n

j s
j

v mup x x


  


. 

Наслідком цієї теореми є той факт, що кожен поліном степеня не вище за 

n  належить простору ,s nMUP . Крім того, було доведено, що в цих просторах 

існує базис, що складається зі зсувів однієї фінітної функції з локальним носієм. 
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Теорема 2 ([3],[4]). Система функцій 

  
2(2 ) 1

2
, (2 ) 2(2 ) 1

1
n

n n

s n
j n

s n s s j
Fmup x

 



    

утворює базис простору ,s nMUP , де 

 2(2 )

2(2 )

sin
1

, 2 (2 )
( ) ,

t
ns

t n
ns

n

itx t
s n s s

Fmup x e F dt

     




        
  

( )sF t  — перетворення Фур’є функції (x)smup .     

Теорема 3 ([3],[4]). Носієм функції , ( )s nFmup x  є відрізок 2 2

2(2 ) 2(2 )
,

n n

n n

s s

  
 
 

. 

Далі було досліджено простори періодичних лінійних зсувів атомарних 

функцій ( )smup x . 

Позначимо через  ,s nMUP  простір функцій 

   
(2 )

( ) , [ , ]
n

x k
k s s

k

x c mup x


        

таких, що ( ) ( )( ) ( )j j      для всіх 0,1,2,j   , а через 2
r

W  — клас функцій 

1
[ , ]
rf C 
   таких, що (k) (k)( ) ( )f f    для кожного 0,1, , 1k r  , 

(r 1)(x)f   абсолютно неперервна та 
2

(r)

[ , ]
1

L
f

 
 . Крім того, нехай 

 (A,L) sup infX XLA

E


     та 
 dim

(A,X) inf (A,L)N X
L N

d E


  

— N  -поперечник за Колмогоровим. 

Теорема 4 ([3],[4]). Розмірність простору  ,s nMUP  дорівнює 2(2 )ns . 

Теорема 5 ([5]). При (r)n n  виконується рівність       

  
1

2
2 1, 2[ , ] 22
, , [ , ] .n

r r

nLE W MUP d W L 

              
 

Теорема 6 ([4]). Для будь-якого 2s    існують (r) 0C   та (r) 0n   

такі, що виконується нерівність 

  
2

(r)
2 , 2[ , ] 22(2 s) 2
, , [ , ] 1 .n n

r r C
s nLE W MUP d W L 

               
 

Отже, простори  ,s nMUP  екстремальні при 1s   і асимптотично 

екстремальні при 2s   для наближення класів періодичних диференційованих 

функцій 2
r

W  за нормою простору 2[ , ]L   . 

Таким чином, простори періодичних лінійних комбінацій зсувів атомарної 

функції (x)smup  поєднують такі переваги: 
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1) нескінченна гладкість елементів; 
2) існування базису, що складається зі зсувів однієї функції з малим 

носієм; 
3) «гарні» апроксимаційні властивості.   
У той же час, виникає цілком природнє питання про обчислення базисних 

функцій цих просторів. Крім того, їх суттєвим недоліком є висока швидкість 
зростання розмірності цих просторів. Відзначимо, що для усунення цього 
недоліку підхід до побудови запропонованих просторів потрібує перегляду. 
Фактично, потрібно змінити їх структуру. З цього випливають питання: якими 
повинні бути ці простори, якими при цьому будуть їх апроксимаційні 
властивості, чи збережеться наявність базису з малим носієм? 

Розглянемо узагальнення функції , ( )s nFmup x . 

Визначення 1. Узагальненою Fup -функцією будемо називати функцію виду 

 
1

sin
1

, 2
( ) ,

t
N

t
N

m
itx t

N m N
f x e F dt

 




      

де N  — парне натуральне число, m   , причому 2m N  , ( )F t  — 

перетворення Фур’є функції 2( ) ( )f x L   такої, що 

1)  supp ( ) [ 1,1]f x   ; 

2) ( )f x  — парна функція; 

3) ( ) 0f x   на відрізку [ 1,1] ; 

4) (x)dx 1f



 . 

Нехай ,N mL  — простір функцій  

   2
,( ) , [ , ]x k m

k N m N
k

x c f x


        

таких, що ( ) ( )     .  

Теорема 7. Якщо 1m r  , то існує така константа 0M  , що 

  
2

2[ , ] , 2 2
, 1 .

m

r r
N M

L N mE W L


 

     
 

Теорема 8.  

 2 2
,supp ( ) , .m m
N m N N
f x      

 

Теорема 9. Розмірність простору ,N mL  дорівнює N .   

У [6] було доведено, що 
2 2,L [ , ] (N/ 2)
r

r
Nd W       

. 

Отже, простори періодичних лінійних комбінацій зсувів узагальненої Fup -

функції є «майже» оптимальними для наближення класів функцій 2
r

W  за 
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нормою простору 2[ , ]L   . Крім того, запропоновані простори мають базис, 

що складається зі зсувів функції з малим носієм. Також у цих просторів 

відсутній недолік просторів  ,s nMUP . 

Іншим цікавим результатом є теорема про асимптотику узагальнених Fup -

функцій. 

Теорема 10. Існує многочлен 3 2
0 1 2 3( )P x a x a x a x a     такий, що для 

будь-якого x    виконується рівність 
2 23

1 2
, ( ) ( ) ( )

x N

m
N mN
f x P x e R x


   , 

де функція ( )R x  задовольняє нерівності 
5
2

( )
( )

C f
R x

m
 . 

Слід відзначити, що перший член асимптотичних розвинень функцій 
1

, ( )N mN
f x  було отримано у роботі [7]. Теорема 10 є узагальненням результатів 

цієї статті. 
До нерозв’язаних питань відносно узагальнених Fup -функцій можна 

віднести: 
1) чи можна покращити оцінку величини найкращого наближення класів 

періодичних диференційованих функцій просторами періодичних лінійних 
комбінацій зсувів узагальнених Fup -функцій (наприклад, за яких додаткових умов 

на функцію ( )f x , що породжує , ( )N mf x , буде виконуватися рівність 

 
2

2 2[ , ] , 2, , [ , ]
r r

L N m NE W L d W L 

              
)? 

2) відомо, що норма оператору інтерполяції елементами простору 


1,nMUP  періодичних функцій на рівномірній сітці зростає як ln lnN , де N  — 

розмірність простору 1,nMUP  [3]; чи можна поширити цей результат на випадок 

просторів періодичних лінійних комбінацій зсувів узагальнених Fup -функцій? 

3) як оптимально з тієї чи іншої точки зору обчислювати узагальнені 
Fup -функції? 

Дослідження В. О. Макарічева було виконано за часткової підтримки 
Фонду імені Н. І. Ахієзера. 
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ФРАКТАЛЬНА АПРОКСИМАЦІЯ СПЛАЙНАМИ 
Т. А. Брязкало 

Київський національний університет імені Тараса Шевченка, Київ, Україна 
tianan@yandex.ru 

 
У доповіді запропоновано метод фрактальної інтерполяції за допомогою 

сплайнів мінімального дефекта для апроксимації вихідних функцій. Отримано 
похибку наближення, при певних обмеженнях щодо вихідних диференційовних 
функцій з різних класів.  

Результати гарантують збіжність інтерполянта до будь-якої гладкої функції, 
коли крок інтерполяції прямує до нуля. Як наслідок, стає можливим 
апроксимувати будь-яку функцію за допомогою фрактальних інтерполяції 
сплайнами мінімального дефекта з довільною точністю. Можлива втрата точності 
врівноважується з узагальненням метода, оскільки, інтерполяційні фрактальні 
функції співпадають зі сплайнам мінімального дефекта, у окремому випадку, коли 
коефіцієнт   дорівнює нулю. Це узагальнення зберігається при збереженні 
гладкості функції. 

Нехай 10 ... Ntt t    — дійсні числа, 0, NI t t      — відрізок, що 

включає ці точки, функція g  належить класу неперервних на відрізку I  функцій 

( )C I . Позначимо через 10: ... Nt tt     розбиття відрізка 

0, NI t t     . Нехай 1,n n nI t t
    ,  : , 1, 2, ...,n nL I I n N   — 

гомеоморфізм такий, що  

 0 1 ,( ) , ( )n n n N nL t t L t t    

  1 2 1 2 1 2( ) ( ) , , ,n nL c L c l c c c c I       

для 0 1.l   Розглянемо для всіх 0,1,...,n N  і ,F I R   1,n   N  

неперервних відображень : ,nF F    які задовольняють умови 

 0 0 1 ,( , ) , ( , 0,1,) ..., ,n n n N N nF t x x F t x x n N     

  ( , ) ( , ) , , , .n n nF t x F t y x y t I x y         

Визначимо функції 

  ( , ) ( ), ( 0,1, ..., ,, ) ,n n nw t x L t F t n Nx      

Тоді має місце наступна теорема: 

Нехай   — множина неперервних функцій 0: [ , ]Nf t t    таких, що 

0 0( )f t x  і ( )N Nf t x . Розглянемо метрику на   

     
1

1/

0
1

( , ) ,1 , , , , .
n

n

p
tN

p

Np
n t

d f g f g f t g t dt p t t t f g




                    
   

Зазаначимо, що простір ( , )d  є метричним і повним. Визначимо 

відображення :T     наступним чином: 
1 1

1( )( ) ( ( ), ( )) , , 1, 2, ..., .n n n n nTf t F L t f L t t t t n N 


       
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( )( )Tf t  є неперервною функцією на відрізку 1[ , ]n nt t  для 1,2,..., .n N   
Відображення T  є стискуючим ( , )d , бо  

 
,

p p
Tf Ts f s      

де 0,1,...,N}.max{ :n n    Оскільки 1  , відображення T визначає 

єдину фіксовану точку на  , тобто існує f    така, що( )( ) ( )Tf t f t  для 

0[ , ]Nt t t . Ця функція є фрактальною інтерполяційною функцією для .nw  

Розглянемо систему ітераційних функцій: 

 

( ) ,

( , ) ( ),
n n n

n n n

L t a t b

F t x x q t

  
     

 
 

 

1 1 0

0 0)

( ) ( )
, .

( ) (
n n N n n

n n
N N

t t t t t t
a b

t t t t
  

 
 

 
 

У випадку, коли 0, 1, 2, ..., ,n n N    маємо    ,n nF t x q t  і 

   1 , .n n nf t q L t t I   

Позначимо через 0[ , ]
p

NC t t  множину p  разів неперервно-диференційовних на 

0[ , ]Nt t функцій. 

Для визначення умов побудови фрактальної інтерполяційної функції, яка 
буде диференційовною, використаємо наступну теорему. 

Вважатимемо далі, що 1
.na

N
  Використовуючи теорему Барнслі і 

Харрінгтона, подамо nq у такому вигляді: 

( ) ( ) ( )n n nq t s L t b t   , 

де s  — неперервна функція,   , 0,1, ..., ,n ns t x n N   а  b t  — дійсна 

неперервна функція,b g ,така, що    0 0, .N Nb t x b t x   

Нехай  1 2, , ..., .n      Позначимо через s  фрактальну інтерполяційну 

функцію, яку іноді називають  -фрактальною функцією для s  відносно розбиття 
  та функції b . 

З’ясуємо додаткові обмеження на функцію  b t  для того, щоб виконувались 

умови теореми Барнслі — Харрінгтона і забезпечувалось існування фрактальної 
інтерполяційної функції. Розглянемо  

1
0, n p

p
N

    і 0, , 1, 2, ..., .p
n Nq C t t n N     

Обовязкова умова для 2, 3,..., , 1, 2,...,n N k p    

    1, , 0 0,, , .n k N N k nk kF t x F t x     

Оскільки 
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 
    

, ,

k
n n

nk k
n

x q t
F t x

a

 


 
   

1
, ,n n n n

t
L t b L t a

N N
     

то 

( ) ( )1
( ) ( ( )) ( ), 0,1, 2,..., ,k k k

n nk
q t s L t b t k p

N
      

Співвідношення перепишемо наступним чином: 

         

         

1 1

0 1 0
0

1

1

1

kk k
kN N Nk k

n n Nk
N

kk k
kk k

n nk

g t N b t
N N b t

N

g t N b t
N N b t

N

 

 
   

 

 
   

 

 

Якщо взяти , 1,..., ,n n N     то одержимо 

               0 0 .
k k k k

N Ns t s t s t s t    

Звідки, 

 

( ) ( )
0 0

( ) ( )

( ) ( ),

( ) ( ),

k k

k k
N N

b t s t

b t s t

 
    

де 0,1, 2,...,k p .  

Отже, в ролі функції  b t  візьмемо інтерполяційний поліном степеня 2 1p  , 

а функцією g  може бути будь-яка функція з класу pC . 
Система ітераційних функцій з k разів диференційовними фрактальними 

інтерполяційними функціями виражається наступним чином: 

( )

1
( ) ,

( , ) ( ), 0,1, 2, ..., ,

n n

k k k
nk n

L t t b
N

F t x N x N q t k p

  

    

 

( ) ( )1
( ) ( ( )) ( ), 0,1, 2, ..., ,k k k

n nk
q t s L t b t k p

N
     

Тоді: 

1
( ) ,

( , ) ( ) ( ), 0,1, 2, ..., ,

n n

k k k k
nk n

L t t b
N

F t x N x s L t N b t k p

  

      


 

тобто, ( ) ( ) ( ), 0,1, 2, ..., ,k k k
nk nq t s L t N b t k p     і  

( )

( ) ( )( ) ( ) , 0,1, 2,..., .
k

k

k k N
b b
s s k p    

Згідно з теоремою 3, величина ( ) ( )(s ) k k
b p

s   оцінюється таким чином: 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .
1

k

k

k
k k k N k k k

b kbp pp

N
s s s s s b

N

 


    
 
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Нехай  0 10 1Nt t t        — довільне розбиття відрізка 0,1 , 
   

1n n nh t t    і 
1

.max n
n N

h
 

    

Зафіксувавши точки (вузли інтерполяції) 1 20 ... 1,L         

зпівставимо кожній точці j  число  0 1; 1, 2, ..., ,j j r j L       що 

характеризує кратність інтерполювання. Виділимо з набору цілих чисел 

 1 0,1, ..., 1rQ r    підмножини 0I  та 1I  (вони можуть бути порожніми), що 

задають інтерполяційні крайові умови  відповідно в точках 0  та 1; загальне число 

крайових умов позначимо через .u  Нехай, далі,  0,1,..., 1q q m    — число 

інтерполяційних умов для  qs t  на 0,1 , 
   0, 1,,i i   — число інтерполяційних умов 

для      1, , ..., rs t s t s t  на півінтервалах 0, it
  і  ,1 .it 

  Помітимо, що  

 
1

0 1

1 .
r L

q j
q j

u


 

       

Якщо виконані співвідношення  

 

 
1

0 1

0, 1,

1 ,

... 1, 0,1,..., 1,

, , 1, 2,..., 1,

L

j
j

k

i i

u N r

k k m

i N i i N



    

         

      



   

то за результатами одержимо, що для функції   1rf t C   існує єдиний сплайн 

 ,rs S   що задовольняє інтерполяційні умови 

 

       
               0 1

, , 0,1,..., , 1, ..., ,

, 0 0 , , ,1 1 , .

j j js f f j L

s f f I s f f I

 

   

      

     
  

Враховуючи умови , покладемо  

      , , 0 1,t t s t t        

де функція   1rt L 
  , у якої  1 1,

r


   та задається наступним чином: 

      1
11 , , 1, 2, ..., .

nr
n nt t t t n N


       

Функція   ,rt C   у якої для всіх ,t t   на 0,1 
   виконується нерівність 

        .
m m
t t t t         

Мають місце наступні рівності  

 

   
        0 1

0, 0,1,..., , 1, ..., ,

0 1 0, , .

j j j L

I I



 

      

       
  

Отже, функція  t  з точністю до знака однозначно визначається розбиттям 
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,  системою точок j  і характерезуючими кратність числами ,j  а також 

крайовими умовами 0 1, .I I  

Нехай rf C  та для всіх ,t t   на 0,1 
   виконується співвідношення 

        .
m m
f t f t t t       

Для того, щоб оцінити величину , 1 ,b p
f s p    скористаємось 

методом проміжного наближення, а саме, 

, 1 .b bpp p
f s f s s s p          

Для оцінки першого доданка правої частини скористаємось результатами 
роботи [1]. 

При виконанні умов для функції ,rf C  для всіх ,t t   на 0,1 , 
   

       m m
f t f t t t       

та сплайна мінімального  ,rs S   що визначається співвідношеннями (13), 

справедлива оцінка, яку не можна покращити: 

, 1 .
p p

f s p       

З іншого боку, використовуючи теорему 3, 

, 1 p .
1b pp

s s s b


     
 

 

Отже, маємо наступну теорему. 

Теорема. При виконанні умов  для функції ,rf C  для всіх ,t t   на 0,1 , 
   

       m m
f t f t t t       

та сплайна мінімального  ,rs S   що визначається співвідношеннями (11), 

виконується наступне: 

, 1 .
1b p pp

f s s b p


       
 
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ХВИЛЬОВІ ОПЕРАТОРИ СИНГУЛЯРНОГО ЗБУРЕННЯ 
РАНГУ ОДИН НЕСИМЕТРИЧНИМ ПОТЕНЦІАЛОМ 

Т. І. Вдовенко  
НТУУ «Київський політехнічний інститут», Київ, Україна 

tanyavdovenko@meta.ua  
 
Розглядаються несамоспряжені сингулярні збурення рангу один 

самоспряженого оператора несиметричним потенціалом, тобто вирази виду  

 1 2= , ,A A       

де A  — самоспряжений напівобмежений оператор в сепарабельному 

гільбертовому просторі   і 1 2=  , вектори 1 2 2,     . Такий оператор 

визначається за допомогою не однієї, а двох підмножин  

 = { ( ) ( ) | = },f A A Af Af D D D    

 * *
* = { ( ) ( ) | = }f A A Af A f D D D    

щільних в  . 
В роботі розглянуто випадок «слабо-слабо» сингулярного збурення рангу 

«один-один»:  
 d ( ) = 0,im D   

 d 1( ) = 1,im  D   

 d *( ) = 0,im D   

 d 1 *( ) = 1.im  D   

Використовуючи конструктивний опис A , доводиться інування хвильових 

операторів при | |<   відповідних A . Хвильові оператори визначаються 

рівністю  

*
0 1 2 0( , ) = ( , ) , , , , ,

2 i iW u v u v R u R v d u v
i



  




     

  
    

де R  і R  — резольвенти збуреного і незбуреного операторів. 
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ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ СПІРАЛЬНИХ ХВИЛЬ 
ПОВЕРХНЕВОЇ РЕАКЦІЇ ОКИСНЕННЯ ЧАДНОГО ГАЗУ  

О. В. Вовк, Г. А. Шинкаренко 

Львівський національний університет ім. І. Франка, Львів, Україна 
Політехніка Опольська, Ополе, Польща 

olexandrvovk@gmail.com, h.shynkarenko@po.opole.pl 
 
Реакцію окиснення чадного газу (СО) на поверхні платини описав Г. Ертль 

у 1982 р. Згодом для дослідження спіральних хвиль, які виникають на поверхні 
каталізатора, у праці [1] була запропонована модель такого ґатунку: 

   

  

0 0
1 2

1 1

, , , 0, , ( ) 0.02 , ( ) 0.02 ( 2 );

( , )

( , ) , ,

.( ) [ , ] : ( 1)[ ( ) ]

[

:

,

t

t

a b T u x x w x x a b

u u x t

w w x t

u u f u w u u u w b a

w g u

 

     

 

 

        

 

ступінь покриття молекулами СО

ступінь реконструкції поверхні платини

задано

знайти та

такі що

2

0 0

0 0

] (0, ], (0,50) ,

( ). 0 [0, ], , ,
t t

w T

u n T u u w w
 


          

в

на в

 (1) 

де якщо і якщо2 1 1
3 3

[ , ] 1 6.75 ( 1) , ( ,1) [ , ] , ( ,1)g u w u u w u g u w w u        . 

Для розв’язування задачі (1) застосуємо проекційно-сіткову схему [7] до її 
варіаційної постановки:  

2 2 1

2

0 0 1

(0, ; ( )) (0, ; ( ))

(0, ; ( )) ,

( ( ), ) ( ( ), ) ( [ ( ), ( )], ),

( ( ), ) ( [ ( ), ( )], ) (0, ],

( (0) , ) 0, ( (0) , ) 0 : ( ),

u L T L L T H

w L T L

u t v b u t v f u t w t v

w t v g u t w t v t T

u u v w w v v V H





         
            

знайти та

такі що

  (2) 

де ( , ) : , ( , ) : ( ).x xu v uvdx b u v u vdx
 

     .  

Просторова напівдискретизація методом скінченних елементів (МСЕ) на 

тріангуляції { }h K  , за деталями див. [5],  приводить до відокремлення 

незалежних змінних з апроксимаціями вигляду 

1 1
( ) : ( , ) ( ) ( ), ( ) : ( , ) ( ) ( )

N N

h h k k h h k kk k
u t u x t u t x w t w x t w t x

 
       ,  

де ( )k x  базисні функції скінченно-елементного простору hV V . 

Використання стандартної процедури Гальоркіна до задачі (2) зводить її до 
задачі Коші для системи нелінійних диференціальних рівнянь першого порядку 

1

1

[( , ) ( ) ( , ) ( )] ( [ ( ), ( )], ),

( , ) ( ) ( [ ( ), ( )], ) (0, ]

N

k m m k m m h h km
N

k m m h h km

u t b u t f u t w t

w t g u t w t t T





       
      




  (3) 
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з початковими умовами 

0 0
1 1
( , ) (0) ( , ), ( , ) (0) ( , ), 1,..., .

N N

k m m k k m m km m
u u w w k N

 
           (4) 

Розв’язування задачі Коші (3)-(4) здійснено однокроковою рекурентною 
схемою (ОРС) з лінеаризацією Ньютона на кожному кроці інтегрування в часі 
[5, 6]. Взаємозв’язок похибок цих методів відслідковується в останній колонці 
табл. 2. Для розв’язування СЛАР застосовується метод GMRES [2]. 

Запропоновану схему застосуємо до розв’язування задачі (1) з 
параметрами моделі 0.84a  , 0.19b  , 0.025  , 14T   та схеми 

1 / 2   і точністю наближень Ньютона та GMRES 810  . Рис. 1 наочно 

демонструє збіжність апроксимацій МСЕ на рівномірних сітках із 30 30 , 
60 60  і 120 120  квадратичних серендипових скінченних елементів. 
Візуально спостерігаються осциляції послідовності наближень на рідших 
сітках, що свідчить про складність динамічної структури шуканого розв’язку 
моделі реакції окиснення. 

     

     
Рис. 1. Апроксимація покриття СО поверхні платини, 0.01, 14t T    

Точніше збіжність апроксимацій , , ,: { ( , ), ( , )}h t h t h tU u x t w x t   , 

побудованої числової схеми охарактеризована в табл. 1 та 2 такими 
показниками  
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з використанням норм 
( )

|| || || || , 0,1,mm H
m


     і  

2 2 21
0 02 0

|| || || ( ) || || ( ) ||
T

Tv v T v t dt   , 

де hNod , hCard   — кількість вузлів та елементів тріангуляції h  

відповідно, mN  — максимальна кількість ітерацій Ньютона. 

Таблиця 1. Збіжність апроксимацій схеми за просторовою змінною h , 3T  . 

Лінійні апроксимації МСЕ, 0.005t   
k 

hNod 

 

hCard

 
0,%
h

 
1 ,%
h

 

,%hT  0
hp

 
1
hp

 

h
Tp

 

, 0|| ||h tU 

 

, 1|| ||h tU 

 

,|| ||h t TU 

 

mN  

1 761 1 444 - - - - - - 14.908 15.793 14.356 3 

2 2 965 5 776 
41.19
8 

54.43
5 

80.671 - - - 16.184 17.452 16.737 3 

3 11 705 23 104 
20.39
4 

35.32
4 

58.066 1.1 0.7 0.5 15.508 16.936 16.796 3 

4 46 513 92 416 
9.439 19.61

0 
33.514 1.1 0.9 0.8 15.203 16.652 16.640 3 

5 185 441 369 664 2.809 7.249 12.794 1.8 1.4 1.4 15.118 16.569 16.583 3 

Білінійні апроксимації МСЕ, 0.005t   
1 729 676 - - - - - - 15.770 16.864 15.786 3 

2 2 809 2 704 
51.23
5 

65.51
4 

94.093 - - - 16.029 17.338 16.769 3 

3 11 025 10 816 
22.18
8 

34.69
6 

54.839 1.3 1.0 0.8 15.397 16.832 16.737 3 

4 43 681 43 264 
9.136 16.52

3 
27.318 1.3 1.1 1.0 15.171 16.620 16.616 3 

5 173 889 173 056 3.055 6.292 10.719 1.6 1.4 1.4 15.110 16.561 16.576 
 
3 

Квадратичні серендипові апроксимації МСЕ, 0.005t   
1 736 225 - - - - - - 15.039 16.131 15.234 3 

2 
2 821 900 63.96

2 
82.73
0 

119.22
7 

- - - 15.507 16.823 16.401 3 

3 
11 041 3 600 30.02

1 
48.42
6 

77.310 1.1 0.8 0.6 15.206 16.640 16.592 3 

4 
43 681 14 400 8.293 16.73

3 
28.382 1.9 1.5 1.4 15.099 16.550 16.567 3 

5 173 761 57 600 2.494 5.307 9.096 1.7 1.7 1.6 15.090 16.542 16.562 3 

 
Таблиця 2. Збіжність апроксимацій схеми за часовою змінною t , 3T  . 

Лінійні апроксимації МСЕ, 46 513 92 416,h hNod Card     

k t  
0 ,%
t  1 ,%

t  ,%tT
  0

tp  1
tp  t

Tp
  , 0|| ||h tU   , 1|| ||h tU   ,|| ||h t TU   mN  

1 0.1500 - - - - - - 10.618 12.791 15.058 25 
2 0.0769 43.143 43.23 43.447 - - - 15.717 17.162 16.915 6 
3 0.0390 6.868 7.717 9.507 2.7 2.5 2.2 15.264 16.717 16.651 5 
4 0.0196 1.069 1.408 2.019 2.7 2.5 2.2 15.216 16.666 16.632 4 
5 0.0098 0.252 0.342 0.501 2.1 2.0 2.0 15.205 16.655 16.635 4 
6 0.0049 0.062 0.085 0.124 2.0 2.0 2.0 15.203 16.652 16.640 3 
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Білінійні апроксимації МСЕ, 43 681 43 264,h hNod Card     

1 0.1500 - - - - - - 10.589 12.760 15.029 25 
2 0.0769 43.184 43.189 43.204 - - - 15.687 17.131 16.891 6 
3 0.0390 6.868 7.685 9.415 2.7 2.5 2.2 15.232 16.685 16.628 5 
4 0.0196 1.067 1.399 1.998 2.7 2.5 2.2 15.183 16.634 16.609 4 
5 0.0098 0.251 0.339 0.495 2.1 2.0 2.0 15.173 16.622 16.612 4 
6 0.0049 0.062 0.084 0.123 2.0 2.0 2.0 15.171 16.620 16.616 3 

Квадратичні серендипові апроксимації МСЕ, 43 681 14 400,h hNod Card     

1 0.1500 - - - - - - 10.528 12.695 14.968 25 
2 0.0769 43.265 43.079 42.606 - - - 15.620 17.064 16.839 6 
3 0.0390 6.862 7.601 9.180 2.7 2.5 2.2 15.162 16.615 16.578 5 
4 0.0196 1.061 1.374 1.943 2.7 2.5 2.2 15.112 16.563 16.559 4 
5 0.0098 0.249 0.333 0.482 2.1 2.0 2.0 15.101 16.552 16.562 4 
6 0.0049 0.062 0.083 0.120 2.0 2.0 2.0 15.099 16.550 16.567 3 

Як видно з табл. 1 порядки збіжності схеми наближаються до теоретично 
очікуваних зі значним згущенням сіток скінченних елементів, що знову 
пояснюється складністю змін просторової структури розв’язку. В табл. 2 порядки 
збіжності за часовою змінною відповідають схемі Кранка — Ніколсон, причому 
обчислення з великим кроком t  вимагає більшої кількості ітерацій Ньютона. 

Аналіз збіжності та точності у табл. 1 і 2 показує, що розв’язування задачі 
(1) вимагає густих сіток, що дуже уповільнює цей процес. Згущення сітки 
вдвічі приводить приблизно до 4-ох кратного збільшення часу обчислень. При 
цьому для розв’язування СЛАР використовується GMRES (прямі методи 
вимагали б незрівнянно більших часових затрат). А зменшення вдвічі кроку t  
збільшує час розв’язування лише у два рази і навіть менше, завдяки кращому 
початковому наближенню для методу Ньютона та GMRES, що зменшує 
кількість ітерацій для останніх. Звідси можна зробити висновок, що перший 
крок до побудови ефективніших методів розв’язування початково-крайової 
задачі (1) полягає у побудові адаптивних схем з локальним 
згущенням/розрідженням сіток з ефективними та надійними апостеріорними 
оцінювачами похибок апроксимацій. Останні запропоновані в роботах [2—4] 
для крайових задач. 
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УРАВНЕНИЯ С НЕИЗВЕСТНЫМИ ТРЕУГОЛЬНЫМИ МАТРИЦАМИ, 
СВЯЗАННЫЕ С ОДНОПРОЕКТОРНЫМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Т. Г. Войтик, Г. С. Полетаев 
Одесский национальный морской университет, 

Одесская государственная академия строительства и архитектуры, 
Одесса, Украина 

beauty5@i.ua, poletayev_gs@ukr.net 
 
Изучаются уравнения с неизвестными нижней и верхней треугольными 

матрицами  ,   X Y  , соответственно, вида: 

 

                                 .  AX Y B
                            (1) 

Родственные (1) и связанные с ними уравнения возникают, в частности, 
при изучении специальных новых задач механики для совокупностей одинако-
вых по геометрическим и физическим характеристикам тел. Они возникают 
также при исследовании общих видов и приложений, обнаруженных сравни-
тельно недавно, одночленных однопроекторных второго порядка уравнений в 
кольце с факторизационной парой. Абстрактные уравнения из работы [2, 3] 
связывают уравнения (1) с интегральными уравнениями типа Винера — Хопфа. 

1. Следуя [2, 4—6] (ср.[7]), обозначим n n  кольцо вещественных число-

вых квадратных матриц размера n n , 2n  , n   ; n n

 , n n


  — подколь-

ца нижних, верхних треугольных из n n ; — 0 :n n n n n n
 

      , 

n n 
   0

n n n n 
  , соответственно. Результат применения соответству-

ющих проекторов к матрицам, а также принадлежность матрицы из n n  под-

множеству ,0
n n
 ,  n n 

  [2—7] будем отмечать знаками   , , 0,   соответ-

ственно. Устанавливается, что n n  — кольцо с факторизационной парой 

( , )n n n n
 
   . 

2. Важную роль при построении формул для матриц — решений 
рассматриваемых уравнений играют нормированные правильные факторизации 

по факторизационной паре ( n n

 , n n


 ). Именно, разложения матрицы 1A  на 

обратимые в соответствующих подкольцах n n

 , 0

n n , n n

  треугольные и 

диагональный множители [1—8]: 

                            
1 0S T   А  ,                           (2) 

где матрицы — сомножители n n
 

   , 0 0 ,n nS   n n
 

 Т ; 2n  , 

n   . Нормирование осуществляется условием: 0  0Т  Е , где E  — 

82



единичная матрица кольца n n . Устанавливается, что нормированная 

правильная факторизация по факторизационной паре подколец единственна. 
3. Рассматривается следующая задача. «Для заданных матриц — коэффи-

циентов ,  A B  n n ; 2n  , n    найти пару матриц 

, ( )n n n nX Y 
      , удовлятворяющую уравнению: 

                             

                                . AX Y B
  »                          (1) 

4. При правильной нормированной факторизации обратной матрицы:  
                            1 0 ;S T   А                             (3) 

где 0 0, , ,S T          обосновываются следующие формулы реше-

ний уравнений вида (1) в кольце матриц n n  с факторизационной парой  

( , )n n n n
 
   : 

                            0[ ]X S T B      , 

                            [ ]Y B T T B  
  

   ,                      (4)  

где 1: ( )T T    .             

5. Иллюстративный пример. Пусть требуется найти пары треугольных 

матриц 3 3 3 3,X Y  
      из 3 3R  , удовлетворяющие уравнению (1), если 

3 0 2
0 1 0
1 0 1

A

         

, 
0 1

0 0 ;
0

B

           

 

,  произвольные фиксированные действительные числа. 

Реализуя формулы (4) решения в 3 3  уравнения (1), последовательно 

найдём:  

1
1 0 2
0 1 0 ,
1 0 3

A
       

 
1 0 0
0 1 0 ,
1 0 1



        

 0
1 0 0
0 1 0 ,
0 0 1

S

       

 

1 0 2
0 1 0 ,
0 0 1

T
       

 1
1 0 2

( ) 0 1 0 .
0 0 1

T 
        

 

Стало быть, 

2 0 0 0 0 1 2
0 0 , 0 0 0 .
3 0 0 0 0

X Y


                             
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ПРО НЕПЕРЕРВНІСТЬ ТА ВЛАСТИВІСТЬ ДАРБУ 
БАГАТОЗНАЧНИХ ВІДОБРАЖЕНЬ ТОПОЛОГІЧНИХ ПРОСТОРІВ 

С. В. Горленко 
НТУУ «Київський політехнічний інститут», Київ, Україна 

 
Нехай : X Y   багатозначне відображення топологічних просторів, 

причому множини ( )x  замкнені в .Y  

Означення 1. Відображення ( )x  називається неперервним у точці 

0 ,x X  якщо для кожного околу множин 0( ( ))O x  знайдеться такий окіл 

0( )U x  точки 0,x  що 0 0( ( )) ( ( )).U x O x    

Зауваження. У просторі 2Y  замкнених підмножин Y  можна запровадити 
три топології, так звані ,   та  -топології [1]. Відповідно можна розглядати 
три типи неперервності відображення  :  -непрервність (напівнеперервність 
зверху),  -неперервність (напівнеперервність знизу) та  -неперервність. У цій 
роботі неперервність розглянуто, як випливає з означення 1, саме в сенсі 
напівнеперервності зверху ( -непрервність). 

Означення 2. Казатимемо, що відображення : X Y   має властивість 
Дарбу ( ),D  якщо образами зв’язних множин є зв’язні множини. 

Означення 3. Нехай X  та Y  — метричні простори. Казатимемо, що 
відображення   має властивість ( ),K  якщо для кожної поверхні рівня K Y  

функції відстані множина точок x X  таких, що ( )x K     є замкнутою в .X   

Означення 4. Нехай 1: .X Oy    Казатимемо, що   має 

властивість 1( ),K  якщо на осі Oy  знайдеться скрізь щільна множина Y  точок 

,y  прообрази яких 1( ) { : ( )}y x X y x      замкнені. 

Теорема 1. Нехай : X Y   — багатозначне відображення метричних 
просторів із зв’язними, замкненими образами точок, причому X  — локально 
зв’язний простір, а Y  — компакт. Тоді для того, щоб   було неперервним, 
необхідно й достатньо, щоб воно мало властивості ( )D  та ( ).K  

Теорема 2. Нехай 1: ,X    причому X  — локально-зв’язний метричний 

простір, ( )x  — зв’язні, замкнені множини. Тоді для того, щоб ( )x  було 

неперервним, необхідно і достатньо, щоб вона мало властивості ( )D  та 1( ).K   

Зауваження. Одним з еквівалентних означень неперервності 
багатозначного відображення є таке: багатозначне відображення : X Y   
називають неперервним, якщо для кожної замкненої множини F Y  множина 

{ : ( ) }E x X x F       

є також замкненою. Теореми 1 та 2 показують, що умову довільності F  в цьому 
означенні можна послабити додавши необхідну зв’язність відображення .   
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Нехай ( )x  — однорідна функція нульового виміру на \ {0}n , тобто 

( ) ( ) 0, \ {0},nx x x         

де Rn  —n -вимірний евклідів простір. Функція ( )x  має середнє нульове 

значення на сфері 

 1 : 1n nS x x    . 

Осциляційний сингулярний інтегральний оператор T  визначається за 
такою формулою [1—4]: 

R

p.v. ( , ) ( )
( ) ( ) ,

| |n

iQ x y

n

x y
Ta x e a y dy

x y

 



  

У роботі [1] одержані покращені деякі відомі результати роботи [4]. 

Для додатного цілого k  і функції ( )f x  з ( )nBMO   запишемо комутатор 

k -го порядку ,f kT  сингулярного інтегрального оператора T  і функції ( )f x : 

, 0( ) (( ( ) ( )) )( ), ( ).k n
f kT a x T f x f a x a C      

Доведено обмеженість комутатора ,f kT  у просторі 2( )nL   на основі 

представленого методу.  
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Розглядається тригонометричний базис Шаудера в підпросторі 
0;1
nC  
 

, 

( 1, 2, ...n  ), що ґрунтується на двійковій системі числення [1]. 

Визначимо функцію ( )x  рівністю 
1

cos , 1;
( , ) 2

0 , 1.

n

x x
n x

x

           

 

Ця функція має неперервні похідні на всій вісі до порядку n  включно. 
Розглянемо систему елементів 

 ( ) ,ie x ( 1,2, )i   , 

де 0( ) ( )e x x  ; 1( ) (1 )e x x   . Якщо ж 2i   і подається у вигляді 

12 , 1,2, ,2 ,k ki l l     то [1]  

1

1

2 1
( ) 2 , 0,1

2

k
i k

l
e x x x



               
. 

Геометрично ( ), 2,ie x i   подаються додатною косинусоїдальною 

півхвилею, заданою на відрізку 
1 1

1 1
,

2 2k k

l l
 

  
 
  

, до якої прилягають відрізки вісі 

абсцис, розташовані ззовні цієї основи на відрізку 0,1 
  . 

Також розглядається показниковий фінітний базис, що складається з 
нескінченно диференційовних функцій, заданих на відрізку [0, 1]. 

Нехай a  — дійсне число, 1 a   . Визначимо функцію ( )x  рівністю 
2

2

ln
exp , 1;

( ) 1
0 , 1,( 1).

x a
x

x x
x a

            
  

 

Розглянемо на відрізку [0, 1] систему елементів 

 ( ) ,ie x ( 0,1, )i   , 

де, як і раніше, 0( ) ( )e x x  ; 1( ) (1 )e x x   .  
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Якщо ж 2i   і подається у вигляді 12 , 1,2, ,2 ,k ki l l     то [1] 

1

1

2 1
( ) 2 , 0,1

2

k
i k

l
e x x x



               
. 
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Визначимо функцію ( , )n x  рівністю 

 
1

21 , 1;
( , )

0 , 1 .

n
x x

n x
x

    
 

 

Легко бачити, що функція ( , )n x  є фінітною і має неперервні похідні на 

всій вісі до порядку n  включно, тобто 
0,1

( , ) nn x C  
  

  . 

Розглянемо систему елементів  ( , ) ,ie n x ( 0,1, )i   , де, за аналогією з 

упорядкованим базисом Шаудера, 0( , ) ( , )e n x n x  ; 1( , ) ( ,1 )e n x n x   . 

Якщо ж 2i   і подається у вигляді 12 , 1,2, ,2 ,k ki l l     то 

1

1

2 1
( , ) , 2 , 0,1

2

k
i k

l
e n x n x x



               
. 

Зрозуміло, що система  ( , )ie n x  утворює базис у підпросторі 
0,1
nC  
 

. 

Частинні суми ( , )NL n x ряду  

0

( , )k i
i

c e n x



 , 

що подає функцію 
0,1

( ) nf x C  
 

 , являють собою криві підпростору 
0,1
nC  
 

, 

вершини якої розташовано на графіку функції ( )f x . Як і раніше, із 

геометричних міркувань випливає сенс коефіцієнтів. Збіжність частинних сум 
до функції f  є очевидною. Легко встановлюється і єдиність розкладу. Таким 

чином, система симетричних функцій  ( , )ie n x  має всі основні властивості 

базису Шаудера.  

Висновки. Запропоновано базис типу Шаудера в підпросторах 
0;1
nC  
 

. 

Функції цього базису можна розглядати як фундаментальні ермітові сплайни. 
Також запропонований базис можна розглядати і як аналог базису в просторах 
простих поліноміальних сплайнів, що складається з B -сплайнів. На відміну від 
B -сплайнів, носій функції запропонованого базису не повʼязаний із 

показником n  підпростору 
0,1
nC  
 

. Елементи запропонованого базису 

реалізуються значно простіше, ніж B -сплайни.  
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Одним з напрямків подальших досліджень є зʼясування умов подання 
простих поліноміальних та ермітових сплайнів через функції запропонованого 
базису. 
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ОДНОЧАСНІ НАБЛИЖЕННЯ СУМАМИ ФУР’Є ФУНКЦІЙ  
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 У доповіді представлені асимптотичні рівності, які одержані для точних 

верхніх меж відхилень сум Фур’є на класах Степанця, визначених функціями, 
що правильно змінюються. Тобто, розв’язано так звану задачу Колмогорова — 
Нікольського на певному класі неперервних періодичних функцій. 

У 1936 році А. Н. Колмогоровим [1] була одержана асимптотична рівність 

     24 ln 1 ,r r r
nE W n n O n      

де ( ) ( ) ( )sup – , ,r
n nE W f x S f x  точна верхня межа береться по всіх 

функціях f  з класу Вейля rW , тобто класу неперервних 2 -періодичних 

функцій, r -ті похідні яких, ,r    по модулю майже скрізь не перебільшують 

одиниці, ,( )nS f x  — суми Фур’є функції .f  На протязі певного часу завдяки 

зусиллям С. М. Нікольського, С. А. Теляковського, А. В. Єфімова, 
О. І. Степанця та інших математиків подібну задачу було розв’язано для 
загальніших класів функцій та для різних агрегатів наближення. 

На початку 1980-х років в роботах О. І. Степанця [2, 3] було розглянуто 
класи 2 -періодичних функцій, які є природним узагальненням класів Вейля та 
класів Вейля — Надя. 

Нехай (0,2 )f L   і ( )S f  є рядом Фур’є цієї функції, ( )ka f  та ( )kb f  — 

його коефіцієнти. Нехай, далі, ( )k  є довільна функція натурального 

аргументу,   — будь яке фіксоване дійсне число. Нехай ряд 

 1 cos / 2 sin / 2( ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( )k kk a f kx b f kx        

є рядом Фур’є деякої функції з класу  0,2 .L   Тоді функцію, представлену 

наведеним рядом, називають  ,  -похідною функції ,f  а множину функцій ,f  

що задовольняють цій умові, називають класами Степанця і позначають через 

.( )L   Підмножину неперервних функцій з цих класів позначають через .( )C    

Доповідачем розглянуто класи ,( )C   де ( )t  є функція, що правильно 

змінюється. За Е. Сенетою [4], це є додатня функція, яка вимірна на 
 [ ), , 0,a a   і існує таке дійсне число ,r  що для довільного 0t   має місце 

рівність 

 ( ( ) ( ))lim / r

x
tx x t


   . 

При цьому число r  називають порядком функції .( )t  
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Доповідачем одержано асимптотичну рівність 

  

1

2

sup ,

4 , ln 1 ,

( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ( ) ) ( )

m

i i n i

i

f x S f x

n H µ h n n O n





     

      

  

де точна верхня межа береться по всіх функціях f  з класу ,( ) ( )C n    — 

функція, що правильно змінюється, 

 
1/2

2 2) ,( ,H BA     

1

cos 2( ,)/

m

i i

i

A nµ


     

1

sin 2( ,)/

m

i i

i

B n


      

1( ) ( ( ) / 2 .)h n n    
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ГРУППЫ СИММЕТРИЙ ПОДОБИЯ КВАЗИКРИСТАЛЛОВ КАК 
ГРУППЫ ДВИЖЕНИЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ПЛОСКОСТИ 

А. А. Дышлис, Н. В. Варех, О. И. Герасимова, М. В. Цыбанёв 
Днепропетровский национальный университет им. Олеся Гончара, 

Днепропетровск, Украина 
 
Как отмечается в [1], диаграмма квазикристалла обладает приближенной 

масштабной инвариантностью, т.е. она может быть получена однократным или 
многократным увеличением своей центральной части. Это означает, что 
идеальный квазикристалл обладает симметрией подобия. 

Идея использования симметрий подобия в кристаллографии принадлежит 
А. В. Шубникову [2]. Приведем определение группы симметрии подобия 
эвклидового пространства, данное А. М. Заморзаевым [3]. 

Определение 1. N -мерной группой симметрии подобия называется группа 

преобразований подобия n -мерного эвклидового пространства ,nE  если 

а) в ней содержится хоть одно преобразование подобия с коэффициентом 
1k  ; 

б) хоть одна точка пространства nE  изолирована в бесконечном классе ее 
образов. 

В работах [2], [3] приведена классификация групп симметрий подобия в 

пространствах 2 3,E E . Применение преобразования подобия для описания свойств 

квазикристаллов рассматривается в недавно опубликованной работе [4]. 
В нашей работе группа симметрий подобия рассматривается как группа 

движений геометрии Лобачевского 2.H  
Теорема. Фундаментальной областью кристаллографической группы 

движений геометрии Лобачевского 2H , описывающей симметрии двумерного 
квазикристалла, является частично вырожденный треугольник с углами 
, , ,    где 0,     а   может принимать значения    30 , 36 , 45 , 72 .      

Эта теорема позволяет объяснить эффект масштабной инвариантности и 
некоторые другие свойства квазикристаллов. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ПРИНЦИПА ДВОЙСТВЕННОСТИ МЕЖДУ 
ГЕОМЕТРИЯМИ S2 И H2 ДЛЯ СОВМЕСТНОГО ОПИСАНИЯ 
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А. А. Дышлис, С. М. Покась 

Днепропетровский национальный университет, Днепропетровск, 
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Возможность совместного описания фуллеренов и квазикристаллов 

основана на том, что известное определение кристаллического множества 
евклидова пространства можно без изменения перенести на случай 
метрического пространства и том факте, что метрики геометрий En, Sn и Hn 

являются римановыми метриками. 
При n=2 существуют только три геометрии: E2, S2 и H2, причём геометрии 

S2 и H2 двойственны. 
Как показал Тёрстен, можно дать такое определение геометрии, что при 

n=3 имеется восемь существенно различных геометрий, среди которых 
геометрии S2×R и H2×R двойственны. 

Следуя Тёрстену, под геометрией понимают пару Γ=(X, G), где X — 
гладкое многообразие, а G — группа, транзитивно действующая на X, причём 
стабилизаторы точек компактны. 

Введем на X риманову или псевдориманову метрику, так что X станет 
метрическим пространством. 

Определение 1. Идеальным кристаллом геометрии Γ=(X, G) называется 
кристаллическое множество K атомов, расположенных на многообразии X, в 
частности, квазикристаллы можно рассматривать как кристаллические 
множества геометрии Лобачевского H2 или H3, а также геометрии H2×R, 
множество атомов кристалла является кристаллическим множеством геометрий 
E2 и E3= E2× E [1, 2].  

Наконец, дискретные множества атомов вещества, расположенных на 
поверхности сферы или нанотрубки можно рассматривать как кристаллические 
множества геометрий соответственно S2 и S2×R. 

Замечание. Предположение, что квазикристаллы можно рассматривать 
как кристаллы геометрии H3 было сделано А. Дышлисом и А.Тушевым еще в 
1994 году [3—5]. 

Группы симметрий идеальных кристаллов геометрий E2 и E3 являются 
кристаллографическими. Определение этого понятия, данное в [1, 2] 
обобщается следующим образом. 

Определение 2. Кристаллографической группой геометрии Γ называется 
дискретная группа G движений Γ, для которой объем фундаментальной области 
Φ(G) конечен. 

Замечание 1. Для геометрий En, Sn и Hn это определение приведено в [6]. 
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Замечание 2. Обычное определение кристаллографической группы геометрий 
En и Sn исключает из рассмотрения весьма полезные дискретные группы геометрии 
Hn с бесконечными (но конечными по объему) фундаментальными областями, 
которые играют существенную роль и в нашей работе. 

Сформулируем принципы двойственности между геометриями S2 и H2. Он 
был высказан Ламбертом, который, пытаясь доказать пятый постулат Евклида, 
получил ряд результатов гиперболической геометрии и высказал гипотезу, что 
они имеют место на сфере мнимого радиуса. Выражение «плоскость 
Лобачевского — это сфера мнимого радиуса i» следует понимать в следующем 
смысле: 

Из всякой теоремы или формулы сферической геометрии, в которых 
фигурируют линейные размеры, путем деления их на число i, можно получить 
теоремы или формулы гиперболической геометрии. При этом функции 
линейных размеров следует продолжить до аналитических функций в 
комплексной области. Отметим, что 190 лет назад Лобачевский показал 
возможность вывода полученных им формул гиперболической тригонометрии 
из формул сферической тригонометрии, используя принцип двойственности. 

В нашей работе мы впервые применяем принципы двойственности 
Ламберта — Лобачевского для нахождения фундаментальных областей 
кристаллографических групп геометрий S2 и H2, H2×R и S2×R, а также групп 
симметрий орбифолдов, имеющих геометрическую структуру по образцу этих 
геометрий (последнее высказывание принадлежит Тёрстену). 

Из теоремы Гаусса — Бонне или, применяя принцип двойственности, 
получаем, что площадь треугольника Δ на сфере радиуса 1 с точностью до 
знака равна его дефекту, т.е. модулю разности α+β+γ-π, а именно в 
геометрии S2 она равна α+β+γ-π, а в геометрии H2 она равна π-( α+β+γ), где α, β, 
γ — углы треугольника Δ. 

Далее, напомним, что группой треугольника с углами 
�

�
,
�

�
	и	

�

�
, где p, q, r — 

натуральные числа, делящие 180, называется группа Δ*( p, q, r) изометрий 
геометрии X2, порожденная отражениями от сторон треугольника Δ [2]. Здесь 
X2 — одна из геометрий E2, S2 и H2. 

Для того, чтобы описывать квазикристаллы в геометрии E2 надо допустить 
существование треугольных групп для треугольников с рациональными 
частями от 180. Например, при разрезании тупого угла у ромбов Пенроуза, 
получим треугольники Робинсона с углами (72, 54, 54) и (72, 72, 36). Нами 
показано в геометрии Лобачевского им соответствуют треугольники с углами 
(0, 0, 108) и (0, 0, 144) и площадями соответственно 72 и 36 квадратных 
единиц (напомним, что в геометрии Лобачевского есть абсолютная мера 
длины). Как известно, площадь полностью вырожденного треугольника 
геометрии Л2, т. е. треугольника, все углы котрого равны 0, равна 180 кв. ед. 

Определение 3. Треугольной группой геометрий H2 и H2×К называется 
группа изометрий этих геометрий, порожденная отражениями от сторон 
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частично вырожденного треугольника или невырожденного треугольника, углы 
которого являются целыми или рациональными частями 180. 

Сформулируем один из результатов, полученных нами. 
Теорема 1. Пусть G 2 — двумерная квазикристаллическая группа (в 

смысле Новикова) геометрии E2, пересечение которой с R2 является свободной 
абелевой группой ранга 4 (квадратичной квазирешеткой). Группа G2  
изоморфна одной из треугольных групп геометрии H2 фундаментальной 
областью которой является один из треугольников с углами (0, 0, 144), (0, 0, 
108), (0, 0, 135), (0, 0, 150), площади которых равны 36, 72, 45, 30 кв. ед. 
соответственно. В силу принципа двойственности им соответствуют на 
сфере треугольники с углами (72, 72, 72), (36, 108, 108), (90, 90, 45) и 
(90, 90, 30). Соответственно эти группы описывают квазикристаллы и 
фуллерены с симметриями порядков 10, 5, 8, 12. 

Замечание. В [7] отмечается, что Δ (2, 2, n) изоморфны диэдральным 
группам порядка 2n, обладающие поворотами порядка n. В условиях теоремы 1 
Δ(2, 2, 8) и Δ(2, 2, 12) подгруппы группы Δ*(2, 2, 8) и Δ*(2, 2,12) состоящие из 
движений не меняющих ориентации сферы S2. Кроме этого результата нами 
получены группы симметрий квазикристаллов геометрии H2×R и нанотрубок 
S2×R, а также группы симметрии орбифолдов, рассмотренных в [8]. 
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ЧЕРЕПИЧНІ ПОРЯДКИ В ( )nM D  ТА УМОВА ЯТЕГАОНКАРА 

В. М. Журавльов, О. А. Шевченко  
Київський національний університет імені Тараса Шевченка, Київ, Україна  

vshur@univ.kiev.ua  
 
Усі необхідні відомості про черепичні порядки можна знайти [1]. 

Нехай ,= { , ( ) = ( )}i j     — зведений черепичний порядок над 

дискретно нормованим кільцем   з максимальним ідеалом ,  де   — 

простий елемент, ( )nM  , і M  — незвідна   — ґратка. У роботі [2] (лема 

1.7) В.А. Ятегаокар навів необхідні і достатні умови для того, щоб / 

-модуль /M M  розкладався у пряму суму модулів. При цьому проективна 

розмірність гратки M  дорівнює нескінченність. 
Якщо такої гратки не існує, то будемо говорити, що черепичий порядок   

задовольняє умові Ятегаонкара. 
Незвідна   — гратка M  така, що /  -модуль /M M  

розкладається у пряму суму модулів, існує тоді і тільки тоді, коли 

,= { , = ( )}i jA a    , 

де =  1 12

21 2

A A
A A

    
, 0 , 21 2 ,A U  =U  

1 1

1 1

       


  


. 

Розглянемо простий граф = ( )G G  , що будується за черепичним 

порядком ( )nM D   наступним чином: множиною вершин є 

= {1,2,..., }.VG n  Точки i  та j  з’єдані ребром тоді і тільки тоді, коли 

= 1.ij ji    

Якщо граф = ( )G G   зв’язний, то   задовольняє умові Ятегаонкара. 

Теорема 1. Нехай   — зведений черепичний порядок в ( )nM D , де 

{4,5}n  , = 11 12

21 22

        
 — двосторонній пірсовський розклад порядку   

і  

11 22( ) = ( ) ( )G G G   . 

Нехай ( )Q   — сагайдак черепичного порядку  . Тоді   задовольняє 

умові Ятегаонкара тоді і тільки тоді, коли існує цикл 1 1 2 2 1i j i j i     у 

сагайдаку 

( )Q   з 
1 1 1 2 2 2 2 1

< 4,i j i jj i j j        

де 1 2 11 1 2 22, ( ), , ( )i i VG j j VG     
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Теорема 2. Нехай   — зведений черепичний порядок в ( )nM D , де 5,n   

який задовольняє умові Ятегаокара. Тоді 

, =1

( 1) ( 1)

6

n

iji j

n n n 
  . 
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Квадратурні формули підвищеної точності інтегрування функцій (формули 

типу Гаусса) теж потребують простих засобів контролю точності (похибки). На 
відміну від різних наближених методів такого контролю (принцип Рунге тощо) 
надійним засобом цього є двосторонні методи (або їх середнє арифметичне та 
піврізниця для контролю похибки) [1]. Тут розглянуто схему побудови 
двосторонніх методів підвищеної точності з одним (початковим, кінцевим) 
закріпленим, наперед заданим (формули типу Маркова) простим квадратурним 
вузлом та рештою двократними вільними вузлами.  

Побудуємо для функції f  методом вичерпування за 1n   упорядкованими 

вузлами jx  (але, замість методу невизначених коефіцієнтів, з використанням 

многочленів типу Лагранжа) два многочлени типу Маркова — Ерміта  

2 1 2 1
ˆ ˆ( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ), ( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ),n n n n n nH x f L x f x L x H x f L x f x L x        

 
 (1) 

з простим вузлом 0, nx x , відповідно, та рештою вільними двократними вузлами 

(вузлами, відповідно, 1, ... , nx x  та 0 1, ..., nx x  ), де   — так звана буферна 

функція — функція з простими нулями , 0, ,jx j n  ( ; )xL x f  — многочлен типу 

Лагранжа функції f  за вузлами , 0, ,jx j n  1 1
ˆ ( ; ), ( ; )n nL x L x  


 — 

многочлени типу Лагранжа функції ( ) /nf L       за вузлами jx , 

відповідно, при 1,j n   та 0, 1.j n   

Зінтегрувавши многочлени (1) та визначивши вільні вузли jx  з умов  

                           ( ) ( ) ( ) 0,
b

ja
x x x dx    1, , 0, 1,j n j n                (2) 

де [ , ]a b  — відрізок інтегрування,   — вагова функція, j  — базисні функції 

многочлена типу Лагранжа), дістанемо квадратурні формули підвищеної 
точності. За побудовою, при знакосталості похідної функції f  в залишкових 

членах 1
ˆˆ( ) ( ) ( ; )nr x f x H x f 


 ці формули являються двосторонніми [1].  

У цих побудовах, а також у побудовах з усіма двократними вузлами jx  і 

k n  в умовах (2) матимемо формули (не двосторонні) з більшою кількістю 
фіксованих вузлів, а при ( 1n  ) умовах (2) — формули типу Гаусса. 
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Загальну теорію двосторонніх наближень (колокант) функцій і на основі 

двосторонніх колокант з простими вузлами двосторонні наближення похідної у 
внутрішніх вузлах розроблено в [1], а симетричні двосторонні наближення 
розв’язків різних задач — в [2]. Тут за допомогою двосторонніх колокант з 
простими вузлами побудовано двосторонні симетричні наближення другої 
похідної у середніх точках між внутрішніми вузлами, а за допомогою 
симетричних двосторонніх колокант з одним простим (початковим, кінцевим) 
та рештою двократними вузлами — симетричні двосторонні наближення другої 
похідної у внутрішніх вузлах, а також в середніх точках між цими вузлами. 

За допомогою двосторонніх колокант �� �� �� ���� �� �� ���� ���� �� �� �� �� ��
��

 функції ��  за 

простими упорядкованими вузлами ������  відповідно, при ������ ����  та при 

���� ���� ���� ��  у середніх точках ���� �� �� �	�� ���� ������ �� ���� �� �� �� ������ �� �� ��  дістаємо 

симетричні двосторонні наближення �� �� �� �� ���� �� �� ���� �� �� �� �� ���� �� �� �� �� �� �� ������ ���� ���� ������ ��
�� ��

 другої 

похідної �� ������ ������  а також більш точне наближення (середнє арифметичне 

двосторонніх наближень) та, відповідно, вилки  
���� �� �� �� �� �� ���� �� �	�� �� �� �� ���� �� �� �� �� �� ������ ���� ������ ��

��
, ���� �� �� �� �� �� ���� �� �	�� �� �� �� ���� �� �� �� �� �� ������ ������ ��

��
 

для контролю точності результату. Так, за допомогою відомої формули 

чисельного диференціювання �	
�� ���� �	 �� ���� �� �� ���� �� �� �� ���� ��

������ �� ��  дістаємо двосторонні 

наближення �� ���� ������  у точці ���� �� �� �	�� �� ���� �� �� ���� ��   

�	 �	
�����	 �� �� �����	 �	 ��

�� �� �	 �� �� �� �� �	 �� ���� �� �� �� �� �� �� ���� �� �� �� �� �� �� �� �� ���� �� �� �� �� ��
���� ������ �� �� �� �� ��

��
, 

а їх середнє арифметичне �����	 �����	 �����	
���� �� �� �	�� �� ���� �� ���� �� ��

���� ���� ������ ��
��

 має той же порядок 

точності, що й утворюючі їх формули, тобто можна згустити сітку значень 
другої похідної вдвічі без залучення додаткових значень функції (тобто не 
згущуючи сітку вузлів), а контроль точності здійснювати за допомогою вилки.  

Побудуємо, далі, для функції ��  за допомогою многочленів типу Лагранжа 

двосторонні многочлени типу Маркова — Ерміта парного порядку за 

упорядкованими вузлами �� ���� ������ �� ����  відповідно, з двократними вузлами 

�� ���� ������ �� ����  (перший вузол простий), �� ���� �����	�� �	 ���� ��  (останній вузол простий) 

�	 ��
�� ���� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������ �� ���
 �� �� �� �� �� �� �� ������ �� �� �� �	 ���� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������ �� ���
 �� �� �� �� �� �� �� ������ �� �� ��

�� ��
 (1) 
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