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РОЗВ’ЯЗКИ ЗАДАЧ
СТУДЕНТСЬКОЇ ОЛIМПIАДИ НТУУ «КПI»

З МАТЕМАТИКИ, 2012 р.
Перший курс

Задача 1. Обчислити в 50-рiчнiй системi числення:√
11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2012 цифр

− 22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
1006 цифр

.

Розв’язання : В десятковiй системi числення це число дорiвнює√
(1 + 50 + 502 + · · ·+ 502011)− 2(1 + 50 + 502 + · · ·+ 501005) =

=
√
(501006 − 1) + (501007 − 50) + · · ·+ (502011 − 501005) =

=
√

(501006 − 1)(1 + 50 + · · ·+ 501005) =

=

√
(501006 − 1)2

49
=

(501006 − 1)

7
= 7(1 + 50 + · · ·+ 501005).

Переводячи знову у 50-рiчну систему, отримаємо 77 . . . 77︸ ︷︷ ︸
1006 цифр

.

Вiдповiдь: 77 . . . 77︸ ︷︷ ︸
1006 цифр

Задача 2. Нехай a⃗, b⃗ — ненульовi вектори в R3.

а) При яких значеннях параметра λ ∈ R рiвняння

a⃗+ b⃗× x⃗ = λ⃗b (1)

має розв’язки?

б) Знайти цi розв’язки.

Розв’язання :
а) Оскiльки λ⃗b− a⃗ = b⃗× x⃗ ⊥ b⃗, то (⃗b, λ⃗b− a⃗) = 0, звiдки

λ =
(⃗a, b⃗)

|⃗b|2
.

Оскiльки при цьому λ b⃗ ⊥ λ⃗b− a⃗, то розв’язок рiвняння b⃗× x⃗ = λ⃗b− a⃗ завжди iснує.
б) Позначимо c⃗ = λ⃗b− a⃗. Розглянемо два випадки.
1. c⃗ ̸= 0⃗. Знайдемо розв’язок x⃗0 рiвняння (1), який є перпендикулярним до b⃗.
Оскiльки x⃗0 є також перпендикулярним до вектора c⃗ i, крiм того, трiйка векторiв b⃗, x⃗0, c⃗ є

правою, то вiн буде колiнеарним до c⃗× b⃗, тобто x⃗ = αc⃗× b⃗. Оскiльки |⃗c| = |⃗b| · |x⃗0| = α|⃗b|2|⃗c|, то

α =
1

|⃗b|2
, тобто

x⃗0 =
c⃗× b⃗

|⃗b|2
=

b⃗× a⃗

|⃗b|2
.
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З iншого боку, для довiльного розв’язку x⃗ рiвняння (1) виконується рiвнiсть b⃗ × (x⃗ − x⃗0) = 0⃗,
яка означає, що b⃗ ∥ x⃗− x⃗0. З останнього отримуємо, що

x⃗ =
b⃗× a⃗

|⃗b|2
+ k⃗b (2)

для деякого k ∈ R.
2. c⃗ = 0⃗. Це означає, що a⃗ ∥ b⃗, i, вiдповiдно, b⃗× a⃗ = 0⃗. З iншого боку, розв’язками рiвняння

(1) є, очевидно, вектори k⃗b, k ∈ R, тобто мають вигляд (2).

Вiдповiдь: а) λ =
(⃗a, b⃗)

|⃗b|2
; б) x⃗ =

b⃗× a⃗

|⃗b|2
+ k⃗b, k ∈ R.

Задача 3. Про квадратну матрицю A порядку n вiдомо, що сума всiх елементiв матрицi
(E+A)−1 дорiвнює 1. Знайти суму всiх елементiв матрицi (E+A−1)−1. Вважати, що всi вказанi
оберненi матрицi iснують.

Розв’язання : Позначимо X = (E + A)−1, Y = (E + A−1)−1. Тодi

A = X−1 − E, A−1 = Y −1 − E,

i, вiдповiдно,
(X−1 − E)(Y −1 − E) = AA−1 = E.

З останньої рiвностi випливає, що

X−1Y −1 = X−1 + Y −1.

Домножаючи останню рiвнiсть на X злiва i на Y справа, отримаємо E = X + Y , звiдки сума
елементiв матриць X + Y дорiвнює n, а отже сума елементiв матрицi Y дорiвнює n− 1.

Вiдповiдь: n− 1.

Задача 4. Область D обмежена дугою параболи y = x2 та вiдрiзком прямої y = 2x + 3.
Трикутник якої максимальної площi можна розмiстити в D?

Розв’язання : Введемо позначення: ABC – шуканий трикутник з максимальною площею,
L – вiдрiзок прямої y = 2x+ 3, який входить в D, P – дуга параболи y = x2, яка входить в D.

Розглянемо можливi випадки розташування трикутника ABC.
Очевидно, що всi три вершини трикутника ABC мають лежати на границi областi D, при-

чому, хоча б одна з них має лежати на P .
Нехай рiвно одна з вершин трикутника (наприклад, A) належить L. Можливi два випадки.

Якщо BC буде паралельно L, то площi всiх трикутникiв з цiєю основою й вершиною на L
будуть однаковi, а тому A можна взяти як один з кiнцiв L. Якщо ж BC не паралельно L й A
не спiвпадає з одним з кiнцiв L, то вiзьмемо той кiнець L, вiдстань вiд якого до BC бiльша,
нiж вiдстань вiд A i позначимо його A′ (див. Рис. 1). Тодi площа трикутника A′BC буде бiльше
площi трикутника ABC, протирiччя. Тобто в цьому випадку вершина буде лежати на одному
з кiнцiв L i, вiдповiдно, належати P .

Якщо на L лежать двi вершини, то, легко бачити, що вони мають бути на кiнцях L в силу
того, що площа трикутника є найбiльшою. Це означає, що вони будуть належати й P .

Таким чином, всi вершини трикутника ABC мають належить P .
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Рис. 1.
Рис. 2.

Нехай точки A, B, C розташовано
в порядку зростання абсцис цих точок.
Припустимо, що одна з вершин A i C
(наприклад A, для C аналогiчно) не ле-
жить в кiнцi P . Оскiльки y = x2 – опу-
кла функцiя, то вiдстань вiд точки A
до BC буде меншою, нiж вiдстань вiд
точки (−1, 1) до BC (див. Рис. 2), про-
тирiччя. Отже, вершинам A i C вiдпо-
вiдають координати (−1, 1) i (3, 9).

Оскiльки вiдстань вiд точки B до пря-
мої AC (L) найбiльша серед усiх точок
параболи P , то дотична, проведена до
P в цiй точцi, буде паралельна L, тоб-
то якщо B має абсцису x

B
, то 2x

B
= 2

i, вiдповiдно, B має координати (1, 1).
Знайшовши, всi вершини цього трику-
тника неважко переконатися, що його
площа S = 8.

Вiдповiдь: S = 8.

Задача 5. В класi функцiй f : R \ {0} → R \ {0} знайти всi розв’язки функцiонального
рiвняння

f(x) + f(y) = f(xyf(x+ y)).

Розв’язання : Безпосередньою перевiркою легко встановити, що функцiя f(x) ≡ 1

x
є розв’яз-

ком рiвняння. Покажемо, що iнших розв’язкiв немає.

Нехай g(x) ̸≡ 1

x
є iншим розв’язком. Тодi iснує таке число z ∈ R\{0}, для якого g(z) ̸= 1

z
.

Покладемо
x =

1

g(z)
, y = z − x.

Тодi x, y ̸= 0, i для них виконується рiвнiсть з умови задачi. Оскiльки y = xyg(x+y), то g(x) = 0,
що неможливо за умовою. Протирiччя.

Вiдповiдь: f(x) =
1

x
, x ∈ R \ {0}.

Задача 6. Функцiональна послiдовнiсть (fn, n ≥ 1) задана рекурентним способом:

f1(x) =
x

1 +
√
1 + x2

, fn(x) = fn−1(f1(x)), n ≥ 2, x ∈ R.

Знайти lim
n→∞

2nfn(x).

Розв’язання : Нехай α ∈
(
−π

2
,
π

2

)
. Тодi

f1(tgα) =
tgα

1 +
√

1 + tg2 α
=

sinα

1 + cosα
=

2 sin
α

2
cos

α

2

2 cos2
α

2

= tg
α

2
,

i тому fn(tgα) = tg
α

2n
. Тодi lim

n→∞
2nfn(tgα) = lim

n→∞
2n tg

α

2n
= α, звiдки lim

n→∞
2nfn(x) = arctg x.
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Вiдповiдь: lim
n→∞

2nfn(x) = arctg x.

Задача 7. Обчислити iнтеграл

π∫
0

sin2(2012x)

sin2 x
dx.

Розв’язання : Спочатку обчислимо iнтеграл

π∫
0

sin((2n+ 1)x)

sinx
dx, n ∈ N

∪
{0}.

При n = 0 маємо
π∫

0

sin x

sin x
dx = π. Оскiльки

sin((2n+ 1)x) = sin((2n− 1)x) + 2 sinx cos(2nx) i
π∫

0

cos(2nx) dx = 0, n ∈ N,

при n > 1 маємо

π∫
0

sin((2n+ 1)x)

sin x
dx =

π∫
0

sin((2n− 1)x)

sinx
dx+ 2

π∫
0

cos(2nx) dx =

π∫
0

sin((2n− 1)x)

sinx
dx,

звiдки за iндукцiєю
π∫

0

sin((2n+ 1)x)

sinx
dx = π для всiх n ∈ N ∪ {0}.

Тепер обчислимо iнтеграл
π∫

0

sin2(2012x)

sin2 x
dx.

Оскiльки для всiх n виконується рiвнiсть

sin2(nx) = sin2((n− 1)x) + sinx sin((2n− 1)x),

то
π∫

0

sin2(2012x)

sin2 x
dx =

π∫
0

sin2(2011x)

sin2 x
dx+

π∫
0

sin(4023x)

sinx
dx =

=

π∫
0

sin2(2010x)

sin2 x
dx+

π∫
0

sin(4021x)

sinx
dx+

π∫
0

sin(4023x)

sin x
dx = . . . =

=

π∫
0

sin2 x

sin2 x
dx+

π∫
0

sin(3x)

sinx
dx+

π∫
0

sin(5x)

sin x
dx+ . . .+

π∫
0

sin(4023x)

sinx
dx = 2012π.

Вiдповiдь: 2012π.
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Задача 8. В мiстi живуть n хлопцiв i n дiвчат. Розглянемо квадратну матрицю A порядку
n з елементами

aij =

{
1, якщо i-ий хлопець та j-а дiвчина знайомi мiж собою,

0, якщо i-ий хлопець та j-а дiвчина не знайомi мiж собою.

а) Довести, що якщо матриця A невироджена, то всi хлопцi можуть одружитися на знайомих
їм дiвчатах.

б) Чи вiрне обернене твердження?

Розв’язання :
а) Якщо матриця A невироджена, то її визначник не дорiвнює нулю, а отже серед добуткiв n

елементiв матрицi, якi знаходяться у разних рядках i стовпцях, сума яких дорiвнює визначнику
матрицi, є принаймнi один ненульовий. Оскiльки матриця складається з нулiв i одиниць, всi
елементи цього добутку повиннi дорiвнювати 1, а отже вiдповiдне розбиття хлопцiв i дiвчат на
пари буде задовольняти умовi задачi.

б) Контрприкладом буде довiльна матриця n×n iз нулiв i одиниць, визначник якої дорiвнює
нулю i яка мiстить n одиниць, якi знаходяться в рiзних рядках i стовпцях, наприклад матриця
з одиниць (всi хлопцi знайомi з усiма дiвчатами).

Вiдповiдь: б) Обернене твердження не є вiрним.

Старшi курси

Задача 1. В системах числення з якими основами число

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2012 цифр

− 22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
1006 цифр

є повним квадратом?

Розв’язання : Переводячи це число з n-iчної системи числення в десяткову, отримаємо

(1 + n+ n2 + · · ·+ n2011)− 2(1 + n+ n2 + · · ·+ n1005) =

= (n1006 − 1) + (n1007 − n) + · · ·+ (n2011 − n1005) =

= (n1006 − 1)(1 + n+ · · ·+ n1005) =
(n1006 − 1)2

n− 1
.

Очевидно, це число є квадратом тодi i тiльки тодi, коли n−1 є квадратом, тобто коли n = m2+1
для деякого m ∈ {2, 3, . . .}. (Варiант m = 1 неможливий, тому що в цьому випадку n = 2, а в
двоїчнiй системi числення вiдсутня цифра 2, яка фiгурує в умовi задачi).

Вiдповiдь: Основою системи числення є число виду n = m2 +1 для деякого m ∈ {2, 3, . . .}.

Задача 2. Знайти суму функцiонального ряду та побудувати її графiк:

∞∑
n=1

(−1)[2
nx]2−n, x ∈ R.

Квадратними дужками позначено цiлу частину числа.
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Розв’язання : Введемо позначення

f(x) =
∞∑
n=1

(−1)[2
nx]

2n
.

Функцiя f є перiодичною з перiодом 1, оскiльки для кожного n ∈ N для всiх x ∈ R викону-
ється рiвнiсть

(−1)[2
n(x+1)] = (−1)[2

nx](−1)2
n

= (−1)[2
nx].

Останнє означає, що достатньо знайти f(x) для x ∈ [0, 1). Нехай x має наступний двiйковий
розклад

x =
∞∑
n=1

αn

2n
,

де αk ∈ {0, 1}. В цьому випадку

[2nx] = 2n−1α1 + 2n−2α2 + · · ·+ 2αn−1 + α,

i, вiдповiдно,

(−1)[2
nx] =

{
−1, якщо αn = 1;
1, якщо αn = 0,

або (−1)[2
nx] = 1− 2αn. Тодi

f(x) =
∞∑
n=1

(−1)[2
nx]

2n
=

∞∑
n=1

1− 2αn

2n
=

∞∑
n=1

1

2n
− 2

∞∑
n=1

αn

2n
= 1− 2x.

В силу перiодичностi, остаточно отримуємо

f(x) = f({x}) = 1− 2{x}, x ∈ R,

де {x} – дробова чистина x.
Вiдповiдь: f(x) = 1− 2{x}, x ∈ R.

Задача 3. Про симетричну квадратну матрицю A порядку n вiдомо, що

trA2 = trA3 = trA4 = α.

а) При яких значеннях α це можливо?

б) Чому дорiвнює detA?

Розв’язання : Вiдомо, що для довiльної симетричної матрицi X = (xij)
n
i,j=1 виконується

рiвнiсть
trX2 =

∑
16i6n
16j6n

x2
ij,

i, крiм того, матричний многочлен P (X) буде симетричним для довiльного многочлена P .
Якщо покласти X = A2 − A, то∑

16i6n
16j6n

x2
ij = trX2 = trA4 − 2 trA3 + trA2 = 0.

Останнє означає, що всi елементи X – нулi, тобто X = Θ, де Θ – нульова матриця. Таким
чином, A2 = A, i, вiдповiдно, α = trA.
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а) Оскiльки матриця A симетрична, то для неї є вiрним представлення

B = V −1AV,

де B – дiагональна матриця, причому trA = trB. Крiм того,

B2 = V −1AV V −1AV = V −1A2V = V −1AV = B.

Оскiльки B дiагональна, то кожен її елемент має дорiвнює 0 або 1, тобто

α = trA = trB ∈ {0, 1, . . . , n}.

Очевидно, що для кожного такого α iснує матриця A, яка задовольняє умову задачi (напри-
клад, дiагональна матриця з α одиницями).

б) Якщо α ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, то на головнiй дiагоналi матрицi B буде присутнiй принаймнi
один 0, i, вiдповiдно, detA = detB = 0. Якщо ж α = n, то матриця B є одиничною, i detA =
detB = 1.

Вiдповiдь: а) α =∈ {0, 1, . . . , n}; б) 0 або 1.

Задача 4. Знайти розв’язок задачi Кошi
f ′ = f sinx+ g cos x,

g′ = g sinx+ f cosx,

f(0) = g(0) = 1.

(3)

Розв’язання : Розглянемо функцiю h(x) = f(x) − g(x). З (3) легко отримати, що вона
задовольняє задачi Кошi

h′ = h(sinx− cosx), h(0) = 0.

Оскiльки, очевидно, h(x) ≡ 0 є розв’язком, то в силу теореми iснування та єдиностi вiн буде й
єдиним. Це означає, що f(x) ≡ g(x). Тодi з (3) випливає, що

f ′ = f(sinx+ cos x),

загальним розв’язком якого є f(x) = Cesinx−cosx. Використовуючи початкову умову f(0) = 1,
отримуємо f(x) = g(x) = e1+sinx−cosx.

Вiдповiдь: f(x) = g(x) = e1+sinx−cosx.

Задача 5. Про многочлен P (z) =
n∑

k=0

akz
k з комплексними коефiцiєнтами вiдомо, що

a0 = 1, a3 = a6 = a9 = . . . = 0.

Довести, що у будь-якого правильного шестикутника, вписаного в одиничне коло, знайдуться
двi рiзнi вершини z1 та z2 такi, що |P (z1)| ≥ 1, |P (z2)| ≥ 1.

Розв’язання : Оскiльки вершини вписаного в одиничне коло правильного шостикутика мо-
жна роздiлити на двi трiйки вершин вписаних в одиничне коло правильних трикутникiв, то
достатньо довести, що у кожного правильного трикутника, вписаного в одиничне коло, є при-
наймнi одна така вершина z, для якої |P (z)| > 1.

Доведемо вiд супротивного: нехай iснує правильний вписаний в одиничне коло трикутник з
вершинами z1, z2, z3 такий, що |P (z1)| < 1, |P (z2)| < 1, |P (z3)| < 1. Тодi

|P (z1) + P (z2) + P (z3)| 6 |P (z1)|+ |P (z2)|+ |P (z3)| < 3.
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Покажемо, що
zn1 + zn2 + zn3 = 0 при n ∈ N, n ̸= 3k, k ∈ N.

Оскiльки z2 = e
2πi
3 z1, z3 = e

4πi
3 z1, e2nπi = 1, e

2nπi
3 ̸= 1 при n ∈ N, n ̸= 3k, k ∈ N, то

zn1 + zn2 + zn3 = zn1 (1 + e
2nπi
3 + e

4nπi
3 ) = zn1

e2nπi − 1

e
2nπi
3 − 1

= 0.

З останньої рiвностi випливає, що

P (z1) + P (z2) + P (z3) = 3 + a1(z1 + z2 + z3) + a2(z
2
1 + z22 + z23) + a4(z

4
1 + z42 + z43) + . . . = 3,

протирiччя.

Задача 6. Функцiональна послiдовнiсть (fn, n ≥ 1) задана рекурентним способом:

f1(x) =
x

1 +
√
1 + x2

, fn(x) = fn−1(f1(x)), n ≥ 2, x ∈ R.

Знайти lim
n→∞

2n
1∫
0

fn(x) dx.

Розв’язання : З задачi 6 першого курсу випливає, що

lim
n→∞

2nfn(x) = arctg x.

Тому

lim
n→∞

2n
1∫

0

fn(x) dx =

1∫
0

lim
n→∞

2nfn(x) dx =

1∫
0

arctg x dx =

= x arctg x|10 −
1∫

0

x d arctg x =
π

4
−

1∫
0

x

1 + x2
dx =

=
π

4
− 1

2
ln(1 + x2)|10 =

π

4
− ln 2

2
.

Вiдповiдь:
π

4
− ln 2

2
.

Задача 7. Обчислити iнтеграл

π∫
0

sin2(2012x)

sin2 x
dx.

Розв’язання : Див розв’язок задачi 7 першого курсу.
Вiдповiдь: 2012π.

Задача 8. В країнi є n мiст C1, C2, . . . , Cn, n ≥ 3, причому мiж кожними двома мiстами
є пряме авiасполучення. Розсiяний турист починає подорож в мiстi C1, потiм летить в навма-
ння обране iнше мiсто i повторює цю процедуру, поки не повернеться в C1. Вважаючи, що на
кожному кроцi турист обирає будь-яку наступну цiль з однаковими ймовiрностями, знайти

а) ймовiрнiсть того, що протягом подорожi турист вiдвiдає мiсто C2;
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б) математичне сподiвання кiлькостi рiзних вiдвiданих мiст.

Розв’язання :
а) Знайдемо ймовiрнiсть того, що через k+1 перельотiв турист повернеться в мiсто C1 i при

цьому не вiдвiдає мiсто C2, k ∈ N. Ймовiрнiсть того, що на першому перельотi турист не попаде

в мiсто C2, дорiвнює
n− 2

n− 1
. Ймовiрнiсть того, що на i-ому перельотi, 2 6 i 6 k, турист не попаде

в мiста C1 i C2, дорiвнює
n− 3

n− 1
. Ймовiрнiсть того, що на (k+1)-ому перельотi турист потрапить

до мiста C1, дорiвнює
1

n− 1
. Отже, ця ймовiрнiсть дорiвнює

n− 2

n− 1
·
(
n− 3

n− 1

)k−1

· 1

n− 1
=

n− 2

(n− 1)2
·
(
n− 3

n− 1

)k−1

.

Тодi ймовiрнiсть того, що турист не вiдвiдає мiсто C2, дорiвнює сумi цих ймовiрностей для
всiх k ∈ N, тобто

n− 2

(n− 1)2
·

∞∑
k=1

(
n− 3

n− 1

)k−1

=
n− 2

(n− 1)2
· 1

1− n− 3

n− 1

=
n− 2

2(n− 1)
,

i тому ймовiрнiсть того, що турист вiдвiдає мiсто C2, дорiвнює 1− n− 2

2(n− 1)
=

n

2(n− 1)
.

б) Нехай випадкова величина ξ – кiлькiсть вiдвiданих мiст, а випадковi величини εi, i = 2, n
задано наступним чином:

εi =

{
1, якщо турист вiдвiдав мiсто Ci,
0, якщо турист не вiдвiдав мiсто Ci.

Тодi
ξ = 1 + ε2 + . . .+ εn,

де перша одиниця вiдповiдає за мiсто C1, яке турист вiдвiдує в будь-якому випадку.
Беручи математичнi сподiвання злiва та справа в останнiй рiвностi, маємо:

Eξ = 1 + Eε2 + . . .+ Eεn = 1 + P{ε2 = 1}+ . . .+ P{εn = 1} =

= 1 + (n− 1)
n

2(n− 1)
=

n

2
+ 1.

Вiдповiдь: а)
n

2(n− 1)
; б)

n

2
+ 1.


