
РОЗВ’ЯЗКИ ЗАДАЧ
СТУДЕНТСЬКОЇ ОЛIМПIАДИ НТУУ «КПI»

З МАТЕМАТИКИ, 2013 р.
Перший курс

Задача 1. Якi значення може приймати вираз ab + cd за умови, що a2 + b2 = c2 + d2 i
ac+ bd = 0?

Розв’язання : Нехай p = a2 + b2 = c2 + d2 ≥ 0. Якщо p = 0, то a = b = c = d = 0 i ab+ cd = 0.
Нехай p > 0. З умови задачi випливає iснування таких α, β ∈ R, що

a = p cosα, b = p sinα, c = p cos β, d = p sin β.

Пiдставляючи отримане в другу умову отримаємо,

0 = ac+ bd = p2(cosα cos β + sinα sin β) = p2 cos (α− β),

тобто cos (α− β) = 0, i тому

ab+ cd = p2(cosα sinα + cos β sin β) =
p2

2
(sin 2α + sin 2β) = p2 sin (α+ β) cos (α− β) = 0,

Вiдповiдь: 0.

Задача 2. Знайти геометричне мiсце точок на площинi, координати (x, y) яких задовольня-
ють рiвняння ∣∣∣∣∣∣

1 cosx cos(x+ y)
cos x 1 cos y

cos(x+ y) cos y 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Розв’язання : Доведемо, що для будь-якого n > 3 i a1, a2, . . . , an ∈ R виконується рiвнiсть

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos(a1 − a1) cos(a2 − a1) . . . cos(an − a1)
cos(a1 − a2) cos(a2 − a2) . . . cos(an − a2)

. . . . . . . . . . . .
cos(a1 − an) cos(a2 − an) . . . cos(an − an)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (1)

Помiтимо, що A = BTB, де

B =


cos a1 cos a2 . . . cos an
sin a1 sin a2 . . . sin an
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

 .

Потрiбний результат випливає з того факту, що матриця B є виродженою, а тому й матриця
A, як добуток вироджених, є виродженою.

Якщо покласти n = 3, a1 = 0, a2 = x, a3 = x+y, отримаємо, що визначник дорiвнює нулю для
всiх (x, y) ∈ R2, а тому шукане ГМТ є всiєю площиною.

Вiдповiдь: R2.
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Задача 3. Знайти кiлькiсть розв’язкiв в цiлих числах рiвняння

x3 + y3 + z3 = 20122014.

Розв’язання : З одного боку,

20122014 ≡ 52014 ≡ 54 ≡ 4( mod 9).

З iншого боку, куб цiлого числа, як неважко переконатися перебором, при дiленнi на 9 може
давати у залишку лише −1, 0 або 1. Останнє означає, що сума трьох кубiв не може давати
залишок 4 при дiленнi на 9, а тому дане рiвняння розв’язкiв не має.

Вiдповiдь: 0.

Задача 4. Нехай thx = shx
chx

— гiперболiчний тангенс x. Знайти область визначення та побу-
дувати графiк функцii

f(x) = lim
n→∞

(thnx)2
n+n. (2)

Розв’язання : Розглянемо три випадки:
1) Нехай x = 0. Тодi f(x) = 0.
2) Нехай x > 0. Розглянемо (2), враховуючи те, що thnx > 0,

f(x) = lim
n→∞

(thnx)2
n+n = lim

n→∞

(
1− 2

e2nx + 1

)2n+n

= [1∞] =

=
Використаємо формулу:
lim
n→∞

uv = [1∞] = e
lim

n→∞
(u−1)v = lim

n→∞
exp

(
−2 · 2n + n

e2nx + 1

)
=

= lim
n→∞

exp

(
−2en(ln 2−2x) · 1 + n2−n

1 + e−2nx

)
= lim

n→∞
exp

(
−2en(ln 2−2x)

)
.

Оскiльки значення границi залежить вiд знаку ln 2− 2x, легко отримати, що

f(x) = lim
n→∞

exp
(
−2en(ln 2−2x)

)
=


0, x ∈

(
0,

ln 2

2

)
e−2, x =

ln 2

2

1, x ∈
(
ln 2

2
,∞
) . (3)

3) Нехай x < 0. В цьому випадку,

f(x) = lim
n→∞

(thnx)2
n+n = lim

n→∞
(−1)n

(
1− 2

e2n(−x) + 1

)2n+n

.

Оскiльки −x > 0, тодi в силу (3), границя буде iснувати у випадку, коли x ∈
(
− ln 2

2
, 0

)
, а при

x ∈
(
−∞,− ln 2

2

]
границя не iснує, а тому функцiя є не визначеною.

Пiдсумовуючи отримане, маємо наступний графiк функцiї:
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Рис. 1.

Вiдповiдь: D(f) =

(
− ln 2

2
,+∞

)
, графiк функцiї – див. Рис. 1.

Задача 5. Числову послiдовнiсть (an, n ≥ 0) задано рiвностями{
a0 = 1,

an = a3n−1 + 3an−1, n ≥ 1.
(4)

Довести, що для деякого дiйсного числа φ число an може бути знайдено за формулою an =
[
φ3n
]
,

де [·] позначає цiлу частину. Знайти число φ.

Розв’язання : Розглянемо функцiю f(x) = x3 + 3x. Неважко перевiрити, що

f

(
t− 1

t

)
= t3 − 1

t3
. (5)

Знайдемо таке значення t > 0, для якого виконується рiвнiсть t − 1

t
= a0 = 1. Розв’язавши

вiдповiдне квадратне рiвняння, отримаємо, що t =
1 +

√
5

2
.

Використовуючи (5) та рекурентне спiввiдношення (4) будемо мати

a0 = t− 1

t
, a1 = f(a0) = f

(
t− 1

t

)
= t3 − 1

t3
, a2 = f(a1) = f

(
t3 − 1

t3

)
= t9 − 1

t9
, . . . ,

an = f(an−1) = f

(
t3

n−1 − 1

t3n−1

)
= t3

n − 1

t3n
, . . . .

Пiдставляючи в останню рiвнiсть t =
1 +

√
5

2

an =

(
1 +

√
5

2

)3n

−

(
1 +

√
5

2

)−3n

=

(
1 +

√
5

2

)3n

−

(√
5− 1

2

)3n

.

Враховуючи те, що
√
5− 1

2
∈ (0, 1) (вiдповiдно,

(√
5− 1

2

)3n

∈ (0, 1)) i an є цiлим числом

остаточно отримаємо

an =

(1 +
√
5

2

)3n
 .
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Вiдповiдь: φ =
1 +

√
5

2
.

Задача 6. Функцiю y(x), x ≥ 0, задано неявно рiвнiстю x + xp = y + yq, де 0 < p < q < 1 —
фiксованi параметри. Знайти

lim
x→+∞

yq − xq

x2q−1
.

Розв’язання : Введемо позначення z = x+ xp = y + yq. Тодi,

lim
x→+∞

x

z
= 1, lim

y→+∞

y

z
= 1,

i, вiдповiдно, x ∼ y ∼ z при x → +∞.
Використовуючи отриману еквiвалентнiсть, будемо мати

lim
x→+∞

yq − xq

x2q−1
= lim

y→+∞

yq − zq

y2q−1
+ lim

x→+∞

zq − xq

x2q−1
=

= lim
y→+∞

yq(1− (1 + yq−1)q)

y2q−1
+ lim

x→+∞

xq((1 + xp−1)q − 1)

x2q−1
=

= lim
y→+∞

yq · (−qyq−1)

y2q−1
+ lim

x→+∞

xqqxp−1

x2q−1
= −q + 0 = −q.

Вiдповiдь: −q.

Задача 7. Знайти всi неперервнi функцiї f(x), x > 0, якi задовольняють функцiональне
рiвняння

f
(
xf(y)

)
= yf(x). (6)

Розв’язання : З (6) випливає, що f(x) > 0, x > 0 ( xf(y) > 0 для всiх x, y > 0) та

f(f(xf(y))) = f(yf(x)) = xf(y).

Поклавши в останнiй рiвностi x =
t

f(1)
, y = 1, отримаємо

f(f(t)) = t, t > 0. (7)

Тодi пiдставляючи замiсть y f(y) (6) можна переписати у виглядi

f(xy) = f(x)f(y). (8)

Знайдемо функцiї, якi задовольняють (8). Помiтимо, що для функцiї g(x) = ln f(ex), в силу
(8), буде виконуватись рiвнiсть Кошi:

g(x) + g(y) = ln f(ex) + ln f(ey) = ln(f(ex)f(ey)) = ln f(ex+y) = g(x+ y),

якому задовольняють лише функцiї вигляду g(x) = kx, k ∈ R. Останнє означає, що

f(x) = eg(lnx) = ek lnx = xk.

Для визначення пiдходящих значень k пiдставляємо цю функцiю в (7) та отримуємо лише

два розв’язки f(x) = x i f(x) =
1

x
. Легко впевнитись, що вказанi функцiї задовольняють умову

задачi.
Вiдповiдь: f(x) = x i f(x) =

1

x
.
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Задача 8. Нехай K — множина всiх iнтегровних функцiй f : [0, 1] → R, якi для будь-яких
x, y ∈ [0, 1] задовольняють нерiвнiсть xf(y) + yf(x) ≤ 1. Довести, що

max
f∈K

1∫
0

f(x) dx =
π

4
. (9)

Розв’язання : Зробимо двi замiни змiнних x = cos t та x = sin t у (9),∫ 1

0

f(x) dx =

∫ π/2

0

f(sin t) cos t dt =

∫ π/2

0

f(cos t) sin t dt,

звiдки ∫ 1

0

f(x) dx =
1

2

∫ π/2

0

(f(sin t) cos t+ f(cos t) sin t) dt.

Нерiвнiсть з умови задачi, при пiдстановцi замiсть x = cos t та y = sin t, запишеться у виглядi
f(sin t) cos t+ f(cos t) sin t 6 1. З останього випливає∫ 1

0

f(x) dx 6 1

2

∫ π/2

0

dt =
π

4
.

Можна показати, що функцiя f(x) =
√
1− x2 задовольняє умову задачi (зробити замiну

x = sin t), i, крiм того,
1∫
0

f(x) dx = π
4
.
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Старшi курси

Задача 1. Позначимо через ν(n) кiлькiсть цифр у десятковому запису числа n. Дослiдити
на збiжнiсть ряд

∞∑
n=1

1

ν(n)ν(n)
.

Розв’язання : Легко бачити, що початковий ряд є знакододатнiм, i його можна представити
у виглядi

∞∑
n=1

1

ν(n)ν(n)
= 9

1

11
+ 90

1

22
+ . . .+ 9 · 10k−1 1

kk
+ . . . =

9

10

∞∑
k=1

(
10

k

)k

.

Помiтимо, що при k > 20 (
10

k

)k

<

(
1

2

)k

,

i за 1-ю ознакою порявняння початковий ряд також збiгається, оскiльки
∞∑

k=21

(
1

2

)k

< 1.

Вiдповiдь: Збiгається.

Задача 2. Знайти геометричне мiсце точок в просторi, координати (x, y, z) яких задоволь-
няють рiвняння ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos x cos(x+ y) cos(x+ y + z)
cos x 1 cos y cos(y + z)

cos(x+ y) cos y 1 cos z
cos(x+ y + z) cos(y + z) cos z 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Розв’язання : Пiдставляючи в (1), iз задачi 2 першого курсу,

n = 4, a1 = 0, a2 = x, a3 = x+ y, a4 = x+ y + z,

отримаємо, що визначник завжди дорiвнює нулю, а тому шукане ГМТ є всiм простором.
Вiдповiдь: R3.

Задача 3. Обчислити суму ряду
∞∑
n=1

1
n∑

i=1

i2
.

Розв’язання : Оскiльки

12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

то
∞∑
n=1

1
n∑

i=1

i2
= 6

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(2n+ 1)
= 6

∞∑
n=1

(
1

n
+

1

n+ 1
− 4

2n+ 1

)
=

= 12
∞∑
n=1

(
1

2n
+

1

2n+ 2
− 2

2n+ 1

)
.
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Використовуючи те, що
(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .

)
= ln 2 отримаємо

∞∑
n=1

(
1

2n
+

1

2n+ 2
− 2

2n+ 1

)
=

(
1

2
− 2

3
+

1

4

)
+

(
1

4
− 2

5
+

1

6

)
+ . . . =

= −1

2
+ 2

(
1

2
− 1

3
+

1

4
− 1

5
+ . . .

)
= −1

2
+ 2(1− ln 2) =

3

2
− 2 ln 2.

Остаточно
∞∑
n=1

1
n∑

i=1

i2
= 12

(
3

2
− 2 ln 2

)
= 18− 24 ln 2.

Вiдповiдь: 18− 24 ln 2.

Задача 4. Знайти всi функцiї y, якi задовольняють умови
y′′(x) + y(x) + y(−x) = 1,

y(0) = 0,

y′(0) = 0.

(10)

Розв’язання : Пiдставляючи в (10) замiсть x −x, отримаємо

y′′(−x) = y′′(x).

Розглянемо функцiю t(x) = y(x) + y(−x). Для неї легко отримати наступне

t(0) = 0, t′(x) = y′(x)− y′(−x), t′(0) = 0, t′′(x) = y′′(−x) + y′′(x) = 2y′′(x).

Тодi функцiя t(x) задовольняє диференцiальному рiвнянню
1

2
t′′(x) + t(x) = 1,

t(0) = 0,

t′(0) = 0,

розв’язком якого є t(x) = 1− cos(x
√
2).

З (10) випливає, що 
y′′(x) = 1− t(x) = cos(x

√
2),

y(0) = 0,

y′(0) = 0.

.

Легко отримати, що останнє рiвняння має розв’язком функцiю y(x) =
1

2
− 1

2
cos(x

√
2), яка

задовольняє умовi задачi.

Вiдповiдь: y(x) =
1

2
− 1

2
cos(x

√
2).

Задача 5. Послiдовнiсть многочленiв
(
Pn(x), n ≥ 0

)
задано рiвностями{

P0(x) = x,

Pn(x) = P 3
n−1(x) + 3Pn−1(x), n ≥ 1.

Довести, що для деякого дiйсного числа φ суму всiх коефiцiєнтiв Sn многочлена Pn(x) може
бути знайдено за формулою Sn =

[
φ3n
]
, де [·] позначає цiлу частину. Знайти число φ.
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Розв’язання : Використати результат задачi 5 першого курсу, враховуючи те, що

Sn = Pn(1) = an,

де an задано в задачi 5 першого курсу.

Вiдповiдь: φ =
1 +

√
5

2
.

Задача 6. Функцiю y(x), x ≥ 0, задано неявно рiвнiстю x + xp = y + yq, де 0 < p < q < 1 —
фiксованi параметри. Знайти

lim
x→+∞

yq − xq

x2q−1
.

Розв’язання : Див. розв’язок задачi 6 першого курсу.

Задача 7. Знайти всi неперервнi функцiї f(x), x > 0, якi задовольняють функцiональне
рiвняння

f
(
xf(y)

)
= yf(x).

Розв’язання : Див. розв’язок задачi 7 першого курсу.

Задача 8. Нехай K — множина всiх iнтегровних функцiй f : [0, 1] → R, якi для будь-яких
x, y ∈ [0, 1] задовольняють нерiвнiсть xf(y) + yf(x) ≤ 1. Довести, що

max
f∈K

1∫
0

f(x) dx =
π

4
.

Розв’язання : Див. розв’язок задачi 8 першого курсу.
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