
РОЗВ’ЯЗКИ ЗАДАЧ
ВIДКРИТОЇ СТУДЕНТСЬКОЇ ОЛIМПIАДИ НТУУ «КПI»

З МАТЕМАТИКИ, 2014 р.
Перший курс

Задача 1. Точки A1, . . . , An ∈ R2 мають таку властивiсть: для кожної точки B ∈
R2 серед вiдстаней BAi, i = 1, . . . , n, є принаймнi одна iррацiональна. Яке найменше
значення може набувати число n?

Розв’язання : Якщо є лише одна точка A1, то завжди знайдеться така точка B,
що BA1 ∈ Q. Тому n ≥ 2.

Двох точок також буде не достатньо. Дiйсно, для будь-якої точки B, що належить
серединному перпендикуляру до A1 та A2, вiдстанi BA1 та BA2 збiгаються, а отже
значення можуть бути рацiональними одночасно.

В той же час, завжди можна побудувати три точки iз вказаною властивiстю. Дiй-
сно, розглянемо точки A1(0, 0), A2(1, 0) та A3(π, 0), а також довiльну точку B(b1, b2).
Якщо BA1, BA2 ∈ Q, то b2

1 +b2
2 ∈ Q i (b1−1)2 +b2

2 ∈ Q, звiдки b1 ∈ Q. Якщо до того ж
i BA3 ∈ Q, то π2− (2b1)π +(b2

1 + b2
2) = (b1−π)2 + b2

2 ∈ Q. Тому π виявляється коренем
квадратного рiвняння з рацiональними коефiцiєнтами, що неможливо. Таким чином,
ρ(B,A3) /∈ Q.
Вiдповiдь: 3.

Задача 2. Орбiтою O(~x, ~y) векторiв ~x, ~y ∈ R2 назвемо множину всiх векторiв
вигляду α~x + β~y, де α2 + β2 = 1. Також назвемо множину M ⊂ R2 замкненою
вiдносно орбiт, якщо O(~x, ~y) ⊂M для будь-яких ~x, ~y ∈M.

Нехай ~x0, ~y0 ∈ R2 — два фiксованих вектори. Знайти найменшу замкнену вiдносно
орбiт множину M, яка мiстить ~x0 та ~y0.

Розв’язання : Дослiдимо властивостi множини M замкненої вiдносно орбiт.
Оскiльки при α2 +β2 = 1 величина α+β набуває всiх значень з вiдрiзку [−√2,

√
2],

то для будь-якого ~x ∈M має мiсце включення

{c~x : c ∈ [−
√

2,
√

2]} = {α~x + β~x : α2 + β2 = 1} = O(~x, ~x) ⊂M.

Повторюючи цi мiркування n разiв, одержимо {c~x : c ∈ [−(
√

2)n, (
√

2)n]} ⊂ M. Спря-
мовуючи n до нескiнченностi, маємо {c~x : c ∈ R} ⊂ M.

Крiм того, для будь-яких x, y ∈ M виконується ~x+~y√
2
∈ M. Тому (за доведеним

вище) ~x+~y ∈M. Таким чином,M є лiнiйним пiдпростором R2. Обернене твердження
(кожний лiнiйний пiдпростiр в R2 є замкненим вiдносно орбiт) є очевидним.

Тому найменшою множиною M, що включає вектори ~x0 та ~y0, буде їх лiнiйна
оболонка.
Вiдповiдь: лiнiйна оболонка векторiв ~x0, ~y0, тобто множина

{C1~x0 + C2~y0, де C1, C2 ∈ R}.
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Задача 3. Квадратна матриця A порядку n має ранг r. Якi значення в залежностi
вiд n та r може набувати ранг приєднаної матрицi (тобто матрицi, складеної з її
алгебраїчних доповнень)?

Розв’язання : Якщо r = n, то iснує обернена матриця A−1, i A∗ = det A · (A−1)T .
При цьому rank A∗ = rank A−1 = n.

Якщо r ≤ n − 2, то всi мiнори порядку n − 1 дорiвнюють нулевi. Тому A∗ = O, i
rank A∗ = 0.

Розглянемо, нарештi, випадок r = n − 1. Тодi det A = 0, i тому для будь-якого

i = 1, . . . , n маємо
n∑

j=1

aijAij = 0. Бiльш того, для будь-якого фiксованого k = 1, . . . , n,

k 6= i, також
n∑

j=1

akjAij = 0. Це стає очевидним, якщо в матрицi A замiсть i-го ряд-

ка повторно записати k-ий i розкласти визначник одержаної матрицi (рiвний нулевi
внаслiдок наявностi двох однакових рядкiв) за k-им рядком. Таким чином, рядки
матрицi A∗ виявляються лiнiйно залежними, а лiнiйнi комбiнацiї, якi реалiзують цю
лiнiйну залежнiсть, визначаються будь-яким рядком матрицi A. Оскiльки серед ряд-
кiв матрицi A є n− 1 лiнiйно незалежний, то rank A∗ ≤ 1. В той же час, вiн не може
бути нульовим, оскiльки в цьому випадку було б A∗ = O, хоча серед мiнорiв (n−1)-го
порядку матрицi A є принаймнi один ненульовий. Отже, rank A∗ = 1.

Вiдповiдь: rank A∗ =





0, якщо r ≤ n− 2,
1, якщо r = n− 1,
n, якщо r = n.

Задача 4. Якi значення може набувати визначник
∣∣∣∣

S(A) S(A ∩B)
S(A ∩B) S(B)

∣∣∣∣ ,

де A та B — пiдмножини одиничного круга, а через S(·) позначено площу?

Розв’язання : Позначимо

a = S(A \B), b = S(B \ A), c = S(A ∩B).

Ясно, що a, b, c ≥ 0, a + b + c ≤ π. Тодi шуканий визначник ∆ допускає явне обчисле-
ння:

∆ =

∣∣∣∣
a + c c

c b + c

∣∣∣∣ = ab + ac + bc.

З нерiвностi мiж середнiм арифметичним та середнiм квадратичним маємо:

0 ≤ ∆ =
1

2

(
(a + b + c)2 − (a2 + b2 + c2)

) ≤ π2

2
− 3

2

(a2 + b2 + c2)

3
≤ π2

2
− 3

2
· π2

9
=

π2

3
.

Значення ∆ = π2

3
дiйсно досягається при a = b = c = π

3
. Рiвномiрно зменшуючи

множини A та B (наприклад, шляхом гомотетiї), можемо одержати будь-яке iнше

значення ∆ в промiжку
[
0,

π2

3

]
.
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Вiдповiдь: Будь-яке значення з вiдрiзку
[
0,

π2

3

]
.

Задача 5. Знайти всi неперервнi функцiї двох змiнних
(
f(x, y), x, y ∈ R2

)
, якi

задовольняють функцiональне рiвняння

f(5x, 5y) + f(4x− 3y, 3x + 4y) = x + y.

Розв’язання : Спочатку знайдемо частковий розв’язок у виглядi f(x, y) = ax+by.
Розв’язуючи систему рiвнянь, отримаємо

f(x, y) =
x + 2y

15
.

Нехай g(x, y) = f(x, y)− x+2y
15

, тодi

g(5x, 5y) + g(4x− 3y, 3x + 4y) = 0.

Оскiльки в R2 точка з координатами (4x − 3y, 3x + 4y) отримується з точки з ко-
ординатами (5x, 5y) поворотом на кут α = arcsin 3

5
, то при поворотi на кут α знак

функцiї змiнюється на протилежний, вiдповiдно при поворотi на кут 2α (а отже i на
кут 2αk, k ∈ Z) значення функцiї не змiнюється.

З того, що 2α
2π

є iррацiональним числом випливає, що множина точок, утворена
поворотом деякої точки (x, y) 6= (0, 0) на кути 2αk, k ∈ Z, буде щiльною на колi
радiуса R =

√
x2 + y2 з центром у початку координат. Це означає, що для будь-якого

околу довiльної точки цього кола iснує таке значення k ∈ Z, що точка отримана
поворотом точки (x, y) на кут 2αk, буде належати вказаному околу. З останнього
випливає, що неперервна функцiя g(x, y) буде сталою на будь якому колi з центром
у початку координат.

Покажемо, що g(x, y) ≡ 0. Очевидно, що g(0, 0) = 0. Нехай для деякої точки (x, y) ∈
R2\{(0, 0)} g(x, y) = C 6= 0. Тодi значення функцiї g на всьому колi радiуса R =√

x2 + y2 з центром у початку координат дорiвнює C. Але в точцi, яка отримується з
(x, y) поворотом на кут α, значення функцiї g дорiвнює −C 6= C, протирiччя. Отже,
g(x, y) ≡ 0 i, вiдповiдно, f(x, y) ≡ x+2y

15
.

Вiдповiдь: f(x, y) ≡ x + 2y

15
.

Задача 6. Нехай f(x) = x3+1
2

, а

fn(x) = f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸
n разiв

(x) . . .)).

Знайти область визначення та побудувати графiк функцiї lim
n→∞

fn(x).

Розв’язання : Позначимо f∞(x) = lim
n→∞

fn(x). Переходячи до границi при n → ∞
в рiвностi

fn+1(x) = f(fn(x)),
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маємо f∞(x) = f(f∞(x)). Рiвняння f(z) = z має лише три розв’язки:

z1 =
−1−√5

2
, z2 =

−1 +
√

5

2
, z3 = 1.

Розглянемо тепер рiзнi варiанти взаємного розташування x та точок z1, z2, z3. При
цьому ми будемо постiйно використовувати те, що функцiя f є неспадною на R.

а) x > z3. Тодi x < f(x) < f(f(x)) < . . . Оскiльки на iнтервалi (z3, +∞) немає
жодного кандидата на роль границi, то f∞(x) = ∞.

б) x = z3. Тодi z3 = x = f(x) = f(f(x)) = . . . Тому f∞(x) = z3.

в) z2 < x < z3. Тодi x > f(x) > f(f(x)) > . . . > z2. Тому f∞(x) = z2.

г) x = z2. Тодi z2 = x = f(x) = f(f(x)) = . . . Тому f∞(x) = z2.

д) z1 < x < z2. Тодi x < f(x) < f(f(x)) < . . . < z2. Тому f∞(x) = z2.

е) x = z1. Тодi z1 = x = f(x) = f(f(x)) = . . . Тому f∞(x) = z1.

є) x < z1. Тодi x > f(x) > f(f(x)) > . . . Оскiльки на iнтервалi (−∞, z1) немає
жодного кандидата на роль границi, то f∞(x) = −∞.

Вiдповiдь: Область визначення D(f) =
[−1−√5

2
; 1

]
. Сама функцiя задається спiв-

вiдношенням

lim
n→∞

fn(x) =





−1−√5
2

, x = −1−√5
2

;
−1+

√
5

2
, −1−√5

2
< x < 1;

1, x = 1.
.

Задача 7. Нехай q1, . . . , qn — фiксованi невiд’ємнi числа, сума яких дорiвнює 1.

За яких невiд’ємних чисел p1, . . . , pn, сума яких також дорiвнює 1, добуток
n∏

i=1

pi
qi

набуває максимального значення?

Розв’язання : Покажемо, що максимум досягається при pi = qi, тобто що при
довiльному iншому наборi {pi} виконується нерiвнiсть

n∏
i=1

pi
qi <

n∏
i=1

qi
qi .

Якщо при деякому i qi 6= 0, pi = 0, то лiва частина дорiвнює 0 i нерiвнiсть очевидна.
Якщо при деякому i pi = qi = 0, то нерiвнiсть скорочується на вiдповiдний множник.
Отже можна вважати, що для всiх i pi 6= 0.

Оскiльки функцiя ln x монотонна, логарифмуючи, зведемо нерiвнiсть до рiвно-
сильної:

n∑
i=1

qiln pi <

n∑
i=1

qiln qi .
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Скористаємося нерiвнiстю ln x ≤ x− 1, де рiвнiсть досягається тiльки при x = 1:

n∑
i=1

qi ln pi −
n∑

i=1

qi ln qi =
n∑

i=1

qi ln
pi

qi

≤
n∑

i=1

qi
pi

qi

−
n∑

i=1

qi = 0,

причому рiвнiсть досягається тiльки при pi

qi
= 1 для всiх i, що й треба було довести.

Задача 8. Знайти всi функцiї
(
f(x), x ∈ R)

, якi для всiх a, b ∈ R, a < b, задоволь-
няють спiввiдношення

f

(
a + b

2

)
=

1

b− a

b∫

a

f(x) dx. (1)

Розв’язання : Якщо покласти a = α−x, b = α+x, то (1) перепишеться у виглядi

2xf(α) =

α+x∫

α−x

f(t)dt.

Звiдси, зокрема, випливає, що функцiя f є диференцiйовною. Диференцiюючи це
спiввiдношення за x, одержуємо:

2f(a) = f (a + x) + f (a− x) .

Знову диференцiюючи за x, маємо

f ′ (a + x) = f ′ (a− x) .

В силу довiльностi вибору a та x, одержуємо, що f ′(x) ≡ const. Тому f є лiнiйною
функцiєю, тобтоf(x) = ax + b.
Вiдповiдь: лiнiйнi функцiї вигляду f(x) = ax + b.

Задача 9. Довести, що при x > 0

1 +
√

1 + x2 < xe
1
x .

Розв’язання : Роблячи замiну x = 1
t
, перейдемо до нерiвностi et > t+

√
1 + t2, яка

є очевидною, оскiльки для x > 0

et > 1 + t +
t2

2
= t +

√
1 + t2 +

t4

4
> t +

√
1 + t2.
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Старшi курси

Задача 1. Точки A1, . . . , An ∈ Rd мають таку властивiсть: для кожної точки B ∈
Rd серед вiдстаней BAi, i = 1, . . . , n, є принаймнi одна iррацiональна. Яке найменше
значення може набувати число n в залежностi вiд d?

Розв’язання : Якщо є лише одна точка A1, то завжди знайдеться така точка B,
що BA1 ∈ Q. Тому n ≥ 2 для будь-якого d.

Якщо d = 1, то достатньо двох точок A1 та A2, наприклад з координатами 0 та
π. Дiйсно, тодi серед вiдстаней BA1 = |b − 0| = |b| та BA2 = |b − π| принаймнi одна
обов’язково iррацiональна.

Якщо d ≥ 2 то двох точок вже не буде достатньо. Дiйсно, для будь-якої точки
B, що належить серединному перпендикуляру до A1 та A2, вiдстанi BA1 та BA2

збiгаються, а отже можуть бути рацiональними одночасно.
В той же час, завжди можна побудувати три точки iз вказаною властивiстю. Дiй-

сно, розглянемо в Rd точки A1(0, 0, . . . , 0), A2(1, 0, . . . , 0) та A3(π, 0, . . . , 0), а також
довiльну точку B(b1, b2, . . . , bd). Якщо BA1, BA2 ∈ Q, то

b2
1 + b2

2 + . . . + b2
d ∈ Q i (b1 − 1)2 + b2

2 + . . . + b2
d ∈ Q,

звiдки b1 ∈ Q. Якщо до того ж i BA3 ∈ Q, то
π2 − (2b1)π + (b2

1 + b2
2 + . . . + b2

d) = (b1 − π)2 + b2
2 + . . . + b2

d ∈ Q.

Тому π виявляється коренем квадратного рiвняння з рацiональними коефiцiєнтами,
що неможливо. Таким чином, BA3 /∈ Q.
Вiдповiдь: 2 при d = 1 та 3 при d ≥ 2.

Задача 2. Орбiтою O(~x, ~y) векторiв ~x, ~y ∈ Rd назвемо множину всiх векторiв
вигляду α~x + β~y, де α2 + β2 = 1. Також назвемо множину M ⊂ Rd замкненою
вiдносно орбiт, якщо O(~x, ~y) ⊂ M для будь-яких ~x, ~y ∈M.

Нехай ~a1, . . . ,~an ∈ Rd — n фiксованих векторiв. Знайти найменшу замкнену вiдно-
сно орбiт множину M, яка мiстить всi цi вектори.

Розв’язання : Покажемо, що множина M замкнена вiдносно орбiт тодi i тiльки
тодi, коли M є лiнiйним пiдпростором простору Rd.

Оскiльки при α2 +β2 = 1 величина α+β набуває всiх значень з вiдрiзку [−√2,
√

2],
то для будь-якого ~x ∈M має мiсце включення

{c~x : c ∈ [−
√

2,
√

2]} = {α~x + β~x : α2 + β2 = 1} = O(~x, ~x) ⊂M.

Повторюючи цi мiркування n разiв, одержимо {c~x : c ∈ [−(
√

2)n, (
√

2)n]} ⊂ M. Спря-
мовуючи n до нескiнченностi, маємо {c~x : c ∈ R} ⊂ M.

Крiм того, для будь-яких x, y ∈ M виконується ~x+~y√
2
∈ M. Тому (за доведеним

вище) ~x+~y ∈M. Таким чином,M є лiнiйним пiдпростором Rd. Обернене твердження
(кожний лiнiйний пiдпростiр в Rd є замкненим вiдносно орбiт) є очевидним.
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Тому найменшою множиною M, що включає вектори ~a1, . . . ,~an, буде їх лiнiйна
оболонка.
Вiдповiдь: лiнiйна оболонка векторiв ~a1, . . . ,~an, тобто множина

{C1~a1 + . . . + Cn~an, де C1, . . . , Cn ∈ R}.

Задача 3. Квадратна матриця A порядку n має визначник d i ранг r. Скiльки
iснує таких матриць X, що (X∗)∗ = A? Тут через X∗ позначено матрицю, приєднану
до матрицi X (тобто складену з її алгебраїчних доповнень).

Розв’язання : Якщо rank X = n, то iснує X−1, i X∗ = det X · (X−1)T . Звiдси
випливає, що det X∗ = (det X)n−1. Тому

(X∗)∗ = det X∗ · ((X∗)−1
)T

= (det X)n−2 ·X. (∗)

Ця формула залишається справедливою i при rank X ≤ n − 1. Це можна пока-
зати двома способами. По-перше, цей факт безпосередньо випливає з задачи 3 для
першого курсу. По-друге, його можна довести, скориставшися тим, що до будь-якої
виродженої матрицi X можна “пiдiбратися” по деяким невиродженим матрицям Xk:
lim
k→∞

Xk = X. Оскiльки формула (∗) виконується для матриць Xk, а операцiї знахо-
дження приєднаної матрицi та взяття детермiнанта є неперервними вiдносно елемен-
тiв матрицi, то формула (∗) виконується також для матрицi X.

З формули (∗) безпосередньо випливає, що рiвняння має нескiнченну кiлькiсть
розв’язкiв при r = 0 (розв’язком є будь-яка вироджена матриця X) i не має жодного
розв’язку при 1 ≤ r ≤ n− 1.

Нехай тепер r = n. З формули (∗) випливає, що кiлькiсть розв’язкiв рiвняння
визначається кiлькiстю значень, якi може набувати число (det X)n−2 для заданої
матрицi A = (X∗)∗. Але det A = det(X∗)∗ = (det X)(n−1)2 . Тому при непарних n
визначник det X, а отже й число (det X)n−2 може набувати два рiзних значення при
det A > 0 i жодного значення при det A < 0. Якщо ж n є парним, то (det X)n−2

визначається однозначно незалежно вiд знаку det A.
Вiдповiдь: 2 при r = n, n — непарне, d > 0; 1 при r = n, n — парне; 0 при

1 ≤ r ≤ n− 1, а також при r = n, n — непарне, d < 0; нескiнченно багато при r = 0.

Задача 4. Випадкова величина ξ має математичне сподiвання 1 та дисперсiю 5.
Якi значення може набувати ймовiрнiсть подiї {ξ = 2}?
Розв’язання : Через I(A) будемо позначати iндикатор випадкової подiї A.
З нерiвностi Кошi-Буняковського маємо:

1 = (−1)2 =
(
E(ξ − 2)

)2
=

(
E

(
(ξ − 2)I(ξ 6= 2)

))2 ≤ E(ξ − 2)2·P{ξ 6= 2} =

= (D(ξ − 2) + (Eξ − 2)2) · (1− P{ξ = 2}) = 6
(
1− P{ξ = 2}).
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Звiдси P{ξ = 2} ≤ 5
6
. Рiвнiсть досягається на величинi ξ, для якої P{ξ = 2} = 5

6
,

P{ξ = −4} = 1
6
. Iнша крайня ситуацiя з P{η = 2} = 0 досягається на розподiлi

N (1, 5). Будь-яке промiжне значення ймовiрностi можна одержати на сумiшi цих
двох розподiлiв, тобто на випадковiй величинi θ, яка дорiвнює ξ з ймовiрнiстю p та
η з ймовiрнiстю 1− p.
Вiдповiдь: Будь-яке значення з вiдрiзку [0, 5/6].

Задача 5. Знайти всi неперервнi функцiї двох змiнних
(
f(x, y), x, y ∈ R2

)
, якi

задовольняють функцiональне рiвняння

f(5x, 5y) + f(4x− 3y, 3x + 4y) = xy.

Розв’язання : Спочатку знайдемо частковий розв’язок у виглядi

f(x, y) = ax2 + bxy + cy2.

Розв’язуючи систему рiвнянь, отримаємо

f(x, y) =
−3x2 + 8xy + 3y2

400
.

Нехай g(x, y) = f(x, y)− −3x2+8xy+3y2

400
, тодi

g(5x, 5y) + g (4x− 3y, 3x + 4y) = 0.

Оскiльки в R2 точка з координатами (4x − 3y, 3x + 4y) отримується з точки з ко-
ординатами (5x, 5y) поворотом на кут α = arcsin 3

5
, то при поворотi на кут α знак

функцiї змiнюється на протилежний, вiдповiдно при поворотi на кут 2α (а отже i на
кут 2αk, k ∈ Z) значення функцiї не змiнюється.

З того, що 2α
2π

є iррацiональним числом випливає, що множина точок, утворена
поворотом деякої точки (x, y) 6= (0, 0) на кути 2αk, k ∈ Z, буде щiльною на колi
радiуса R =

√
x2 + y2 з центром у початку координат. Це означає, що для будь-якого

околу довiльної точки цього кола iснує таке значення k ∈ Z, що точка отримана
поворотом точки (x, y) на кут 2αk, буде належати вказаному околу. З останнього
випливає, що неперервна функцiя g(x, y) буде сталою на будь якому колi з центром
у початку координат.

Покажемо, що g(x, y) ≡ 0. Очевидно, що g(0, 0) = 0. Нехай для деякої точки
(x, y) ∈ R2\{(0, 0)} g(x, y) = 6= 0. Тодi значення функцiї g на всьому колi радiуса
R =

√
x2 + y2 з центром у початку координат дорiвнює . Але в точцi, яка отримується

з (x, y) поворотом на кут α, значення функцiї g дорiвнює − 6= , протирiччя. Отже,
g(x, y) ≡ 0 i, вiдповiдно, f(x, y) = −3x2+8xy+3y2

400
.

Вiдповiдь: f(x, y) ≡ −3x2 + 8xy + 3y2

400
.

Задача 6. Послiдовнiсть додатних чисел {an, n ∈ N} має таку властивiсть: для

будь-якого n має мiсце нерiвнiсть an < an+1+an2 . Довести, що ряд
∞∑

n=1

an розбiгається.
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Розв’язання : З умови випливає, що

a2 < a3 + a4 < a4 + a5 + a9 + a16 < a5 + a6 + a10 + a16 + a17 + a25 + a81 + a256 < a6 + . . .

Якщо вдасться довести, що в жоднiй сумi немає однакових iндексiв, то звiдси для

будь-якого n ≥ 3 буде випливати нерiвнiсть
∞∑

k=n

ak > a2. З цього випливатиме розбi-

жнiсть ряду.
Покажемо, що в жоднiй вищевказанiй сумi немає однакових iндексiв. Нехай це не

так, i вони вперше з’являються в сумi ak + . . . Бiльш точно, будемо вважати, що
деякий доданок an2 з цiєї суми породжується одночасно двома доданками з попере-
дньої суми — an та an2−1. Оскiльки n2−1 не є повним квадратом, то вiн породжується
an2−2. Але й n2−2 не є повним квадратом i має породжуватися n2−3. Цi мiркування
можна повторювати, поки ми не дiйдемо до an2−2n+1. Тому k − 2n + 1 ≥ 2, тобто
k ≥ 2n + 1. З iншого боку, як вже було вiдзначено, в сумi ak−1 + . . . є доданок an.
Тому n ≥ k − 1. З цих двох нерiвностей k ≤ 1, що неможливо (навiть перша “сума”
починається з a2 i мiстить лише його).

Задача 7. Знайти функцiї, якi визначенi на всiй дiйснiй осi та задовольняють
диференцiальному рiвнянню

xy′′ + (2x + 2)(y′ + y + 1) = 0.

Розв’язання : Зробимо на R\{0} замiну y = p
x
. Пiсля пiдстановок та скорочення

прийдемо до рiвняння
p′′ + 2p′ + 2p + 2(x + 1) = 0

з загальним розв’язком

p(x) = −x + e−x(a cos x + b sin x), y(x) = −1 +
e−x

x
(a cos x + b sin x).

Якщо a 6= 0, то функцiя не має границi в точцi 0, тому a = 0. В силу неперервностi
y (0) = b− 1. Отримана функцiя

y =

{ −1 + be−x sin x
x

, x 6= 0
b− 1, x = 0

,

є, як неважко показати, двiчi неперервно диференцiйованою на R i задовольняє умову
задачi.

Вiдповiдь: y =

{ −1 + be−x sin x
x

, x 6= 0
b− 1, x = 0

.

Задача 8. Нехай p ∈ [0, 1] — фiксоване число, q = 1−p. Визначити всi такi функцiї(
f(x), x ∈ R)

, якi для всiх a, b ∈ R, a < b, задовольняють спiввiдношення

f (pa + qb) =
1

b− a

b∫

a

f(x) dx.
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Розв’язання : Оскiльки p(a− qx) + q(a + px) = a, ми можемо переписати умову у
виглядi

xf(a) =

a+px∫

a−qx

f(t) dt.

Звiдси, зокрема, випливає, що функцiя f є диференцiйовною. Диференцiюючи це
спiввiдношення за x, одержуємо:

f(a) = pf(a + px) + qf(a− qx).

Знову диференцiюючи за x, маємо

p2f ′(a + px) = q2f ′(a− qx). (∗)
Якщо p 6= 1

2
, то, покладаючи x = 0, маємо f ′(a) = 0. Зважаючи на довiльнiсть вибору

a, одержуємо, що f ≡ const.
Якщо ж p = q = 1

2
, то з (∗) маємо f ′(a+ px) = f ′(a− qx). Зважаючи на довiльнiсть

вибору a та x, одержуємо, що f ′ ≡ const. Тому f — лiнiйна функцiя вигляду ax + b.
Вiдповiдь: лiнiйнi функцiї вигляду f(x) = ax + b при p = 1

2
; константи f(x) = c

при p 6= 1
2
.

Задача 9. Будемо вважати, що для довiльних z1, z2 ∈ C

z1 ≤ z2 ⇔
{

Re z1 ≤ Re z2,
Im z1 ≤ Im z2.

Функцiю f : C→ C будемо називати неспадною, якщо для довiльних z1, z2 ∈ C
з z1 ≤ z2 випливає, що f(z1) ≤ f(z2). Знайти всi диференцiйовнi неспаднi функцiї.

Розв’язання : Нехай f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), тодi за умовою функцiї u(x, y) i
v(x, y) є неспадними за кожним аргументом при фiксованому iншому, тобто частковi
похiднi ∂u

∂y
, ∂v

∂x
є невiд’ємними, а оскiльки за умовою Кошi-Рiмана

∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

то ∂u
∂y
≡ ∂v

∂x
≡ 0, звiдки функцiя u(x, y) = u(x) не залежить вiд y, а v(x, y) = v(y) не

залежить вiд x. Також за умовою Кошi-Рiмана для кожних x, y ∈ R виконується

du(x)

dx
=

∂u(x, y)

∂x
=

∂v(x, y)

∂y
=

dv(y)

dy
,

звiдки ∂u
∂x

(x, y) = ∂v
∂y

(x, y) = c ≥ 0, оскiльки частиннi похiднi невiд’ємнi. Тому u(x, y) =

cx + a, v(x, y) = cy + b i

f(z) = z + (a + bi) = cz + d, c ≥ 0, d ∈ C.

Така функцiя, очевидно, задовольняє умову задачi.
Вiдповiдь: f(z) = cz + d, c ≥ 0, d ∈ C.

10


