
ВIДКРИТА СТУДЕНТСЬКА ОЛIМПIАДА НТУУ «КПI»
З МАТЕМАТИКИ, 2015 р.

Перший курс

1. Побудувати графiк функцiї f(x) = lim
n→∞

n
√
1 + xn + (2x− 2)2n.

2. Для будь-якої скiнченної числової множини M визначимо її знакозмiнну суму S(M) таким
чином: впорядкуємо всi елементи множини за спаданням i, починаючи з найбiльшого, будемо
послiдовно вiднiмати та додавати наступнi числа. Наприклад, для множини M = {1, 3, 4, 6}
знакозмiнна сума становить S(M) = 6− 4 + 3− 1 = 4.

Знайти
∑

∅6=M⊂{1,2,...,n}

S(M), тобто суму знакозмiнних сум всiх непорожнiх пiдмножин множини

{1, 2, . . . , n}.

3. Прямокутна матриця A має таку властивiсть: для деякого фiксованого k ≥ 3 та будь-яких
iндексiв i1, i2, . . . , ik справедлива рiвнiсть ai1i2ai2i3 . . . aik−1ik = ai1ik . Якi значення (в залежностi
вiд k) може набувати ранг матрицi A?

4. Знайти всi чотирикутники мiнiмальної площi, вершини яких лежать вiдповiдно на двох гiлках
гiперболи xy = 1 та на двох гiлках гiперболи xy = −1.

5. Числовi послiдовностi {xn, n ≥ 0} та {yn, n ≥ 0} задовольняють рекурентнi спiввiдношення

xn+1 =
xn + yn

2
та yn+1 =

√
xn+1yn, n ≥ 0,

причому x0 = 1, y0 = 2. Довести, що

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn =
3
√
3

π
.

6. Тричi диференцiйовна функцiя
(
f(x), x ∈ [0, 1]

)
задовольняє наступнi властивостi:

(a) f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0;
(b) f ′′′(x) ≤ 1 для будь-якого x ∈ [0, 1].

Довести, що
2015∑
n=0

f
( 1

2n

)
<

1

5
.

7. Диференцiйовна функцiя f визначена на вiдрiзку [0, 1] та задовольняє умову f(0) = f(1).
Довести, що для будь-якого набору невiд’ємних чисел α1, . . . , αn, таких що α1 + . . .+ αn = 1,
знайдеться набiр рiзних точок ξ1, . . . , ξn ∈ (0, 1), для яких α1f

′(ξ1) + . . .+ αnf
′(ξn) = 0.

8. Якi значення може набувати величина
1∫

0

(
f 2(x)− f( 3

√
x)
)
dx,

якщо f пробiгає множину всiх неперервних функцiй на вiдрiзку [0, 1]?

Результати олiмпiади буде опублiковано на сайтi http://matan.kpi.ua/



ВIДКРИТА СТУДЕНТСЬКА ОЛIМПIАДА НТУУ «КПI»
З МАТЕМАТИКИ, 2015 р.

Старшi курси

1. Чи iснує неспадна функцiя f : [0,∞)→ [0,∞), що задовольняє такi умови:

(a) lim
x→∞

f(x) =∞;

(b) lim
n→∞

f(en)

f(n)
= 1?

Якщо iснує, навести приклад такої функцiї, якщо нi — довести це.

2. Визначити всi неперервно диференцiйовнi функцiї на вiдрiзку [0, 1], якi задовольняють умови:

(a) f(0) = 0;

(b) 2

1∫
0

f 2(x) dx =

1∫
0

(1− x2)
(
f ′(x)

)2
dx.

3. Знайти суму ряду
∞∑
n=1

n

n4 + n2 + 1
.

4. Обчислити iнтеграл
1∫

0

. . .

1∫
0

dx1 . . . dxn
max{x1, . . . , xn} −min{x1, . . . , xn}

.

5. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

y′′ +
2x

1 + x2
y′ +

y

(1 + x2)2
= 0.

6. Тричi диференцiйовна функцiя
(
f(x), x ∈ [0, 1]

)
задовольняє наступнi властивостi:

(a) f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0;
(b) f ′′′(x) ≤ 1 для будь-якого x ∈ [0, 1].

Довести, що
∞∑
n=0

f
( 1

2n

)
<

1

5
.

7. Диференцiйовна функцiя f визначена на вiдрiзку [0, 1] та задовольняє умову f(0) = f(1).
Довести, що для будь-якого набору невiд’ємних чисел α1, . . . , αn, таких що α1 + . . .+ αn = 1,
знайдеться набiр рiзних точок ξ1, . . . , ξn ∈ (0, 1), для яких α1f

′(ξ1) + . . .+ αnf
′(ξn) = 0.

8. Вiдпочивальниця Тамара приїжджає на курорт з n сукнями. Кожного ранку вона випадково
обирає одну сукню, носить її протягом дня, а ввечерi повертає до шафи. В той день, коли
Тамара обирає сукню, яку вже носила, вона в засмучених почуттях вiд’їжджає додому. Нехай
Mn — математичне сподiвання кiлькостi днiв, якi вона провела на курортi. Довести, що

Mn ∼
√
πn

2
при n→∞.

Результати олiмпiади буде опублiковано на сайтi http://matan.kpi.ua/


