
РОЗВ’ЯЗКИ ЗАДАЧ
ВIДКРИТОЇ СТУДЕНТСЬКОЇ ОЛIМПIАДИ НТУУ «КПI»

З МАТЕМАТИКИ, 2015 р.
Перший курс

Задача 1. Побудувати графiк функцiї

f(x) = lim
n→∞

n
√

1 + xn + (2x− 2)2n.
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Рис. 1.

Розв’язання : Розглянемо можливi випадки

1) Якщо x ∈
(
−∞, 1

2

)
∪
(

9+
√
17

8
,∞
)
, то серед чисел

1, |x|, (2x− 2)2 найбiльшим є (2x− 2)2. Тому

f(x) =(2x− 2)2 lim
n→∞

n

√
1 +

1

(2x− 2)2n
+

xn

(2x− 2)2n
=

= (2x− 2)2.

2) Якщо x ∈
[
1
2
, 1
]
, то серед чисел 1, x, (2x − 2)2

найбiльшим є 1, а тому

1 =
n
√
1 ≤ n

√
1 + xn + (2x− 2)2n ≤ n

√
3,

З останнього випливає, що f(x) = 1.

3) Якщо x ∈
(
1, 9+

√
17

8

]
, то серед чисел 1, x,

(2x− 2)2 найбiльшим є x, а тому

f(x) = x lim
n→∞

n

√
1 +

1

xn
+

(2x− 2)2n

xn
= x.

Вiдповiдь: f(x) =


(2x− 2)2, x ∈

(
−∞, 1

2

)
∪
(

9+
√
17

8
,∞
)
;

1, x ∈
[
1
2
, 1
]
;

x, x ∈
(
1, 9+

√
17

8

] .
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Задача 2. Для будь-якої скiнченної числової множини M визначимо її знако-
змiнну суму S(M) таким чином: впорядкуємо всi елементи множини за спадан-
ням i, починаючи з найбiльшого, будемо послiдовно вiднiмати та додавати насту-
пнi числа. Наприклад, для множини M = {1, 3, 4, 6} знакозмiнна сума становить
S(M) = 6− 4 + 3− 1 = 4.

Знайти ∑
∅6=M⊂{1,2,...,n}

S(M),

тобто суму знакозмiнних сум всiх непорожнiх пiдмножин множини {1, 2, . . . , n}.

Розв’язання : Покладемо додатково S(∅) = 0. Всi пiдмножини M ⊂ {1, 2, . . . , n}
можна розбити на пари: перший елемент пари – якась множина M1, яка не мiстить
n, а другий – M2 = M1 ∪ {n}. Наприклад, однiєю з пар буде ({1, 2, 3}, {1, 2, 3, n}), а
ще однiєю ({∅}, {n}).

Тепер зауважимо, що для кожної пари

S (M1) + S (M2) = (ak − ak−1 + ak−2 − . . .) + (n− ak + ak−1 − ak−2 + . . .) = n.

Загальна кiлькiсть пар становить 2n−1. Тому шукана сума дорiвнює n · 2n−1.
Вiдповiдь: n · 2n−1.

Задача 3. Прямокутна матриця A має таку властивiсть: для деякого фiксованого
k ≥ 3 та будь-яких iндексiв i1, i2, . . . , ik справедлива рiвнiсть

ai1i2ai2i3 . . . aik−1ik = ai1ik .

Якi значення (в залежностi вiд k) може набувати ранг матрицi A?

Розв’язання : Будь-якi два рядки такої матрицi лiнiйно залежнi. Дiйсно, для
рядкiв з номерами i та j для кожного l виконується

M · ail = ajl,

деM = aji ·ak−3ii . Звiдси ранг матрицi не може бути бiльшим за 1. Приклади матриць
з рангом 0 та 1 – матрицi з нулiв та одиниць, вiдповiдно.

Вiдповiдь: 0 та 1.

Задача 4. Знайти всi чотирикутники мiнiмальної площi, вершини яких лежать
вiдповiдно на двох гiлках гiперболи xy = 1 та на двох гiлках гiперболи xy = −1.

Розв’язання : Позначимо через A
(
a, 1

a

)
, B

(
−b, 1

b

)
, C

(
−c,−1

c

)
, D

(
d,−1

d

)
, де

a, b, c, d > 0, вершини чотирикутника, якi лежать вiдповiдно на верхнiй гiлцi гiпер-
боли xy = 1, на верхнiй гiлцi гiперболи xy = −1, на нижнiй гiлцi гiперболи xy = 1,
на нижнiй гiлцi гiперболи xy = −1. Очевидно, що

SABCD = SAOB + SBOC + SCOD + SDOA,
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де O – початок координат.
Покажемо, що SAOB ≥ 1 i рiвнiсть досягається лише при a = b. Дiйсно,

2SAOB =
∣∣∣−→OA×−−→OB∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

a
1

a
0

−b 1

b
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
a

b
+
b

a
≥ 2.

Аналогiчно SBOC ≥ 1, рiвнiсть при b = c i т.д. Таким чином,

SABCD ≥ 4,

причому рiвнiсть досягається тiльки при a = b = c = d.
Вiдповiдь: прямокутники з вершинамиA

(
a, 1

a

)
, B

(
−a, 1

a

)
, C

(
−a,− 1

a

)
, D

(
a,− 1

a

)
,

де a > 0, площа дорiвнює 4.

Задача 5. Числовi послiдовностi {xn, n ≥ 0} та {yn, n ≥ 0} задовольняють реку-
рентнi спiввiдношення

xn+1 =
xn + yn

2
та yn+1 =

√
xn+1yn, n ≥ 0,

причому x0 = 1, y0 = 2. Довести, що

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn =
3
√
3

π
.

Доведення : Оскiльки
x0 = 2 cos

π

3
, y0 = 2,

то

x1 = 1 + cos
π

3
= 2 cos2

π

6
, y1 = 2 cos

π

6
,

x2 = cos
π

6
+ cos2

π

6
= cos

π

6

(
1 + cos

π

6

)
= 2 cos

π

6
cos2

π

12
, y2 = 2 cos

π

6
cos

π

12
.

Використовуючи цi мiркування, легко показати, що

xn = 2 cos
π

6
cos

π

12
. . . cos2

π

3 · 2n
, yn = 2 cos

π

6
cos

π

12
. . . cos

π

3 · 2n
.

Тодi, використовуючи рiвнiсть

cos
π

6
cos

π

12
. . . cos

π

3 · 2n
sin

π

3 · 2n
=

=
1

2
cos

π

6
cos

π

12
. . . cos

π

3 · 2n−1
sin

π

3 · 2n−1
= . . . =

1

2n−1
cos

π

6
sin

π

6
=

1

2n
sin

π

3
,
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отримаємо

lim
n→∞

yn = 2 lim
n→∞

cos
π

6
cos

π

12
. . . cos

π

3 · 2n
=

= 2 lim
n→∞

1

sin π
3·2n
· cos π

6
cos

π

12
. . . cos

π

3 · 2n
sin

π

3 · 2n
=

= 2 sin
π

3
lim
n→∞

1

2n sin π
3·2n

=
sin

π

3 · 2n
∼ π

3 · 2n
,

при n→∞
=

2 sin π
3

lim
n→∞

2n π
3·2n

= 2 sin
π

3
· 3
π
=

3
√
3

π
.

З iншого боку,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn · cos
π

3 · 2n
= lim

n→∞
yn =

3
√
3

π
.

�

Задача 6. Тричi диференцiйовна функцiя
(
f(x), x ∈ [0, 1]

)
задовольняє наступнi

властивостi:

а) f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0;

б) f ′′′(x) ≤ 1 для будь-якого x ∈ [0, 1].

Довести, що
2015∑
n=0

f
( 1

2n

)
<

1

5
.

Доведення : Для довiльного x ∈ [0, 1]

f ′′(x) = f ′′(0) +

x∫
0

f ′′′(t)dt ≤ x,

f ′(x) = f ′(0) +

x∫
0

f ′′(t)dt ≤ x2

2
,

f(x) = f(0) +

x∫
0

f ′(t)dt ≤ x3

6
.

Тому
2015∑
n=0

f

(
1

2n

)
<

∞∑
n=0

f

(
1

2n

)
≤ 1

6

∞∑
n=0

1

8n
=

1

6
· 8
7
<

1

5
.

�
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Задача 7. Диференцiйовна функцiя f визначена на вiдрiзку [0, 1] та задовольняє
умову f(0) = f(1). Довести, що для будь-якого набору невiд’ємних чисел α1, . . . , αn,
таких що α1+ . . .+αn = 1, знайдеться набiр рiзних точок ξ1, . . . , ξn ∈ (0, 1), для яких

α1f
′(ξ1) + . . .+ αnf

′(ξn) = 0.

Доведення : Нехай αi > 0, для всiх i = 1, n (в протилежному випадку, у якостi
ξi можна взяти довiльну точку iнтервалу (0, 1)).

Введемо позначення

β0 = 0, βk =
k∑
i=1

αi, k = 1, n.

Згiдно з теоремою Лагранжа для довiльного k ∈ {1, . . . , n} iснує ξk ∈ (βk−1, βk), що

f ′ (ξk) =
f (βk)− f (βk−1)

βk − βk−1
=
f (βk)− f (βk−1)

αk
.

В цьому випадку всi ξi є рiзними i

α1f
′ (ξ1) + . . .+ αnf

′ (ξn) = α1
f (β1)− f (β0)

α1

+α2
f (β2)− f (β1)

α2

+ . . .+

+αk
f (βk)− f (βk−1)

αk
+ . . .+ αn

f (βn)− f (βn−1)
αn

=

= f (βn)− f (β0) = f(1)− f(0) = 0.

�

Задача 8. Якi значення може набувати величина

1∫
0

(
f 2(x)− f( 3

√
x)
)
dx,

якщо f пробiгає множину всiх неперервних функцiй на вiдрiзку [0, 1]?

Розв’язання :
1∫

0

(
f 2(x)− f

(
3
√
x
))
dx =

1∫
0

f 2(x)dx−
1∫

0

f
(

3
√
x
)
dx =

замiна x = t3 в
другому iнтегралi

=

=

1∫
0

f 2(x)dx−
1∫

0

3t2f(t)dt =

1∫
0

(
f 2(x)− 3x2f(x)

)
dx =

=

1∫
0

(
f(x)− 3

2
x2
)2

dx−
1∫

0

9

4
x4dx =

1∫
0

(
f(x)− 3

2
x2
)2

dx− 9

20
≥ − 9

20
.
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При f(x) = 3
2
x2 + a маємо

1∫
0

(
f(x)− 3

2
x2
)2

dx− 9

20
= a2 − 9

20
,

тобто iнтеграл набуває всiх значень в промiжку
[
− 9

20
,∞
)
.

Вiдповiдь:
[
− 9

20
,∞
)
.
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Старшi курси

Задача 1. Чи iснує неспадна функцiя f : [0,∞) → [0,∞), що задовольняє такi
умови:

а) lim
x→∞

f(x) =∞;

б) lim
n→∞

f(en)

f(n)
= 1?

Якщо iснує, навести приклад такої функцiї, якщо нi — довести це.

Розв’язання : Розглянемо послiдовнiсть {ak, k ∈ N}:

a1 = e, a2 = ee, a3 = ee
e

, . . . , ak =

k разiв︷︸︸︷
ee

..
.e

, . . . ,

та задамо функцiю f наступним чином:

f(x) =


0, x ∈ [0, a1);
1, x ∈ [a1, a2);
. . . . . .
k, x ∈ [ak, ak+1);
. . . . . . .

Дана функцiя, очевидно, є неспадною i lim
x→∞

f(x) = ∞. Крiм того, при n ∈
[ak, ak+1), en ∈ [ak+1, ak+2), k ∈ N. Це означає, що

f (en)

f(n)
=
k + 1

k
,

а тому lim
n→∞

f(en)

f(n)
= 1, тобто функцiя задовольняє умови задачi.

Вiдповiдь: Так .
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Задача 2. Визначити всi неперервно диференцiйовнi функцiї на вiдрiзку [0, 1],
якi задовольняють умови:

а) f(0) = 0;

б) 2

1∫
0

f 2(x) dx =

1∫
0

(1− x2)
(
f ′(x)

)2
dx.

Розв’язання : Нехай x ∈ [0, 1]. Застосуємо до рiвностi

f(x) = f(0) +

x∫
0

f ′(t)dt =

x∫
0

f ′(t)dt

нерiвнiсть Кошi-Буняковського:

f 2(x) ≤ x

x∫
0

(f ′(t))
2
dt.

Проiнтегруємо останню нерiвнiсть за промiжком [0, 1]:

1∫
0

f 2(x)dx ≤
1∫

0

x x∫
0

(f ′(t))
2
dt

 dx =

1∫
0

xdx

x∫
0

(f ′(t))
2
dt. (1)

Розглянемо окремо повторний iнтеграл у правiй частинi, та змiнимо в ньому по-
рядок iнтегрування:

1∫
0

xdx

x∫
0

(f ′(t))
2
dt =

1∫
0

(f ′(t))
2
dt

1∫
t

xdx =
1

2

1∫
0

(
1− t2

)
(f ′(t))

2
dt.

Тодi (1) перепишеться у виглядi

1∫
0

f 2(x)dx ≤ 1

2

1∫
0

(
1− t2

)
(f ′(t))

2
dt.

Оскiльки рiвнiсть в нерiвностi Кошi-Буняковського в даному випадку буде дося-
гається лише при

f ′(x) ≡ c ∈ R,

то, враховуючи, що f(0) = 0, отримаємо

f(x) = cx, x ∈ [0, 1].

Легко впевнитись, що така функцiя задовольняє умову задачi при всiх c ∈ R.
Вiдповiдь: f(x) = cx, x ∈ [0, 1], c ∈ R.
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Задача 3. Знайти суму ряду
∞∑
n=1

n

n4 + n2 + 1
.

Розв’язання : Помiтимо, що

n

n4 + n2 + 1
=

n

(n2 − n+ 1)(n2 + n+ 1)
=

1

2
· 1

n2 − n+ 1
− 1

2
· 1

n2 + n+ 1
, n ∈ N.

Тодi n-ту часткову суму ряду можна записати у виглядi

Sn =
1

2

(
1− 1

3

)
+

1

2

(
1

3
− 1

7

)
+

1

2

(
1

7
− 1

13

)
+ . . .+

1

2

(
1

n2 − n+ 1
− 1

n2 + n+ 1

)
=

=
1

2
− 1

2
· 1

n2 + n+ 1
.

З останнього випливає, що

∞∑
n=1

n

n4 + n2 + 1
= lim

n→∞
Sn =

1

2
lim
n→∞

(
1− 1

n2 + n+ 1

)
=

1

2
.

Вiдповiдь:
1

2
.

Задача 4. Обчислити iнтеграл

In =

1∫
0

. . .

1∫
0

dx1 . . . dxn
max{x1, . . . , xn} −min{x1, . . . , xn}

.

Розв’язання : Якщо n = 1, то пiдiнтегральна функцiя нiде не визначена i, вiд-
повiдно, iнтеграл не iснує.

Якщо n = 2, то

1∫
0

1∫
0

dxdy

|x− y|
= 2lim

a→0

1−a∫
0

dx

1∫
x+a

dy

y − x
=

= 2lim
a→0

1−a∫
0

(ln (1− x)− ln a) dx = 2lim
a→0

 1∫
a

lnxdx− (1− a) ln a

 =

= 2lim
a→0

(a− a ln a− (1− a) ln a) = 2lim
a→0

(a− ln a) = +∞,

тобто iнтеграл є розбiжним.
Нехай n ≥ 3. Помiтимо, що iнтеграл не змiнюється при перестановках змiнних,

загальна кiлькiсть яких становить n!. Використовуючи це, будемо мати

In = n!

∫
. . .

∫
0≤x1≤...≤xn≤1

dx1 . . . dxn
xn − x1

=

9



= n!
x

0≤x1≤xn≤1

dx1dxn

∫
. . .

∫
x1≤x2≤...≤xn−1≤xn

dx2 . . . dxn−1
xn − x1

=

= n!
x

0≤x1≤xn≤1

1

xn − x1
dx1dxn

∫
. . .

∫
x1≤x2≤...≤xn−1≤xn

dx2 . . . dxn−1 =

= n!
x

0≤x1≤xn≤1

1

xn − x1
dx1dxn

1

(n− 2)!

∫
. . .

∫
x2,...,xn−1∈[x1,xn]

dx2 . . . dxn−1 =

= n!
x

0≤x1≤xn≤1

1

xn − x1
· (xn − x1)

n−2

(n− 2)!
dx1dxn = n(n− 1)

x

0≤x1≤xn≤1

(xn − x1)n−3 dx1dxn =

= n(n− 1)

1∫
0

dx1

1∫
x1

(xn − x1)n−3 dxn =
n(n− 1)

n− 2

1∫
0

(1− x1)n−2 dx1 =
n

n− 2
.

Вiдповiдь: Якщо n = 1, то iнтеграл не iснує; якщо n = 2, то iнтеграл розбiжний;
якщо n ≥ 3, то In =

n

n− 2
.

Задача 5. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

y′′ +
2x

1 + x2
y′ +

y

(1 + x2)2
= 0. (2)

Розв’язання : Зробимо замiну x = tg t, t ∈
(
π
2
, π
2

)
. Тодi

y′x =
y′t
x′t

= cos2 t · y′t, y′′xt =
(
cos2 t · y′t

)′
= −2 cos t sin t · y′t + cos2 t · y′′tt,

y′′xx = −2 cos3 t sin t · y′t + cos4 t · y′′tt.

Пiдставляючи отримане в (2), будемо мати

y′′xx +
2x

1 + x2
y′x +

y

(1 + x2)2
= 0 ⇔

⇔ y′′xx + 2 cos t sin t · y′x + cos4 t · y = 0 ⇔
⇔ −2 cos3 t sin t · y′t + cos4 t · y′′tt + 2 cos3 t sin t · y′t + cos4 t · y = 0 ⇔
⇔ cos4 t (y′′tt + y) = 0.

Таким чином, залишилось розв’язати рiвняння

y′′tt + y = 0.

Легко бачити, що розв’язком останнього рiвняння є y = C1 · sin t+ C2 · cos t.
Повертаючись до початкової змiнної, отримаємо

y = C1
x√

1 + x2
+ C2

1√
1 + x2

.

Вiдповiдь: y = C1
x√

1 + x2
+ C2

1√
1 + x2

, C1, C2 ∈ R.
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Задача 6. Тричi диференцiйовна функцiя
(
f(x), x ∈ [0, 1]

)
задовольняє наступнi

властивостi:

а) f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0;

б) f ′′′(x) ≤ 1 для будь-якого x ∈ [0, 1].

Довести, що
∞∑
n=0

f
( 1

2n

)
<

1

5
.

Доведення : Див. розв’язок задачi 6, першого курсу. �

Задача 7. Диференцiйовна функцiя f визначена на вiдрiзку [0, 1] та задовольняє
умову f(0) = f(1). Довести, що для будь-якого набору невiд’ємних чисел α1, . . . , αn,
таких що α1+ . . .+αn = 1, знайдеться набiр рiзних точок ξ1, . . . , ξn ∈ (0, 1), для яких

α1f
′(ξ1) + . . .+ αnf

′(ξn) = 0.

Доведення : Див. розв’язок задачi 7, першого курсу. �

Задача 8. Вiдпочивальниця Тамара приїжджає на курорт з n сукнями. Кожного
ранку вона випадково обирає одну сукню, носить її протягом дня, а ввечерi повертає
до шафи. В той день, коли Тамара обирає сукню, яку вже носила, вона в засмучених
почуттях вiд’їжджає додому. Нехай Mn — математичне сподiвання кiлькостi днiв,
якi вона провела на курортi. Довести, що

Mn ∼
√
πn

2
при n→∞.

Розв’язання : Нехай τ – кiлькiсть днiв, якi Тамара провела на курортi (крiм
останнього, коли вона вiд’їжджає), а pk = P {τ = k}. Тодi

Mn = p1 + 2p2 + . . .+ npn =

= (p1 + . . .+ pn) + (p2 + . . .+ pn) + . . .+ (pn−1 + pn) + pn =
n∑
k=1

P {τ ≥ k} .
(3)

Знайдемо ймовiрнiсть

P {τ ≥ k} = P {k перших днiв рiзнi сукнi} = 1 · n− 1

n
· . . . · n− k + 1

n
=

n!

(n− k)!nk
.

Пiдставляючи її в (3), будемо мати

Mn =
n∑
k=1

n!

(n− k)!nk
=

змiнимо iндекс
пiдсумовування
на l = n− k

=
n!

nn

n−1∑
l=0

nl

l!
=
enn!

nn

n−1∑
l=0

e−nnl

l!
.
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Використовуючи формулу Стiрлiнга

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n
, при n→∞,

отримуємо

Mn ∼
√
2πn

n−1∑
l=0

e−nnl

l!
.

Для завершення доведення залишилось показати, що

n−1∑
l=0

e−nnl

l!
∼ 1

2
або lim

n→∞

n−1∑
l=0

e−nnl

l!
=

1

2
.

Цей факт простiше за все довести за допомогою ймовiрнiсних мiркувань. Нехай ви-
падкова величина ξ розподiлена за законом Пуассона з параметром n, незалежнi
випадковi величини ν1, . . . , νn – за законом Пуассона з параметром 1, випадкова ве-
личина γ – за стандартним гауссiвським законом. Добре вiдомо, що ξ та ν1 + . . .+ νn
є однаково розподiленими. Тому внаслiдок центральної граничної теореми маємо:

n−1∑
l=0

e−nnl

l!
= P{ξ < n} = P {ν1 + . . .+ νn < n} =

= P

{
ν1 + . . .+ νn − n√

n
< 0

}
−→
n→∞

P{γ < 0} = 1

2
.

�
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