
МIНIСТЕРСТВО ОСВIТИ I НАУКИ УКРАЇНИ

НАЦIОНАЛЬНИЙ ТЕХНIЧНИЙ УНIВЕРСИТЕТ УКРАЇНИ
"КИЇВСЬКИЙ ПОЛIТЕХНIЧНИЙ IНСТИТУТ"

В.В. Булдигiн, В.О. Гайдей, В.А. Жук, I.В. Орловський

МАТЕМАТИЧНI ОЛIМПIАДИ, 2007

ПОСIБНИК IЗ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ

Київ
2007



Математичнi олiмпiади, 2007 : Посiбник iз розв’язання задач / Уклад.:
В.В. Булдигiн, В.О. Гайдей, В.А. Жук, I.В. Орловський. - К., 2007. - 28 с.

Гриф надано Методичною радою НТУУ "КПI"
(Протокол № вiд 2007 р.)

Математичнi олiмпiади, 2007
ПОСIБНИК IЗ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ

Укладачi: Булдигiн Валерiй Володимирович
Гайдей Вiктор Олександрович
Жук Вiктор Андрiйович
Орловський Iгор Володимирович

Вiдповiдальний
редактор З.П. Ординська, канд. фiз.-мат. наук, доц.

Рецензент Ю.П. Буценко, канд. фiз.-мат. наук, доц.



Передмова
Київський полiтехнiчний iнститут має славнi традицiї проведення ма-

тематичних олiмпiад, а його студенти i, в першу чергу, студенти ФТI
здобували найвищi мiсця в державних, мiжнародних та свiтових олiмпi-
адах.

Тому не дивно, що олiмпiада 2006/2007 н.р., яка проводилась у бере-
знi, в рамках I етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики для сту-
дентiв вищих навчальних закладiв, привернула увагу студентiв рiзних
курсiв та факультетiв, i близько 300 з них прийшли перевiрити свої сили
та знання з математики.

Найбiльшi делегацiї представили факультети з високим рiвнем мате-
матичної пiдготовки: ФМФ, ФIОТ, IПСА, ФПМ, ФЕЛ, ФТI.

Переможцями олiмпiади стали:
О.В. Рибак (ФТI, V курс) – I мiсце в абсолютному залiку (38 iз

40 балiв) та I мiсце серед студентiв старших курсiв; Р.Р. Гамалiя (ФТI,
II курс) – II мiсце в абсолютному залiку та I мiсце серед студентiв II кур-
су; М.В. Козленко (ФПМ, I курс) – III мiсце в абсолютному залiку та
I мiсце серед студентiв I курсу; О.В. Чеховський (ФIОТ, I курс) – II мi-
сце серед студентiв I курсу; В.В. Зусько (ФЕЛ, I курс) – III мiсце серед
студентiв I курсу; Ф.I. Зубач (ФТI, II курс) – II мiсце серед студентiв
II курсу; Ю.В. Лукаш (ФПМ, II курс), Ю.В. Шут (IПСА, II курс) та
Д.I. Кутянський (IПСА, II курс) – III мiсце серед студентiв II курсу;
Б.А. Нагiрняк (ФТI, V курс) – II мiсце серед студентiв старших кур-
сiв; К.С. Веденський (ФТI, V курс) – III мiсце серед студентiв старших
курсiв.

З переможцiв I етапу було сформовано збiрнi, якi виступали на II етапi
Всеукраїнської олiмпiади в м. Львовi та в м. Севастополi.

У м. Львовi олiмпiада проходила серед класичних унiверситетiв, а в
м. Севастополi - серед технiчних унiверситетiв.

Студенти КПI гiдно виступили як у Львовi, так i в Севастополi.
Результати виступiв наших студентiв такi:

У м. Львовi:
О.В. Рибак (ФТI, V курс) – I мiсце серед студентiв старших курсiв;

Д.С. Батюк (ФТI, I курс) – II мiсце серед студентiв молодших курсiв.
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У м. Севастополi:
Р.Р. Гамалiя (ФТI, II курс) – перше мiсце в категорiї "М"; Ю.В.

Шут (IПСА, II курс) – друге мiсцев в категорiї "М"; Д.I. Кутянський
(IПСА, II курс) – третє мiсце в категорiї "М"; М.В. Козленко (ФПМ, I
курс) – третє мiсце в категорiї "Т".

Оргкомiтет Всеукраїнської студентської олiмпiади з математики
(м. Севастополь) нагородив команду НТУУ "КПI", яка посiла загаль-
не II мiсце серед 57 вищих навчальних закладiв України, грамотою за
активну участь в олiмпiадi та високий рiвень пiдготовки серед команд
провiдних вищих навчальних закладiв України.

Крiм того, оргкомiтет висловив офiцiйну подяку I.В. Орловському,
асистенту кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей, який
супроводжував команду НТУУ "КПI", за вiдмiнну роботу в складi журi
та апеляцiйнiй комiсiї.

Журi I етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики для студентiв
вищих навчальних закладiв вирiшило доцiльним видати задачi I етапу
олiмпiади, яка проходила в НТУУ "КПI", та їх розв’язки. Цей матерiал
пiдготував I.В. Орловський. Крiм того, наведенi задачi II етапу олiмпiа-
ди, яка проходила в м. Севастополi.

Щоб зробити це видання цiкавим також для школярiв, у нього
включено задачi шкiльних олiмпiад, якi проводив фiзико-математичний
факультет НТУУ "КПI". Цей пiдроздiл пiдготували В.О. Гайдей та
В.А. Жук.

Голова журi I етапу Всеукраїнської
олiмпiади з математики

проф. В. В. Булдигiн
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1. Студентська олiмпiада НТУУ "КПI"
з математики 2007 року

Умови задач
Перший курс

1.1. Нехай B ⊂ R - довiльна множина. Позначимо

ρ(x,B) = inf
y∈B

|x− y|

вiдстань вiд точки x до множини B. Довести, що f(x) = ρ(x,B), x ∈ R,
є неперервною функцiєю.

1.2. Нехай x1 > 0 та

xn+1 = arctg xn, n ≥ 1.

Довести, що
(a) дана послiдовнiсть є збiжною;
(b) lim

n→∞
xn = 0;

(c) lim
n→∞

xn

√
n =

√
3

2
.

1.3. Обчислити iнтеграл

exp

1

π

∞∫
0

ln(1 + x2)

1 + x2 dx

 .

1.4. Двi параболи, осi яких перпендикулярнi, мають чотири точки
перетину. Довести, що цi точки лежать на одному колi.

1.5. Довести, що цiла частина числа (3+
√

5)n непарна для довiльного
натурального n.

1.6. Довести нерiвнiсть
1∫

0

xn(1− x)ndx ≥ 1

kn
,

де kn є найменшим спiльним кратним чисел {n+ 1;n+ 2; ...; 2n+ 1}.
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1.7. В iнститутi, в якому навчаються 2007 студентiв, серед довiльних
чотирьох осiб можна обрати принаймнi одного, хто знайомий з iншими
трьома. Якою є мiнiмальна можлива кiлькiсть студентiв, якi знайомi з
усiма iншими?

1.8. Довести, що функцiя f : R → R, яка не дорiвнює тотожньо
нулю, задовольняє тотожностi

f(x)f(y) ≡ f(x+ y), x, y ∈ R,

i диференцiйована в точцi x = 0, є нескiнченно разiв диференцiйованою
в довiльнiй точцi x ∈ R.

Другий курс/Старшi курси

1.9. Знайти lim
n→∞

{e · n!}, де {·} - дробова частина числа, e - основа
натурального логарифма.

1.10. Нехай a > 0. Для довiльного x0 > 0 розглянемо послiдовнiсть
{an : n ≥ 0}, яка задається наступними рiвностями:

a0 = x0, an =
1

2

(
an−1 +

a

an−1

)
, n ≥ 1.

(a) Довести, що дана послiдовнiсть є збiжною;
(b) Знайти границю послiдовностi.

1.11. Якщо полiном f(x) з дiйсними коефiцiєнтами справджує нерiв-
нiсть f(x) ≥ 0 при всiх дiйсних значеннях x, то f(x) = [ϕ1(x)]

2+[ϕ2(x)]
2,

де ϕ1(x) та ϕ2(x) - полiноми з дiйсними коефiцiєнтами.

1.12. Нехай f ∈ C([a, b]) та
b∫
a

xnf(x)dx = 0 для кожного n ∈ N∪{0}.

Довести, що f(x) = 0, x ∈ [a, b].

1.13. Обчислити iнтеграл

1∫
0

1∫
0

...

1∫
0

[
1− cos

( π
m

(x1 + x2 + ...+ xm)
)]
dx1dx2...dxm.
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1.14. Див. 1.8.

1.15. Нехай X = (x1; ...;xm) є набором з m = 2n (n ∈ N) чисел
xi ∈ {1;−1}, i = 1, ...,m. Операцiя F задається наступною формулою

F (X) = (x1x2;x2x3; ...;xmx1).

Довести, що для довiльного набору X у послiдовностi
X, F (X), F (F (X)), ... мiститься набiр з m одиниць.

1.16. Є три скриньки : двi порожнi, а одна мiстить 100 євро (позна-
чимо цi скриньки A,B,C). Гравець, який не знає, де мiстяться грошi,
обирає одну з них (нехай це буде C). Перш нiж вiдкрити скриньку C,
ведучий (котрий знає, що мiститься в кожнiй скриньцi) вiдкриває поро-
жню скриньку з тих, що залишилися (одну з {A,B}), показує гравцевi
i пропонує йому ще раз прийняти рiшення: або гравець вiдмовляється
вiд C, i обирає iншу, або наполягає на C. Як має вчинити гравець?

Розв’язки

1.1. Зафiксуємо ε > 0 та довiльнi x, y ∈ R : |x − y| < ε. Нехай
f(x) ≤ f(y), тодi

0 ≤f(y)− f(x) = inf
t∈B
|y − t| − inf

t∈B
|x− t| = inf

t∈B
|y − x+ x− t| − inf

t∈B
|x− t| ≤

≤inf
t∈B

(|y − x|+ |x− t|)− inf
t∈B
|x− t| = |y − x| < ε.

Аналогiчно, якщо f(x) ≥ f(y), тодi

0 ≤ f(x)− f(y) ≤ |x− y| < ε.

Тобто, функцiя неперервна.

1.2.
(a) Оскiльки x1 > 0, то з рекурентного рiвняння випливає, що
xn > 0 ∀n ∈ N.

Розглянемо xn+1 − xn = arctg xn − xn < 0, оскiльки arctg x < x, коли
x > 0. Тобто послiдовнiсть xn, n ∈ N є монотонно спадною i, крiм того,
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обмеженою знизу 0. Отже, послiдовнiсть є збiжною.
(b) Нехай lim

n→∞
xn = x ≥ 0. Перейдемо у рекурентному рiвняннi до

границi за n, отримаємо
x = arctg x.

Але дане рiвняння має єдиний розв’язок при x = 0.
(c) В силу того, що

lim
n→∞

(
1

x2
n+1

− 1

x2
n

)
= lim

n→∞

(
1

arctg2 xn
− 1

x2
n

)
= lim

n→∞

x2
n − arctg2 xn

x2
n arctg2 xn

=

=

∣∣∣∣∣ xn →
n→∞

0

arctg x ∼
x→0

x

∣∣∣∣∣ = lim
x→0

x− arctg x

x3 · x+ arctg x

x
= 2lim

x→0

x− arctg x

x3 =

= |правило Лопiталя| = 2lim
x→0

1− 1
1+x2

3x2 =
2

3
,

за теоремою Теплиця

2

3
= lim

n→∞

(
1

n

n−1∑
k=1

(
1

x2
k+1

− 1

x2
k

))
= lim

n→∞

(
1

nx2
n

− 1

nx2
1

)
= lim

n→∞

1

nx2
n

.

З останнього рiвняння випливає, що lim
n→∞

√
nxn =

√
3

2
.

1.3. Нехай

I =

∞∫
0

ln(1 + x2)

1 + x2 dx =

∣∣∣∣∣ x = tg t

dx =
dt

cos2 t

∣∣∣∣∣ = −2

π/2∫
0

ln cos tdt = −2

π/2∫
0

ln sin tdt =

= −
π/2∫
0

ln
sin 2t

2
dt = −

π/2∫
0

ln sin 2tdt+
π

2
ln 2 =

∣∣∣∣ 2t = u

dt = 1
2du

∣∣∣∣ =

= −1

2

π∫
0

ln sinudu+
π

2
ln 2 = −

π/2∫
0

ln sinudu+
π

2
ln 2 =

1

2
I +

π

2
ln 2.

Тобто, I = π ln 2. Отже, exp

{
1

π

∞∫
0

ln(1 + x2)

1 + x2 dx

}
= 2.

Вiдповiдь. 2.
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1.4. Нехай рiвняння парабол мають вигляд

y = A(x− a)2, x = B(y − b)2.

Всi кривi другого порядку, якi проходять через точки перетину парабол,
мають вигляд

λ
(
y − A(x− a)2)+ µ

(
x−B(y − b)2) = 0.

Поклавши λ = 1, µ =
A

B
, отримаємо рiвняння кола

y − A(x− a)2 +
A

B
x− A(y − b)2 = 0.

Зводячи до канонiчного рiвняння, отримаємо[
x−

(
a+

1

2B

)]2

+

[
y −

(
b+

1

2A

)]2

=
1

4A2 +
1

4B2 +
b

A
+
a

B
.

1.5. Розглянемо

(3 +
√

5)n + (3−
√

5)n =
n∑

k=0

Ck
n(
√

5)k3n−k +
n∑

k=0

Ck
n(−1)k(

√
5)k3n−k =

=

∣∣∣∣∣∣
Нехай
n = 2m, якщо n парне
n = 2m+ 1, якщо n непарне

∣∣∣∣∣∣ = 2
m∑

k=0

C2k
n 5k3n−2k = 2N.

З останньої рiвностi видно, що дана сума є натуральним, парним числом.
Окрiм того, оскiльки 0 < 3 −

√
5 < 1, то 0 < (3 −

√
5)n < 1, ∀n ∈ N, i,

вiдповiдно, отримуємо

2N − 1 < (3 +
√

5)n < 2N.

З останнього рiвняння випливає, що цiла частина (3 +
√

5)n є непарним
числом.

1.6.

0 <

1∫
0

xn(1− x)ndx =

1∫
0

n∑
k=0

Ck
n(−1)kxn+kdx =
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=
n∑

k=0

Ck
n(−1)k

n+ k + 1
=

n∑
k=0

Ck
n(−1)kdk

kn
,

де kn = HCK{n+ 1; ...; 2n+ 1}, dk =
kn

n+ k + 1
, k = 0, ..., n.

Оскiльки
n∑

k=0
Ck

n(−1)kdk ∈ Z (це випливає з того, що dk ∈ Z, k =

0, ..., n), i, крiм того,
n∑

k=0
Ck

n(−1)kdk > 0 (оскiльки значення iнтеграла є

додатнiм). Тому
n∑

k=0

Ck
n(−1)kdk ≥ 1,

i потрiбна нерiвнiсть випливає з останньої нерiвностi.

1.7. Якщо незнайомих мiж собою студентiв немає, то загальна кiль-
кiсть людей, що знайомi з усiма, є 2007 чоловiк.

Нехай A та B незнайомi один з одним. Тодi всi iншi мiж собою знайомi.
Справдi, якщо C не знайомий з D, тодi в групi {A, B, C, D} жоден не
знайомий з iншими трьома, що суперечить умовi. Якщо A та B знайомi
з усiма iншими, тодi знайомих з усiма буде 2005.

Якщо ж A, окрiм B, ще не знайомий також з C (C 6= B), тодi A, B, C
знайомi з усiма iншими 2004 студентами (оскiльки довiльний студент D
в групi {A, B, C, D} повинен бути знайомим з iншими трьома), i, окрiм
того, всi iншi знайомi мiж собою. Отже, мiнiмальне число знайомих з
усiма буде 2004 студента.

Вiдповiдь. 2004 студента.

1.8. Розглянемо, як поводить себе функцiя f в нулi. Пiдставимо в

f(x)f(y) ≡ f(x+ y), x, y ∈ R (1)

x = y = 0:
f(0) = f 2(0).

З рiвняння випливає, що f(0) = 0 або f(0) = 1. Але, якщо f(0) = 0,
то з (1) випливає, що для довiльного x ∈ R, f(x) = f(x)f(0) = 0, що
суперечить умовi задачi. Тобто, f(0) = 1.
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Далi розглянемо два способи розв’язання даної задачi.
Перший спосiб. Доведемо за iндукцiєю, що

f (n)(x) = [f ′(0)]
n
f(x), ∀x ∈ R. (2)

Для n = 1

f(x)f ′(0) = f(x)lim
y→0

f(y)− 1

y
= lim

y→0

f(x)f(y)− f(x)

y
=

= lim
y→0

f(x+ y)− f(x)

y
= f ′(x).

(3)

Припустимо, що формула (2) є вiрною, для n− 1. Доведемо, що (2) буде
правильною для n

[f ′(0)]
n
f(x) = [f ′(0)]n−1f(x)lim

y→0

f(y)− 1

y
=

= lim
y→0

[f ′(0)]n−1f(x+ y)− [f ′(0)]n−1f(x)

y
= lim

y→0

f (n−1)(x+ y)− f (n−1)(x)

y
=

= f (n)(x).

Другий спосiб. З (3) отримуємо диференцiйне рiвняння

f ′ = af,

де a = f ′(0). Розв’язком цього рiвняння є функцiя f(x) = Ceax, яка є
нескiнченно разiв диференцiйовною.

1.9. Для довiльного n ∈ N

e = 1 + 1 +
1

2!
+ ...+

1

n!
+

θn

(n+ 1)!
,

де θn ∈ (0, 1). Тому

e · n! = n! + n! + An−2
n + An−3

n + ...+ A1
n + 1 +

θn

n+ 1
= an +

θn

n+ 1
.

Оскiльки an ∈ N,
θn

n+ 1
< 1 для довiльного n ∈ N, то

{e · n!} =
θn

n+ 1
→

n→∞
0.

Вiдповiдь. 0.
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1.10.
(a) З рекурентного рiвняння випливає, що

an =
1

2

(
an−1 +

a

an−1

)
> 0.

Тодi рекурентне рiвняння можна переписати наступним чином

2anan−1 = a2
n−1 + a

або, додавши i вiднявши an

0 ≤ (an−1 − an)
2 = a2

n − a.

Отже,
an ≥

√
a, n ∈ N. (4)

З iншого боку, використовуючи рекурентне рiвняння та (4),

an − an−1 =
a− a2

n−1

2an−1
≤ 0.

Тобто, an ≤ an−1. Отже, послiдовнiсть an, n ≥ 1 монотонно не зростає i
обмежена знизу числом

√
a, тому вона є збiжною.

(b) Нехай lim
n→∞

an = x. Перейдемо в рекурентному рiвняннi до границi
при n→∞:

x =
1

2

(
x+

a

x

)
.

Звiдси x =
√
a.

Вiдповiдь. lim
n→∞

an =
√
a.

1.11. Полiном f можна записати як

f(x) = f1(x) · f2(x),

де f1(x) =
N∏

j=1
(x − xj)

nj - полiном, що мiстить всi дiйснi коренi f ,

f2(x) =
M∏

j=1
(x − (aj + ibj))

mj(x − (aj − ibj))
mj > 0 - полiном, що мiстить

всi комплекснi коренi f .
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Оскiльки f(x) ≥ 0 при всiх дiйсних значеннях x, то кратнiсть всiх
дiйсних коренiв повинна бути парною, nj = 2pj, j = 1, ..., n. Тобто,

f1(x) =
N∏

j=1

(x− xj)
2pj =

(
N∏

j=1

(x− xj)
pj

)2

= [φ(x)]2.

З iншого боку,

f2(x) =
M∏

j=1

(x− (aj + ibj))
mj ·

M∏
j=1

(x− (aj − ibj))
mj = g1(x) · g2(x),

де g1(x) = g2(x). Функцiю g1(x) можна представити у виглядi g1(x) =
ψ1(x)+iψ2(x), де ψ1(x), ψ2(x) полiноми з дiйсними коефiцiєнтами. Отже,

f(x) = f1(x) · f2(x) = φ2(x)(ψ2
1(x) +ψ2

2(x)) = [ψ1(x)φ(x)]2 + [ψ2(x)φ(x)]2 .

1.12. З умови задачi випливає, що для довiльного многочлена p(·)
буде виконуватися

b∫
a

p(x)f(x)dx = 0.

Оскiльки функцiя f ∈ C[a, b], то її можна наблизити за допомогою мно-
гочленiв (наприклад, многочлени Бернштейна). Тобто для довiльного
ε > 0, можна знайти многочлен P (ε)

f (·) такий, що∣∣∣f(x)− P
(ε)
f (x)

∣∣∣ < ε

M(b− a)
, x ∈ [a, b],

де M = max
x∈[a,b]

f(x). Тодi∣∣∣f 2(x)− P
(ε)
f (x)f(x)

∣∣∣ < ε

b− a
, x ∈ [a, b],

i

−ε = −ε+

b∫
a

P
(ε)
f (x)f(x)dx ≤

b∫
a

f 2(x)dx ≤
b∫

a

P
(ε)
f (x)f(x)dx+ ε = ε

13



для довiльного ε > 0. Тому

b∫
a

f 2(x)dx = 0

i оскiльки функцiя f - неперервна, то f ≡ 0.

1.13.
1∫

0

1∫
0

...

1∫
0

[
1− cos

( π
m

(x1 + x2 + ...+ xm)
)]
dx1dx2...dxm =

= 2

1∫
0

1∫
0

...

1∫
0

sin2
( π

2m
(x1 + x2 + ...+ xm)

)
dx1dx2...dxm =

=

∣∣∣∣ Виконаємо замiну
yi = 1− xi, i = 1, ...m

∣∣∣∣ =

= 2

1∫
0

1∫
0

...

1∫
0

cos2
( π

2m
(y1 + y2 + ...+ ym)

)
dy1dy2...dym =

=

1∫
0

1∫
0

...

1∫
0

(
cos2

( π

2m
(x1 + ...+ xm)

)
+

+ sin2
( π

2m
(x1 + ...+ xm)

))
dx1dx2...dxm =

=

1∫
0

1∫
0

...

1∫
0

dx1dx2...dxm = 1.

Вiдповiдь. 1.

1.14. Див. розв‘язок 2.8.

1.15. Методом математичної iндукцiї, за n ∈ N ∪ {0}, доведемо, що
пiсля послiдовного застосування 2n операцiй F до довiльного набору X
буде отримано набiр з m = 2n одиниць.

14



Для n = 0 маємо 20 = 1. F (X) = x1x1 = 1. Тобто, твердження має
мiсце.

Нехай твердження виконується для n− 1 (для довiльного набору X з
2n−1 чисел {−1, 1}, застосування 2n−1 операцiї F до X приведе до набору
з 2n−1 одиницi). Доведемо твердження для n.

Помiтимо, що в наборi

T (X) = F (F (X)) = F (x1x2, x2x3, ..., xmx1) = (x1x3, x2x4, ..., xm−1x1, xmx2).

числа, що стоять на парних мiсцях, дорiвнюють числам, якi отримуються
з набору (x2, x4, .., xm) пiд дiєю операцiї F . Аналогiчно, числа, що стоять
в наборi F (X) на непарних мiсцях, утворюють набiр

F (x1, x3, ..., xm−1).

За припущенням iндукцiї пiсля
m

2
= 2n−1 операцiй T , доX, як на парних,

так i на непарних мiсцях, будуть стояти однi одиницi. Тобто, пiсляm = 2n

операцiй F весь набiр буде складатися з одиниць.

1.16. Позначимо подiї E1 = { Гравець виграє, якщо буде наполягати
на скринцi C}, E2 = { Гравець виграє, якщо вiдмовиться вiд скриньки
C}. Позначимо також H1 = { гравець обрав скриньку з грошами },
H2 = { гравець обрав порожню скриньку }. Цi подiї є гiпотезами

Порахуємо ймовiрностi подiй E1, E2

P (E1) = P (E1|H1)P (H1) + P (E1|H2)P (H2) = 1 · 1

3
+ 0 · 2

3
=

1

3
;

P (E2) = P (E2|H1)P (H1) + P (E2|H2)P (H2) = 0 · 1

3
+ 1 · 2

3
=

2

3
.

Тобто, гравець повинен вiдмовлятися вiд скриньки C.
Вiдповiдь. Гравець повинен вiдмовлятися вiд скриньки C.
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2. II етап Всеукраїнської студентської
олiмпiади з математики серед студентiв
вищих навчальних закладiв технiчного,

економiчного та аграрного профiлiв
(Севастополь, 2007 р.)

II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади у м. Севастополi
проводився у трьох категорiях:

– Категорiя "С": до цiєї категорiї вiдносили студентiв, якi навчаються
за економiчними та аграрними спецiальностями;

– Категорiя "Т": до цiєї категорiї вiдносили студентiв технiчних
спецiальностей;

– Категорiя "М": до цiєї категорiї вiдносили студентiв, якi навчаються
за спецiальностями, що потребують поглибленого вивчення математики.

В цьому пунктi подано завдання кожної з категорiй.

Умови задач

Категорiя "С"

2.1. Обчислити визначник ∆ = |aij|, де aij = 1 + xi, якщо i = j i
aij = 1, якщо i 6= j; i, j = 1, 2, ..., 5.

2.2. Об’єм тетраедраDABC дорiвнює V . ТочкиK, L, M, N такi, що
AK = CA, CL = BC, DM = AD, DN = CD. Знайти об’єм тетраедра
LKNM .

2.3. На площинi розташовано двi параболи так, що їхнi осi взаєм-
но перпендикулярнi, а самi параболи перетинаються в чотирьох точках.
Довести, що цi чотири точки лежать на одному колi.

2.4. Знайти всi функцiї f : R → R, для яких при будь-яких дiйсних
x 6= 1 виконується рiвнiсть

(x− 1)f

(
x+ 1

x− 1

)
− f(x) = x.
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2.5. Розв’язати рiвняння

lim
n→∞

xx··
·x︸︷︷︸

n разiв

= 2.

2.6. Довести, що для довiльного x > 0 виконується нерiвнiсть

ex ≥ xe.

2.7. Довести, що для довiльного n ∈ N многочлен

Pn(x) = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!

не може мати бiльш як один дiйсний корiнь.

2.8. Знайти невизначений iнтеграл∫
dx

cos3 x+ sin3 x
.

2.9. Розв’язати диференцiальне рiвняння

(y4 − 3x2)dy + xydx = 0.

2.10. Треба перевезти залiзницею 20 великих i 250 малих контей-
нерiв. Один вагон вмiщує 30 малих контейнерiв, вага кожного з яких
дорiвнює 2 тони. Великий контейнер займає мiсце 9 малих i важить 30
тон. Вантажнiсть вагона - 80 тон. Знайти мiнiмальне число вагонiв, яке
потрiбне для перевезення всiх контейнерiв.

Категорiя "Т"

2.11. Обчислити визначник ∆n = |aij|, де aij = 1 + xi, якщо i = j i
aij = 1, якщо i 6= j; i, j = 1, 2, ..., n.

2.12. Об’єм тетраедра DABC дорiвнює V . Точки K, L, M, N такi,
що AK = CA, CL = 2BC, DM = AD, DN = 2CD. Знайти об’єм
тетраедра LKNM .

2.13. Див. 2.3.
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2.14. Знайти всi функцiї f : R → R, для яких при будь-яких x, y ∈ R
виконується рiвнiсть:

f(x+ y)− f(x− y) = 2f(y) cos x.

2.15. Розв’язати рiвняння

lim
n→∞

xx··
·x︸︷︷︸

n разiв

= 4.

2.16. З’ясувати, чи iснує дiйсне число x > 0 таке, що xe > ex.

2.17. Нехай неперервна функцiя f : [0; 1] → [0; 1] диференцiйовна в
промiжку (0; 1), причому f(0) = 0 i f(1) = 1. Довести, що iснують такi
числа a, b ∈ (0; 1), що a 6= b i f ′(a) · f ′b = 1.

2.18. Див. 2.8.

2.19. Розв’язати диференцiальне рiвняння

y2(ydx− 2xdy) = x3(xdy − 2ydx).

2.20. Дослiдити на абсолютну та умовну збiжнiсть числовий ряд
∞∑

n=1

1√
n

cos
(
π
√
n2 + n

)
.

Категорiя "М"

2.21. Обчислити визначник ∆ = |aij|, де aij = xi, якщо i = j i aij = b,
якщо i 6= j; i, j = 1, 2, ..., n.

2.22. Об’єм тетраедра DABC дорiвнює V . Точки K, L, M, N такi,
що AK = αCA, CL = βBC, DM = γAD, DN = δCD. Знайти об’єм
тетраедра LKNM .

2.23. Див. 2.3.

2.24. Знайти всi функцiї f : R → R, для яких при будь-яких x, y ∈ R
виконується рiвнiсть:

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) cos y.
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2.25. Для всiх значень дiйсного параметра p > 1 розв’язати рiвняння:

lim
n→∞

xx··
·x︸︷︷︸

n разiв

= p.

2.26. Довести, що для довiльних x ∈
(
0;
π

2

)
виконується нерiвнiсть

2 cos x

1 + cos x
<

sin x

x
.

2.27. Див. 2.17.

2.28. Див. 2.8.

2.29. Див. 2.19.

2.30. Дослiдити на абсолютну та умовну збiжнiсть числовий ряд
∞∑

n=1

cos
(
π
√
n2 + n

)
.

Вiдповiдi

2.1. ∆ =
5∏

i=1
xi +

5∑
k=1

5∏
i=1,i6=k

xi.

2.2. V = 2.

2.4. f(x) = 2x+ 1.

2.5.
√

2.

2.8.
1

3

(
2 arctg(sinx− cosx) +

√
2 ln

∣∣∣tg (x
2

+
π

8

)∣∣∣)+ C.

2.9. y4 − x2 = Cy6; y = 0.

2.10. 15 вагонiв.

2.11. ∆n =
n∏

i=1
xi +

n∑
k=1

n∏
i=1,i6=k

xi.

2.12. V = 10.
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2.14. f(x) = a sin x, a ∈ R.

2.15. Рiвняння коренiв не має.

2.16. Не iснує.

2.18. Див. 2.8.

2.19. x3 − 4y2 = Cy 3
√
xy; x = 0; y = 0.

2.20. Збiгається абсолютно.

2.21. ∆n =
n∏

i=1
(xi − b) + b

n∑
k=1

n∏
i=1,i6=k

(xi − b).

2.22. V = |β(aδ + δ − αγ + γδ)|.

2.24. f(x) = a cosx+ b sin x, a, b ∈ R.

2.25. Якщо p ∈ (1, e], то x = p
1
p ; якщо p ∈ (e,+∞), то x ∈ ∅.

2.28. Див. 2.8.

2.29. Див. 2.19.

2.30. Збiгається умовно.
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3. Шкiльнi олiмпiади
Задачi цього пункту пропонувались абiтурiєнтам на олiмпiадах, якi

проводив фiзико-математичний факультет.

Умови задач

Задачi олiмпiади 2007 року

3.1. Розв’яжiть рiвняння (для будь-якого n ∈ N):

sin2n x cos2 x =
(n− 1)n

nn
.

3.2. Розв’яжiть нерiвнiсть

20062007 logx(x2−2x) < 20072006 logx(x2−2x).

3.3. Медiани трикутника мають довжини 3, 12, 15. Знайдiть площу
трикутника.

3.4. Задано 2007-значне число. Кожне двозначне число, утворене
двома сусiднiми цифрами заданого числа, дiлиться або на 17 або на 23.
Остання цифра числа є 1. Знайдiть першу цифру.

3.5. Малюк з’їдає торт за 10 хвилин, банку варення - за 13 хви-
лин, випиває каструлю молока за 14 хвилин. Карлсон може це зробити
вiдповiдно за 6, 6 та 7 хвилин. Протягом якого найменшого часу вони
разом можуть з’їсти снiданок, що складається з торта, банки варення та
каструлi молока.

3.6. Чи можна замкнену ламану завдовжки 1 включити в круг радi-
усом 1

4 . (Вiдповiдь обґрунтуйте).

3.7. Задано послiдовнiсть {an} :

a1 = 1, an+1 = an +
1

a2
n

.

Чи обмежена послiдовнiсть {an}?(Вiдповiдь обґрунтуйте). Доведiть, що
a9000 > 30.
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Деякi задачi олiмпiад попереднiх рокiв

Наступнi задачi зустрiчались на олiмпiадах попереднiх рокiв i поданi
тут як кориснi вправи.

3.8. Число 3 можна представити чотирма способами як суму одного
чи бiльше натуральних чисел, тобто як 3, 1+2, 2+1, 1+1+1. Скiлькома
способами це можна зробити для числа 11? Для довiльного натурального
числа n?

3.9. Усерединi кола вибрано 2000 довiльних точок. Чи iснує пряма,
по кожну сторону вiд якої розташується рiвно по 1000 точок?

3.10. Знайти першi 2001 цифр пiсля коми числа (5 +
√

26)2001.

3.11. В яких межах може змiнюватись гострий кут мiж дiагоналями
паралелограма зi сторонами a i b? Чи iснує паралелограм, в якому одна
iз сторiн вдвiчi довша за iншу, з гострим кутом мiж дiагоналями 60◦?

3.12. У просторi задано 2003 точок загального положення так, що
кожна трикутна пiрамiда з вершинами в цих точках, має об’єм, який
не перевищує 1. Чи можна всi цi точки включити в трикутну пiрамiду
об’єму 27?

Вiдповiдi та розв’язки

3.1. Зауважмо, що

sin2n x cos2 x ≤ sin2 x cos2 x =
1

4
sin2 2x ≤ 1

4
.

Однак права частина рiвняння зростає вiдносно n. Справдi, якщо an =
(n−1)n

nn , то

an+1

an
=

nn

(n+ 1)n

nn

(n− 1)n
=

n2n

(n2 − 1)n
>
n2n

n2n
= 1.

Отже, an+1 > an при n ≤ 2. Оскiльки a1 = 0, a2 = 1
4 , то an >

1
4 при n ≥ 3

i рiвняння не матиме розв’язкiв. Отже, всi розв’язки заданого рiвняння
вичерпуються випадками:[

sin2 x cos2 x = 0 (при n = 1);
sin4 x cos2 x = 1

4 (при n = 2).
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Розв’яжiмо перше рiвняння:

1

4
sin2 2x = 0 ⇔ sin 2x = 0 ⇔ 2x = kπ ⇔ x =

kπ

2
, k ∈ Z.

Розв’яжiмо друге рiвняння:

sin4 x cos2 x =
1

4
⇔ sin2 x4 sin2 x cos2 x = 1 ⇔ sin2 x sin2 2x = 1 ⇔

⇔
{

sin2 x = 1,
sin2 2x = 1

⇔
{

cos2 x = 1− sin2 x = 0,
4 sin2 x cos2 x = 1

⇔ ∅.

Вiдповiдь. При n = 1 рiвняння має розв’язки x = kπ
2 , k ∈ Z. При

n > 1 рiвняння розв’язкiв не має.

3.2. Доведiмо що для натурального n ≥ 3 правдива нерiвнiсть

nn+1 > (n+ 1)n.

Маємо

(n+ 1)n

nn+1 =
1

n

(
n+ 1

n

)n

=
1

n

(
1 +

1

n

)n

=

=
1

n

(
1 + C1

n

1

n
+ C2

n

1

n2 + ...+ Ck
n

1

nk
+ ...+ Cn

n

1

nn

)
<

<
1

n

(
1 + 1 +

1
(
1− 1

n

)
2!

+ ...+
1
(
1− 1

n

)
...
(
1− k−1

n

)
k!

+ ...

)
<

<
1

n

(
2 +

1

2!
+ ..+

1

k!
+ ...+

1

n!

)
<

<
1

n

(
2 +

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ ...+

1

(n− 1)n

)
=

=
1

n

(
2 + 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ ...+

1

n− 1
− 1

n

)
=

1

n

(
3− 1

n

)
<

3

n
≤ 1 ∀n ≥ 3.

Отже
20062007 ≥ 20072006.
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Тому задана нерiвнiсть рiвносильна нерiвностi

logx(x
2 − 2x) < 0.

ОДЗ нерiвностi: {
x > 0, x 6= 1,
x2 − 2x > 0

⇔ x > 2.

Звiдки {
x2 − 2x < 1,

x > 2
⇔ 2 < x < 1 +

√
2.

Вiдповiдь. x ∈ (2; 1 +
√

2).

3.3. Нехай M - точка перетину медiан AA1, BB1, CC1 трикутника
ABC (рис. 1).

Рис. 1

Вiдкладiмо на медiанi CC1 вiдрiзок C1D = C1M. Тодi, оскiльки чотири-
кутник AMBD паралелограм, то

BD = AM =
2

3
AA1 =

2

3
· 9 = 6;

BM =
2

3
BB1 =

2

3
· 12 = 8;

DM =
2

3
CC1 = 10.
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Оскiльки 62 + 82 = 102, то трикутник BDM прямокутний i

S∆BDM =
1

2
· 6 · 8 = 24.

Медiани подiляють довiльний трикутник на 6 рiвних за площею ча-
стин. Тому

S∆ABC = 3S∆BDM = 3 · 24 = 72.

Вiдповiдь. S = 72 (кв. од.).

3.4. Зобразiмо цифри 0, 1, ..., 9 точками на площинi. Якщо число AB
дiлиться на 17 або на 23 зобразiмо його стрiлкою з кiнцем в A. Одержимо
схему (граф) (рис. 2).

Рис. 2

Зi схеми видно, що число, яке справджує умову задачi, повинно вклю-
чати набiр з 5 повторюваних цифр 92346. Число має вигляд

... 92346
5 цифр︸ ︷︷ ︸ 92346

5 цифр︸ ︷︷ ︸ 851
3 цифри︸ ︷︷ ︸.

Вiдкинувши три останнiх цифри дiстанемо число

... 92346︸ ︷︷ ︸ 92346︸ ︷︷ ︸
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з 2004 цифр. У повторюваному фрагментi цифр 92346 маємо цифру
"2"на четвертому мiсцi з кiнця перiоду.

Вiдповiдь. Перша цифра числа 2.

3.5. Зауважмо, що для того щоб з’їсти снiданок за найменший час,
Малюк i Карлсон повиннi почати i закiнчити снiдати одночасно. Нехай
x, y, z вiдповiдно частки торта, варення i молока, якi з’їв Малюк, тодi
(1 − x), (1 − y), (1 − z) - частки тих продуктiв, якi з’їв Карлсон. Час,
який витрачено на снiданок

T = 10x+ 13y + 14z = 6(1− x) + 6(1− y) + 7(1− z).

Ми прийшли до задачi мiнiмiзацiї функцiї

T = 10x+ 13y + 14z

за обмежень

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,

10x+ 13y + 14z = 6(1− x) + 6(1− y) + 7(1− z).

Розв’язавши останню рiвняння вiдносно z дiстанемо

z =
1

21
(19− 16x− 19y).

Пiдставляючи це спiввiдношення у функцiю T, одержимо

T = 10x+ 13y + 14 · 1

21
(19− 16x− 19y) =

38− 2x+ y

3
.

Величина T = 38−2x+y
3 буде мiнiмальною, якщо x = 1, y = 0. Отже,

Tmin =
38− 2 + 0

3
= 12 хв.

При цьому

z =
1

21
(19− 16) =

1

7
у допустимих межах.

Вiдповiдь. 12 хвилин. Малюк з’їдає весь торт i випиває 1
7 каструлi

молока, а Карлсон з’їдає все варення i випиває 6
7 каструлi молока.
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3.6. Виберiмо на ламанiй двi точки A i B, якi подiляють довжину
ламаної навпiл (рис. 3). Тодi довжина AB ≤ 1

2 . Нехай точка O - середина
вiдрiзка AB. Тодi круг iз центром у точцi O радiусом 1

4 - шуканий. Справ-
дi, очевидно точки A i B належать цьому кругу. НехайM - довiльна iнша
точка ламаної, M1 - точка, яка симетрична точцi M вiдносно точки O.

Тодi

OM =
1

2
MM1 ≤ (MA+ AM1) =

1

2
(MA+MB) ≤ 1

2
AB ≤ 1

2
· 1

2
=

1

4
.

Отже, для довiльної точки M ламаної OM ≤ 1
4 . Тому її можна включити

в круг радiусом 1
4 .

Рис. 3

Вiдповiдь. Так, можна.

3.7. Доведiмо нерiвнiсть a3
n > 3n для довiльного n ≥ 2 методом

математичної iндукцiї.
При n = 2 : a2 = 1 + 1 = 2; 23 > 3 · 2.
Припускаючи, що нерiвнiсть справджена для n = k : a3

k > 3k, доведi-
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мо, що вона справджується i для n = k + 1.

a3
k+1 =

(
ak +

1

a2
k

)3

= a3
k + 3a2

k ·
1

a2
k

+ ...+ > a3
k > 3k + 3 = 3(k + 1).

Отже, маємо при n ≥ 2 : an >
3
√

3n. Звiдки випливає необмеженiсть
послiдовностi {an}. Зокрема,

a9000 >
3
√

3 · 9000 = 30.

Вiдповiдь. Нi, необмежена.

3.8. Число 11 можна представити 210 = 1024 способами. Число n -
2n−1 способами.

3.9. Так, iснує.

3.10. Першi 2001 цифр пiсля коми числа N є нулями.

3.11.
a2 − b2

a2 + b2
≤ cosα < 1. Такого паралелограму не iснує.

3.12. Так, можна.
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