
Мiнiстерство освiти i науки, молодi та спорту України

Нацiональний технiчний унiверситет України

«Київський полiтехнiчний iнститут»

МАТЕМАТИЧНI ОЛIМПIАДИ – 2010

Методичнi вказiвки
до розв’язання задач

для студентiв
усiх форм навчання

Київ
НТУУ «КПI»

2011



Математичнi олiмпiади – 2010 : Метод.вказiвки до розв’яз. задач для студ.

усiх форм навчання/ Уклад.: В.В. Булдигiн, А.Б. Iльєнко, I.В. Орловський. -
К.: НТУУ «КПI». - 2011. - 36 с.

Навчальне видання

Математичнi олiмпiади – 2010

Методичнi вказiвки

до розв’язання задач
для студентiв

усiх форм навчання

Укладачi: Булдигiн Валерiй Володимирович

Iльєнко Андрiй Борисович

Орловський Iгор Володимирович

Вiдповiдальний

редактор З.П. Ординська, канд. фiз.-мат. наук, доц.

Рецензент I.Ю. Канiовська, канд. фiз.-мат. наук, доц.



Передмова

У березнi 2010 року в НТУУ «КПI» вiдбулася традицiйна щорiчна олiмпiада

з математики, яка проводиться в рамках I етапу Всеукраїнської олiмпiади з
математики для студентiв вищих навчальних закладiв. Оргкомiтет олiмпiади
очолював перший проректор НТУУ «КПI» Ю.I. Якименко.

У нiй взяли участь 375 студентiв рiзних курсiв 22-х факультетiв та iнститутiв.
Численнi делегацiї представили факультети з високим рiвнем математичної

пiдготовки: IПСА, ФIОТ, ФЕЛ, ФММ, IТС.
Переможцями та призерами олiмпiади в офiцiйному залiку стали: Ф.I. Зубач

(V курс ФТI, гр. ФI-52) — I мiсце в абсолютному залiку та I мiсце серед
студентiв старших курсiв; К.В. Моравецька (II курс IПСА, гр. КА-83)

та Ю.О. Шишацький (КНУ iм.Т.Шевченка, мех.-мат. ф-т) — II мiсце в
абсолютному залiку та II мiсце серед студентiв старших курсiв; С.С. Могильний
(II курс IПСА, гр. КА-81), О.О. Слюсаренко (III курс IПСА, гр. КА-71),

В.В. Ключнiков (V курс ФТI, гр. ФI-51) — III мiсце в абсолютному залiку та III
мiсце серед студентiв старших курсiв; К.О. Голоднов (II курс IПСА, гр. КА-81),

В.В. Мельник (III курс IПСА, гр. КА-71), Ю.С. Семiкiна (КНУ iм. Т.Шевченка,
мех.-мат. ф-т), О.В. Сiвченко (II курс IПСА, гр. КА-82) — зайняли призовi

заохочувальнi мiсця. Переможцями та призерами олiмпiади серед студентiв
першого курсу стали: А.С. Мазур (IПСА, гр. КА-92) — I мiсце; Т.Ю. Каламбет

(IПСА, гр. КА-93), I.Д. Мусiч (IПСА, гр. КА-92), К.В. Фуйор (ФПМ, гр.
КМ-91) — II мiсце; М.М. Древаль (IПСА, гр. КА-92), Д.Я. Трiнчук (ФЕА, гр.
ЕМ-91) — III мiсце. А.В. Терентьєв (IПСА, гр. КА-92), А.В. Шелест (IПСА,

гр. КА-93) — зайняли призовi заохочувальнi мiсця. Серед студентiв технiчних
факультетiв розподiл мiсць такий: Нго Ван Мао (III курс ФЕЛ, гр. ДЗ-71) — I

мiсце; Д.Я. Трiнчук (I курс ФЕА, гр. ЕМ-91) — II мiсце; О.С. Чегренець (I курс
ФIОТ, гр. IС-91) — III мiсце.

З переможцiв I етапу було сформовано збiрнi унiверситету для участi в II етапi
Всеукраїнської олiмпiади серед технiчних ВНЗiв в м. Севастополi. У фiналi
взяли участь понад 150 студентiв з рiзних вузiв України, переможцiв та призерiв

I туру олiмпiади. Наш унiверситет представляли три команди.
Студенти КПI гiдно виступили в Севастополi, показавши такi результати.

У загальному залiку серед усiх учасникiв олiмпiади нашi студенти посiли
перше та друге мiсця: Ф.I.Зубач (ФТI, 5-й курс) — перше мiсце та

С.С.Могильний (IПСА, 2-й курс) — друге мiсце. У категорiї "М" (факультети та
iнститути з поглибленим вивченням математичних дисциплiн) студенти НТУУ

«КПI» посiли всi призовi мiсця: Ф.I.Зубач (ФТI, 5-й курс) — перше мiсце,
С.С.Могильний (IПСА, 2-й курс) — друге мiсце та К.В.Моравецька (IПСА, 2-й
курс) — третє мiсце. У категорiї "Т" (технiчнi факультети та iнститути) третє
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мiсце посiв Нго Ван Мао (ФЕЛ, 3-й курс).

Оргкомiтет Всеукраїнської студентської олiмпiади з математики
(м. Севастополь) нагородив команду НТУУ «КПI» грамотою за активну

участь в олiмпiадi та високий рiвень пiдготовки серед команд провiдних вищих
навчальних закладiв України.

Журi I етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики в НТУУ «КПI»
вирiшило видати навчальний посiбник з задачами I етапу олiмпiади та їх
розв’язками. Наведенi також умови задач II фiнального етапу олiмпiади, який

проходив у м. Севастополi в травнi 2010 р., а також розв’язки задач фiнального
етапу Всеукраїнської олiмпiади 2009 р.

Це видання продовжує серiю збiрникiв олiмпiадних задач з математики
[1–7]. Такi збiрники будуть корисними при роботi математичних гурткiв, для

студентiв i школярiв, якi цiкавляться математикою.
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1. Студентська олiмпiада НТУУ "КПI"
з математики 2010 року

Умови задач

Перший курс

Задача 1.1. Якi значення може приймати границя

lim
n→∞

f(n)

n
,

де f : N → N — деяка сюр’єкцiя (тобто функцiя, область значень якої — вся
множина N)?

Задача 1.2. Для кожного α ∈ R знайти всi функцiї f : R3 → R, якi мають

таку властивiсть: для будь-якої трикутної пiрамiди ABCD виконується рiвнiсть
f(A) + f(B) + f(C) + f(D) = αf(P ), де P — центр кулi, описаної навколо цiєї

пiрамiди.
Задача 1.3. Про двi неперервнi перiодичнi (можливо, з рiзними перiодами)

функцiї f, g : R → (0,∞) вiдомо, що lim
x→∞

f(x)
g(x) = 1. Довести, що f(x) = g(x) для

всiх x ∈ R.

Задача 1.4. Довести, що множина
{

a2 + (a + 1)2 + . . . + (b − 1)2 + b2 : a, b ∈ N, b − a ≥ 6
}

не мiстить простих чисел.
Задача 1.5. Знайти границю

lim
n→∞

n
∑

k=1

(−1)k

k!

k2 + 12k + 10

k2 + 21k + 110
.

Задача 1.6. З одного з фокусiв елiпса з ексцентриситетом ε пiд деяким

ненулевим кутом до бiльшої осi випускають свiтловий промiнь. Промiнь
на протязi нескiнченного часу рухається внутрiшньою частиною елiпса,

вiддзеркалюючися вiд його границi. При n-ому перетинi бiльшої осi елiпса
вимiрюють значення гострого кута αn мiж променем та цiєю вiссю. Знайти
границю lim

n→∞
n
√

αn.

Задача 1.7. Якi значення може приймати

rang











(

f 2
1

)′′′ (

f1f2

)′′′ · · ·
(

f1f10

)′′′
(

f2f1

)′′′ (

f 2
2

)′′′ · · ·
(

f2f10

)′′′

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(

f10f1

)′′′ (

f10f2

)′′′ · · ·
(

f 2
10

)′′′











,
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де f1, f2, . . . , f10 — деякi тричi диференцiйовнi функцiї?

Задача 1.8. Знайти iнтеграл

∫ π
2

0

cos(2010x) cos2008 x dx.

Задача 1.9. Довести, що для будь-якого p ≥ 1
2 має мiсце нерiвнiсть

1 − e−
1
p

1 − e−
1
2

≥ 1

p
.

Старшi курси

Задача 1.10. Чи може збiгатися ряд

∞
∑

n=1

f(n)

n2
,

де f — взаємно-однозначне вiдображення з N в N?

Задача 1.11. Див. 1.2.
Задача 1.12. Див. 1.3.
Задача 1.13. Для кожного k ∈ N покладемо

Tk =
{

ak + (a + 1)k + . . . + (b − 1)k + bk : a, b ∈ N, b − a ≥ (k + 1)!
}

.

Довести, що множина
∞
⋃

k=1

Tk не мiстить простих чисел.

Задача 1.14. Знайти суму ряду

∞
∑

k=1

(−1)k

k!

k2 + 12k + 10

k2 + 21k + 110
.

Задача 1.15. Тiло, обмежене поверхнями z = x2

a2 + y2

b2 та z = h, зроблено з
однорiдного матерiалу. При якому спiввiдношеннi мiж параметрами a, b та h

це тiло, поставлене на вершину, не втратить рiвноваги й не перекинеться.
Задача 1.16. Випадкова величина ξ розподiлена за законом Пуассона з

параметром π
2 . Знайти всi x ∈ R, для яких виконується рiвнiсть

M
dξ

dxξ
sin(cosx) = 0.

Задача 1.17. Знайти iнтеграл

∫ π
2

0

cos(2012x) cos2010 x dx.
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Задача 1.18. Функцiя y : R → R для всiх x ∈ R задовольняє умову

∫ +∞

0

y′′(x) y2(t) dt =

∫ +∞

0

y′(x) y(t) dt.

Якi значення може приймати число y′(0)?

Вiдповiдi та розв’язки

1.1. По-перше покажемо, що будь-яке число α з промiжку [0, 1] може бути

границею виразу f(n)
n

при n → ∞ для деякої сюр’єктивної функцiї f : N → N.
Дiйсно, в якостi прикладу такої функцiї можна взяти f(n) = [αn] для α ∈ (0, 1]

та f(n) = [
√

n] для α = 0, де квадратнi дужки позначають цiлу частину числа.
Тепер покажемо, що жодне число α > 1 не може бути такою границею.

Припустимо супротивне: limn→∞
f(n)

n
= α > 1. Тодi 1 < α+1

2 < α, i за означенням

границi f(n) > n(α+1)
2

для всiх достатньо великих n. Зокрема, ми можемо взяти

n настiльки великим, щоб виконувалася нерiвнiсть n(α+1)
2 ≥ n+1. Тодi для всiх

m ≥ n маємо:

f(m) >
m(α + 1)

2
≥ n(α + 1)

2
≥ n + 1.

В той же час, при рiзних m < n функцiя f може набути не бiльше n− 1 рiзних
значень, тобто не покриє всi значення вiд 1 до n. Iнакше кажучи, деяке число

k ∈ {1, 2, . . . , n} не увiйде в область значень функцiї f . Але це суперечить її
сюр’єктивностi.

Вiдповiдь: Будь-яке значення з промiжку [0, 1].

1.2. Покажемо, що для будь-яких двох точок A′, A′′ ∈ R3 має мiсце рiвнiсть

f(A′) = f(A′′). Для цього розглянемо будь-яку сферу S, що проходить через
двi цi точки, та виберемо на нiй додатково точки B, C, D так, щоб анi A′, B,

C, D, анi A′′, B, C, D не належали б однiй площинi. Тодi з умови задачi маємо

f(A′) + f(B) + f(C) + f(D) = αf(P ) = f(A′′) + f(B) + f(C) + f(D),

де P — центр сфери S. Звiдси f(A′) = f(A′′).
Тому f ≡ C для деякого C ∈ R. При α 6= 4 з умови задачi додатково маємо

4C = αC, звiдки C = 0. Знайденi розв’язки, очевидно, задовольняють умову.

Вiдповiдь: f ≡ C для деякого C ∈ R при α = 4; f ≡ 0 при α 6= 4.

1.3. Хiд розв’язку залежить вiд того, чи є вiдношення перiодiв Tf та Tg

функцiй f та g рацiональним або iррацiональним числом.
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В першому випадку
(Tf

Tg
∈ Q

)

функцiї f та g мають спiльний перiод T =

НСК(Tf , Tg). Тому для будь-якого x ∈ R

f(x)

g(x)
= lim

n→∞
f(x + nT )

g(x + nT )
= 1.

В другому випадку
(Tf

Tg
/∈ Q

)

функцiї f та g не мають спiльного перiоду.

Тодi можна пiдiбрати зростаючi послiдовностi натуральних чисел (mk, k ∈ N)
та (nk, k ∈ N) такi, що |mkTf − nkTg| → 0 при k → ∞. Тепер внаслiдок

неперервностi функцiй f та g маємо:

f(x)

g(x)
= lim

k→∞
f(x)

g(x + mkTf − nkTg)
= lim

k→∞
f(x + mkTf)

g(x + mkTf)
= 1.

1.4. Див. розв’язок 1.13.

1.5. Спочатку розкладемо рацiональний дрiб, що стоїть пiд знаком суми, на

елементарнi. Легко отримати, що

k2 + 12k + 10

k2 + 21k + 110
= 1 − 10

k + 10
+

1

k + 11
.

Використовуючи отримане, суму можна розписати, як

Sn =
n

∑

k=1

(−1)k

k!

k2 + 12k + 10

k2 + 21k + 110
=

=
n

∑

k=1

(−1)k

k!
+

n
∑

k=1

(−1)k

k!

(

− 10

k + 10
+

1

k + 11

)

= S1n + S2n.

Розпишемо другу суму, вiдмiтивши групування доданкiв,

S2n =
10

11
−

(

1

12
+

10

2! · 12

)

+

(

1

2! · 13
+

10

3! · 13

)

+
1

3! · 14
+ . . .−

− (−1)n−110

(n − 1)!(n + 9)
+

(

(−1)n−1

(n − 1)!(n + 10)
− (−1)n10

n!(n + 10)

)

+
(−1)n

n!(n + 11)
.

Зводячи вирази в дужках до спiльного знаменника отримуємо (строге
доведення вимагає застосування методу математичної iндукцiї)

S2n =
10

11
− 1

2!
+

1

3!
+ . . . +

(−1)n−1

n!
+

(−1)n

n!(n + 11)
= − 1

11
− S1n +

(−1)n

n!(n + 11)
.

Таким чином,

Sn = − 1

11
+

(−1)n

n!(n + 11)
,
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i, остаточно, S = lim
n→∞

Sn = − 1

11
.

Вiдповiдь: − 1
11 .

1.6. Нехай An(xn, yn) — точка n-ого вiддзеркалювання траєкторiї променя вiд
границi елiпса. Як вiдомо з теорiї кривих другого порядку, фокальнi радiуси

F1An та F2An мають довжини a + εxn та a − εxn вiдповiдно (через a ми, як
звичайно, позначаємо довжину бiльшої пiввiсi).

O

F1

F2

An

A
n+1

αn
α

n+1

Тому з теореми синусiв, застосованої до трикутнику F1AnF2, маємо:

sin αn+1

sin αn

=
F2An

F1An

=
a − εxn

a + εxn

.

Неважко бачити (обов’язково проведiть строгi викладки!), що з ростом n
точки An будуть наближатися до правої або лiвої вершини елiпса: limn→∞ αn = 0

i limn→∞ |xn| = a. Тому

lim
n→∞

n
√

αn = lim
n→∞

n

√

α1 ·
α2

α1
· . . . · αn

αn−1
=

= lim
n→∞

αn+1

αn

= lim
n→∞

sin αn+1

sin αn

=
a − εa

a + εa
=

1 − ε

1 + ε
.

Вiдповiдь: 1−ε
1+ε

.

1.7. Зауважимо, що i, j-ий елемент матрицi може бути записано в такому
виглядi:

(

fifj

)′′′
= f ′′′

i fj + 3f ′′
i f ′

j + 3f ′
if

′′
j + fif

′′′
j . Це означає, що всi стовпчики

матрицi лiнiйно виражаються через такi чотири стовпчики:








f ′′′
1

f ′′′
2

. . .
f ′′′

10









,









f ′′
1

f ′′
2

. . .
f ′′

10









,









f ′
1

f ′
2

. . .
f ′

10









,









f1

f2

. . .
f10.









,

Тому ранг матрицi не може бути бiльше 4. В той же час цей ранг може приймати
будь-яке значення з множини {0, 1, 2, 3, 4}. Для того, щоб в цьому переконатися
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достатньо розглянути такi набори функцiй: f1 = . . . = f10 = 0 (rang = 0),

f1 = ex, f2 = . . . = f10 = 0 (rang = 1), f1 = ex, f2 = e2x, f3 = . . . = f10 = 0
(rang = 2), f1 = ex, f2 = e2x, f3 = e3x, f4 = . . . = f10 = 0 (rang = 3), i, нарештi,

f1 = ex, f2 = e2x, f3 = e3x, f4 = e4x, f5 = . . . = f10 = 0 (rang = 4). Вiдповiднi
матрицi матимуть вказанi ранги, наприклад, при x = 0.

1.8. В узагальнення цiєї задачi покажемо, що для будь-якого α ≥ 2
∫ π

2

0

cos(αx) cosα−2 x dx = 0.

Дiйсно, це випливає з наступних рiвностей:
∫ π

2

0

cos(αx) cosα−2 x dx =

=

∫ π
2

0

cos(α − 1)x cosα−1 x dx −
∫ π

2

0

sin(α − 1)x sinx cosα−2 x dx =

=

∫ π
2

0

cos(α − 1)x cosα−1 x dx +
1

α − 1

∫ π
2

0

sin(α − 1)x d(cosα−1 x) =

=

∫ π
2

0

cos(α − 1)x cosα−1 x dx +
1

α − 1
sin(α − 1)x cosα−1 x

∣

∣

∣

π
2

0
−

−
∫ π

2

0

cos(α − 1)x cosα−1 x dx = 0.

Вiдповiдь: 0.

1.9. Зробимо замiну змiнних t = 1
p
. Тодi задача зведеться до наступної:

довести, що для довiльного t ∈ (0, 2] має мiсце нерiвнiсть

1 − e−t

1 − e−
1
2

≥ t.

Розглянемо функцiю f(t) =
1 − e−t

t
. Для доведення нерiвностi достатньо

показати, що дана функцiя монотонно спадає при t ∈ (0, 2] i f(2) > 1 − e−
1
2 .

Знайдемо похiдну: f ′(t) =
e−t(t + 1) − 1

t2
. Покажемо, що f ′(t) < 0 при t > 0.

Для цього розв’яжемо нерiвнiсть

e−t(t + 1) − 1

t2
< 0.

При t > 0 ця нерiвнiсть еквiвалентна наступнiй:

e−t(t + 1) − 1 < 0 ⇔ t + 1 < et.
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Виконання останньої нерiвностi легко перевiряється.

Для завершення доведення залишилось помiтити, що f(2) > 1 − e−
1
2 .

1.10. Розглянемо суму двох довiльних членiв ряду. Для цього зафiксуємо

довiльнi m, n ∈ N, m 6= n. Подивимось, що станеться з цiєю сумою, якщо ми
помiняємо мiсцями чисельники. Розглянемо рiзницю

(

f(m)

m
+

f(n)

n

)

−
(

f(n)

m
+

f(m)

n

)

=

=
f(m) − f(n)

m
− f(m) − f(n)

n
=

(n − m) (f(m) − f(n))

mn
.

З отриманого можна заключити, що якщо m < n та f(m) < f(n), тодi при

перестановцi чисельникiв сума може лише збiльшуватись.
Використовуючи отримане, доведемо, що для будь якого взаємно-

однозначного вiдображення f ряд буде розбiгатися. Доведення будемо
проводити вiд супротивного. Нехай таке вiдображення f iснує. Розглянемо ряд

S =
∞
∑

n=1

f(n)
n2 . Оскiльки f взаємно-однозначне вiдображення, тодi iснує такий

номер l1 такий, що f(l1) = 1. Розглянемо нову функцiю

f1(n) =







1, n = 1;
f(1), n = l1;

f(n), n ∈ N\{1, l1}.

Отримана функцiя задовольняє умовi задачi, причому ряд

S1 = 1 +

∞
∑

n=2

f1(n)

n2
= 1 + R1

буде збiжним (оскiльки вiд початкового вiд вiдрiзняється лише двома членами).

Крiм того S1 < S (в силу доведеного на початку). Далi, для ряду S1 iснує l2 таке,
що f(l2) = 2 i повторимо процедуру, задавши, аналогiчним чином функцiю f2.

В результатi отримаємо збiжний ряд

S2 = 1 +
1

2
+

∞
∑

n=3

f2(n)

n2
= 1 +

1

2
+ R2,

для якого S2 < S1 < S. Продовжуючи дану процедуру на m-му кроцi,
отримаємо

Sm =

m
∑

n=1

1

n
+

∞
∑

n=m+1

fm(n)

n2
=

m
∑

n=1

1

n
+ Rm,

для якого Sm < S и т.д.
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В силу збiжностi ряду S будемо мати, що lim
m→∞

Rm = 0 i переходячи до границi

в нерiвностi Sm < S отримаємо

lim
m→∞

Sm =
∞

∑

n=1

1

n
<

∞
∑

n=1

f(n)

n2
.

З припущення про збiжнiсть ряду S випливає, що гармонiчний ряд
∞
∑

n=1

1
n

є

збiжним. Отримали протирiччя, тобто такi ряди завжди розбiжнi.

Вiдповiдь: Нi.

1.11. Див. розв’язок 1.2.
1.12. Див. розв’язок 1.3.
1.13. Зафiксуємо a, b ∈ N i покажемо, що

Sk := ak + . . . + bk =
(b − a + 1)qk

(k + 1)!
,

де qk — деяке натуральне число. Цього буде достатньо для розв’язання задачi
(продумайте чому!).

Доведення проведемо iндукцiєю за k. При k = 0 твердження очевидне.
Припустимо, що воно вiрно для l = 0, . . . , k, i покажемо, що воно залишиться
справедливим при l = k + 1.

З рiвностi

(x + 1)k+2 − xk+2 = Ck+1
k+2x

k+1 + Ck
k+2x

k + . . . + C1
k+2x + 1

маємо:

(b + 1)k+2 − ak+2 =
b

∑

x=a

(

(x + 1)k+2 − xk+2
)

=

=

b
∑

x=a

Ck+1
k+2x

k+1 +

b
∑

x=a

Ck
k+2x

k + . . . +

b
∑

x=a

C1
k+2x +

b
∑

x=a

1 =

= Ck+1
k+2Sk+1 + Ck

k+2Sk + . . . + C1
k+2S1 + S0.

Тому за припущенням iндукцiї

Sk+1 =
1

k + 2
·
(

(b + 1)k+2 − ak+2 − Ck
k+2Sk − . . . − C1

k+2S1 − S0

)

=

=
b − a + 1

k + 2
·
(

(b + 1)k+2 − ak+2

b + 1 − a
− Ck

k+2

qk

(k + 1)!
− . . . − C1

k+2

q1

2!
− q0

1!

)

,
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причому (b+1)k+2−ak+2

b+1−a
— цiле число (доведiть iндукцiєю за k). Звiдси й випливає

твердження.

1.14. Див. розв’язок 1.5.
1.15. Позначимо тiло через D i знайдемо його центр мас M(xM , yM , zM).

З мiркувань симетрiї зрозумiло, що xM = yM = 0. Координату zM може бути
знайдено за формулою

zM =

∫∫∫

D

z dx dy dz

∫∫∫

D

dx dy dz
=

πabh3/3

πabh2/2
=

2h

3
.

(Ми пропускаємо елементарне обчислення потрiйних iнтегралiв.)
Положення рiвноваги буде стiйким, якщо локальний екстремум функцiї

f(x, y) = (x − 0)2 + (y − 0)2 +

(

x2

a2
+

y2

b2
− 2h

3

)2

в точцi O(0, 0) буде мiнiмумом, де f — це квадрат вiдстанi мiж точкою на

поверхнi параболоїда та центром мас M . (Уважно продумайте цей момент!)
Тому, перевiряючи стандартнi умови на матрицю других похiдних, отримаємо

нерiвностi h < 3a2

4 , h < 3b2

4 .

Вiдповiдь: h < 3
4 min{a2, b2}.

1.16. Для будь-якої аналiтичної функцiї f

M
dξ

dxξ
f(x) =

∞
∑

k=0

e−
π
2

(

π
2

)k

k!
f (k)(x) = e−

π
2

∞
∑

k=0

f (k)(x)
(

π
2

)k

k!
= e−

π
2 f

(

x +
π

2

)

.

Тому задача зводиться до розв’язання рiвняння sin(cos(x + π/2)) = 0,
розв’язками якого є числа πk, k ∈ Z.

Вiдповiдь: x = πk, k ∈ Z.

1.17. Див. розв’язок 1.8.

1.18. Перепишемо рiвняння в наступному виглядi

y′′(x)

+∞
∫

0

y2(t) dt = y′(x)

+∞
∫

0

y(t) dt.

Помiтимо, що обидва iнтеграла, якi входять у рiвняння є певними константами,
тому позначимо їх

A =

+∞
∫

0

y2(t) dt ≥ 0, B =

+∞
∫

0

y(t) dt.
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Розглянемо два випадки:

1) A = 0. З цього випливає, в силу неперервностi функцiї y, що y(x) = 0,
x ≥ 0, а вiдповiдно y′(0) = 0.

2) A ≥ 0. Тодi отримуємо лiнiйне диференцiальне рiвняння з постiйними
коефiцiєнтами

Ay′′ − By′ = 0

розв’язком якого буде функцiя вигляду y = c1 + c2e
−Cx, де C = −B

A
.

Зi збiжностi iнтегралiв випливає, що c1 = 0. Розглянемо випадок, коли c2 6= 0,

оскiльки в протилежному випадку y = 0, а цей випадок розглянуто в першому
пунктi. Тодi виходить, що C > 0. Пiдставимо отриманий розв’язок y = c2e

−Cx

в початкове рiвняння та знайдемо c2

C2c2e
−Cx

+∞
∫

0

c2
2e

−2Ctdt = −Cc2e
−Cx

+∞
∫

0

c2e
−Ct dt ⇔ c2 = − 2

C
.

Таким чином, розв’язок має вигляд y = − 2
C
e−Cx, звiдки y′(0) = 2.

Вiдповiдь: y′(0) = 0 або y′(0) = 2.
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2. II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади
з математики серед студентiв вищих навчальних
закладiв технiчного, економiчного та аграрного

профiлiв (Севастополь, 2009 р.)

II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади у м. Севастополi проводився

у трьох категорiях:
– Категорiя "М": до цiєї категорiї вiдносили студентiв, якi навчаються за

спецiальностями, що потребують поглибленого вивчення математики;

– Категорiя "Т": до цiєї категорiї вiдносили студентiв технiчних
спецiальностей;

– Категорiя "С": до цiєї категорiї вiдносили студентiв, якi навчаються за
економiчними та аграрними спецiальностями.

В цьому роздiлi подано завдання всiх категорiй олiмпiади 2009 р. з
розв’язками.

Умови задач

Категорiя "М"

Задача 2.1. Обчислити визначник ∆n = |aij|, де

aij =







0 при j = n + 1 − i,
b при j < n + 1 − i,

a при j > n + 1 − i,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Задача 2.2. Вектори ~a1, ~a2, ..., ~an n- вимiрного лiнiйного простору лiнiйно

незалежнi. Довести, що вектори ~bi =
n
∑

j=1

(~ai · ~aj) ~aj , i = 1, 2, ..., n, також

лiнiйно незалежнi.
Задача 2.3. Довести, що крива ~r =

{

e
t√
2 cos t, e

t√
2 sin t, e

t√
2

}

лежить на

конусi x2 + y2 = z2. Пiд яким кутом вона перетинає його прямолiнiйнi твiрнi?
Задача 2.4. Не використовуючи таблиць i калькулятора, порiвняти числа

20102009 · 20082008 i 20092009 · 20092008.

Задача 2.5. Знайти кiлькiсть упорядкованих наборiв (A1, A2, ..., Am) множин,

що задовольняють умови:
1) A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Am = {1, 2, ..., n};
2) A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ Am = ∅, де m, n ∈ N, m ≥ 2.
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Задача 2.6. Нехай f (x) – многочлен степеня n з дiйсними коефiцiєнтами,

який має n дiйсних коренiв (не обов’язково рiзних). Довести, що для довiльного
x ∈ R виконується нерiвнiсть

f (x) · f ′′ (x) ≤ (f ′ (x))
2
.

Задача 2.7. Знайти суму числового ряда

1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ ... +

n

(n + 1)!
+ ... .

Задача 2.8. Обчислити iнтеграл

1
∫

0

ln (x + 1)

1 + x2
dx.

Задача 2.9. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь :

dx

x (z − y)
=

dy

y (y − x)
=

dz

y2 − xz
.

Задача 2.10. Знайти всi диференцiйовнi функцiї f : (0; +∞) → (0; +∞),

якi задовольняють рiвняння

f ′
(a

x

)

=
x

f (x)
, де a > 0.

Категорiя "Т"

Задача 2.11. Обчислити визначник ∆n = |aij|, де

aij =







0 при j = i,
a при j < i,

b при j > i,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Задача 2.12. Вектори ~a1, ~a2, ~a3 не компланарнi. Довести, що вектори ~bi =
3

∑

j=1

(~ai · ~aj) ~aj, i = 1, 2, 3, також не компланарнi.

Задача 2.13. Пряма перетинає рiвнобiчну гiперболу в точках A и B, а її
асимптоти – в точках C i D. Знайти вiдношення AC

BD
.

Задача 2.14. Не використовуючи таблиць i калькулятора, довести, що

20102009 · 20082008 > 20092009 · 20092008.

Задача 2.15. Знайти кiлькiсть упорядкованих наборiв (A1, A2, A3, A4)
множин, що задовольняють умови:
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1) A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
2) A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4 = ∅.
Задача 2.16. Див. 2.6.

Задача 2.17. Знайти суму числового ряда

2

1!
− 3

2!
+

4

3!
− ... + (−1)n+1 n + 1

n!
+ ... .

Задача 2.18. Обчислити iнтеграл

1
∫

0

(x − 1) exdx

(x + 1)3 .

Задача 2.19. Див. 2.9.

Задача 2.20. Знайти всi диференцiйовнi функцiї f : (0; +∞) → (0; +∞),
якi задовольняють рiвняння

f ′
(

1

x

)

=
x

f (x)
.

Категорiя "C"

Задача 2.21. Обчислити визначник ∆n = |aij|, де

aij =

{

0 при j = i,

i при j 6= i,
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Задача 2.22. Див. 2.12.
Задача 2.23. Пряма перетинає рiвнобiчну гiперболу в точках A и B, а її

асимптоти – в точках C i D. Довести, що AC = BD.

Задача 2.24. Не використовуючи таблиць i калькулятора, порiвняти числа

log2008 2009 i log2009 2010.

Задача 2.25. Знайти число упорядкованих наборiв (A1, A2, A3) множин, що
задовольняють умови:

1) A1 ∪ A2 ∪ A3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
2) A1 ∩ A2 ∩ A3 = ∅.
Задача 2.26. Див. 2.6.
Задача 2.27. Знайти суму числового ряда

2

3!
− 4

5!
+

6

7!
− ... + (−1)n+1 2n

(2n + 1)!
+ ... .
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Задача 2.28. Обчислити iнтеграл
1
∫

0

xexdx

(x + 1)2
.

Задача 2.29. Знайти iнтегральну криву рiвняння

(

2x3y2 − y
)

dx +
(

2x2y3 − x
)

dy = 0,

що проходить через точку (1; 1).
Задача 2.30. Чи iснують функцiї f (x) и g (x), якi не дорiвнюють константi

i задовольняють в деякому промiжку умовi

(f (x) · g (x))
′

= f ′ (x) · g′ (x) .

Вiдповiдi та розв’язки

2.1. Даний визначник має вигляд

∆n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b b ... b b 0

b b ... b 0 a
b b ... 0 a a
... ... ... ... ... ...

b 0 ... a a a
0 a ... a a a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Помiняємо мiсцями стовпцi з номерами j и n+1− j, тобто перший i останнiй
стовпцi, другiй i передостаннiй тощо. В результатi дiстанемо

∆n = (−1)
n(n−1)

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 b b ... b b

a 0 b ... b b
a a 0 ... b b

... ... ... ... ... ...
a a a ... 0 b
a a a ... a 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Тому ( див. розв’язання задачi 2.11 )

∆n = (−1)
n(n−1)

2 (−1)n+1ab
(

an−2 + an−3b1 + an−4b2 + an−5b3 + ... + bn−2
)

=

= (−1)
n(n+1)

2 +1ab
(

an−2 + an−3b1 + an−4b2 + an−5b3 + ... + bn−2
)

.

Вiдповiдь: ∆n = (−1)
n(n+1)

2 +1ab
(

an−2 + an−3b1 + an−4b2 + an−5b3 + ... + bn−2
)

.
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2.2. Припустимо, що вектори ~b1, ~b2, ..., ~bn лiнiйно залежнi. Тодi знайдуться

дiйснi числа α1, α2, ..., αn, хоча б одне з яких вiдмiнне вiд нуля i такi, що

α1
~b1 + α2

~b2 + ... + αn
~bn = ~0.

Це означає, що

α1

n
∑

j=1

(~a1 · ~aj) ~aj + α2

n
∑

j=1

(~a2 · ~aj) ~aj + ... + αn

n
∑

j=1

(~an · ~aj) ~aj = ~0

або

(~c · ~a1)~a1 + (~c · ~a2)~a2 + ... + (~c · ~an)~an = ~0, (1)

де ~c = α1~a1 + α2~a2 + ... + αn~an.
Оскiльки вектори ~a1, ~a2, ..., ~an, лiнiйно незалежнi, то ~c 6= ~0, i з (1) випливає,

що
(~c · ~a1) = 0, (~c · ~a2) = 0, . . . , (~c · ~an) = 0.

З чого виходить, що

~c 2 = (~c · ~c) = ~c · (α1~a1 + α2~a2 + ... + αn~an) =

= α1 (~c · ~a1) + α2 (~c · ~a2) + ... + αn (~c · ~an) = 0.

Тобто ~c = ~0. Прийшли до протирiччя. Отже, вектори ~b1, ~b2, ..., ~bn лiнiйно

незалежнi, що й потрiбно було довести.

2.3. Неважко переконатися, що координати довiльної точки даної кривої

x = e
t√
2 cos t, y = e

t√
2 sin t, z = e

t√
2 задовольняють рiвняння конуса, тобто дана

крива лежить на конусi.

Вiзьмемо довiльну точку M
(

e
t√
2 cos t, e

t√
2 sin t, e

t√
2

)

кривої й знайдемо кут

ϕ, пiд яким дана крива перетинає твiрну конуса в точцi M , тобто кут мiж

твiрною конуса та дотичною до кривої в точцi M .
За напрямний вектор твiрної можна взяти вектор колiнеарний до

вектора
−−→
OM , наприклад, вектор ~u1 = (cos t, sin t, 1), а за напрямний

вектор дотичної до кривої в точцi M – вектор, колiнеарний до вектора

~r ′ =

(

(

e
t√
2 cos t

)′
,

(

e
t√
2 sin t

)′
,

(

e
t√
2

)′)

, наприклад, вектор ~u2 =
(

cos t −
√

2 sin t, sin t +
√

2 cos t, 1
)

.

Оскiльки |~u1| =
√

2, |~u2| = 2, (~u1, ~u2) = 2, то

cos ϕ =
(~u1, ~u2)

|~u1| · |~u2|
=

√
2

2
.

Звiдси ϕ = 45◦.
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Вiдповiдь: 45◦.

2.4. Подiлимо кожне з даних чисел на додатне число 20082008 · 20092009 i

порiвняємо одержанi числа
(

2010
2009

)2009
и

(

2009
2008

)2008
. Подамо цi числа у виглядi:

(

2010

2009

)2009

=

(

1 +
1

2009

)2009

,

(

2009

2008

)2008

=

(

1 +
1

2008

)2008

.

Розглянемо функцiю f(x) =
(

1 + 1
x

)x
, x > 0. Покажемо, що похiдна цiєї

функцiї

f ′(x) =

(

1 +
1

x

)x

·
(

ln
x + 1

x
− 1

x + 1

)

> 0, x ≥ 1.

Дiйсно, функцiя g(x) = ln x+1
x

− 1
x+1 задовольняє умови:

1) g(1) = ln 2 − 1
2 > 0;

2) g(x) → 0 при x → +∞;
3) g(x) є спадною на промiжку [1; +∞), оскiльки g′(x) = 1

(x+1)2 − 1
x(x+1) < 0

x ∈ [1; +∞).
Тому ∀x ∈ [1; +∞) g(x) > 0, i, вiдповiдно, f ′(x) > 0.

Отже, функцiя f(x) =
(

1 + 1
x

)x
зростає на промiжку [1; +∞). Тому

(

1 + 1
2009

)2009
>

(

1 + 1
2008

)2008
, звiдки випливає, що

20102009 · 20082008 > 20092009 · 20092008.

Вiдповiдь: 20102009 · 20082008 > 20092009 · 20092008.

2.5. З умови задачi випливає, що кожне з чисел 1, 2, ... , n є елементом хоча
б однiєї iз множин A1, A2, ..., Am i жодне з цих чисел не є елементом вiдразу

всiх множин A1, A2, ..., Am. Тому кiлькiсть способiв, яким можна розмiстити
кожне iз чисел 1, 2, ... , n у множини A1, A2, ..., Am, дорiвнює

C1
m + C2

m + ... + Cm−1
m = 2m − 2.

Отже, згiдно з правилом добутку маємо (2m − 2)n шуканих упорядкованих

наборiв множин (A1, A2, ..., Am).

Вiдповiдь: (2m − 2)n.

2.6. Нехай многочлен f(x) має коренi x1, x2 , ..., xk кратностi α1, α2, ..., αk

вiдповiдно (xi ∈ R, αi ∈ N, i = 1, 2, ..., k; α1 + α2 + ... + αk = n ). Тодi

f(x) = A (x − x1)
α1 (x − x2)

α2 ... (x − xk)
αk .

Розглянемо два випадки.
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1). Якщо x = xi, i = 1, 2, ..., k, то дана нерiвнiсть є очевидно вiрною.

2). Нехай x 6= xi, i = 1, 2, ..., k. Тодi

f ′(x) =A
[

α1 (x − x1)
α1−1 (x − x2)

α2 ... (x − xk)
αk +

+ α2 (x − x1)
α1 (x − x2)

α2−1 ... (x − xk)
αk + ...+

+ αk (x − x1)
α1 (x − x2)

α2 ... (x − xk)
αk−1 ]

=

=f(x)

(

α1

x − x1
+

α2

x − x2
+ ... +

αk

x − xk

)

,

або
f ′(x)

f(x)
=

α1

x − x1
+

α2

x − x2
+ ... +

αk

x − xk

.

Диференцiюючи обидвi частини даної рiвностi за x, дiстаємо

f ′′(x)f(x)− (f ′(x))2

(f(x))2
= −

(

α1

(x − x1)
2 +

α2

(x − x2)
2 + ... +

αk

(x − xk)
2

)

.

Звiдси f ′′(x)f(x)− (f ′(x))2 < 0.
Таким чином, нерiвнiсть f(x) · f ′′(x) ≤ (f ′(x))2 виконується ∀x ∈ R, що й

треба було довести.
2.7. Оскiльки для всiх x ∈ R

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ ... +

xn

n!
+ ... ,

тодi для x 6= 0

ex − 1

x
= 1 +

x

2!
+

x2

3!
+

x3

4!
+ ... +

xn−1

n!
+ ... .

Продиференцюювавши останню рiвнiсть з урахуванням, що даний степеневий
ряд можна почленно диференцiювати, отримаємо

xex − (ex − 1)

x2
=

1

2!
+

2x

3!
+

3x2

4!
+ ... +

(n − 1)xn−2

n!
+ ... .

Покладаючи в цiєї рiвностi x = 1, остаточно дiстаємо

1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ ... +

n − 1

n!
+ ... = 1.

Вiдповiдь: 1.
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2.8.

I =

1
∫

0

ln(x + 1)

1 + x2
dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t = arctgx, x = tg t

x = 0 → t = 0,
x = 1 → t = π

4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

π
4

∫

0

ln (tg t + 1) dt =

=

π
4

∫

0

ln

√
2 sin

(

t + π
4

)

cos t
dt =

π

4
ln
√

2 +

π
4

∫

0

ln sin
(

t +
π

4

)

dt −

π
4

∫

0

ln cos tdt,

Помiтимо, що
π
4

∫

0

ln sin
(

t +
π

4

)

dt =

∣

∣

∣

∣

t + π
4 = π

2 − u, u = π
4 − t;

t = 0 → u = π
4
, t = π

4
→ u = 0

∣

∣

∣

∣

=

= −
0

∫

π
4

ln cos udu =

π
4

∫

0

ln cos tdt.

Звiдки випливає, що I = π
8 ln 2.

Вiдповiдь: π
8 ln 2.

2.9. Перепишемо дану систему у виглядi
{ (

y2 − xy
)

dx = (xz − xy) dy,
(

y2 − xy
)

dz =
(

y2 − xz
)

dy,
(2)

де x 6= 0, y 6= 0, y 6= x, z 6= y, y2 6= xz.

Додамо лiву i праву частини першого рiвняння системи (2) вiдповiдно до лiвої
i правої частин другого рiвняння цiєї системi. В результатi дiстанемо:

(

y2 − xy
)

(dz + dx) =
(

y2 − xy
)

dy.

Звiдки d(z + x − y) = 0 або
z + x − y = C1, (3)

де C1 - довiльна стала.

Спiввiдношення (3) – перший iнтеграл системи (2). Для того, щоб знайти ще
один перший iнтеграл даної системи, перетворимо друге рiвняння цiєї системi:

y2 (dz − dy) = xydz − xzdy, або
d (z − y)

x
=

ydz − zdy

y2
.

Враховуючи (3) рiвняння можна звести до −dx
x

= d
(

z
y

)

, звiдки

ln |x| + z

y
= C2, (4)
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де C2 - довiльна стала.

Очевидно, що перший iнтеграл (3) i перший iнтеграл (4) незалежнi. Отже,
система (3), (4) утворює загальнiй iнтеграл даної системи диференцiальних

рiвнянь.

Вiдповiдь: z + x − y = C1, ln |x| + z
y

= C2.

2.10. Дане рiвняння

f ′
(a

x

)

=
x

f(x)
(5)

можна переписати у виглядi

f ′(x) =
a

xf
(

a
x

) , (6)

звiдки випливає, що

xf
(a

x

)

=
a

f ′(x)
. (7)

Продиференцiюємо обидвi частини рiвняння (6) за x:

f ′′(x) = − a
(

xf
(

a
x

))2

[

f
(a

x

)

− a

x
f ′

(a

x

)]

. (8)

З урахуванням (5) i (7) рiвняння (8) можна перетворити до вигляду

xf ′′(x) = −f ′(x) +
x (f ′(x))2

f(x)
або x

(

f ′(x)

f(x)

)′
= −f ′(x)

f(x)
.

Iнтегруючи, дiстаємо f ′(x)
f(x) = C1

x
, звiдки

f(x) = C2x
C1, (9)

де C1, C2 - довiльнi сталi. Оскiльки з умови задачi випливає, що f(x) > 0 i
f ′(x) > 0, то C1 > 0 i C2 > 0.

Пiдставимо (9) у вихiдне рiвняння. В результатi дiстанемо

C1C2
aC1−1

xC1−1
=

x

C2xC1
.

Звiдси C2 = 1√
C1aC1−1

.

Отже, всi функцiї, що задовольняють умови задачi, можна записати у виглядi
f(x) = xC√

CaC−1
, де C > 0.

Вiдповiдь: f (x) = xC√
CaC−1

, C > 0.
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2.11. Даний визначник має вигляд:

∆n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 b b ... b b
a 0 b ... b b

a a 0 ... b b
... ... ... ... ... ...

a a a ... 0 b
a a a ... a 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Вiднiмемо вiд першого рядка другий, вiд другого рядка – третiй, . . . , вiд

передостаннього рядка – останнiй. Отримаємо:

∆n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−a b 0 ... 0 0
0 −a b ... 0 0
0 0 −a ... 0 0

... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... −a b

a a a ... a 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Розкладаючи визначник ∆n за елементами першого стовпця, дiстанемо

рекурентну формулу

∆n = −a · ∆n − 1 + (−1)n+1abn−1.

Застосовуючи дану формулу (n − 2) рази, виразимо визначник ∆n через
визначник ∆2:

∆n = − a · ∆n−1 + (−1)n+1abn−1 = −a
(

−a · ∆n−2 + (−1)nabn−2
)

+

+ (−1)n+1abn−1 = a2∆n−2 + (−1)n+1
(

a2bn−2 + abn−1
)

=

=a2
(

−a · ∆n−3 + (−1)n−1abn−3
)

+ (−1)n+1
(

a2bn−2 + abn−1
)

=

= − a3 · ∆n−3 + (−1)n+1
(

a3bn−3 + a2bn−2 + abn−1
)

= ... =

=(−1)n−2an−2∆2 + (−1)n+1
(

an−2b2 + an−3b3 + an−4b4 + ... + abn−1
)

.

Оскiльки ∆2 =

∣

∣

∣

∣

−a b

a 0

∣

∣

∣

∣

= −ab, то

∆n =(−1)n+1
(

an−1b + an−2b2 + an−3b3 + an−4b4 + ... + abn−1
)

=

=(−1)n+1ab
(

an−2 + an−3b1 + an−4b2 + an−5b3 + ... + bn−2
)

.

Вiдповiдь: ∆n = (−1)n+1ab
(

an−2 + an−3b1 + an−4b2 + an−5b3 + ... + bn−2
)

..

2.12. У розв’язку задачi 2.2 покласти n = 3.

24



2.13. Виберемо прямокутну декартову систему координат Oxy так, щоб оси

Ox i Oy були асимптотами рiвнобiчної гiперболи. Тодi рiвняння цiєї гiперболи

буде мати вигляд y = a
x
. Якщо x1 и x2 – абсциси точок A и B, то A

(

x1,
a
x1

)

,

B
(

x2,
a
x2

)

.

Складемо рiвняння прямої AB:

x − x1

x2 − x1
=

y − a
x1

a
x2

− a
x1

або x − x1 = −(x1y − a) x2

a
.

Пряма AB перетинає вiсь Ox в точцi D (x1 + x2, 0) та вiсь Oy в точцi

C
(

0, a(x1+x2)
x1x2

)

. Тодi

−→
AC =

(

0 − x1,
a (x1 + x2)

x1x2
− a

x1

)

=

(

−x1,
a

x2

)

,

−−→
BD =

(

x1 + x2 − x2, 0 − a

x2

)

=

(

x1, − a

x2

)

.

З чого випливає, що
−→
AC = −−−→

BD, а це означає, що AC
BD

= 1.

Вiдповiдь: 1.

2.14. Див. розв’язок 2.4.

2.15. У розв’язку задачi 2.5 покласти m = 4, n = 10.

Вiдповiдь: 1410.

2.16. Див. розв’язок 2.6.

2.17. Оскiльки для всiх x ∈ R

e−x = 1 − x

1!
+

x2

2!
− x3

3!
+

x4

4!
− ... + (−1)n xn

n!
+ ... ,

тодi

xe−x = x − x2

1!
+

x3

2!
− x4

3!
+

x5

4!
− ... + (−1)n xn+1

n!
+ ... ,

Продиференцюювавши останню рiвнiсть з урахуванням, що даний степеневий
ряд можна почленно диференцiювати, отримаємо

e−x(1 − x) = 1 − 2x

1!
+

3x2

2!
− 4x3

3!
+

5x4

4!
− ... + (−1)n (n + 1)xn

n!
+ ... .

З чого отримуємо

1 − e−x (1 − x) =
2x

1!
− 3x2

2!
+

4x3

3!
− 5x4

4!
+ ... + (−1)n−1 (n + 1)xn

n!
+ ... .
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Покладаючи в цiєї рiвностi x = 1, остаточно дiстаємо

1 =
2

1!
− 3

2!
+

4

3!
− ... + (−1)n+1 n + 1

n!
+ ... .

Вiдповiдь: 1.

2.18.

1
∫

0

(x − 1)exdx

(x + 1)3
=

1
∫

0

(x + 1 − 2)exdx

(x + 1)3
=

1
∫

0

exdx

(x + 1)2
− 2

1
∫

0

exdx

(x + 1)3
=

=

1
∫

0

exdx

(x + 1)2
+

1
∫

0

exd
1

(x + 1)2
=

=

1
∫

0

exdx

(x + 1)2
+

ex

(x + 1)2

∣

∣

∣

∣

1

0

−
1

∫

0

exdx

(x + 1)2
=

e

4
− 1.

Вiдповiдь: e
4 − 1.

2.19. Див. розв’язок 2.9.

2.20. У розв’язку задачi 2.10 покласти a = 1.

Вiдповiдь: f(x) = xC√
C
, C > 0.

2.21. Даний визначник має вигляд:

∆n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1 ... 1 1

2 0 2 ... 2 2
3 3 0 ... 3 3

... ... ... ... ... ...
n − 1 n − 1 n − 1 ... 0 n − 1

n n n ... n 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= n!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1 ... 1 1

1 0 1 ... 1 1
1 1 0 ... 1 1

... ... ... ... ... ...
1 1 1 ... 0 1
1 1 1 ... 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Вiднявши вiд першого рядка другий, вiд другого рядка – третiй, ... , вiд

передостаннього рядка – останнiй, матимемо

∆n = n!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 1 0 ... 0 0
0 −1 1 ... 0 0

0 0 −1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... −1 1
1 1 1 ... 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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Додамо до другого стовпця перший стовпець, пiсля чого до третього стовпця

додамо другий i т.д. В результатi дiстанемо:

∆n = n!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 0 0 ... 0 0
0 −1 0 ... 0 0
0 0 −1 ... 0 0

... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... −1 0

1 2 3 ... n − 1 n − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)n−1(n − 1) · n!.

Вiдповiдь: ∆n = (−1)n−1 (n − 1) · n!.

2.22. У розв’язку задачi 2.2 покласти n = 3.

2.23. Див. розв’язок 2.13.

2.24.

П е р ш и й с п о с i б. Розглянемо функцiю f(x) = logx(x + 1), x > 1.

(f(x))
′

= (logx(x + 1))
′

=

(

ln(x + 1)

lnx

)′

=
lnx
x+1 −

ln(x+1)
x

ln2 x
=

=
x lnx − (x + 1) ln(x + 1)

x(x + 1) ln2 x
< 0, x > 1.

Отже, функцiя f (x) = logx (x + 1) спадає на промiжку (1; +∞), а тому

log2008 2009 > log2009 2010.
Д р у г и й с п о с i б.

log2008 2009− 1 = log2008

2009

2008
= log2008

(

1 +
1

2008

)

> log2009

(

1 +
1

2008

)

>

> log2009

(

1 +
1

2009

)

= log2009

2010

2009
= log2009 2010− 1.

Таким чином, log2008 2009 > log2009 2010.

Вiдповiдь: log2008 2009 > log2009 2010.

2.25. У розв’язку задачi 2.5 покласти m = 3, n = 10.

Вiдповiдь: 610.

2.26. Див. розв’язок 2.6.
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2.27. Оскiльки для всiх x ∈ R

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ ... + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ ... ,

тодi для x 6= 0

sin x

x
= 1 − x2

3!
+

x4

5!
− x6

7!
+ ... + (−1)n x2n

(2n + 1)!
+ ... ,

Продиференцюювавши останню рiвнiсть з урахуванням, що даний степеневий
ряд можна почленно диференцiювати, отримаємо

x cosx − sinx

x2
= −2x

3!
+

4x3

5!
− 6x5

7!
+ ... + (−1)n 2nx2n−1

(2n + 1)!
+ ... .

Покладаючи в цiй рiвностi x = −1, остаточно дiстаємо

sin 1 − cos 1 =
2

3!
− 4

5!
+

6

7!
− ... + (−1)n+1 2n

(2n + 1)!
+ ... .

Вiдповiдь: sin 1 − cos 1.

2.28.

1
∫

0

xexdx

(x + 1)2
=

1
∫

0

(x + 1 − 1)exdx

(x + 1)2
=

1
∫

0

exdx

(x + 1)
−

1
∫

0

exdx

(x + 1)2
=

=

1
∫

0

exdx

(x + 1)
+

1
∫

0

exd
1

x + 1
=

1
∫

0

exdx

(x + 1)
+

ex

x + 1

∣

∣

∣

∣

1

0

−
1

∫

0

exdx

(x + 1)
=

e

2
− 1.

Вiдповiдь: e
2 − 1.

2.29. Перепишемо дане рiвняння у виглядi

2x3y2dx − ydx + 2x2y3dy − xdy = 0 або x2y2
(

dx2 + dy2
)

− dxy = 0.

Оскiльки iнтегральнi криви даного рiвняння x = 0 и y = 0 не проходять через
точку (1; 1), то рiвняння можна перетворити до вигляду

d
(

x2 + y2
)

=
d(xy)

x2y2
або d

(

x2 + y2 +
1

xy

)

= 0.

Звiдси x2 + y2 + 1
xy

= C, де C - стала iнтегрування. З умови задачi випливає,
що y = 1 при x = 1. Використовуючи цю початкову умову, знаходимо, що
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C = 3. Таким чином, рiвняння шуканої iнтегральної кривої може бути записано

у виглядi x2 + y2 + 1
xy

= 3 або xy
(

x2 + y2 − 3
)

+ 1 = 0.

Вiдповiдь: xy
(

x2 + y2 − 3
)

+ 1 = 0.

2.30. Будемо шукати функцiї f(x) и g(x) у виглядi f(x) = eu(x), g(x) =
ev(x), де u(x) и v(x) – новi шуканi функцiї, що задовольняють рiвняння u′(x) +

v′(x) = u′(x) · v′(x) або u′(x) = v′(x)
v′(x)−1 . Неважко перевiрити, що, наприклад,

∀x > 1 функцiї v (x) = x2

2 i u (x) = x + ln (x − 1) задовольняють це рiвняння, а

тому функцiї f (x) = (x − 1) ex и g (x) = e
x2

2 задовольняють вихiдне рiвняння.
Очевидно, що ця пара функцiй задовольняють вихiдне рiвняння ∀x ∈ R.

Вiдповiдь: так, iснують, наприклад, f(x) = (x − 1)ex i g(x) = e
x2

2 , x ∈ R.
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3. II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади
з математики серед студентiв вищих навчальних
закладiв технiчного, економiчного та аграрного

профiлiв (Севастополь, 2010 р.)

В цьому пунктi подано завдання олiмпiади 2010 р.

Умови задач

Категорiя "М"

Задача 3.1. Спростити матричний вираз

(3E − A)−1 + (2E + A)−1 − 5
(

6E + A − A2
)−1

,

де A - квадратна матриця порядку n, E - одинична матриця того ж самого
порядку; A−1 - матриця, обернена до матрицi A.

Задача 3.2. Точки A1, A2, ..., A2n розбивають коло дiаметром 1 на 2n рiвних
дуг; B - довiльна точка цього же кола. Знайти модуль суми векторiв BA1 +
BA2 + ... + BA2n.

Задача 3.3. Довести, що середини паралельних хорд гiперболи лежать
на однiй прямiй, яка проходить через центр гiперболи. (Хордою гiперболи

називається вiдрiзок, що сполучає двi довiльнi точки гiперболи).
Задача 3.4. Довести, що при a ∈

(

−3
4; 0

)

послiдовнiсть

x1 = a, xn+1 = a + x2
n, n ∈ N

збiгається, та знайти її границю.
Задача 3.5. Знайти найменше значення функцiї

f(x) =

(

x + 1
x

)2n −
(

x2n + 1
x2n

)

− 2
(

x + 1
x

)n
+

(

xn + 1
xn

) , x > 0, n ∈ N.

Задача 3.6. Нехай функцiя f(x) визначена та тричi неперервно

диференцiйовна на R. Довести, що iснує точка x0 ∈ R така, що

f (x0) f ′ (x0) f ′′ (x0) f ′′′ (x0) ≥ 0.

Задача 3.7. Нехай функцiя f(x) визначена та неперервна на вiдрiзку [0; 1].
Довести, що ∀n ∈ N iснує точка x0 ∈ [0; 1] така, що

1
∫

0

f(x)xndx =
1

n + 1
f (x0) .
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Задача 3.8. Знайти похiдну розв’язку задачi Кошi

y′′ + y = εy′2, y(0) = 1, y′(0) = 0

за параметром ε при ε = 0.

Задача 3.9. З трьох одиниць, трьох двiйок та трьох трiйок навмання
складають дев’ятицифрове число. Знайти ймовiрнiсть того, що три однаковi

цифри не стоятимуть поряд.
Задача 3.10. Для всiх дiйсних значень x дослiдити збiжнiсть ряду

∞
∑

n=1

(

1√
n
− sin

(√
n + 1 −√

n
)

)x

.

Категорiя "Т"

Задача 3.11. Спростити матричний вираз

(2E − A)−1 + (E + A)−1 − 3
(

2E + A − A2
)−1

,

де A - квадратна матриця порядку n, E - одинична матриця того ж самого
порядку; A−1 - матриця, обернена до матрицi A.

Задача 3.12. Точки A1, A2, ..., A8 розбивають коло дiаметром 1 на 8 рiвних

дуг; B - довiльна точка цього же кола. Знайти модуль суми векторiв BA1 +
BA2 + ... + BA8.

Задача 3.13. Довести, що середини паралельних хорд елiпса лежать на однiй
прямiй, яка проходить через центр елiпса. (Хордою елiпса називається вiдрiзок,

що сполучає двi довiльнi точки елiпса).
Задача 3.14. Див. 3.4.

Задача 3.15. Знайти найменше значення функцiї

f(x) =

(

x + 1
x

)8 −
(

x8 + 1
x8

)

− 2
(

x + 1
x

)4
+

(

x4 + 1
x4

)
, x > 0.

Задача 3.16. Див. 3.6.
Задача 3.17. Обчислити iнтеграл

2
∫

0

√

sin(3 − x)dx
√

sin(3 − x) +
√

sin(x + 1)
.

Задача 3.18. Знайти похiдну розв’язку задачi Кошi

y′′ = (y′)2 + y3; y(0) = 0, y′(0) = ε
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по параметру ε при ε = 0.

Задача 3.19. З двох одиниць, двох двiйок та двох трiйок навмання
складають шестицифрове число. Знайти ймовiрнiсть того, що двi однаковi

цифри не стоятимуть поряд.
Задача 3.20. Для всiх дiйсних значень x дослiдити збiжнiсть ряду

∞
∑

n=1

(

3
√

n + 1 − 3
√

n
)x

.

Категорiя "C"

Задача 3.21. Знайти матрицю X, яка задовольняє рiвняння
(

2X2
)−1

= 2X−1.

Задача 3.22. Точки A1, A2, ..., A6 розбивають коло дiаметром 1 на 6 рiвних
дуг; B - довiльна точка цього же кола. Знайти модуль суми векторiв BA1 +

BA2 + ... + BA6.
Задача 3.23. Довести, що середини паралельних хорд параболи лежать на

однiй прямiй, яка паралельна до вiсi параболи. (Хордою параболи називається
вiдрiзок, що сполучає двi довiльнi точки параболи).

Задача 3.24. З’ясувати, при яких дiйсних a > 0 послiдовнiсть

x1 = a, xn+1 = a + x2
n, n ∈ N

збiгається. У випадку збiжностi послiдовностi знайти її границю.

Задача 3.25. Знайти найменше значення функцiї

f(x) =

(

x + 1
x

)6 −
(

x6 + 1
x6

)

− 2
(

x + 1
x

)3
+

(

x3 + 1
x3

)
, x > 0.

Задача 3.26. Див. 3.6.
Задача 3.27. Див. 3.17.

Задача 3.28. З’ясувати, чи iснують функцiї f(x), яка не дорiвнює тотожно
0, и g(x), для яких в деякому промiжку виконується рiвнiсть

(

f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x)

g′(x)
.

Задача 3.29. Див. 3.19.

Задача 3.30. Вантаж спочатку розмiстили у вагони вантажнiстю 80 тон, але
один вагон залишився завантаженим не повнiстю. Тодi весь вантаж переклали

у вагони вантажнiстю 60 тон: знадобилося на 8 вагонiв бiльше i при цьому один
вагон також залишився завантаженим не повнiстю. Нарештi, вантаж переклали

у вагони вантажнiстю 50 тон: знадобилося ще на 5 вагонiв бiльше, при цьому
всi вагони виявилися завантаженими повнiстю. Скiльки тон вантажу було?
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